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Ïðåäèñëîâèå

Èññëåäîâàíèå ñèñòåì òèïîâ, à òàêæå ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ òî÷êè
çðåíèÿ òåîðèè òèïîâ, â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðåâðàòèëîñü â ýíåðãè÷íî ðàçâèâà-
þùóþñÿ íàó÷íóþ äèñöèïëèíó, êîòîðàÿ èìååò âàæíûå ïðèëîæåíèÿ â ïðîåê-
òèðîâàíèè ïðîãðàìì, â ðàçðàáîòêå ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â ðåàëèçàöèè
âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ êîìïèëÿòîðîâ è â îáëàñòè áåçîïàñíîñòè. Íàñòîÿùàÿ
êíèãà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîäðîáíîå ââåäåíèå â îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, äîñòèæå-
íèÿ è ìåòîäû ýòîé äèñöèïëèíû.

Ïðåäïîëàãàåìàÿ àóäèòîðèÿ

Êíèãà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ äâóõ îñíîâíûõ ãðóïï ÷èòàòåëåé: ñ îäíîé ñòîðî-
íû, äëÿ àñïèðàíòîâ è èññëåäîâàòåëåé, êîòîðûå ñïåöèàëèçèðóòñÿ íà ÿçûêàõ
ïðîãðàììèðîâàíèÿ è òåîðèè òèïîâ; ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ àñïèðàíòîâ è ïðî-
äâèíóòûõ ñòóäåíòîâ èç äðóãèõ îáëàñòåé èíôîðìàòèêè, êîòîðûå õîòåëè áû
èçó÷èòü îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïåðâîé ãðóïïå
êíèãà äàåò îáøèðíûé îáçîð ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè, äîñòàòî÷íî ãëóáîêèé,
÷òîáû ïîçâîëèòü ÷òåíèå èññëåäîâàòåëüñêîé ëèòåðàòóðû. Âòîðîé ãðóïïå îíà
ïðåäîñòàâëÿåò ïîäðîáíûé ââîäíûé ìàòåðèàë è îáøèðíîå ñîáðàíèå ïðèìåðîâ,
óïðàæíåíèé è ïðàêòè÷åñêèõ ñèòóàöèé. Êíèãà ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê â
ââîäíûõ êóðñàõ àñïèðàíòñêîãî óðîâíÿ, òàê è â áîëåå ïðîäâèíóòûõ ñåìèíàðàõ
ïî ÿçûêàì ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Öåëè

Îñíîâíîé ìîåé çàäà÷åé áûë îõâàò îñíîâíûõ òåì, âêëþ÷àÿ áàçîâóþ îïå-
ðàöèîííóþ ñåìàíòèêó è ñâÿçàííûå ñ íåé ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ äîêàçàòåëüñòâ,
áåñòèïîâîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå, ïðîñòûå ñèñòåìû òèïîâ, óíèâåðñàëüíûé è ýê-
çèñòåíöèàëüíûé ïîëèìîðôèçì, ðåêîíñòðóêöèþ òèïîâ, ïîäòèïû, îãðàíè÷åí-
íóþ êâàíòèôèêàöèþ, ðåêóðñèâíûå òèïû è îïåðàòîðû íàä òèïàìè, à òàêæå
êðàòêîå îáñóæäåíèå íåêîòîðûõ äðóãèõ âîïðîñîâ.

Âòîðîé çàäà÷åé áûë ïðàãìàòèçì. Êíèãà ñîñðåäîòî÷åíà íà èñïîëüçîâà-
íèè ñèñòåì òèïîâ â ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïðåíåáðåãàåò íåêîòîðûìè
òåìàìè (íàïðèìåð, äåíîòàöèîííîé ñåìàíòèêîé), êîòîðûå, âåðîÿòíî, áûëè áû
âêëþ÷åíû â áîëåå ìàòåìàòè÷åñêè-îðèåíòèðîâàííûé òåêñò ïî òèïèçèðîâàí-
íûì ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿì. Â êà÷åñòâå áàçîâîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ôîðìàëèç-
ìà âûáðàíî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå ñ âûçîâîì ïî çíà÷åíèþ, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ
â áîëüøèíñòâå ñîâðåìåííûõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ëåãêî ðàñøèðÿåòñÿ
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èìïåðàòèâíûìè êîíñòðóêöèÿìè âðîäå ññûëîê è èñêëþ÷åíèé. Ïðè ðàññìîòðå-
íèè êàæäîé âîçìîæíîñòè ÿçûêà îáñóæäàþòñÿ òàêèå âîïðîñû, êàê: ïðàêòè-
÷åñêàÿ ìîòèâàöèÿ äëÿ ââåäåíèÿ ýòîé âîçìîæíîñòè; ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà
áåçîïàñíîñòè ÿçûêîâ, ñîäåðæàùèõ ýòó âîçìîæíîñòü; à òàêæå òðóäíîñòè, ñ
êîòîðûìè ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ïðè å¼ ðåàëèçàöèè � â îñîáåííîñòè, ïî-
ñòðîåíèå è àíàëèç àëãîðèòìîâ ïðîâåðêè òèïîâ.

Â ÷èñëî ìîèõ çàäà÷ òàêæå âõîäèëî óâàæåíèå ê ðàçíîîáðàçèþ â ðàññìàò-
ðèâàåìîé äèñöèïëèíå; êíèãà îõâàòûâàåò ìíîæåñòâî îòäåëüíûõ òåì è íåñêîëü-
êî õîðîøî èññëåäîâàííûõ èõ ñî÷åòàíèé, íî ïðè ýòîì íå ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïî-
ïûòîê ñîáðàòü âñå â åäèíóþ öåëîñòíóþ ñèñòåìó. Ñóùåñòâóþò åäèíûå ïîäõîäû
ê íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâàì íàáîðà òåì � íàïðèìåð, ìíîãèå ðàçíîâèäíîñòè
¾ôóíêöèîíàëüíûõ òèïîâ¿ ìîæíî êîìïàêòíî è èçÿùíî îïèñàòü â åäèíîîáðàç-
íîé íîòàöèè ÷èñòûõ ñèñòåì òèïîâ. Îäíàêî, äèñöèïëèíà â öåëîì ïîêà ÷òî
ðàçâèâàåòñÿ ñòîëü áûñòðî, ÷òî ñèñòåìàòèçèðîâàòü åå öåëèêîì íåâîçìîæíî.

Êíèãà ïîñòðîåíà òàê, ÷òîáû îáëåã÷èòü åå èñïîëüçîâàíèå, êàê â ðàìêàõ
óíèâåðñèòåòñêèõ êóðñîâ, òàê è ïðè ñàìîñòîÿòåëüíîì èçó÷åíèè. Ê áîëüøèí-
ñòâó óïðàæíåíèé ïðèëàãàþòñÿ ïîëíûå ðåøåíèÿ. Áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ äëÿ
óäîáñòâà îðãàíèçîâàíû â âèäå òàáëèö. Çàâèñèìîñòè ìåæäó ïîíÿòèÿìè è ñè-
ñòåìàìè ïî âîçìîæíîñòè óêàçûâàþòñÿ ÿâíî. Ê òåêñòó ïðèëàãàåòñÿ îáøèðíàÿ
áèáëèîãðàôèÿ è ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü.

Íàêîíåö, ïîñëåäíèì îðãàíèçóþùèì ïðèíöèïîì ïðè íàïèñàíèè êíèãè áûëà
÷åñòíîñòü. Âñå îáñóæäàåìûå â êíèãå ñèñòåìû (êðîìå íåêîòîðûõ, óïîìÿíó-
òûõ ëèøü ìåëüêîì) ðåàëèçîâàíû íà ïðàêòèêå. Äëÿ êàæäîé ãëàâû ñóùåñòâóåò
ïðîãðàììà ïðîâåðêè òèïîâ è èíòåðïðåòàòîð, è âñå ïðèìåðû áûëè ìåõàíè÷åñêè
ïðîâåðåíû ñ èõ ïîìîùüþ.� Ýòè ïðîãðàììû äîñòóïíû íà âåá-ñàéòå êíèãè, èõ
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè óïðàæíåíèé, äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ
ïî äàëüíåéøåìó ðàñøèðåíèþ è â ó÷åáíûõ ïðîåêòàõ.

×òîáû äîñòè÷ü ïîñòàâëåííûõ öåëåé, ïðèøëîñü ïîæåðòâîâàòü íåêîòîðûìè
äðóãèìè àñïåêòàìè êíèãè. Íàèáîëåå âàæíîå èç íèõ � ïîëíîòà ðàññìîòðåíèÿ.
Ïîëíûé îáçîð äèñöèïëèíû ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ñèñòåì òèïîâ, âåðî-
ÿòíî, íåâîçìîæåí â ðàìêàõ îäíîãî òåêñòà � òåì áîëåå, â ðàìêàõ ó÷åáíèêà. ß
ñîñðåäîòî÷èëñÿ íà òùàòåëüíîì ðàññìîòðåíèè áàçîâûõ ïîíÿòèé; ìíîãî÷èñëåí-
íûå îòñûëêè ê íàó÷íîé ëèòåðàòóðå ñëóæàò îòïðàâíûìè òî÷êàìè äëÿ äàëü-
íåéøèõ èññëåäîâàíèé. Òàêæå íå áûëà öåëüþ ïðàêòè÷åñêàÿ ýôôåêòèâíîñòü
àëãîðèòìîâ ïðîâåðêè òèïîâ: ýòà êíèãà íå ÿâëÿåòñÿ ïîñîáèåì ïî ðåàëèçàöèè
êîìïèëÿòîðîâ èëè ñðåäñòâ ïðîâåðêè òèïîâ ïðîìûøëåííîãî óðîâíÿ.

Ñòðóêòóðà êíèãè

Â ÷àñòè I îáñóæäàþòñÿ áåñòèïîâûå ñèñòåìû. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ àáñòðàêò-
íîãî ñèíòàêñèñà, èíäóêòèâíûå îïðåäåëåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâà, ïðàâèëà âûâîäà
è îïåðàöèîííàÿ ñåìàíòèêà ñíà÷àëà ââîäÿòñÿ â êîíòåêñòå ÷ðåçâû÷àéíî ïðîñòî-
ãî ÿçûêà äëÿ ðàáîòû ñ ÷èñëàìè è ëîãè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè, à çàòåì ïîâòîðÿ-
þòñÿ äëÿ áåñòèïîâîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ. Â ÷àñòè II ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðî-
ñòîå òèïèçèðîâàííîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå, à òàêæå íàáîð áàçîâûõ ÿçûêîâûõ
êîíñòðóêöèé: òèïû-ïðîèçâåäåíèÿ, òèïû-ñóììû, çàïèñè, âàðèàíòû, ññûëêè è

�Ïðè âåðñòêå ïåðåâîäà ýòî ïðàâèëî íå ñîáëþäàëîñü. � ïðèì. ïåðåâ.
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èñêëþ÷åíèÿ. Ââîäíàÿ ãëàâà î òèïèçèðîâàííûõ àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèÿõ
ïëàâíî ïîäâîäèò ê êëþ÷åâîé èäåå òèïîâîé áåçîïàñíîñòè. Â îäíîé èç ãëàâ (êî-
òîðóþ ìîæíî ïðîïóñòèòü) ìåòîäîì Òåéòà äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î íîðìàëèçà-
öèè äëÿ ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ. ×àñòü III ïîñâÿùåíà
îñíîâîïîëàãàþùåìó ìåõàíèçìó ïîäòèïîâ; îíà ñîäåðæèò ïîäðîáíîå îáñóæäå-
íèå ìåòàòåîðèè è äâà ðàñøèðåííûõ ïðèìåðà. Â ÷àñòè IV ðàññìàòðèâàþòñÿ ðå-
êóðñèâíûå òèïû, êàê â ïðîñòîé èçîðåêóðñèâíîé ôîðìóëèðîâêå, òàê è â áîëåå
õèòðîóìíîé ýêâèðåêóðñèâíîé. Âòîðàÿ ãëàâà ýòîé ÷àñòè ðàçâèâàåò ìåòàòåîðèþ
ñèñòåìû ñ ýêâèðåêóðñèâíûìè òèïàìè è ïîäòèïàìè â ðàìêàõ ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî ìåòîäà êîèíäóêöèè. Òåìîé ÷àñòè V ÿâëÿåòñÿ ïîëèìîðôèçì. Îíà ñîäåðæèò
ãëàâû î ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ â ñòèëå ML, î áîëåå ìîùíîì èìïðåäèêàòèâíîì
ïîëèìîðôèçìå Ñèñòåìû F, îá ýêçèñòåíöèàëüíîé êâàíòèôèêàöèè è åå ñâÿçÿì
ñ àáñòðàêòíûìè òèïàìè äàííûõ, à òàêæå î êîìáèíàöèè ïîëèìîðôèçìà è ïîä-
òèïîâ â ñèñòåìàõ ñ îãðàíè÷åííîé êâàíòèôèêàöèåé. Â ÷àñòè VI ðå÷ü èäåò îá
îïåðàòîðàõ íàä òèïàìè. Â ïåðâîé ãëàâå ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ; â ñëåäó-
þùåé ðàçðàáàòûâàåòñÿ Ñèñòåìà Fω è åå ìåòàòåîðèÿ; â òðåòüåé îïåðàòîðû íàä
òèïàìè ñêðåùèâàþòñÿ ñ îãðàíè÷åííîé êâàíòèôèêàöèåé, äàâàÿ â ðåçóëüòàòå
Ñèñòåìó Fω<:; ïîñëåäíÿÿ ãëàâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñøèðåííûé ïðèìåð.

Îñíîâíûå çàâèñèìîñòè ìåæäó ãëàâàìè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1. Ñåðûå ñòðåë-
êè îçíà÷àþò, ÷òî òîëüêî ÷àñòü áîëåå ïîçäíåé ãëàâû çàâèñèò îò áîëåå ðàííåé.

Îáñóæäåíèå êàæäîé ÿçûêîâîé êîíñòðóêöèè, ïðåäñòàâëåííîé â êíèãå, ñëå-
äóåò îáùåé ñõåìå. Ñíà÷àëà èäóò ìîòèâèðóþùèå ïðèìåðû; çàòåì èçëàãà-
þòñÿ ôîðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ; çàòåì ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ
ñâîéñòâ, òàêèõ êàê òèïîâàÿ áåçîïàñíîñòü; çàòåì (îáû÷íî â îòäåëüíîé ãëàâå)
ñëåäóåò áîëåå ãëóáîêîå èññëåäîâàíèå ìåòàòåîðèè, êîòîðîå âåäåò ê àëãîðèò-
ìàì ïðîâåðêè òèïîâ è äîêàçàòåëüñòâó èõ êîððåêòíîñòè, ïîëíîòû è ãàðàíòèè
çàâåðøåíèÿ; íàêîíåö (îïÿòü æå, â îòäåëüíîé ãëàâå) ïðèâîäèòñÿ êîíêðåòíàÿ
ðåàëèçàöèÿ ýòèõ àëãîðèòìîâ â âèäå ïðîãðàììû íà ÿçûêå OCaml (Objective
Caml).

Íà ïðîòÿæåíèè âñåé êíèãè âàæíûì èñòî÷íèêîì ïðèìåðîâ ñëóæèò àíàëèç
è ïðîåêòèðîâàíèå ÿçûêîâûõ âîçìîæíîñòåé äëÿ îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ÷åòûðåõ ãëàâàõ ñ ðàñøèðåííûìè ïðèìåðàìè äåòàëüíî
ðàçâèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû: ïðîñòàÿ ìîäåëü ñ îáû÷íûìè èìïåðàòèâíû-
ìè îáúåêòàìè è êëàññàìè (ãëàâà 18), áàçîâîå èñ÷èñëåíèå, îñíîâàííîå íà Java
(ãëàâà 19), áîëåå òîíêèé ïîäõîä ê èìïåðàòèâíûì îáúåêòàì ñ èñïîëüçîâàíèåì
îãðàíè÷åííîé êâàíòèôèêàöèè (ãëàâà 27), à òàêæå ðàññìîòðåíèå îáúåêòîâ è
êëàññîâ â ðàìêàõ ÷èñòî ôóíêöèîíàëüíîé Ñèñòåìû Fω<: ïðè ïîìîùè ýêçèñòåí-
öèàëüíûõ òèïîâ (ãëàâà 32).

×òîáû ìàòåðèàë êíèãè ìîæíî áûëî îõâàòèòü â ðàìêàõ îäíîñåìåñòðîâîãî
ïðîäâèíóòîãî êóðñà � à ñàìó êíèãó ìîã ïîäíÿòü ñðåäíèé àñïèðàíò, � ïðè-
øëîñü èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ ìíîãèå èíòåðåñíûå è âàæíûå òåìû. Äåíî-
òàöèîííûé è àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîäû ê ñåìàíòèêå îïóùåíû ïîëíîñòüþ; ïî
ýòèì íàïðàâëåíèÿì óæå ñóùåñòâóþò çàìå÷àòåëüíûå êíèãè, è ýòè òåìû îòâëå-
êàëè áû îò ñòðîãî ïðàãìàòè÷åñêîé, îðèåíòèðîâàííîé íà ðåàëèçàöèþ, ïåðñïåê-
òèâû, ïðèíÿòîé â ýòîé êíèãå. Â íåñêîëüêèõ ìåñòàõ óïîìèíàþòñÿ áîãàòûå ñâÿçè
ìåæäó ñèñòåìàìè òèïîâ è ëîãèêîé, íî â äåòàëè ÿ íå âäàþñü; ýòè ñâÿçè âàæíû,
íî îíè óâåëè áû íàñ ñëèøêîì äàëåêî â ñòîðîíó. Ìíîãèå ïðîäâèíóòûå âîçìîæ-
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòè ìåæäó ãëàâàìè

íîñòè ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ñèñòåì òèïîâ óïîìÿíóòû ëèøü ìåëüêîì
(íàïðèìåð, çàâèñèìûå òèïû, òèïû-ïåðåñå÷åíèÿ, à òàêæå ñîîòíîøåíèå Êàððè-
Ãîâàðäà); êðàòêèå ðàçäåëû ïî ýòèì âîïðîñàì ñëóæàò îòïðàâíûìè ïóíêòàìè
äëÿ äàëüíåéøåãî ñàìîñòîÿòåëüíîãî èçó÷åíèÿ. Íàêîíåö, íå ñ÷èòàÿ êðàòêîãî
ýêñêóðñà â Java-ïîäîáíûé áàçîâûé ÿçûê (ãëàâà 19), â êíèãå ðàññìàòðèâàþòñÿ
èñêëþ÷èòåëüíî ÿçûêè íà îñíîâå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ; îäíàêî ïîíÿòèÿ è ìå-
õàíèçìû, èññëåäîâàííûå â ýòèõ ðàìêàõ, ìîãóò áûòü íàïðÿìóþ ïåðåíåñåíû â
ñîñåäíèå îáëàñòè, òàêèå êàê òèïèçèðîâàííûå ïàðàëëåëüíûå ÿçûêè, òèïèçèðî-
âàííûå àññåìáëåðû è ñïåöèàëèçèðîâàííûå èñ÷èñëåíèÿ îáúåêòîâ.

Rev: �revision�, November 28, 2010 14 �source�le�
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Òðåáóåìàÿ ïîäãîòîâêà

Äàííûé òåêñò íå ïðåäïîëàãàåò íèêàêèõ çíàíèé ïî òåîðèè ÿçûêîâ ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ, îäíàêî ÷èòàòåëü äîëæåí â èçâåñòíîé ñòåïåíè îáëàäàòü ìàòåìàòè-
÷åñêîé çðåëîñòüþ � à èìåííî, èìåòü îïûò ñòðîãîé ó÷åáíîé ðàáîòû â òàêèõ
îáëàñòÿõ, êàê äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà, àëãîðèòìû è ýëåìåíòàðíàÿ ëîãèêà.

×èòàòåëü äîëæåí áûòü çíàêîì, ïî ìåíüøåé ìåðå, ñ îäíèì ôóíêöèîíàëü-
íûì ÿçûêîì âûñîêîãî óðîâíÿ (Scheme, ML, Haskell è ò. ï.) è ñ îñíîâíûìè
ïîíÿòèÿìè òåîðèè ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ è êîìïèëÿòîðîâ (àáñòðàêòíûé
ñèíòàêñèñ, BNF-ãðàììàòèêè, âû÷èñëåíèå, àáñòðàêòíûå ìàøèíû è ò. ï.). Ýòîò
ìàòåðèàë äîñòóïåí äëÿ èçó÷åíèÿ âî ìíîæåñòâå çàìå÷àòåëüíûõ ó÷åáíèêîâ;
ÿ îñîáåííî öåíþ ¾Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ¿ Ôðèäìà-
íà, Âàíäà è Õåéíñà (¾Essentials of Programming Languages¿, Friedman, Wand,
and Haynes, 2001), à òàêæå ¾Ïðàãìàòèêó ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ¿ Ñêîò-
òà (¾Programming Language Pragmatics¿, Scott, 1999). Â íåñêîëüêèõ ãëàâàõ
ïðèãîäèòñÿ îïûò ðàáîòû ñ êàêèì-ëèáî îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûì ÿçûêîì,
íàïðèìåð, ñ Java (Arnold and Gosling, 1996).

Ãëàâû, ïîñâÿùåííûå êîíêðåòíûì ðåàëèçàöèÿì ïðîãðàìì ïðîâåðêè òèïîâ,
ñîäåðæàò áîëüøèå ôðàãìåíòû êîäà íà OCaml (îí æå Objective Caml), ïîïó-
ëÿðíîì äèàëåêòå ÿçûêà ML. Äëÿ ÷òåíèÿ ýòèõ ãëàâ ïîëåçíî, íî íå àáñîëþòíî
íåîáõîäèìî, çíàòü OCaml; â òåêñòå èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî íåáîëüøîå ïîäìíî-
æåñòâî ÿçûêà, è åãî êîíñòðóêöèè îáúÿñíÿþòñÿ ïðè èõ ïåðâîì èñïîëüçîâàíèè.
Ýòè ãëàâû îáðàçóþò îòäåëüíóþ íèòü â òêàíè êíèãè, è ïðè æåëàíèè èõ ìîæíî
ïîëíîñòüþ ïðîïóñòèòü.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ëó÷øèé ó÷åáíèê ïî OCaml � êíèãà Êóçèíî è Ìî-
íè (Cousineau and Mauny, 1998). Êðîìå òîãî, âïîëíå ïðèãîäíû äëÿ ÷òå-
íèÿ è ó÷åáíûå ìàòåðèàëû, êîòîðûå ïîñòàâëÿþòñÿ ñ äèñòðèáóòèâîì OCaml
(http://caml.inria.fr èëè http://www.ocaml.org).

Äëÿ ÷èòàòåëåé, çíàêîìûõ ñ äðóãèì êðóïíûì äèàëåêòîì ML, Standard ML,
ôðàãìåíòû êîäà íà OCaml íå äîëæíû ïðåäñòàâëÿòü òðóäíîñòè. Ñðåäè ïîïó-
ëÿðíûõ ó÷åáíèêîâ ïî Standard ML ìîæíî íàçâàòü êíèãè Ïîóëüñîíà (Paulson,
1996) è Óëüìàíà (Ullman, 1997).

Ïðèìåðíûé ïëàí êóðñà

Â ðàìêàõ àñïèðàíòñêîãî êóðñà ñðåäíåãî èëè ïðîäâèíóòîãî óðîâíÿ ìîæ-
íî ïðîéòè áîëüøóþ ÷àñòü ìàòåðèàëà êíèãè çà ñåìåñòð. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà
ïðèìåðíàÿ ñõåìà ïðîäâèíóòîãî êóðñà äëÿ àñïèðàíòîâ Ïåíñèëüâàíñêîãî óíè-
âåðñèòåòà (äâå ëåêöèè ïî 90 ìèíóò â íåäåëþ; ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå ìèíè-
ìàëüíîé ïîäãîòîâêè â òåîðèè ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îäíàêî ïðîäâèæåíèå
î÷åíü áûñòðîå).

Ïðè ñîñòàâëåíèè êóðñà äëÿ ñòóäåíòîâ èëè ââîäíîãî êóðñà äëÿ àñïèðàíòîâ
ìîæíî âûáðàòü íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ïîäà÷è ìàòåðèàëà. Êóðñ ïî ñèñòåìàì òè-
ïîâ â ïðîãðàììèðîâàíèè áóäåò ñîñðåäîòî÷åí íà ãëàâàõ, â êîòîðûõ ââîäÿòñÿ
ðàçëè÷íûå îñîáåííîñòè òèïîâûõ ñèñòåì è èëëþñòðèðóåòñÿ èõ èñïîëüçîâàíèå;
áîëüøàÿ ÷àñòü ìåòàòåîðèè è ãëàâû, â êîòîðûõ ñòðîÿòñÿ ðåàëèçàöèè, ìîæ-
íî ïðîïóñòèòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â êóðñå ïî îñíîâàì òåîðèè è ðåàëèçàöèè
ñèñòåì òèïîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü âñå ðàííèå ãëàâû, âîçìîæíî, çà èñêëþ÷å-
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Ëåêöèÿ Òåìà Ìàòåðèàë
1. Îáçîð êóðñà; èñòîðèÿ; àäìèíèñòðàòèâíûå ôîðìàëüíî-

ñòè
1, (2)

2. Ïðåäâàðèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ: ñèíòàêñèñ, îïåðàöèîí-
íàÿ ñåìàíòèêà

3, 4

3. Ââåäåíèå â ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå 5.1, 5.2
4. Ôîðìàëèçàöèÿ ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ 5.3, 6.7
5. Òèïû; ïðîñòîå òèïèçèðîâàííîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå 8, 9, 10
6. Ïðîñòûå ðàñøèðåíèÿ; ïðîèçâîäíûå ôîðìû 11
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8. Íîðìàëèçàöèÿ 12
9. Ññûëêè; èñêëþ÷åíèÿ 13, 14
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14. Ðåêóðñèâíûå òèïû 20
15. Ìåòàòåîðèÿ ðåêóðñèâíûõ òèïîâ 21
16. Ìåòàòåîðèÿ ðåêóðñèâíûõ òèïîâ 21
17. Ðåêîíñòðóêöèÿ òèïîâ 22
18. Óíèâåðñàëüíûé ïîëèìîðôèçì 23
19. Ýêçèñòåíöèàëüíûé ïîëèìîðôèçì; ÀÒÄ 24, (25)
20. Îãðàíè÷åííàÿ êâàíòèôèêàöèÿ 26, 27
21. Ìåòàòåîðèÿ îãðàíè÷åííîé êâàíòèôèêàöèè 28
22. Îïåðàòîðû íàä òèïàìè 29
23. Ìåòàòåîðèÿ Fω 30
24. Ïîäòèïû âûñøèõ ïîðÿäêîâ 31
25. ×èñòî ôóíêöèîíàëüíûå îáúåêòû 32
26. Ëåêöèÿ ïðî çàïàñ

Ðèñ. 2. Ïðèìåðíàÿ ñõåìà ïðîäâèíóòîãî àñïèðàíòñêîãî êóðñà

íèåì ãëàâû 12 (åùå, ìîæåò áûòü, 18 è 21), ïðèíîñÿ â æåðòâó áîëåå ñëîæíûé
ìàòåðèàë â êîíöå êíèãè. Ìîæíî òàêæå ïîñòðîèòü áîëåå êîðîòêèå êóðñû, âû-
áèðàÿ îòäåëüíûå ãëàâû è ñëåäóÿ äèàãðàììå íà ðèñ. 1.

Êíèãó òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê áàçîâûé òåêñò áîëåå øèðîêî îðãàíè-
çîâàííîãî àñïèðàíòñêîãî êóðñà ïî òåîðèè ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â òàêîì
êóðñå ìîæíî ïîòðàòèòü ïîëîâèíó èëè äâå òðåòè ñåìåñòðà íà èçó÷åíèå áîëü-
øåé ÷àñòè êíèãè, à îñòàòîê âðåìåíè ïîñâÿòèòü, ñêàæåì, ðàññìîòðåíèþ òåîðèè
ïàðàëëåëèçìà íà îñíîâå êíèãè Ìèëíåðà ïî ïè-èñ÷èñëåíèþ (Milner, 1999), ââå-
äåíèþ â ëîãèêó Õîàðà è àêñèîìàòè÷åñêóþ ñåìàíòèêó (íàïð., Winskel, 1993)
èëè îáçîðó ïðîäâèíóòûõ ÿçûêîâûõ êîíñòðóêöèé âðîäå ïðîäîëæåíèé èëè ñè-
ñòåì ìîäóëåé.

Åñëè ñóùåñòâåííàÿ ðîëü îòâîäèòñÿ êóðñîâûì ïðîåêòàì, ìîæåò îêàçàòüñÿ
ïîëåçíûì îòëîæèòü ÷àñòü òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà (ñêàæåì, íîðìàëèçàöèþ,
è, âîçìîæíî, íåêîòîðûå ãëàâû ïî ìåòàòåîðèè), ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü
øèðîêèé ñïåêòð ïðèìåðîâ, ïðåæäå ÷åì ñòóäåíòû âûáåðóò ñåáå òåìû êóðñîâûõ.

Rev: �revision�, November 28, 2010 16 �source�le�
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Óïðàæíåíèÿ

Áîëüøèíñòâî ãëàâ ñíàáæåíî ìíîãî÷èñëåííûìè ïðèìåðàìè. Íåêîòîðûå
ðàññ÷èòàíû íà ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ êàðàíäàøà è áóìàãè, íåêîòîðûå òðåáóþò
ïðîãðàììèðîâàíèÿ â îáñóæäàåìûõ èñ÷èñëåíèÿõ, à íåêîòîðûå êàñàþòñÿ ðåà-
ëèçàöèè ýòèõ èñ÷èñëåíèé íà ÿçûêå ML. Îðèåíòèðîâî÷íàÿ ñëîæíîñòü óïðàæ-
íåíèé óêàçûâàåòñÿ ïî ñëåäóþùåé øêàëå:

� Êîíòðîëüíûé âîïðîñ îò 30 ñåêóíä äî 5 ìèíóò
�� Ïðîñòîå ¤ 1 ÷àñ
��� Ñðåäíåé ñëîæíîñòè ¤ 3 ÷àñà
���� Òÿæåëîå ¡ 3 ÷àñîâ

Óïðàæíåíèÿ, îòìå÷åííûå çíàêîì�, ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ áûñòðîé ïðîâåðêè ïî-
íèìàíèÿ âàæíûõ êîíöåïöèé. ß ñîâåòóþ ÷èòàòåëþ îñòàíàâëèâàòüñÿ è ðåøàòü
èõ, ïðåæäå ÷åì ïðîäîëæàòü ÷òåíèå. Â êàæäîé ãëàâå ñëîâîì Ðåêîìåíäóåòñÿ
îòìå÷åí íàáîð óïðàæíåíèé ðàçìåðîì ïðèìåðíî ñ äîìàøíåå çàäàíèå.

Â ïðèëîæåíèè A ïðèâåäåíû ïîëíûå ðåøåíèÿ áîëüøèíñòâà óïðàæíåíèé.
×òîáû èçáàâèòü ÷èòàòåëÿ îò íàïðàñíîãî ïîèñêà â òåõ íåìíîãèõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
èõ íåò, èñïîëüçóåòñÿ çíà÷îê Û.

Òèïîãðàôñêèå ñîãëàøåíèÿ

Áîëüøèíñòâî ãëàâ êíèãè ïîñòðîåíî òàê: ñíà÷àëà îñîáåííîñòè íåêîòîðîé
ñèñòåìû òèïîâ îïèñûâàþòñÿ â òåêñòå, à çàòåì ýòà ñèñòåìà îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-
ìàëüíî â âèäå íàáîðà ïðàâèë âûâîäà, ñâåäåííûõ â îäíó èëè íåñêîëüêî òàáëèö.
×òîáû îáëåã÷èòü èõ èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå ñïðàâî÷íèêà, ýòè îïðåäåëåíèÿ
îáû÷íî ïðèâîäÿòñÿ ïîëíîñòüþ, âêëþ÷àÿ íå òîëüêî íîâûå ïðàâèëà äëÿ âîçìîæ-
íîñòåé, îáñóæäàåìûõ â äàííûé ìîìåíò, íî è îñòàëüíûå, ñêîëüêî èõ òðåáóåòñÿ
äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Íîâûå ôðàãìåíòû ñèñòåìû ïå÷àòàþòñÿ
íà ñåðîì ôîíå, ÷òîáû îòëè÷èÿ îò ïðåäûäóùèõ ñèñòåì áûëè áîëåå çàìåòíû.

Íåîáû÷íîé îñîáåííîñòüþ ýòîé êíèãè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âñå ïðèìåðû áû-
ëè ìåõàíè÷åñêè ïðîâåðåíû ïðè âåðñòêå: ñ ïîìîùüþ îñîáîãî ñêðèïòà èç êàæ-
äîé ãëàâû èçâëåêàëèñü ïðèìåðû, ñòðîèëàñü è êîìïèëèðîâàëàñü ñïåöèàëüíàÿ
ïðîãðàììà ïðîâåðêè òèïîâ, ñîäåðæàùàÿ îáñóæäàåìûå â ãëàâå îñîáåííîñòè,
ýòà ïðîãðàììà ïðîãîíÿëàñü íà ïðèìåðàõ, è ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè âñòàâëÿëèñü
â òåêñò.� Âñþ ñëîæíóþ ðàáîòó âûïîëíÿëà ïðè ýòîì ñèñòåìà ïîä íàçâàíèåì
TinkerType, íàïèñàííàÿ íàìè ñ Ìàéêëîì Ëåâèíîì (Levin and Pierce, 2001).
Ñðåäñòâà íà åå ðàçðàáîòêó áûëè ïîëó÷åíû îò Íàöèîíàëüíîãî Íàó÷íîãî Ôîí-
äà ïî ãðàíòàì CCR-9701826 ¾Ïðèíöèïèàëüíûå îñíîâû ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ
îáúåêòàìè¿ è CCR-9912352 ¾Ìîäóëüíûå ñèñòåìû òèïîâ¿.

Ýëåêòðîííûå ðåñóðñû

Âåá-ñàéò, ïîñâÿùåííûé ýòîé êíèãå, ìîæíî íàéòè ïî àäðåñó

http://www.cis.upenn.edu/~bcpierce/tapl

�Ïðè âåðñòêå ïåðåâîäà ýòî ïðàâèëî íå ñîáëþäàëîñü. � ïðèì. ïåðåâ.
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Íà ýòîì ñàéòå ðàñïîëîæåíû ñëåäóþùèå ðåñóðñû: ñïèñîê îøèáîê, íàéäåííûõ â
òåêñòå, ïðåäëîæåíèÿ ïî âîçìîæíûì êóðñîâûì ïðîåêòàì, ññûëêè íà äîïîëíè-
òåëüíûé ìàòåðèàë, ïðåäîñòàâëåííûé ÷èòàòåëÿìè, à òàêæå íàáîð ðåàëèçàöèé
(ïðîãðàììû ïðîâåðêè òèïîâ è ïðîñòûå èíòåðïðåòàòîðû) äëÿ èñ÷èñëåíèé, ðàñ-
ñìîòðåííûõ â êàæäîé èç ãëàâ êíèãè.

Ýòè ðåàëèçàöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñðåäó äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ïðèìåðà-
ìè, ïðèâåäåííûìè â êíèãå, è äëÿ ïðîâåðêè îòâåòîâ íà óïðàæíåíèÿ. Îíè íàïè-
ñàíû ñ óïîðîì íà óäîáñòâî ÷òåíèÿ è âîçìîæíîñòü ìîäèôèêàöèé. Ñëóøàòåëè
ìîèõ êóðñîâ óñïåøíî èñïîëüçîâàëè èõ â êà÷åñòâå îñíîâû êàê äëÿ ïðîñòûõ
óïðàæíåíèé, òàê è äëÿ êóðñîâûõ ïðîåêòîâ áîëåå ñîëèäíîãî ðàçìåðà. Ýòè ðåà-
ëèçàöèè íàïèñàíû íà OCaml. Áåñïëàòíûé êîìïèëÿòîð OCaml ìîæíî íàéòè ïî
àäðåñó http://caml.inria.fr; íà áîëüøèíñòâå ïëàòôîðì îí óñòàíàâëèâàåòñÿ
áåçî âñÿêîãî òðóäà.

×èòàòåëÿì ñòîèò òàêæå çíàòü î ñóùåñòâîâàíèè ñïèñêà ðàññûëêè Types
Forum, ïîñâÿùåííîãî âñåì àñïåêòàì ñèñòåì òèïîâ è èõ ðåàëèçàöèè. Ñïèñîê
ìîäåðèðóåòñÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîääåðæèâàòü îòíîñèòåëüíóþ êîìïàêòíîñòü è
âûñîêîå îòíîøåíèå ïîëåçíîãî ñèãíàëà ê øóìó. Àðõèâû ðàññûëêè è èíñòðóê-
öèè äëÿ ïîäïèñ÷èêîâ ìîæíî íàéòè ïî àäðåñó http://www.cis.upenn.edu/

~bcpierce/types.

Áëàãîäàðíîñòè

×èòàòåëè, êîòîðûå íàéäóò ýòó êíèãó ïîëåçíîé, äîëæíû ïðåæäå âñåãî áûòü
áëàãîäàðíû ÷åòûðåì ó÷èòåëÿì � Ëóêå Êàðäåëëè, Áîáó Õàðïåðó, Ðîáèíó Ìèë-
íåðó è Äæîíó Ðåéíîëüäñó, � êîòîðûå íàó÷èëè ìåíÿ ïî÷òè âñåìó, ÷òî ÿ çíàþ
î ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ è òèïàõ.

Îñòàëüíûå çíàíèÿ ÿ ïðèîáðåë â îñíîâíîì â ñîâìåñòíûõ ïðîåêòàõ; ïîìèìî
Ëóêè, Áîáà, Ðîáèíà è Äæîíà, ñðåäè ìîèõ ïàðòíåðîâ â ýòèõ ïðîåêòàõ áûëè
Ìàðòèí Àáàäè, Ãîðäîí Ïëîòêèí, Ðýíäè Ïîëëàê, Äýâèä Í. Ò¼ðíåð, Äèäüå Ðå-
ìè, Äàâèäå Ñàíäæîðäæè, Àäðèàíà Êîìïàíüîíè, Ìàðòèí Õîôìàí, Äæóçåïïå
Êàñòàíüÿ, Ìàðòèí Ñòåôôåí, Êèì Áðþñ, Íàîêè Êîáàÿñè, Õàðóî Õîñîÿ, Àöóñè
Èãàðàñè, Ôèëèï Óîäëåð, Ïèòåð Áüþíåìàí, Âëàäèìèð Ãàïååâ, Ìàéêë Ëåâèí,
Ïèòåð Ñüþýëë, Äæåðîì Âóèéîí è Ýéäçèðî Ñóìèè. Ñîòðóäíè÷åñòâî ñ íèìè
ïîñëóæèëî äëÿ ìåíÿ íå òîëüêî èñòî÷íèêîì ïîíèìàíèÿ, íî è óäîâîëüñòâèÿ îò
ðàáîòû íàä ýòîé òåìîé.

Ñòðóêòóðà è îðãàíèçàöèÿ ýòîãî òåêñòà ñòàëè ëó÷øå â ðåçóëüòàòå ïåäàãîãè-
÷åñêèõ êîíñóëüòàöèé ñ Òîðñòåíîì Àëüòåðêèðõîì, Áîáîì Õàðïåðîì è Äæîíîì
Ðåéíîëüäñîì, à ñàì òåêñò âûèãðàë îò çàìå÷àíèé è èñïðàâëåíèé, àâòîðàìè
êîòîðûõ áûëè Äæèì Àëåêñàíäåð, Äæîø Áåðäèí, Òîíè Áîííåð, Äæîí Òàíã
Áîéëàíä, Äýéâ Êëàðê, Äèåãî Äàéíåçå, Îëèâüå Äàíâè, Ìýòòüþ Äýâèñ, Âëàäè-
ìèð Ãàïååâ, Áîá Õàðïåð, Ýðèê Õèëñäåéë, Õàðóî Õîñîÿ, Àöóñè Èãàðàñè, Ðîáåðò
Èðâèí, Òàêàÿñó Èòî, Àñàô Êôóðè, Ìàéêë Ëåâèí, Âàñèëèé Ëèòâèíîâ, Ïàáëî
Ëîïåñ Îëèâàñ, Äýéâ Ìàêêóèí, Íàðñèñî Ìàðòè-Îëèåò, Ôèëèïï Ìåíüå, Ðîáèí
Ìèëíåð, Ìàòòè Íþêÿíåí, Ãîðäîí Ïëîòêèí, Äæîí Ïðåâîñò, Ôåðìèí Ðåéã, Äè-
äüå Ðåìè, Äæîí Ðåéíîëüäñ, Äæåéìñ Ðèëè, Îõàä Ðîäå, Þðãåí Øëåãåëüìèëüõ,
Àëàí Øìèòò, Ýíäðþ Ñõîíìàêåð, Îëèí Øèâåðñ, Ïåäðèòà Ñòèâåíñ, Êðèñ Ñòî-
óí, Ýéäçèðî Ñóìèè, Âýë Òýííåí, Äæåðîì Âóèéîí è Ôèëèï Óîäëåð (ÿ ïðîøó
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ïðîùåíèÿ, åñëè êîãî-òî ñëó÷àéíî çàáûë âêëþ÷èòü â ýòîò ñïèñîê). Ëóêà Êàð-
äåëëè, Ðîäæåð Õèíäëè, Äýéâ Ìàêêóèí, Äæîí Ðåéíîëüäñ è Äæîíàòàí Ñåëäèí
ïîäåëèëèñü èñòîðè÷åñêîé ïåðñïåêòèâîé íåêîòîðûõ çàïóòàííûõ âîïðîñîâ.

Ó÷àñòíèêè ìîèõ àñïèðàíòñêèõ ñåìèíàðîâ â Èíäèàíñêîì óíèâåðñèòåòå â
1997 è 1998 ãîäàõ è â Ïåíñèëüâàíñêîì óíèâåðñèòåòå â 1999 è 2000 ãîäàõ ðà-
áîòàëè ñ ðàííèìè âåðñèÿìè ýòîé êíèãè; èõ ìíåíèÿ è êîììåíòàðèè ïîìîãëè
ìíå ïðèäàòü åé îêîí÷àòåëüíóþ ôîðìó. Áîá Ïðàéîð è åãî ñîòðóäíèêè â èçäà-
òåëüñòâå ¾The MIT Press¿ âåñüìà ïðîôåññèîíàëüíî ïðîâåëè ðóêîïèñü ÷åðåç
âñå ìíîãî÷èñëåííûå ñòàäèè ïóáëèêàöèè. Äèçàéí êíèãè îñíîâàí íà ìàêðîñàõ
LATEX, êîòîðûå ðàçðàáîòàë äëÿ ¾The MIT Press¿ Êðèñòîôåð Ìàííèíã.

Äîêàçàòåëüñòâà ïðîãðàìì
íàñòîëüêî ñêó÷íû, ÷òî
ñîöèàëüíûå ìåõàíèçìû
ìàòåìàòèêè íà íèõ íå ðàáîòàþò.

Ðè÷àðä Äå Ìèëëî, Ðè÷àðä
Ëèïòîí è Àëàí Ïåðëèñ, 1979

. . . Ïîýòîìó ïðè âåðèôèêàöèè
íå ñòîèò ðàññ÷èòûâàòü íà
ñîöèàëüíûå ìåõàíèçìû.

Äýâèä Äèëë, 1999

Ôîðìàëüíûå ìåòîäû íå áóäóò
ïðèíîñèòü ñóùåñòâåííûõ
ðåçóëüòàòîâ äî òåõ ïîð, ïîêà èõ
íå ñìîãóò èñïîëüçîâàòü ëþäè,
êîòîðûå èõ íå ïîíèìàþò.

ïðèïèñûâàåòñÿ Òîìó Ìåëõýìó
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Ãëàâà 1

Ââåäåíèå

1.1. Òèïû â èíôîðìàòèêå

Ñîâðåìåííûå òåõíîëîãèè ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ ðàñïîëàãàþò øèðî-
êèì ðåïåðòóàðîì ôîðìàëüíûõ ìåòîäîâ (formal methods), êîòîðûå ïîìîãàþò
óáåäèòüñÿ, ÷òî ñèñòåìà âåäåò ñåáÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòîðîé ñïåöèôèêàöèåé
åå ïîâåäåíèÿ, ÿâíîé èëè íåÿâíîé. Íà îäíîì êîíöå øêàëû íàõîäÿòñÿ ìîù-
íûå êîíñòðóêöèè, òàêèå êàê ëîãèêà Õîàðà, ÿçûêè àëãåáðàè÷åñêîé ñïåöèôè-
êàöèè, ìîäàëüíûå ëîãèêè è äåíîòàöèîííûå ñåìàíòèêè. Âñå îíè ñïîñîáíû âû-
ðàçèòü ñàìûå øèðîêèå òðåáîâàíèÿ ê êîððåêòíîñòè ïðîãðàìì, îäíàêî ÷àñòî
î÷åíü òðóäíû â èñïîëüçîâàíèè è òðåáóþò îò ïðîãðàììèñòîâ âûñî÷àéøåé êâà-
ëèôèêàöèè. Íà äðóãîì êîíöå ñïåêòðà ðàñïîëàãàþòñÿ íàìíîãî áîëåå ñêðîìíûå
ìåòîäû � íàñòîëüêî ñêðîìíûå, ÷òî àâòîìàòè÷åñêèå àëãîðèòìû ïðîâåðêè ìî-
ãóò áûòü âñòðîåíû â êîìïèëÿòîðû, êîìïîíîâùèêè èëè àâòîìàòè÷åñêèå àíà-
ëèçàòîðû ïðîãðàìì, à ïðèìåíÿòü èõ ìîãóò äàæå ïðîãðàììèñòû, íå çíàêîìûå
ñ òåîðåòè÷åñêèìè îñíîâàìè ýòèõ ìåòîäîâ. Õîðîøî èçâåñòíûé ïðèìåð òàêèõ
îáëåã÷åííûõ ôîðìàëüíûõ ìåòîäîâ (lightweight formal method) � ïðîãðàììû
ïðîâåðêè ìîäåëåé (model checkers) � èíñòðóìåíòû äëÿ ïîèñêà îøèáîê â òàêèõ
êîíå÷íûõ ñèñòåìàõ, êàê èíòåãðàëüíûå ñõåìû èëè êîììóíèêàöèîííûå ïðîòî-
êîëû. Äðóãîé ïðèìåð, ïðèîáðåòàþùèé ñåé÷àñ ïîïóëÿðíîñòü � ìîíèòîðèíã
âî âðåìÿ èñïîëíåíèÿ (run-time monitoring), íàáîð ïðèåìîâ, ïîçâîëÿþùèõ ñè-
ñòåìå äèíàìè÷åñêè îáíàðóæèâàòü, ÷òî ïîâåäåíèå îäíîãî èç åå êîìïîíåíòîâ
îòêëîíÿåòñÿ îò ñïåöèôèêàöèè. Îäíàêî æå, ñàìûé ïîïóëÿðíûé è èñïûòàííûé
îáëåã÷åííûé ôîðìàëüíûé ìåòîä � ýòî ñèñòåìû òèïîâ (type systems), êîòî-
ðûì â îñíîâíîì è ïîñâÿùåíà ýòà êíèãà.

Êàê è ìíîãèå äðóãèå òåðìèíû, èñïîëüçóåìûå â áîëüøèõ ñîîáùåñòâàõ, òåð-
ìèí ¾ñèñòåìà òèïîâ¿ òðóäíî îïðåäåëèòü òàê, ÷òîáû îõâàòèòü åãî íåôîðìàëü-
íîå èñïîëüçîâàíèå â ñðåäå ðàçðàáîò÷èêîâ è àâòîðîâ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ, íî ÷òîáû ïðè ýòîì îïðåäåëåíèå áûëî äîñòàòî÷íî êîíêðåòíûì. Âîò, íà-
ïðèìåð, îäíî èç âîçìîæíûõ îïðåäåëåíèé:

Ñèñòåìà òèïîâ � ýòî ãèáêî óïðàâëÿåìûé ñèíòàêñè÷åñêèé ìå-
òîä äîêàçàòåëüñòâà îòñóòñòâèÿ â ïðîãðàììå îïðåäåëåííûõ âèäîâ
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ïîâåäåíèÿ ïðè ïîìîùè êëàññèôèêàöèè âûðàæåíèé ÿçûêà ïî ðàç-
íîâèäíîñòÿì âû÷èñëÿåìûõ èìè çíà÷åíèé.

Íåêîòîðûå ìîìåíòû çàñëóæèâàþò äîïîëíèòåëüíîãî ïîÿñíåíèÿ. Âî-
ïåðâûõ, â ýòîì îïðåäåëåíèè ñèñòåìû òèïîâ íàçâàíû ñðåäñòâîì äëÿ ðàññóæ-
äåíèé î ïðîãðàììàõ. Òàêîé âûáîð ñëîâ îòðàæàåò îðèåíòàöèþ ýòîé êíèãè íà
ñèñòåìû òèïîâ, èñïîëüçóåìûå â ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â áîëåå îáùåì
ñìûñëå, òåðìèí ñèñòåìû òèïîâ (èëè òåîðèÿ òèïîâ, type theory) îòíîñèòñÿ ê
íàìíîãî áîëåå îáøèðíîé îáëàñòè èññëåäîâàíèé â ëîãèêå, ìàòåìàòèêå è ôèëî-
ñîôèè. Â ýòîì ñìûñëå òèïû áûëè âïåðâûå ôîðìàëüíî îïèñàíû â íà÷àëå 1900-õ
ãîäîâ êàê ñðåäñòâî èçáåæàòü ëîãè÷åñêèõ ïàðàäîêñîâ, óãðîæàâøèõ îñíîâàíèÿì
ìàòåìàòèêè, íàïðèìåð, ïàðàäîêñà Ðàññåëà (Russell, 1902). Â òå÷åíèå äâàäöà-
òîãî âåêà òèïû ïðåâðàòèëèñü â ñòàíäàðòíûé èíñòðóìåíò ëîãèêè, îñîáåííî â
òåîðèè äîêàçàòåëüñòâ (ñì. Gandy, 1976 è Hindley, 1997), è ãëóáîêî ïðîíèêëè
â ÿçûê ôèëîñîôèè è íàóêè. Â ýòîé îáëàñòè îñíîâíûìè äîñòèæåíèÿìè áûëè
òåîðèÿ òèïîâ Ðàññåëà (rami�ed theory of types) (Whitehead and Russell, 1910),
ïðîñòàÿ òåîðèÿ òèïîâ (simple theory of types) Ðàìñåÿ (Ramsey, 1925) � îñ-
íîâà äëÿ ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ ×¼ð÷à (Church, 1940),
êîíñòðóêòèâíàÿ òåîðèÿ òèïîâ (constructive theory of types) Ìàðòèíà-Ë¼ôà
(1973, 1984) è ÷èñòûå ñèñòåìû òèïîâ (pure type systems) Áåíàðäè, Òåðëîó è
Áàðåíäðåãòà (Berardi, 1988; Terlouw, 1989; Barendregt, 1992).

Âíóòðè ñàìîé èíôîðìàòèêè êàê íàó÷íîé äèñöèïëèíû èçó÷åíèå ñèñòåì òè-
ïîâ ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå âåòâè. Îñíîâíîé òåìîé ýòîé êíèãè ÿâëÿåòñÿ áîëåå
ïðàêòè÷åñêàÿ âåòâü, â êîòîðîé èññëåäóþòñÿ ïðèëîæåíèÿ ê ÿçûêàì ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ. Áîëåå àáñòðàêòíàÿ âåòâü èçó÷àåò ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ðàçëè÷íûìè
¾÷èñòûìè òèïèçèðîâàííûìè ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿìè¿ è ðàçíîâèäíîñòÿìè ëî-
ãèêè, ÷åðåç èçîìîðôèçì Êàððè-Ãîâàðäà (Curry-Howard correspondence) (�9.4).
Â îáîèõ ñîîáùåñòâàõ èñïîëüçóþòñÿ àíàëîãè÷íûå ïîíÿòèÿ, ñèñòåìû çàïèñè è
ìåòîäû, îäíàêî åñòü âàæíûå ðàçëè÷èÿ â ïîäõîäå. Íàïðèìåð, èññëåäîâàíèÿ òè-
ïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ îáû÷íî èìåþò äåëî ñ ñèñòåìàìè, â êîòîðûõ
äëÿ âñÿêîãî ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííîãî âû÷èñëåíèÿ ãàðàíòèðîâàíî çàâåðøå-
íèå, â òî âðåìÿ êàê áîëüøèíñòâî ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ æåðòâóþò ýòèì
ñâîéñòâîì ðàäè òàêèõ èíñòðóìåíòîâ, êàê ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè.

Åùå îäíî âàæíîå ñâîéñòâî âûøåóêàçàííîãî îïðåäåëåíèÿ � óïîð íà êëàñ-
ñèôèêàöèþ òåðìîâ (ñèíòàêñè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ) â ñîîòâåòñòâèè ñî çíà÷å-
íèÿìè, êîòîðûå îíè ïîðîæäàþò, áóäó÷è âû÷èñëåííûìè. Ñèñòåìó òèïîâ ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê ñòàòè÷åñêóþ (static) àïïðîêñèìàöèþ ïîâåäåíèÿ ïðî-
ãðàììû âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ. (Áîëåå òîãî, òèïû òåðìîâ îáû÷íî âû÷èñëÿþòñÿ
êîìïîçèöèîíàëüíî (compositionally), òî åñòü òèï âûðàæåíèÿ çàâèñèò òîëüêî
îò òèïîâ åãî ïîäâûðàæåíèé.)

Èíîãäà ñëîâî ¾ñòàòè÷åñêèé¿ äîáàâëÿåòñÿ ÿâíûì îáðàçîì � íàïðèìåð, ãî-
âîðÿò î ¾ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñî ñòàòè÷åñêîé òèïèçàöèåé¿, � ÷òîáû
îòëè÷èòü òîò àíàëèç, êîòîðûé ïðîèçâîäèòñÿ ïðè êîìïèëÿöèè, è êîòîðûé ìû
ðàññìàòðèâàåì çäåñü, îò äèíàìè÷åñêîé (dynamic) èëè ëàòåíòíîé (latent) òè-
ïèçàöèè â ÿçûêàõ âðîäå Scheme (Sussman and Steele, 1975; Kelsey, Clinger, and
Rees, 1998; Dybvig, 1996), â êîòîðûõ òåãè òèïîâ (type tags) èñïîëüçóþòñÿ
äëÿ ðàçëè÷åíèÿ âèäîâ îáúåêòîâ, íàõîäÿùèõñÿ â êó÷å. Òåðìèí ¾äèíàìè÷åñêè
òèïèçèðîâàííûé¿, ïî íàøåìó ìíåíèþ, íåâåðåí (åãî ñëåäîâàëî áû çàìåíèòü íà
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¾äèíàìè÷åñêè ïðîâåðÿåìûé¿), íî òàêîå óïîòðåáëåíèå óæå îáùåïðèíÿòî.
Áóäó÷è ñòàòè÷åñêèìè, ñèñòåìû òèïîâ îáÿçàòåëüíî êîíñåðâàòèâíû

(conservative): îíè ñïîñîáíû îäíîçíà÷íî äîêàçàòü îòñóòñòâèå îïðåäåëåííûõ
íåæåëàòåëüíûõ âèäîâ ïîâåäåíèÿ, íî íå ìîãóò äîêàçàòü èõ íàëè÷èå, è, ñëåäî-
âàòåëüíî, èíîãäà âûíóæäåíû îòâåðãàòü ïðîãðàììû, êîòîðûå íà ñàìîì äåëå
ïðè âûïîëíåíèè âåäóò ñåáÿ êîððåêòíûì îáðàçîì. Íàïðèìåð, ïðîãðàììà

if <ñëîæíàÿ ïðîâåðêà> then S else <îøèáêà òèïà>

áóäåò îòâåðãíóòà êàê íåâåðíî òèïèçèðîâàííàÿ, äàæå åñëè  ñëîæíàÿ
ïðîâåðêà¡ âñåãäà âûäàåò çíà÷åíèå ¾èñòèíà¿, ïîñêîëüêó ñòàòè÷åñêèé àíàëèç
íåñïîñîáåí ýòî çàìåòèòü. Áàëàíñ ìåæäó êîíñåðâàòèâíîñòüþ è âûðàçèòåëüíî-
ñòüþ � ôóíäàìåíòàëüíûé ôàêòîð ïðè ðàçðàáîòêå ñèñòåì òèïîâ. Ñòðåìëåíèå
òèïèçèðîâàòü êàê ìîæíî áîëüøåå ÷èñëî ïðîãðàìì ïóòåì ïðèñâîåíèÿ èõ âû-
ðàæåíèÿì âñå áîëåå òî÷íî îïðåäåëåííûõ òèïîâ � îñíîâíàÿ äâèæóùàÿ ñèëà â
äàííîé íàó÷íîé äèñöèïëèíå.

Àíàëîãè÷íî, îòíîñèòåëüíî íåçàìûñëîâàòûå âèäû àíàëèçà, âîïëîùåííûå â
áîëüøèíñòâå ñèñòåì òèïîâ, íåñïîñîáíû çàïðåòèòü ñîâñåì ëþáîå íåæåëàòåëü-
íîå ïîâåäåíèå ïðîãðàìì; îíè ãàðàíòèðóþò òîëüêî îòñóòñòâèå â ïðîãðàììàõ
îïðåäåëåííûõ âèäîâ îøèáîê. Íàïðèìåð, áîëüøèíñòâî ñèñòåì òèïîâ ìîãóò ñòà-
òè÷åñêè ïðîâåðèòü, ÷òî â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ ýëåìåíòàðíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ
îïåðàöèé âñåãäà èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëà, ÷òî îáúåêò-ïîëó÷àòåëü â âûçîâå ìåòîäà
âñåãäà èìååò ñîîòâåòñòâóþùèé ìåòîä, è ò. ï., íî íå ìîãóò îáåñïå÷èòü, ÷òîáû
äåëèòåëü âñåãäà íå áûë ðàâåí íóëþ èëè ÷òîáû èíäåêñû ìàññèâà íèêîãäà íå
âûõîäèëè çà ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Âèäû íåêîððåêòíîãî ïîâåäåíèÿ, êîòîðûå â êàæäîì êîíêðåòíîì ÿçûêå ìî-
ãóò áûòü óñòðàíåíû ïðè ïîìîùè òèïîâ, ÷àñòî íàçûâàþò îøèáêàìè òèïîâ
âðåìåíè âûïîëíåíèÿ (run-time type errors). Âàæíî ïîìíèòü, ÷òî íàáîð òàêèõ
îøèáîê â êàæäîì ÿçûê ñâîé: íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî íàáîðû îøèáîê âðåìåíè
âûïîëíåíèÿ â ðàçíûõ ÿçûêàõ ñóùåñòâåííî ïåðåñåêàþòñÿ, â ïðèíöèïå êàæ-
äàÿ ñèñòåìà òèïîâ ñîïðîâîæäàåòñÿ îïèñàíèåì îøèáîê, êîòîðûå îíà äîëæíà
ïðåäîòâðàùàòü. Áåçîïàñíîñòü (safety) (èëè êîððåêòíîñòü, soundness) ñèñòå-
ìû òèïîâ äîëæíà îïðåäåëÿòüñÿ ïî îòíîøåíèþ ê å¼ ñîáñòâåííîìó íàáîðó îøè-
áîê âðåìåíè âûïîëíåíèÿ.

Âèäû íåïðàâèëüíîãî ïîâåäåíèÿ, âûÿâëÿåìûå ÷åðåç àíàëèç òèïîâ, íå îãðà-
íè÷èâàþòñÿ íèçêîóðîâíåâûìè îøèáêàìè âðîäå âûçîâà íåñóùåñòâóþùèõ ìåòî-
äîâ: ñèñòåìû òèïîâ èñïîëüçóþò òàêæå äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âûñîêîóðîâíåâîé ìî-
äóëüíîñòè (modularity) è äëÿ çàùèòû öåëîñòíîñòè àáñòðàêöèé (abstractions),
îïðåäåëÿåìûõ ïîëüçîâàòåëåì. Íàðóøåíèå ñîêðûòèÿ èíôîðìàöèè (íàïðèìåð,
ïðÿìîå îáðàùåíèå ê ïîëÿì îáúåêòà, ðåàëèçàöèÿ êîòîðîãî äîëæíà áûòü àá-
ñòðàêòíîé) ÿâëÿåòñÿ îøèáêàìè òèïèçàöèè â òîé æå ìåðå, êàê è, ñêàæåì, èñ-
ïîëüçîâàíèå öåëîãî ÷èñëà êàê óêàçàòåëÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê àâàðèéíîìó çàâåð-
øåíèþ ðàáîòû ïðîãðàììû.

Ïðîöåäóðû ïðîâåðêè òèïîâ îáû÷íî âñòðîåíû â êîìïèëÿòîðû èëè êîìïî-
íîâùèêè. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè äîëæíû óìåòü âûïîëíÿòü ñâîþ ðàáîòó àâòî-
ìàòè÷åñêè (automatically), áåç ðó÷íîãî âìåøàòåëüñòâà èëè âçàèìîäåéñòâèÿ ñ
ïðîãðàììèñòîì, � ò. å., îíè äîëæíû ñîäåðæàòü âû÷èñëèòåëüíî ðàçðåøèìûå
(tractable) àëãîðèòìû àíàëèçà. Îäíàêî, ýòî ïî-ïðåæíåìó îñòàâëÿåò ïðîãðàì-
ìèñòó ìíîæåñòâî ñïîñîáîâ ïîâëèÿòü íà ðàáîòó àíàëèçàòîðà ñ ïîìîùüþ ÿâíûõ
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àííîòàöèé òèïîâ (type annotations) â ïðîãðàììàõ. Îáû÷íî ýòè àííîòàöèè
äåëàþò äîñòàòî÷íî ïðîñòûìè, ÷òîáû ïðîãðàììû áûëî ëåã÷å ïèñàòü è ÷èòàòü.
Â ïðèíöèïå, îäíàêî, â àííîòàöèÿõ òèïîâ ìîæíî çàêîäèðîâàòü ïîëíîå äîêà-
çàòåëüñòâî ñîîòâåòñòâèÿ ïðîãðàììû íåêîòîðîé ïðîèçâîëüíîé ñïåöèôèêàöèè;
â ýòîì ñëó÷àå, ïðîãðàììà ïðîâåðêè òèïîâ ïðåâðàùàåòñÿ â ïðîãðàììó ïðî-
âåðêè äîêàçàòåëüñòâ (proof checker). Òàêèå òåõíîëîãèè, êàê Extended Static
Checking (¾ðàñøèðåííàÿ ñòàòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà¿) (Detlefs, Leino, Nelson, and
Saxe, 1998), íàâîäÿò ìîñòû ìåæäó ñèñòåìàìè òèïîâ è ìåòîäàìè âñåîáúåìëþ-
ùåé âåðèôèêàöèè ïðîãðàìì. Ýòè òåõíîëîãèè ðåàëèçóþò ïîëíîñòüþ àâòîìà-
òèçèðîâàííóþ ïðîâåðêó íåêîòîðîãî øèðîêîãî êëàññà æåëàòåëüíûõ ñâîéñòâ,
èñïîëüçóÿ äëÿ ðàáîòû ëèøü ¾äîñòàòî÷íî ëåãêîâåñíûå¿ àííîòàöèè.

Åù¼ çàìåòèì, ÷òî íàì ïðåæäå âñåãî èíòåðåñíû ìåòîäû, êîòîðûå íå ïðîñòî
â ïðèíöèïå ïîääàþòñÿ àâòîìàòèçàöèè, íî êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ýôôåêòèâ-
íûå àëãîðèòìû ïðîâåðêè òèïîâ. Âïðî÷åì, âîïðîñ î òîì, ÷òî èìåííî ñ÷èòàòü
ýôôåêòèâíûì, îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Äàæå â øèðîêî èñïîëüçóåìûõ ñèñòåìàõ
òèïîâ, âðîäå ML (Damas and Milner, 1982), âðåìÿ ïðîâåðêè â íåêîòîðûõ ïà-
òîëîãè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ ìîæåò áûòü ãðîìàäíûì (Henglein and Mairson, 1991).
Èìåþòñÿ äàæå ÿçûêè, â êîòîðûõ çàäà÷à ïðîâåðêè èëè ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ
íå ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé, íî â êîòîðûõ åñòü àëãîðèòìû, âåäóùèå ê áûñòðîìó
îñòàíîâó ¾â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ¿
(íàïð., Pierce and Turner, 2000; Nadathur and Miller, 1988; Pfenning, 1994).

1.2. Äëÿ ÷åãî ãîäÿòñÿ òèïû

Âûÿâëåíèå îøèáîê

Ñàìîå î÷åâèäíîå äîñòîèíñòâî ñòàòè÷åñêîé ïðîâåðêè òèïîâ � ýòî òî, ÷òî
îíà ïîìîãàåò ðàíüøå îáíàðóæèâàòü íåêîòîðûå îøèáêè â ïðîãðàììàõ. Ðàíî
îáíàðóæåííûå îøèáêè ìîãóò áûòü íåìåäëåííî èñïðàâëåíû, à íå ïðÿòàòüñÿ
äîëãî â êîäå, ÷òîáû ïîòîì íåîæèäàííî âñïëûòü, êîãäà ïðîãðàììèñò çàíÿò
÷åì-òî ñîâåðøåííî äðóãèì � èëè äàæå ïîñëå òîãî, êàê ïðîãðàììà ïåðåäà-
íà ïîëüçîâàòåëÿì. Áîëåå òîãî, çà÷àñòóþ ìåñòî âîçíèêíîâåíèÿ îøèáêè ìîæíî
òî÷íåå îïðåäåëèòü ïðè ïðîâåðêå òèïîâ, à íå âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ, êîãäà èõ
ïîñëåäñòâèÿ ìîãóò îáíàðóæèòüñÿ íå ñðàçó, à ëèøü ñïóñòÿ íåêîòîðîå âðåìÿ
ïîñëå òîãî, êàê ïðîãðàììà íà÷èíàåò ðàáîòàòü íåïðàâèëüíî.

Íà ïðàêòèêå ñòàòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà òèïîâ îáíàðóæèâàåò óäèâèòåëüíî øè-
ðîêèé ñïåêòð îøèáîê. Ïðîãðàììèñòû, ðàáîòàþùèå â ÿçûêàõ ñ áîãàòîé ñèñòå-
ìîé òèïîâ, çàìå÷àþò, ÷òî èõ ïðîãðàììû çà÷àñòóþ ¾ñðàçó íà÷èíàþò ðàáîòàòü¿,
åñëè ïðîõîäÿò ïðîâåðêó òèïîâ, ïðè÷åì ïðîèñõîäèò ýòî äàæå ÷àùå, ÷åì îíè ñà-
ìè ìîãëè áû áû îæèäàòü. Îäíî èç âîçìîæíûõ îáúÿñíåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî â
âèäå íåñîîòâåòñòâèé íà óðîâíå òèïîâ ÷àñòî ïðîÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî òðèâèàëü-
íûå íåòî÷íîñòè (ñêàæåì, êîãäà ïðîãðàììèñò çàáûâàåò ïðåîáðàçîâàòü ñòðîêó
â ÷èñëî, ïðåæäå ÷åì èçâëå÷ü êâàäðàòíûé êîðåíü), íî è áîëåå ãëóáîêèå êîíöåï-
òóàëüíûå îøèáêè (íàïðèìåð, ïðîïóñê ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ â ñëîæíîì ðàçáîðå
ñëó÷àåâ, èëè ñìåøåíèå åäèíèö èçìåðåíèÿ â íàó÷íîì âû÷èñëåíèè). Ñèëà ýòîãî
ýôôåêòà çàâèñèò îò âûðàçèòåëüíîñòè ñèñòåìû òèïîâ è îò ðåøàåìîé ïðîãðàì-
ìèñòñêîé çàäà÷è: ïðîãðàììû, ðàáîòàþùèå ñ áîëüøèì íàáîðîì ñòðóêòóð äàí-
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íûõ (ñêàæåì, êîìïèëÿòîðû) äàþò áîëüøå âîçìîæíîñòåé äëÿ ïðîâåðêè òèïîâ,
÷åì ïðîãðàììû, êîòîðûå ðàáîòàþò ëèøü ñ íåñêîëüêèìè ïðîñòûìè òèïàìè,
ñêàæåì, íàó÷íûå âû÷èñëèòåëüíûå çàäà÷è (õîòÿ è òóò ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåç-
íû òîíêèå ñèñòåìû òèïîâ, ïîääåðæèâàþùèå àíàëèç ðàçìåðíîñòåé (dimension
analysis); ñì. Kennedy, 1994).

Èçâëå÷åíèå ìàêñèìàëüíîé âûãîäû èç ñèñòåìû òèïîâ, êàê ïðàâèëî, òðåáóåò
îò ïðîãðàììèñòà íåêîòîðîãî âíèìàíèÿ è ãîòîâíîñòè â ïîëíîé ìåðå èñïîëüçî-
âàòü âîçìîæíîñòè ÿçûêà; íàïðèìåð, åñëè â ñëîæíîé ïðîãðàììå âñå ñòðóêòó-
ðû äàííûõ ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñïèñêîâ, òî êîìïèëÿòîð íå ñìîæåò ïîìî÷ü â
ïîëíîé ìåðå, êàê åñëè áû äëÿ êàæäîé èç íèõ îïðåäåëÿëñÿ ñâîé òèï äàííûõ
èëè àáñòðàêòíûé òèï. Âûðàçèòåëüíûå ñèñòåìû òèïîâ ïðåäîñòàâëÿþò ñïåöè-
àëüíûå ¾òðþêè¿, ïîçâîëÿþùèå âûðàæàòü èíôîðìàöèþ î ñòðóêòóðå äàííûõ â
âèäå òèïîâ.

Äëÿ íåêîòîðûõ âèäîâ ïðîãðàìì ïðîöåäóðà ïðîâåðêè òèïîâ ìîæåò ñëóæèòü
èíñòðóìåíòîì ñîïðîâîæäåíèÿ (maintenance). Íàïðèìåð, ïðîãðàììèñò, êîòî-
ðîìó òðåáóåòñÿ èçìåíèòü îïðåäåëåíèå ñëîæíîé ñòðóêòóðû, ìîæåò íå èñêàòü
âðó÷íóþ âñå ìåñòà â ïðîãðàììå, ãäå òðåáóåòñÿ èçìåíèòü êîä, èìåþùèé äå-
ëî ñ ýòîé ñòðóêòóðîé. Êàê òîëüêî èçìåíÿåòñÿ îïðåäåëåíèå òèïà äàííûõ, âî
âñåõ ýòèõ ôðàãìåíòàõ êîäà âîçíèêàþò îøèáêè òèïîâ, è èõ ìîæíî íàéòè ïóòåì
ïðîñòîãî ïðîãîíà êîìïèëÿòîðà è èñïðàâëåíèÿ òåõ ìåñò, ãäå ïðîâåðêà òèïîâ íå
ïðîõîäèò.

Àáñòðàêöèÿ

Åùå îäíî âàæíîå äîñòîèíñòâî èñïîëüçîâàíèÿ ñèñòåì òèïîâ ïðè ðàçðàáîòêå
ïðîãðàìì � ýòî ïîääåðæàíèå äèñöèïëèíû ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, â
êîíòåêñòå ïîñòðîåíèÿ êðóïíîìàñøòàáíûõ ïðîãðàììíûõ ñèñòåì, ñèñòåìû òè-
ïîâ ÿâëÿþòñÿ ñòåðæíåì ÿçûêîâ îïèñàíèÿ ìîäóëåé (module languages), ïðè
ïîìîùè êîòîðûõ êîìïîíåíòû áîëüøèõ ñèñòåì óïàêîâûâàþòñÿ è ñâÿçûâàþòñÿ
âîåäèíî. Òèïû ïîÿâëÿþòñÿ â èíòåðôåéñàõ ìîäóëåé (èëè áëèçêèõ ïî ñìûñëó
ñòðóêòóð, òàêèõ, êàê êëàññû); â ñóùíîñòè, ñàì èíòåðôåéñ ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ¾òèï ìîäóëÿ¿, ñîäåðæàùèé èíôîðìàöèþ î âîçìîæíîñòÿõ, êîòîðûå
ìîäóëü ïðåäîñòàâëÿåò � êàê ñâîåãî ðîäà ÷àñòè÷íîå ñîãëàøåíèå ìåæäó ðàçðà-
áîò÷èêàìè è ïîëüçîâàòåëÿìè.

Ðàçáèåíèå áîëüøèõ ñèñòåì íà ìîäóëè ñ ÿñíî îïðåäåëåííûìè èíòåðôåéñà-
ìè ïðèâîäèò ê áîëåå àáñòðàêòíîìó ñòèëþ ïðîåêòèðîâàíèÿ, â êîòîðîì èíòåð-
ôåéñû ðàçðàáàòûâàþòñÿ è îáñóæäàþòñÿ îòäåëüíî îò âîïðîñîâ èõ ðåàëèçàöèè.
Áîëåå àáñòðàêòíûé ñòèëü ìûøëåíèÿ ïîâûøàåò êà÷åñòâî ïðîåêòîâ.

Äîêóìåíòàöèÿ

Òèïû ïîëåçíû òàêæå ïðè ÷òåíèè ïðîãðàìì. Îáúÿâëåíèÿ òèïîâ â çàãî-
ëîâêàõ ïðîöåäóð è èíòåðôåéñàõ ìîäóëåé � ýòî ðàçíîâèäíîñòü äîêóìåíòàöèè,
êîòîðàÿ äàåò öåííóþ èíôîðìàöèþ î ïîâåäåíèè ïðîãðàììû. Áîëåå òîãî, â îò-
ëè÷èå îò îïèñàíèé, ñïðÿòàííûõ â êîììåíòàðèÿõ, òàêàÿ äîêóìåíòàöèÿ íå ìî-
æåò óñòàðåòü, ïîñêîëüêó îíà ïðîâåðÿåòñÿ ïðè êàæäîì ïðîãîíå êîìïèëÿòîðà.
Ýòà ðîëü òèïîâ îñîáåííî ñóùåñòâåííà â ñèãíàòóðàõ ìîäóëåé.
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Áåçîïàñíîñòü ÿçûêîâ

Ê ñîæàëåíèþ, òåðìèí ¾áåçîïàñíûé ÿçûê¿ åùå áîëåå ðàñïëûâ÷àò, ÷åì ¾ñè-
ñòåìà òèïîâ¿. Êàê ïðàâèëî, ïðîãðàììèñòàì êàæåòñÿ, ÷òî îíè ìîãóò ïðè âçãëÿ-
äå íà ÿçûê ñêàçàòü, áåçîïàñåí ëè îí. Îäíàêî, èõ ìíåíèå î òîì, ÷òî èìåííî âõî-
äèò â ïîíÿòèå ¾áåçîïàñíîñòè ÿçûêà¿, âàðüèðóåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ÿçûêîâî-
ãî ñîîáùåñòâà, ê êîòîðîìó îíè ïðèíàäëåæàò. Íåôîðìàëüíî, âïðî÷åì, ìîæíî
ñêàçàòü, ÷òî áåçîïàñíûé ÿçûê îãðàæäàåò ïðîãðàììèñòà îò ñîâåðøåíèÿ ôà-
òàëüíûõ ãëóïîñòåé.

Íåìíîãî óòî÷íÿÿ èíòóèòèâíîå îïðåäåëåíèå, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî áåçîïàñ-
íûé ÿçûê � ýòî ÿçûê, êîòîðûé çàùèùàåò ñâîè ñîáñòâåííûå àáñòðàêöèè.
Âñÿêèé ÿçûê âûñîêîãî óðîâíÿ ïðåäîñòàâëÿåò ïðîãðàììèñòó àáñòðàêòíûé
âçãëÿä íà ðàáîòó ìàøèíû. Áåçîïàñíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ÿçûê ñïîñîáåí ãàðàí-
òèðîâàòü öåëîñòíîñòü ýòèõ àáñòðàêöèé, à òàêæå àáñòðàêöèé áîëåå âûñîêîãî
óðîâíÿ, ââîäèìûõ ïðè ïîìîùè îïèñàòåëüíûõ ñðåäñòâ ÿçûêà. Íàïðèìåð, ÿçûê
ìîæåò ïðåäîñòàâëÿòü ìàññèâû, ñ îïåðàöèÿìè äîñòóïà ê íèì è èõ èçìåíåíèÿ,
àáñòðàãèðóÿ íèæåëåæàùóþ ìàøèííóþ ïàìÿòü. Ïðîãðàììèñò, èñïîëüçóþùèé
òàêîé ÿçûê, îæèäàåò, ÷òî ìàññèâ ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü òîëüêî ïóòåì ÿâíîãî
èñïîëüçîâàíèÿ îïåðàöèé îáíîâëåíèÿ � à íå, ñêàæåì, ïóòåì çàïèñè â ïàìÿòü
çà ãðàíèöàìè êàêîé-ëèáî äðóãîé ñòðóêòóðû äàííûõ. Àíàëîãè÷íî ìîæíî îæè-
äàòü, ÷òî ê ïåðåìåííûì ñî ñòàòè÷åñêîé îáëàñòüþ âèäèìîñòè ìîæíî îáðàòèòü-
ñÿ òîëüêî èçíóòðè ýòîé îáëàñòè, ÷òî ñòåê âûçîâîâ äåéñòâèòåëüíî âåäåò ñåáÿ
êàê ñòåê è ò. ä. Â áåçîïàñíîì ÿçûêå ñ òàêèìè àáñòðàêöèÿìè ìîæíî îáðàùàòüñÿ
àáñòðàêòíî, à â íåáåçîïàñíîì � íåëüçÿ: â íåì, ÷òîáû ïîëíîñòüþ ïîíÿòü, êàê
ìîæåò ïîâåñòè ñåáÿ ïðîãðàììà, òðåáóåòñÿ äåðæàòü â ãîëîâå ìíîæåñòâî ðàçíî-
îáðàçíûõ íèçêîóðîâíåâûõ äåòàëåé, íàïðèìåð, ðàçìåùåíèå ñòðóêòóð äàííûõ
â ïàìÿòè è ïîðÿäîê èõ âûäåëåíèÿ êîìïèëÿòîðîì. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ïðî-
ãðàììû, íàïèñàííûå íà íåáåçîïàñíûõ ÿçûêàõ, ìîãóò ïîëîìàòü íå òîëüêî ñâîè
ñîáñòâåííûå ñòðóêòóðû äàííûõ, íî è ñòðóêòóðû ñâîåé ñðåäû èñïîëíåíèÿ; ïðè
ýòîì ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ñîâåðøåííî íåïðåäñêàçóåìûìè.

Áåçîïàñíîñòü ÿçûêà � ýòî íå òî æå ñàìîå, ÷òî ñòàòè÷åñêàÿ áåçîïàñíîñòü
òèïîâ. Áåçîïàñíîñòè ÿçûêà ìîæíî äîñòè÷ü ïðè ïîìîùè ñèñòåìû òèïîâ, íî
ìîæíî äîáèòüñÿ åå è ñ ïîìîùüþ ïðîâåðîê íà ñòàäèè âûïîëíåíèÿ, êîòîðûå îò-
ëàâëèâàþò áåññìûñëåííûå îïåðàöèè ïðè ïîïûòêå èõ èñïîëíåíèÿ, è îñòàíàâ-
ëèâàþò ïðîãðàììó èëè ïîðîæäàþò èñêëþ÷åíèå. Ê ïðèìåðó, Scheme ÿâëÿåòñÿ
áåçîïàñíûì ÿçûêîì, íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå ñòàòè÷åñêîé ñèñòåìû òèïîâ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â íåáåçîïàñíûõ ÿçûêàõ ÷àñòî èìåþòñÿ ñòàòè÷åñêèå ïðî-
âåðêè òèïîâ, êîòîðûå ¾ïî âîçìîæíîñòè¿ îòëàâëèâàþò õîòÿ áû ñàìûå î÷å-
âèäíûå îãðåõè ïðîãðàììèñòîâ. Âïðî÷åì, òàêèå ÿçûêè íå ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ è
áåçîïàñíûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ òèïîâ, ïîñêîëüêó â îáùåì ñëó÷àå îíè íå ìîãóò
ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî êîððåêòíî òèïèçèðîâàííûå ïðîãðàììû âåäóò ñåáÿ êîð-
ðåêòíî � ïðîâåðêà òèïîâ â òàêîì ÿçûêå ìîæåò ïðåäïîëîæèòü íàëè÷èå îøèáîê
âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ (÷òî, áåçóñëîâíî, ëó÷øå, ÷åì íè÷åãî), íî íå äîêàçàòü èõ
îòñóòñòâèå.

Rev: �revision�, November 28, 2010 26 �source�le�



1.2. Äëÿ ÷åãî ãîäÿòñÿ òèïû 27

Ñòàòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà Äèíàìè÷åñêàÿ ïðîâåðêà

Áåçîïàñíûå ML, Haskell, Java è ò. ï. Lisp, Scheme, Perl,
Postscript è ò. ï.

Íåáåçîïàñíûå C, C�� è ò. ï.

Ïóñòîòó ïðàâîé íèæíåé êëåòêè òàáëèöû ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ïðè íà-
ëè÷èè ñðåäñòâ îáåñïå÷åíèÿ áåçîïàñíîñòè ïðè âûïîëíåíèè áîëüøèíñòâà îïåðà-
öèé íåòðóäíî ïðîâåðÿòü èõ âñå. (Íà ñàìîì äåëå, ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ÿçûêîâ
ñ äèíàìè÷åñêîé ïðîâåðêîé, íàïðèìåð, íåêîòîðûå äèàëåêòû Áåéñèêà äëÿ ìèê-
ðîêîìïüþòåðîâ ñ ìèíèìàëüíûìè îïåðàöèîííûìè ñèñòåìàìè, â êîòîðûõ åñòü
íèçêîóðîâíåâûå ïðèìèòèâû äëÿ ÷òåíèÿ è çàïèñè ïðîèçâîëüíûõ ÿ÷ååê ïàìÿòè,
ïðè ïîìîùè êîòîðûõ ìîæíî íàðóøèòü öåëîñòíîñòü ñðåäû âûïîëíåíèÿ.)

Êàê ïðàâèëî, äîñòè÷ü áåçîïàñíîñòè âûïîëíåíèÿ ïðè ïîìîùè òîëüêî ëèøü
ñòàòè÷åñêîé òèïèçàöèè íåâîçìîæíî. Íàïðèìåð, âñå ÿçûêè, óêàçàííûå â òàá-
ëèöå êàê áåçîïàñíûå, íà ñàìîì äåëå ïðîèçâîäÿò ïðîâåðêó âûõîäà çà ãðàíèöû
ìàññèâîâ (array bounds checking) äèíàìè÷åñêè.1Àíàëîãè÷íî, ÿçûêè ñî ñòàòè-
÷åñêîé ïðîâåðêîé òèïîâ èíîãäà ïðåäîñòàâëÿþò îïåðàöèè (ñêàæåì, íèñõîäÿùåå
ïðåîáðàçîâàíèå òèïîâ (down-casts) â Java � ñì. �15.5), íåêîððåêòíûå ñ òî÷-
êè çðåíèÿ ïðîâåðêè òèïîâ, à áåçîïàñíîñòü ÿçûêà ïðè ýòîì äîñòèãàåòñÿ ïðè
ïîìîùè äèíàìè÷åñêîé ïðîâåðêè êàæäîãî óïîòðåáëåíèÿ òàêîé êîíñòðóêöèè.

Áåçîïàñíîñòü ÿçûêà ðåäêî áûâàåò àáñîëþòíîé. Áåçîïàñíûå ÿçûêè ÷àñòî
ïðåäîñòàâëÿþò ïðîãðàììèñòàì ¾÷åðíûå õîäû¿, íàïðèìåð, âûçîâû ôóíêöèé
íà äðóãèõ, âîçìîæíî íåáåçîïàñíûõ, ÿçûêàõ. Èíîãäà òàêèå êîíòðîëèðóåìûå
÷åðíûå õîäû äàæå ñîäåðæàòñÿ â ñàìîì ÿçûêå � íàïðèìåð, Obj.magic â OCaml
(Leroy, 2000), Unsafe.cast â Íüþ-Äæåðñèéñêîé ðåàëèçàöèè Standard ML, è
ò. ï. ßçûêè Modula-3 (Cardelli et al., 1989; Nelson, 1991) è C# (Wille, 2000) èäóò
åùå äàëüøå è âêëþ÷àþò â ñåáÿ ¾íåáåçîïàñíûå ïîäúÿçûêè¿, ïðåäíàçíà÷åííûå
äëÿ ðåàëèçàöèè íèçêîóðîâíåâûõ áèáëèîòåê âðîäå ñáîðùèêîâ ìóñîðà. Îñîáûå
âîçìîæíîñòè ýòèõ ïîäúÿçûêîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî â ìîäóëÿõ, ÿâíî
ïîìå÷åííûõ ñëîâîì unsafe (¾íåáåçîïàñíûé¿).

Êàðäåëëè (Cardelli, 1996) ñìîòðèò íà áåçîïàñíîñòü ÿçûêà ñ äðóãîé òî÷êè
çðåíèÿ, ïðîâîäÿ ðàçëè÷èå ìåæäó äèàãíîñòèðóåìûìè (trapped) è íåäèàãíî-
ñòèðóåìûìè (untrapped) îøèáêàìè âðåìåíè âûïîëíåíèÿ. Äèàãíîñòèðóåìàÿ
îøèáêà âûçûâàåò íåìåäëåííóþ îñòàíîâêó âû÷èñëåíèÿ (èëè ïîðîæäàåò èñ-
êëþ÷åíèå, êîòîðîå ìîæíî îáðàáîòàòü âíóòðè ïðîãðàììû), â òî âðåìÿ êàê ïðè
íåäèàãíîñòèðóåìîé îøèáêå âû÷èñëåíèå ìîæåò åù¼ ïðîäîëæàòüñÿ (ïî êðàéíåé
ìåðå, â òå÷åíèå íåêîòîðîãî âðåìåíè). Ïðèìåð íåäèàãíîñòèðóåìîé îøèáêè �
îáðàùåíèå ê äàííûì çà ïðåäåëàìè ìàññèâà â ÿçûêå C. Áåçîïàñíûé ÿçûê, ñ
ýòîé òî÷êè çðåíèÿ, � ýòî ÿçûê, êîòîðûé ïðåäîòâðàùàåò íåäèàãíîñòèðóåìûå
îøèáêè âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ.

Åùå îäíà òî÷êà çðåíèÿ îñíîâàíà íà ïîíÿòèè ïåðåíîñèìîñòè; åå ìîæíî âû-

1Óñòðàíåíèå ïðîâåðîê ãðàíèö ìàññèâà ñòàòè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè � õîðîøî èçâåñòíàÿ
öåëü ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ñèñòåì òèïîâ. Â ïðèíöèïå, íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî ìåõàíèçìû
(íà îñíîâå çàâèñèìûõ òèïîâ (dependent types) � ñì. �30.5) õîðîøî èçó÷åíû, îäíàêî èõ
èñïîëüçîâàíèå ñ ñîáëþäåíèåì áàëàíñà ìåæäó âûðàçèòåëüíîé ñèëîé, ïðåäñêàçóåìîñòüþ è
ðàçðåøèìîñòüþ ïðîâåðêè òèïîâ, à òàêæå ñëîæíîñòüþ ïðîãðàììíûõ àííîòàöèé îñòàåòñÿ
ñëîæíî çàäà÷åé. Î íåêîòîðûõ íåäàâíèõ äîñòèæåíèÿõ â ýòîé îáëàñòè ìîæíî ïðî÷èòàòü ó Ñè
è Ïôåííèíãà (Xi and Pfenning, 1998, 1999).
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ðàçèòü ëîçóíãîì ¾Áåçîïàñíûé ÿçûê ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ðóêîâîäñòâîì
ïðîãðàììèñòà¿. Ñäåëàåì òàê, ÷òîáû ïðîãðàììèñòó áûëî äîñòàòî÷íî ïîíÿòü
îïðåäåëåíèå (de�nition) ÿçûêà, ÷òîáû óìåòü ïðåäñêàçûâàòü ïîâåäåíèå ëþáîé
ïðîãðàììû íà äàííîì ÿçûêå. Òîãäà ðóêîâîäñòâî ïðîãðàììèñòà íà ÿçûêå C íå
ÿâëÿåòñÿ åãî îïðåäåëåíèåì, ïîñêîëüêó ïîâåäåíèå íåêîòîðûõ ïðîãðàìì (ñêà-
æåì, òåõ, ãäå âñòðå÷àåòñÿ íåïðîâåðåííîå îáðàùåíèå ê ìàññèâàì èëè èñïîëü-
çóåòñÿ àðèôìåòèêà óêàçàòåëåé) íåâîçìîæíî ïðåäñêàçàòü, íå çíàÿ, êàê êîí-
êðåòíûé êîìïèëÿòîð C ðàñïîëàãàåò ñòðóêòóðû â ïàìÿòè è ò. ï., à îäíà è
òà æå ïðîãðàììà ìîæåò âåñòè ñåáÿ ïî-ðàçíîìó, áóäó÷è îáðàáîòàíà ðàçíûìè
êîìïèëÿòîðàìè. Íàïðîòèâ, ðóêîâîäñòâà ïî Java, Scheme è ML îïðåäåëÿþò (ñ
ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ ñòðîãîñòè) òî÷íîå ïîâåäåíèå ëþáîé ïðîãðàììû, íàïèñàí-
íîé íà ýòèõ ÿçûêàõ. Êîððåêòíî òèïèçèðîâàííàÿ ïðîãðàììà ïîëó÷èò îäíè è
òå æå ðåçóëüòàòû â ëþáîé êîððåêòíîé ðåàëèçàöèè ýòèõ ÿçûêîâ.

Ýôôåêòèâíîñòü

Ïåðâûå ñèñòåìû òèïîâ â èíôîðìàòèêå ïîÿâèëèñü â 50-õ ãîäàõ â òàêèõ ÿçû-
êàõ, êàê Ôîðòðàí (Backus, 1981), è áûëè ââåäåíû äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîâûñèòü
ýôôåêòèâíîñòü âû÷èñëåíèé ïóòåì ðàçëè÷åíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé
ñ öåëûìè è âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè; ýòî ïîçâîëÿëî êîìïèëÿòîðó èñïîëüçî-
âàòü ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë è ãåíåðèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ìà-
øèííûå êîìàíäû äëÿ ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé. Â áåçîïàñíûõ ÿçûêàõ ìîæíî
äîñòè÷ü áîëüøåé ýôôåêòèâíîñòè, óñòðàíÿÿ ìíîãèå äèíàìè÷åñêèå ïðîâåðêè,
êîòîðûå èíà÷å ïîòðåáîâàëèñü áû äëÿ îáåñïå÷åíèÿ áåçîïàñíîñòè (ñòàòè÷åñêè
äîêàçàâ, ÷òî ïðîâåðêà âñåãäà äàñò ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò). Â íàøå âðåìÿ
áîëüøèíñòâî âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ êîìïèëÿòîðîâ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì
îïèðàþòñÿ ïðè îïòèìèçàöèè è ãåíåðàöèè êîäà íà èíôîðìàöèþ, ñîáðàííóþ
ïðîöåäóðîé ïðîâåðêè òèïîâ. Äàæå êîìïèëÿòîðû äëÿ ÿçûêîâ, â êîòîðûõ íåò
ñèñòåìû òèïîâ ñàìîé ïî ñåáå, ïðîäåëûâàþò áîëüøóþ ðàáîòó, ÷òîáû õîòÿ áû
÷àñòè÷íî âîññòàíîâèòü èíôîðìàöèþ î òèïàõ.

Èíôîðìàöèÿ î òèïàõ ìîæåò ïðèíåñòè âûèãðûø â ýôôåêòèâíîñòè â ñàìûõ
íåîæèäàííûõ ìåñòàõ. Íàïðèìåð, íåäàâíî áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ èí-
ôîðìàöèè, ïîðîæäàåìîé ïðè ïðîâåðêå òèïîâ, ìîãóò áûòü óëó÷øåíû íå òîëüêî
ðåøåíèÿ î ãåíåðàöèè êîäà, íî è ïðåäñòàâëåíèå óêàçàòåëåé â ïàðàëëåëèçèðî-
âàííûõ íàó÷íûõ âû÷èñëåíèÿõ. ßçûê Titanium (Yelick et al., 1998) èñïîëüçóåò
âûâîä òèïîâ äëÿ àíàëèçà îáëàñòè âèäèìîñòè óêàçàòåëåé è ñïîñîáåí ïðèíè-
ìàòü áîëåå ýôôåêòèâíûå ðåøåíèÿ íà îñíîâå ýòèõ äàííûõ, ÷åì ïðîãðàììè-
ñòû, îïòèìèçèðóþùèå ïðîãðàììû âðó÷íóþ (ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ èçìåðåíè-
ÿìè). Êîìïèëÿòîð ML Kit ñ ïîìîùüþ ìîùíîãî àëãîðèòìà âûâîäà ðåãèîíîâ
(region inference) (Gi�ord, Jouvelot, Lucassen, and Sheldon, 1987; Jouvelot and
Gi�ord, 1991; Talpin and Jouvelot, 1992; Tofte and Talpin, 1994, 1997; Tofte and
Birkedal, 1998) çàìåíÿåò áîëüøèíñòâî âûçîâîâ ñáîðùèêà ìóñîðà (à èíîãäà äà-
æå âñå âûçîâû) îïåðàöèÿìè óïðàâëåíèÿ ïàìÿòüþ â ñòåêå.
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Äðóãèå ïðèëîæåíèÿ

Ñèñòåìû òèïîâ, ïîìèìî òðàäèöèîííûõ îáëàñòåé ïðèìåíåíèÿ â ïðîãðàììè-
ðîâàíèè è ïðîåêòèðîâàíèè ÿçûêîâ, â ïîñëåäíåå âðåìÿ èñïîëüçóþòñÿ â èíôîð-
ìàòèêå è áëèçêèõ äèñöèïëèíàõ ñàìûìè ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Î÷åðòèì êðóã
ýòèõ ñïîñîáîâ.

Âñå áîëüøåå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàåò èñïîëüçîâàíèå ñèñòåì òèïîâ â îáëàñòè
áåçîïàñíîñòè êîìïüþòåðîâ è ñåòåé. Íàïðèìåð, ñòàòè÷åñêàÿ òèïèçàöèÿ ëåæèò
â îñíîâå ìîäåëè áåçîïàñíîñòè Java è àðõèòåêòóðû àâòîìàòè÷åñêîãî êîíôèãó-
ðèðîâàíèÿ (plug and play) ñåòåâûõ óñòðîéñòâ JINI (Arnold et al., 1999), à òàêæå
èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â ìåòîäèêå Proof Carrying Code (¾êîäà, ñîäåðæàùåãî
äîêàçàòåëüñòâî¿, Necula and Lee, 1996, 1998; Necula, 1997). Â òî æå âðåìÿ,
ìíîãèå ôóíäàìåíòàëüíûå èäåè, âîçíèêøèå â ñðåäå ñïåöèàëèñòîâ ïî áåçîïàñ-
íîñòè, ïîâòîðíî èñïîëüçóþòñÿ â êîíòåêñòå ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, è ÷àñòî
ðåàëèçóþòñÿ â âèäå ñèñòåìû àíàëèçà òèïîâ (íàïð., Abadi, Banerjee, Heintze,
and Riecke, 1999; Abadi, 1999; Leroy and Rouaix, 1998; è ò. ä.). Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, ðàñòåò èíòåðåñ ê ïðÿìîìó ïðèìåíåíèþ òåîðèè ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ
â îáëàñòè êîìïüþòåðíîé áåçîïàñíîñòè (íàïð., Abadi, 1999; Sumii and Pierce,
2001).

Àëãîðèòìû ïðîâåðêè è âûâîäà òèïîâ âñòðå÷àþòñÿ âî ìíîãèõ èíñòðóìåíòàõ
àíàëèçà ïðîãðàìì, ïîìèìî êîìïèëÿòîðîâ. Íàïðèìåð, óòèëèòà AnnoDomini,
àíàëèçèðóþùàÿ ïðîãðàììû íà Êîáîëå íà ïðåäìåò ñîâìåñòèìîñòè ñ ïðîáëå-
ìîé 2000 ãîäà, ïîñòðîåíà íà áàçå ìåõàíèçìà âûâîäà òèïîâ â ñòèëå ML (Eidor�
et al., 1999). Ìåòîäû âûâîäà òèïîâ èñïîëüçîâàëèñü òàêæå â èíñòðóìåíòàõ äëÿ
àíàëèçà ïñåâäîíèìîâ (pointer aliasing) (O'Callahan and Jackson, 1997) è àíà-
ëèçà èñêëþ÷åíèé (Leroy and Pessaux, 2000).

Ïðè àâòîìàòè÷åñêîì äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ëîãè÷å-
ñêèõ óòâåðæäåíèé è äîêàçàòåëüñòâ îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ î÷åíü ìîùíûå ñèñòå-
ìû òèïîâ, îñíîâàííûå íà çàâèñèìûõ òèïàõ. Íåêîòîðûå ïîïóëÿðíûå ñðåäñòâà
ðàáîòû ñ äîêàçàòåëüñòâàìè, âêëþ÷àÿ Nuprl (Constable et al., 1986), Lego (Luo
and Pollack, 1992; Pollack, 1994), Coq (Barras, Boutin, Cornes, Courant, Filliatre,
Gimenez, Herbelin, Huet, Munoz, Murthy, Parent, Paulin-Mohring, Saibi, and
Werner, 1997) è Alf (Magnusson and Nordstr�om, 1994), ïðÿìî îñíîâàíû íà òåî-
ðèè òèïîâ. Êîíñòåáëü (Constable, 1998) è Ïôåííèíã (Pfenning, 1999) èçëàãàþò
â ñâîèõ ðàáîòàõ èñòîðèþ ýòèõ ñèñòåì.

Ðàñòåò èíòåðåñ ê ñèñòåìàì òèïîâ è â ñîîáùåñòâå ñïåöèàëèñòîâ ïî áàçàì
äàííûõ. Ýòî ñâÿçàíî ñ ïîïóëÿðíîñòüþ ¾ñåòåâûõ ìåòàäàííûõ¿, èñïîëüçóþ-
ùèõñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ñòðóêòóðèðîâàííûõ äàííûõ íà XML, òàêèõ êàê DTD
(Document Type De�nitions, XML 1998) è äðóãèõ âèäîâ ñõåì (òàêèõ, êàê íî-
âûé ñòàíäàðò XML-Schema, XS 2000). Íîâûå ÿçûêè äëÿ çàïðîñîâ ê XML è
îáðàáîòêè XML-äàííûõ îáëàäàþò ìîùíûìè ñòàòè÷åñêèìè ñèñòåìàìè òèïîâ,
ïðÿìî îñíîâàííûìè íà ýòèõ ÿçûêàõ ñõåì (Hosoya and Pierce, 2000; Hosoya,
Vouillon, and Pierce, 2001; Hosoya and Pierce, 2001; Relax, 2000; Shields, 2001).

Ñîâåðøåííî îòäåëüíàÿ îáëàñòü ïðèëîæåíèÿ ñèñòåì òèïîâ � âû÷èñëèòåëü-
íàÿ ëèíãâèñòèêà, ãäå òèïèçèðîâàííûå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ ëåæàò â îñíîâå òà-
êèõ ôîðìàëèçìîâ, êàê êàòåãîðèàëüíàÿ ãðàììàòèêà (categorial grammar) (van
Benthem, 1995; van Benthem and Meulen, 1997; Ranta, 1995, è ò. ä.).
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Âñòðàèâàíèå ñèñòåìû òèïîâ â ñóùåñòâóþùèé ÿçûê, â êîòîðîì îíà íå áû-
ëà ïðåäóñìîòðåíà èçíà÷àëüíî, ìîæåò îêàçàòüñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé; â èäåàëå
ïðîåêòèðîâàíèå ÿçûêà äîëæíî èäòè îäíîâðåìåííî ñ ïðîåêòèðîâàíèåì ñèñòå-
ìû òèïîâ.

Îäíà èç ïðè÷èí ýòîãî â òîì, ÷òî ÿçûêè áåç ñèñòåì òèïîâ � äàæå áåç-
îïàñíûå ÿçûêè ñ äèíàìè÷åñêèìè ïðîâåðêàìè, � êàê ïðàâèëî, ñîäåðæàò òà-
êèå êîíñòðóêöèè èëè ðåêîìåíäóþò òàêèå èäèîìàòè÷åñêèå ïðèåìû, êîòîðûå
îñëîæíÿþò ïðîâåðêó òèïîâ èëè äàæå äåëàþò åå íåâîçìîæíîé. Â òèïèçèðî-
âàííûõ æå ÿçûêàõ ñèñòåìà òèïîâ ñàìà ïî ñåáå ÷àñòî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
ôóíäàìåíò ïðîåêòà ÿçûêà, êàê åãî îðãàíèçóþùèé ïðèíöèï, â ñâåòå êîòîðîãî
îöåíèâàþòñÿ âñå ïðîåêòíûå ðåøåíèÿ ðàçðàáîò÷èêà.

Åùå îäèí ôàêòîð çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî, êàê ïðàâèëî, ñèíòàêñèñ òèïè-
çèðîâàííûõ ÿçûêîâ ñëîæíåå, ÷åì ó íåòèïèçèðîâàííûõ, ïîñêîëüêó ïðèõîäèòñÿ
ïîääåðæèâàòü îáúÿâëåíèÿ òèïîâ. Ïîñòðîèòü êðàñèâûé è ïîíÿòíûé ñèíòàêñèñ
ïðîùå, åñëè ñðàçó ó÷èòûâàòü âñå ýòè âîïðîñû.

Óòâåðæäåíèå, ÷òî òèïû äîëæíû ÿâëÿòüñÿ íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ ÿçûêà
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îðòîãîíàëüíî âîïðîñó î òîì, â êàêèõ ñëó÷àÿõ ïðîãðàì-
ìèñò äîëæåí ÿâíî óêàçûâàòü àííîòàöèè òèïà, à â êàêèõ ñëó÷àÿõ èõ ìîæåò
âû÷èñëèòü êîìïèëÿòîð. Õîðîøî ñïðîåêòèðîâàííûé ñòàòè÷åñêè òèïèçèðîâàí-
íûé ÿçûê íèêîãäà íå áóäåò òðåáîâàòü îò ïðîãðàììèñòà âðó÷íóþ âûïèñûâàòü
äëèííûå è óòîìèòåëüíûå äåêëàðàöèè òèïîâ. Âïðî÷åì, ïî âîïðîñó î òîì, êàêîå
êîëè÷åñòâî ÿâíîé èíôîðìàöèè ñ÷èòàòü ÷ðåçìåðíûì, ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå
ìíåíèÿ. Ñîçäàòåëè ÿçûêîâ ñåìåéñòâà ML òùàòåëüíî ñòàðàëèñü ñâåñòè àííîòà-
öèè ê ñàìîìó ìèíèìóìó, èñïîëüçóÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåäîñòàþùåé èíôîðìàöèè
ìåòîäû âûâîäà òèïîâ. Â ÿçûêàõ ñåìåéñòâà C, âêëþ÷àÿ Java, ïðèíÿò íåñêîëüêî
áîëåå ìíîãîñëîâíûé ñòèëü.

1.4. Êðàòêàÿ èñòîðèÿ

Ñàìûå ðàííèå ñèñòåìû òèïîâ â èíôîðìàòèêå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ïðîñòåé-
øåãî ðàçëè÷åíèÿ ìåæäó öåëûìè ÷èñëàìè è ÷èñëàìè ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé (íà-
ïðèìåð, â Ôîðòðàíå). Â êîíöå 1950-õ è íà÷àëå 1960-õ ýòà êëàññèôèêàöèÿ áûëà
ðàñøèðåíà íà ñòðóêòóðèðîâàííûå äàííûå (ìàññèâû çàïèñåé è ò. ï.) è ôóíê-
öèè âûñøåãî ïîðÿäêà. Â íà÷àëå 1970-õ ïîÿâèëèñü åùå áîëåå ñëîæíûå ïîíÿòèÿ
(ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîëèìîðôèçì, àáñòðàêòíûå òèïû äàííûõ, ñèñòåìû ìîäó-
ëåé è ïîäòèïû), è ñèñòåìû òèïîâ ïðåâðàòèëèñü â îòäåëüíîå íàïðàâëåíèå èñ-
ñëåäîâàíèé. Òîãäà æå ñïåöèàëèñòû ïî èíôîðìàòèêå îáíàðóæèëè ñâÿçü ìåæäó
ñèñòåìàìè òèïîâ â ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ è òèïàìè, èçó÷àåìûìè â ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ëîãèêå, è ýòî ïðèâåëî ê ïëîäîòâîðíîìó âçàèìîäåéñòâèþ ìåæäó
äâóìÿ îáëàñòÿìè, êîòîðîå ïðîäîëæàåòñÿ ïî ñåé äåíü.

Íà ðèñ. 1.1 ïðåäñòàâëåíà êðàòêàÿ (è ÷ðåçâû÷àéíî íåïîëíàÿ!) õðîíîëîãèÿ
îñíîâíûõ äîñòèæåíèé â èñòîðèè ñèñòåì òèïîâ â èíôîðìàòèêå. Êóðñèâîì îò-
ìå÷åíû îòêðûòèÿ â îáëàñòè ëîãèêè, ÷òîáû ïîêàçàòü âàæíîñòü äîñòèæåíèé â
ýòîé îáëàñòè. Ññûëêè íà ðàáîòû, óêàçàííûå â ïðàâîé êîëîíêå, ìîæíî íàéòè
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Õîòÿ ÿ ïûòàëñÿ ñäåëàòü ýòó êíèãó ñàìîäîñòàòî÷íîé, îíà äàëåêà îò âñåîõâà-
òûâàþùåé; îáëàñòü èññëåäîâàíèé òåîðèè òèïîâ ñëèøêîì øèðîêà, è ãîâîðèòü
î íåé ìîæíî ñ ðàçíûõ òî÷åê çðåíèÿ, ïîýòîìó âñå åå àñïåêòû íåâîçìîæíî äî-
ñòîéíî îñâåòèòü â îäíîé êíèãå. Â ýòîì ðàçäåëå ÿ óêàæó íåêîòîðûå äðóãèå
ââîäíûå òåêñòû.

Â îáçîðíûõ ñòàòüÿõ Êàðäåëëè (Cardelli, 1996) è Ìèò÷åëëà (Mitchell,
1990b) ñîäåðæèòñÿ êðàòêîå ââåäåíèå â äèñöèïëèíó. Ñòàòüÿ Áàðåíäðåãòà
(Barendregt, 1992) ïðåäíàçíà÷åíà ñêîðåå äëÿ ÷èòàòåëÿ, ñêëîííîãî ê ìàòåìàòè-
êå. Îáúåìèñòûé ó÷åáíèê Ìèò÷åëëà ¾Îñíîâàíèÿ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ¿
(¾Foundations for Programming Languages¿, Mitchell, 1996) îïèñûâàåò îñíî-
âû ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ, íåñêîëüêî ñèñòåì òèïîâ è ìíîãèå âîïðîñû ñåìàíòè-
êè. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ñåìàíòèêå, à íå äåòàëÿì ðåàëèçàöèè. Êíèãà
Ðåéíîëüäñà ¾Òåîðèè ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ¿ (¾Theories of Programming
Languages¿, Reynolds, 1998b) � ýòî îáçîð òåîðèè ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ àñïèðàíòîâ è ñîäåðæàùèé èçÿùíîå îïèñàíèå ïî-
ëèìîðôèçìà, ïîäòèïîâ è òèïîâ-ïåðåñå÷åíèé. ¾Ñòðóêòóðà òèïèçèðîâàííûõ
ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ¿ Øìèäòà (¾The Structure of Typed Programming
Languages¿, Schmidt, 1994) ðàçâèâàåò îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ñèñòåì òèïîâ â êîí-
òåêñòå ïðîåêòèðîâàíèÿ ÿçûêîâ, è ñîäåðæèò íåñêîëüêî ãëàâ ïî îáûêíîâåí-
íûì èìïåðàòèâíûì ÿçûêàì ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ìîíîãðàôèÿ Õèíäëè ¾Îñíî-
âû òåîðèè ïðîñòûõ òèïîâ¿ (¾Basic Simple Type Theory¿, Hindley, 1997) ÿâëÿ-
åòñÿ çàìå÷àòåëüíûì ñîáðàíèåì ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî
ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ è áëèçêîðîäñòâåííûõ ñèñòåì. Îíî îòëè÷àåòñÿ ñêîðåå ãëó-
áèíîé, íåæåëè øèðîòîé îõâàòà.

¾Òåîðèÿ îáúåêòîâ¿ Àáàäè è Êàðäåëëè (¾A Theory of Objects¿, Abadi and
Cardelli, 1996) ðàçâèâàåò âî ìíîãîì òîò æå ìàòåðèàë, ÷òî è íàñòîÿùàÿ êíè-
ãà, ñ ìåíüøèì óïîðîì íà âîïðîñû ðåàëèçàöèè. Âìåñòî ýòîãî îíà ïîäðîá-
íî îïèñûâàåò ïðèìåíåíèå îñíîâíûõ èäåé äëÿ ïîñòðîåíèÿ îñíîâàíèé òåîðèè
îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Êíèãà Êèìà Áðþñà ¾Îñíî-
âû îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ ÿçûêîâ: òèïû è ñåìàíòèêà¿ (¾Foundations of
Object-Oriented Languages: Types and Semantics¿, Bruce, 2002) ïîêðûâàåò ïðè-
áëèçèòåëüíî òîò æå ìàòåðèàë. Ââåäåíèå â òåîðèþ îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ
ñèñòåì òèïîâ ìîæíî òàêæå íàéòè â êíèãàõ Ïàëñáåðãà è Øâàðöáàõà (Palsberg
and Schwartzbach, 1994), à òàêæå Êàñòàíüè (Castagna, 1997).

Ñåìàíòè÷åñêèå îñíîâû êàê áåñòèïîâûõ, òàê è òèïèçèðîâàííûõ ÿçûêîâ ïî-
äðîáíî ðàññìîòðåíû â ó÷åáíèêàõ Ãàíòåðà (Gunter, 1992), Óèíñêåëÿ (Winskel,
1993) è Ìèò÷åëëà (Mitchell, 1996). Êðîìå òîãî, îïåðàöèîííàÿ ñåìàíòèêà äå-
òàëüíî îïèñàíà â êíèãå Õåííåññè (Hennessy, 1990). Îñíîâàíèÿ ñåìàíòèêè òè-
ïîâ â ðàìêàõ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè êàòåãîðèé (category theory) ìîæíî íàé-
òè âî ìíîæåñòâå èñòî÷íèêîâ, âêëþ÷àÿ êíèãè ßêîáñà (Jacobs, 1999), Àñïåðòè è
Ëîíãî (Asperti and Longo, 1991) è Êðîóëà (Crole, 1994); êðàòêîå ââåäåíèå èìå-
åòñÿ â ¾Îñíîâàõ òåîðèè êàòåãîðèé äëÿ ñïåöèàëèñòîâ ïî èíôîðìàòèêå¿ (¾Basic
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Category Theory for Computer Scientists¿, Pierce, 1991a).
ÊíèãàÆèðàðà, Ëàôîíòà è Òåéëîðà ¾Äîêàçàòåëüñòâà è òèïû¿ (¾Proofs and

Types¿, Girard, Lafont, and Taylor, 1989) ïîñâÿùåíà ëîãè÷åñêèì âîïðîñàì òåî-
ðèè òèïîâ (èçîìîðôèçì Êàððè-Ãîâàðäà è ò. ï.). Êðîìå òîãî, îíà âêëþ÷àåò îïè-
ñàíèå Ñèñòåìû F , ñäåëàííîå åå ñîçäàòåëåì, è ïðèëîæåíèå ñ ââåäåíèåì â ëèíåé-
íóþ ëîãèêó. Ñâÿçè ìåæäó òèïàìè è ëîãèêîé èññëåäóþòñÿ òàêæå â êíèãå ¾Âû-
÷èñëåíèå è äåäóêöèÿ¿ Ïôåííèíãà (¾Computation and Deduction¿, Pfenning,
2001). ¾Òåîðèÿ òèïîâ è ôóíêöèîíàëüíîå ïðîãðàììèðîâàíèå¿ Òîìïñîíà (¾Type
Theory and Functional Programming¿, Thompson, 1991) è ¾Êîíñòðóêòèâíûå
îñíîâàíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ÿçûêîâ¿ Ò¼ðíåðà (¾Constructive Foundations for
Functional Languages¿, Turner, 1991) ïîñâÿùåíû ñâÿçÿì ìåæäó ôóíêöèîíàëü-
íûì ïðîãðàììèðîâàíèåì (â ñìûñëå ¾÷èñòî ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ¿, êàê â ÿçûêàõ Haskell è Miranda) è êîíñòðóêòèâíîé òåîðèé òèïîâ,
ðàññìàòðèâàåìîé ñ òî÷êè çðåíèÿ ëîãèêè. Ìíîæåñòâî âîïðîñîâ òåîðèè äîêà-
çàòåëüñòâ, èìåþùèõ îòíîøåíèå ê ïðîãðàììèðîâàíèþ, ðàññìîòðåíû â êíèãå
¾Òåîðèÿ òèïîâ è àâòîìàòè÷åñêàÿ äåäóêöèÿ¿ Ãîáîëüò-Ëàððåêà è Ìàêêè (¾Proof
Theory and Automated Deduction¿, Goubault-Larrecq and Mackie, 1997). Èñòî-
ðèÿ òèïîâ â ëîãèêå è ôèëîñîôèè áîëåå ïîäðîáíî îïèñàíà â ñòàòüÿõ Êîíñòåá-
ëÿ (Constable, 1998), Óîäëåðà (Wadler, 2000), Þý (Huet, 1990) è Ïôåííèíãà
(Pfenning, 1999), à òàêæå â äèññåðòàöèè Ëààíà (Laan, 1997) è â êíèãàõ Ãðàòòàí-
Ãèííåññà (Grattan-Guinness, 2001) è Ñîììàðóãè (Sommaruga, 2000).

Êàê âûÿñíÿåòñÿ, ÷òîáû
èçáåæàòü äîñàäíûõ îøèáî÷íûõ
óòâåðæäåíèé î êîððåêòíîñòè
òèïîâ â ÿçûêàõ
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òðåáóåòñÿ
íåìàëàÿ äîëÿ òùàòåëüíîãî
àíàëèçà. Âñëåäñòâèå ýòîãî
êëàññèôèêàöèÿ, îïèñàíèå è
èññëåäîâàíèå ñèñòåì òèïîâ
ïðåâðàòèëèñü â ôîðìàëüíóþ
äèñöèïëèíó.

Ëóêà Êàðäåëëè (1996)
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1870-å íà÷àëà ôîðìàëüíîé ëîãèêè Frege (1879)
1900-å ôîðìàëèçàöèÿ ìàòåìàòèêè Whitehead and Russell (1910)
1930-å áåñòèïîâîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå Church (1941)
1940-å ïðîñòîå òèïèçèðîâàííîå ëÿìáäà-

èñ÷èñëåíèå
Church (1940), Curry and Feys
(1958)

1950-å Ôîðòðàí Backus (1981)
Àëãîë-60 Naur et al. (1963)

1960-å ïðîåêò Automath de Bruijn (1980)
Ñèìóëà Birtwistle, Dahl, Myhrhaug, and

Nygaard (1979)
èçîìîðôèçì Êàððè-Ãîâàðäà Howard (1980)
Àëãîë-68 van Wijngaarden, Mailloux, Peck,

Koster, Sintzo�, Lindsey, Meertens,
and Fisker (1975)

1970-å Ïàñêàëü Wirth (1971)
Òåîðèÿ òèïîâ Ìàðòèíà-Ë¼ôà Martin-L�of (1973, 1982)
Ñèñòåìû F , Fω Girard (1972)
ïîëèìîðôíîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå Reynolds (1974)
CLU Liskov, Atkinson, Bloom, Moss,

Scha�ert, Schei�er, and Snyder
(1981)

ïîëèìîðôíûé âûâîä òèïîâ Milner (1978), Damas and Milner
(1982)

ML Gordon, Milner, and Wadsworth
(1979)

òèïû-ïåðåñå÷åíèÿ Coppo and Dezani-Ciancaglini (1978)
Coppo, Dezani-Ciancaglini, and Sall�e
(1979), Pottinger (1980)

1980-å ïðîåêò Nuprl Constable et al. (1986)
ïîäòèïû Reynolds (1980), Cardelli (1984),

Mitchell (1984a)
ÀÒÄ êàê ýêçèñòåíöèàëüíûå òèïû Mitchell and Plotkin (1988)
èñ÷èñëåíèå êîíñòðóêöèé Coquand (1985), Coquand and Huet

(1988)
ëèíåéíàÿ ëîãèêà Girard (1987), Girard, Lafont, and

Taylor (1989)
îãðàíè÷åííàÿ êâàíòèôèêàöèÿ Cardelli and Wegner (1985)

Curien and Ghelli (1992), Cardelli,
Martini, Mitchell, and Scedrov (1994)

LF (Edinburgh Logical Framework) Harper, Honsell, and Plotkin (1992)
Forsythe Reynolds (1988)
÷èñòûå ñèñòåìû òèïîâ Terlouw (1989), Berardi (1988),

Barendregt (1991)
çàâèñèìûå òèïû è ìîäóëüíîñòü MacQueen (1986)
Quest Cardelli (1991)
ñèñòåìû ýôôåêòîâ Gi�ord, Jouvelot, Lucassen, and

Sheldon (1987), Talpin and Jouvelot
(1992)

ñòðî÷íûå ïåðåìåííûå; ðàñøèðÿå-
ìûå çàïèñè

Wand (1987), R�emy (1989)

Cardelli and Mitchell (1991)
1990-å ïîäòèïû âûñøèõ ïîðÿäêîâ Cardelli (1990), Cardelli and Longo

(1991)
òèïèçèðîâàííûå ïðîìåæóòî÷íûå
ÿçûêè

Tarditi, Morrisett, Cheng, Stone,
Harper, and Lee (1996)

èñ÷èñëåíèå îáúåêòîâ Abadi and Cardelli (1996)
ïîëóïðîçðà÷íûå òèïû è ìîäóëü-
íîñòü

Harper and Lillibridge (1994), Leroy
(1994)

òèïèçèðîâàííûé ÿçûê àññåìáëåðà Morrisett, Walker, Crary, and Glew
(1998)

Ðèñ. 1.1. Êðàòêàÿ èñòîðèÿ òèïîâ â èíôîðìàòèêå è ëîãèêå.
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Ãëàâà 2

Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò

Ïðåæäå ÷åì íà÷àòü, íàì íóæíî äîãîâîðèòüñÿ îá èñïîëüçóåìûõ îáîçíà÷å-
íèÿõ è ñîîáùèòü íåñêîëüêî áàçîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé. Áîëüøèí-
ñòâî ÷èòàòåëåé ìîæåò áåãëî ïðîãëÿäåòü ýòó ãëàâó è çàòåì âîçâðàùàòüñÿ ê íåé
ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè.

2.1. Ìíîæåñòâà, îòíîøåíèÿ è ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 2.1.1 Ìû ïîëüçóåìñÿ ñòàíäàðòíûìè îáîçíà÷åíèÿìè äëÿ ìíî-
æåñòâ: ôèãóðíûå ñêîáêè èñïîëüçóþòñÿ, êîãäà ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ïå-
ðå÷èñëÿþòñÿ ÿâíûì îáðàçîì (t. . .u) èëè êîãäà îíî çàäàåòñÿ âûäåëåíèåì
(comprehension) èç äðóãîãî ìíîæåñòâà (tx P S | . . .u), H îáîçíà÷àåò ïóñòîå
ìíîæåñòâî, à âûðàæåíèå S z T � òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííóþ ðàçíîñòü S
è T (ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ S, íå ÿâëÿþùèõñÿ ýëåìåíòàìè T ). Ìîùíîñòü
(êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ) ìíîæåñòâà S îáîçíà÷àåòñÿ |S|. Ìíîæåñòâî âñåõ
ïîäìíîæåñòâ S îáîçíà÷àåòñÿ PpSq.

Îïðåäåëåíèå 2.1.2 Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (natural numbers)
t0, 1, 2, 3, 4, 5, . . .u îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì N. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ñ÷åò-
íûì (countable), åñëè ìåæäó åãî ýëåìåíòàìè è íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè
ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

Îïðåäåëåíèå 2.1.3 n-ìåñòíîå îòíîøåíèå (relation) íà íàáîðå ìíîæåñòâ
S1, S2, . . . , Sn � ýòî ìíîæåñòâî R � S1�S2� . . .�Sn êîðòåæåé ýëåìåíòîâ
S1, . . . , Sn. Åñëè ps1, . . . , snq P R, ãäå s1 P S1, . . . , sn P Sn, òî ãîâîðèòñÿ, ÷òî
s1, . . . , sn ñâÿçàíû (related) îòíîøåíèåì R.

Îïðåäåëåíèå 2.1.4 Îäíîìåñòíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå S íàçûâàåòñÿ
ïðåäèêàòîì (predicate) íà S. Ãîâîðèòñÿ, ÷òî P èñòèíåí íà s P S, åñëè s P P .
×òîáû ïîä÷åðêíóòü ýòî èíòóèòèâíîå ïîíÿòèå, ìû ÷àñòî áóäåì ïèñàòü
P psq âìåñòî s P P , ðàññìàòðèâàÿ P êàê ôóíêöèþ, ïåðåâîäÿùóþ ýëåìåíòû S
â èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 2.1.5 Äâóìåñòíîå îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâàõ S è T íàçûâà-
åòñÿ áèíàðíûì îòíîøåíèåì (binary relation). Ìû ÷àñòî áóäåì ïèñàòü s R t
âìåñòî ps, tq P R. Åñëè S è T ñîâïàäàþò (íàçîâåì ýòî ìíîæåñòâî U), ìû
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî R � áèíàðíîå îòíîøåíèå íà U .

Îïðåäåëåíèå 2.1.6 ×òîáû îáëåã÷èòü ÷òåíèå, ìíîãîìåñòíûå (òðåõ- è áîëåå)
îòíîøåíèÿ ÷àñòî çàïèñûâàþòñÿ â ¾ñìåøàííîì¿ ñèíòàêñèñå, êîãäà ýëåìåí-
òû îòíîøåíèÿ ðàçäåëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñèìâîëîâ, è ýòè ñèìâî-
ëû âìåñòå îáðàçóþò èìÿ îòíîøåíèÿ. Íàïðèìåð, îòíîøåíèå òèïèçàöèè äëÿ
ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ èç ãëàâû 9 çàïèñûâàåòñÿ êàê
Γ $ s : T � òàêàÿ ôîðìóëà îçíà÷àåò ¾òðîéêà pΓ, s,Tq íàõîäèòñÿ â îòíîøå-
íèè òèïèçàöèè¿.

Îïðåäåëåíèå 2.1.7 Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ (domain) îòíîøåíèÿ R ìåæäó
ìíîæåñòâàìè S è T íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ s P S, òàêèõ, ÷òî
ps, tq P R äëÿ íåêîòîðîãî t. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ R îáîçíà÷àåòñÿ dompRq.
Îáëàñòüþ çíà÷åíèé (codomain) R íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ t P T ,
òàêèõ, ÷òî ps, tq P R äëÿ íåêîòîðîãî s. Îáëàñòü çíà÷åíèé R îáîçíà÷àåòñÿ
rangepRq.

Îïðåäåëåíèå 2.1.8 Îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâàõ S è T íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷-
íîé ôóíêöèåé (partial function) èç S â T , åñëè èç ps, t1q P R è ps, t2q P R
ñëåäóåò t1 � t2. Åñëè, êðîìå òîãî, dompRq � S, òî R íàçûâàåòñÿ âñþäó
îïðåäåëåííîé ôóíêöèåé (total function), èëè ïðîñòî ôóíêöèåé (function), èç
S â T .

Îïðåäåëåíèå 2.1.9 ×àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ R èç S â T îïðåäåëåíà (de�ned) íà
àðãóìåíòå s P S, åñëè s P dompRq, è íå îïðåäåëåíà â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Çàïèñü fpxq Ò èëè fpxq �Ò îçíà÷àåò ¾f íå îïðåäåëåíà íà x¿, à fpxq Ó îçíà÷àåò
¾f îïðåäåëåíà íà x¿.

Â íåêîòîðûõ ãëàâàõ, ïîñâÿùåííûõ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ñèñòåì òè-
ïîâ, íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ îïðåäåëÿòü ôóíêöèè, êîòîðûå íà íåêîòîðûõ
àðãóìåíòàõ òåðïÿò íåóäà÷ó (fail) (ñì., íàïðèìåð, ðèñ. 22.2). Âàæíî îòëè-
÷àòü íåóäà÷ó (÷àñòíûé ñëó÷àé ðàçðåøåííîãî, íàáëþäàåìîãî ðåçóëüòàòà) îò
ðàñõîæäåíèÿ (divergence); ôóíêöèÿ, ñïîñîáíàÿ ïîòåðïåòü íåóäà÷ó, ìîæåò
áûòü ëèáî ÷àñòè÷íîé (ò. å., ìîæåò òàêæå ðàñõîäèòüñÿ), ëèáî áûòü âñþ-
äó îïðåäåëåííîé (ò. å., îíà âñåãäà ëèáî âîçâðàùàåò ðåçóëüòàò, ëèáî òåðïèò
íåóäà÷ó) � â ñóùíîñòè, ÷àñòî íàì áóäåò íóæíî äîêàçûâàòü, ÷òî òàêàÿ
ôóíêöèÿ âñþäó îïðåäåëåíà. Åñëè f âîçâðàùàåò íåóäà÷ó ïðè ïðèìåíåíèè ê x,
ìû áóäåì ïèñàòü fpxq � íåóäà÷à.

Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, ôóíêöèÿ èç S â T , êîòîðàÿ ìîæåò âåð-
íóòü íåóäà÷ó, ÿâëÿåòñÿ íà ñàìîì äåëå ôóíêöèåé èç S â T Y tíåóäà÷àu (ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íåóäà÷à íå âõîäèò âî ìíîæåñòâî T ).

Îïðåäåëåíèå 2.1.10 Ïóñòü R � áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå S, à
P � ïðåäèêàò íà S. Åñëè èç s R s1 è P psq ñëåäóåò P ps1q, òî ãîâîðèòñÿ,
÷òî R ñîõðàíÿåò (preserves) P .
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2.2. Óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 2.2.1 Áèíàðíîå îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå S ðåôëåêñèâíî
(re�exive), åñëè êàæäûé ýëåìåíò S ñâÿçàí îòíîøåíèåì R ñ ñàìèì ñîáîé �
òî åñòü, äëÿ âñåõ s P S, s R s (èëè ps, sq P R). Îòíîøåíèå R ñèììåòðè÷íî
(symmetric), åñëè äëÿ âñåõ s, t P S èç s R t ñëåäóåò t R s. Îòíîøåíèå R
òðàíçèòèâíî (transitive), åñëè èç s R t è t R u ñëåäóåò s R u. Îòíîøåíèå R
àíòèñèììåòðè÷íî (antisymmetric), åñëè èç s R t è t R s ñëåäóåò s � t.

Îïðåäåëåíèå 2.2.2 Ðåôëåêñèâíîå è òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå R íà ìíîæå-
ñòâå S íàçûâàåòñÿ ïðåäïîðÿäêîì (preorder) íà S. (Âñÿêèé ðàç, êîãäà ìû
ãîâîðèì î ¾ïðåäóïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå S¿, ìû èìååì â âèäó êàêîé-òî
êîíêðåòíûé ïðåäïîðÿäîê íà S.) Ïðåäïîðÿäêè îáû÷íî îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâîëà-
ìè ¤ èëè �. Çàïèñü s   t îçíà÷àåò, ÷òî s ¤ t^ s � t (¾s ñòðîãî ìåíüøå t¿).

Åñëè ïðåäïîðÿäîê (íà S) ê òîìó æå àíòèñèììåòðè÷åí, îí íàçûâàåòñÿ
÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì (partial order) íà S. ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê ¤ íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíûì ïîðÿäêîì (total order) íà S, åñëè äëÿ ëþáûõ s, t P S âûïîëíÿåòñÿ
ëèáî s ¤ t, ëèáî t ¤ s.

Îïðåäåëåíèå 2.2.3 Ïóñòü ¤ � ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà S, à s è t � ýëåìåí-
òû S. Ýëåìåíò j P S íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèåì (join) (èëè òî÷íîé âåðõíåé
ãðàíèöåé, least upper bound) s è t, åñëè:

1. s ¤ j è t ¤ j, à òàêæå

2. äëÿ âñÿêîãî k P S, åñëè s ¤ k è t ¤ k, òî j ¤ k.

Àíàëîãè÷íî, ýëåìåíò m P S íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì (meet) (èëè òî÷íîé
íèæíåé ãðàíèöåé, greatest lower bound) s è t, åñëè:

1. m ¤ s è m ¤ t, à òàêæå

2. äëÿ âñÿêîãî n P S, åñëè n ¤ s è n ¤ t, òî n ¤ m.

Îïðåäåëåíèå 2.2.4 Ðåôëåêñèâíîå, òðàíçèòèâíîå è ñèììåòðè÷íîå îòíîøå-
íèå íà ìíîæåñòâå S íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè (equivalence
relation) íà S.

Îïðåäåëåíèå 2.2.5 Ïóñòü R � áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå S. Ðå-
ôëåêñèâíîå çàìûêàíèå (re�exive closure) R � ýòî íàèìåíüøåå ðåôëåêñèâ-
íîå îòíîøåíèå R1, ñîäåðæàùåå â ñåáå R. (¾Íàèìåíüøåå¿ çäåñü îçíà÷à-
åò, ÷òî, åñëè èìååòñÿ êàêîå-òî äðóãîå ðåôëåêñèâíîå îòíîøåíèå R2, âêëþ-
÷àþùåå âñå ïàðû èç R, òî R1 � R2.) Àíàëîãè÷íî, òðàíçèòèâíîå çàìû-
êàíèå (transitive closure) R � ýòî íàèìåíüøåå òðàíçèòèâíîå îòíîøå-
íèå R1, ñîäåðæàùåå R. Òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå R ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ R�.
Ðåôëåêñèâíî-òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå (re�exive and transitive closure) R �
ýòî íàèìåíüøåå ðåôëåêñèâíîå è òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå, ñîäåðæàùåå R.
Îíî ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ R�.
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Óïðàæíåíèå 2.2.6 r�� Ûs Äàíî îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå S. Îïðåäåëèì
îòíîøåíèå R1 òàê:

R1 � RY tps, sq | s P Su

Òî åñòü, R1 ñîäåðæèò âñå ïàðû èç R ïëþñ âñå ïàðû âèäà ps, sq. Ïîêàæèòå,
÷òî R1 ÿâëÿåòñÿ ðåôëåêñèâíûì çàìûêàíèåì R.

Óïðàæíåíèå 2.2.7 r�� Ûs Âîò áîëåå êîíñòðóêòèâíûé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ
òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ îòíîøåíèÿ R. Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ ïàð:

R0 � R
Ri�1 � Ri Y tps, uq | äëÿ íåêîòîðîãî t, ps, tq P Ri è pt, uq P Riu

Òî åñòü, íà êàæäîì øàãå i� 1 ìû äîáàâëÿåì ê Ri âñå ïàðû, êîòîðûå ìîæíî
ïîëó÷èòü ¾çà îäèí øàã òðàíçèòèâíîñòè¿ èç ïàð, âõîäÿùèõ â Ri. Íàêîíåö,
îïðåäåëèì îòíîøåíèå R� êàê îáúåäèíåíèå âñåõ Ri:

R� �
¤
i

Ri

Ïîêàæèòå, ÷òî R� íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì çàìûêàíè-
åì R � ò. å., ÷òî îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì, çàäàííûì â îïðåäåëå-
íèè 2.2.5.

Óïðàæíåíèå 2.2.8 r�� Ûs Ïóñòü R � áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ìíîæå-
ñòâå S, è ýòî îòíîøåíèå ñîõðàíÿåò ïðåäèêàò P . Äîêàæèòå, ÷òî R� òàêæå
ñîõðàíÿåò P .

Îïðåäåëåíèå 2.2.9 Ïóñòü ó íàñ åñòü ïðåäïîðÿäîê ¤ íà ìíîæåñòâå S.
Óáûâàþùàÿ öåïî÷êà (decreasing chain) íà ¤ åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
s1, s2, s3, . . . ýëåìåíòîâ S, òàêàÿ, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñòðîãî ìåíüøå ïðåäøåñòâóþùåãî: si�1   si äëÿ âñÿêîãî i. (Öåïî÷êè ìîãóò
áûòü êîíå÷íûìè èëè áåñêîíå÷íûìè, îäíàêî äëÿ íàñ ïðåäñòàâëÿþò áîëüøèé
èíòåðåñ áåñêîíå÷íûå, êàê âèäíî èç ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ.)

Îïðåäåëåíèå 2.2.10 Ïóñòü ó íàñ åñòü ìíîæåñòâî S ñ ïðåäïîðÿäêîì ¤.
Ïðåäïîðÿäîê ¤ íàçûâàåòñÿ ïîëíûì (well founded), åñëè îí íå ñîäåðæèò áåñ-
êîíå÷íûõ óáûâàþùèõ öåïî÷åê. Íàïðèìåð, îáû÷íûé ïîðÿäîê íà íàòóðàëüíûõ
÷èñëàõ, 0   1   2   3   . . ., ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, à òîò æå ñàìûé ïîðÿäîê íà
öåëûõ ÷èñëàõ, . . .   �3   �2   �1   0   1   2   3   . . . � íåò. Èíîãäà ìû íå
óïîìèíàåì ¤ ÿâíî è ïðîñòî íàçûâàåì S âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì
(well-founded set).

2.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 2.3.1 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (sequence) çàïèñûâàåòñÿ ïóòåì ïå-
ðå÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ÷åðåç çàïÿòóþ. Çàïÿòàÿ èñïîëüçóåòñÿ êàê äëÿ äîáàâ-
ëåíèÿ ýëåìåíòà â íà÷àëî (àíàëîãè÷íî îïåðàöèè cons â ÿçûêå Lisp) èëè êî-
íåö ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òàê è äëÿ ñêëåèâàíèÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
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(àíàëîãè÷íî append â Lisp). Íàïðèìåð, åñëè ñèìâîë a îáîçíà÷àåò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü 3, 2, 1, à ñèìâîë b îáîçíà÷àåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 5, 6, òî 0, a �
ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0, 3, 2, 1, çàïèñü a, 0 îáîçíà÷àåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
3, 2, 1, 0, à çàïèñü b, a îáîçíà÷àåò 5, 6, 3, 2, 1. (Èñïîëüçîâàíèå çàïÿòîé äëÿ äâóõ
ðàçíûõ îïåðàöèé � àíàëîãîâ cons è append, � íå ñîçäàåò ïóòàíèöû, åñëè íàì
íå íóæíî âåñòè ðå÷ü î ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.) Ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ÷èñåë îò 1 äî n îáîçíà÷àåòñÿ 1..n (÷åðåç äâå òî÷êè). Çàïèñü
|a| îçíà÷àåò äëèíó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a. Ïóñòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáî-
çíà÷àåòñÿ çíàêîì  èëè ïðîáåëîì. Îäíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ïå-
ðåñòàíîâêîé (permutation) äðóãîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, åñëè îíè ñîäåðæàò â
òî÷íîñòè îäíè è òå æå ýëåìåíòû, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàñïîëîæåíû â
íèõ â ðàçíîì ïîðÿäêå.

2.4. Èíäóêöèÿ

Äîêàçàòåëüñòâà ïî èíäóêöèè âñòðå÷àþòñÿ â òåîðèè ÿçûêîâ ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ î÷åíü ÷àñòî, êàê è â áîëüøèíñòâå ðàçäåëîâ èíôîðìàòèêè. Ìíîãèå èç
ýòèõ äîêàçàòåëüñòâ îñíîâàíû íà îäíîì èç ñëåäóþùèõ ïðèíöèïîâ:

Àêñèîìà 2.4.1 rÏðèíöèï îáûêíîâåííîé èíäóêöèè íà íàòóðàëüíûõ
÷èñëàõs Ïóñòü P � ïðåäèêàò, çàäàííûé íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Òîãäà

Åñëè P p0q
è äëÿ ëþáîãî i, èç P piq ñëåäóåò P pi� 1q,
òî P pnq âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ n.

Àêñèîìà 2.4.2 rÏðèíöèï ïîëíîé èíäóêöèè íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõs
Ïóñòü P � ïðåäèêàò íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà

Åñëè äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n,

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî P piq äëÿ âñåõ i   n,
ìû ìîæåì ïîêàçàòü, ÷òî P pnq,

òî P pnq âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ n.

Îïðåäåëåíèå 2.4.3 Ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé (èëè ¾ñëîâàðíûé¿) ïîðÿäîê
(lexicographic order) íà ïàðàõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: pm,nq ¤ pm1, n1q òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî m   m1,
ëèáî m � m1 è n ¤ n1.

Àêñèîìà 2.4.4 rÏðèíöèï ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé èíäóêöèès Ïóñòü P �
ïðåäèêàò íà ìíîæåñòâå ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà

Åñëè äëÿ êàæäîé ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë pm,nq,

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî P pm1, n1q äëÿ âñåõ pm1, n1q   pm,nq,
ìû ìîæåì ïîêàçàòü, ÷òî P pm,nq,
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òî P pm,nq âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ m,n.

Ïðèíöèï ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé èíäóêöèè ñëóæèò îñíîâîé äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâ ñ âëîæåííîé èíäóêöèåé (inner induction), êîãäà êàêîé-ëèáî ïóíêò èí-
äóêòèâíîãî äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåò èíäóêöèþ ¾âíóòðè ñåáÿ¿. Ýòîò ïðèí-
öèï ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà èíäóêöèþ ïî òðîéêàì, ÷åòâåðêàì è ò. ä. (Èí-
äóêöèÿ ïî ïàðàì íóæíà äîñòàòî÷íî ÷àñòî; èíäóêöèÿ ïî òðîéêàì èíîãäà ìîæåò
áûòü ïîëåçíîé; èíäóêöèÿ ïî ÷åòâåðêàì è äàëåå âñòðå÷àåòñÿ ðåäêî.)

Â òåîðåìå 3.3.4 ââîäèòñÿ åùå îäèí âàðèàíò äîêàçàòåëüñòâ ïî èíäóêöèè, íà-
çûâàåìûé ñòðóêòóðíîé èíäóêöèåé (structural induction). Îí îñîáåííî ïîëåçåí
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé î äðåâîâèäíûõ ñòðóêòóðàõ âðîäå òåðìîâ èëè
äåðåâüÿõ âûâîäà òèïîâ. Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâàíèÿ èíäóêòèâíûõ ðàññóæäå-
íèé áóäóò ïîäðîáíåå ðàññìîòðåíû â ãëàâå 21. Ìû óâèäèì, ÷òî âñå óïîìÿíóòûå
ïðèíöèïû èíäóêöèè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ïðîÿâëåíèÿìè åäèíîé, áîëåå îáùåé
èäåè.

2.5. Ñïðàâî÷íàÿ ëèòåðàòóðà

Òåì, êîìó ïîíÿòèÿ, ïåðå÷èñëåííûå â ýòîé ãëàâå, îêàçàëèñü íåçíàêîìûìè,
âåðîÿòíî, èìååò ñìûñë îçíàêîìèòüñÿ ñî ñïðàâî÷íîé ëèòåðàòóðîé. Ñóùåñòâó-
åò ìíîæåñòâî ââîäíûõ êóðñîâ. Â ÷àñòíîñòè, êíèãà Âèíñêåëà (1993) ïîìîãà-
åò ðàçâèòü èíòóèöèþ â âîïðîñàõ èíäóêöèè. Íà÷àëüíûå ãëàâû â êíèãå Äåé-
âè è Ïðèñòëè (1990) ñîäåðæàò çàìå÷àòåëüíûé îáçîð ïî óïîðÿäî÷åííûì ìíî-
æåñòâàì. Õýëìîñ (1987) ñëóæèò õîðîøèì ââåäåíèåì â ýëåìåíòàðíóþ òåîðèþ
ìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî åñòü
âîñïðîèçâîäèìûé îïûò â äåëå
óáåæäåíèÿ.

Äæèì Õîðíèíã
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×àñòü I

Áåñòèïîâûå ñèñòåìû
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Ãëàâà 3

Áåñòèïîâûå àðèôìåòè÷åñêèå

âûðàæåíèÿ

Äëÿ êîððåêòíîãî îáñóæäåíèÿ ñèñòåì òèïîâ è èõ ñâîéñòâ ìû ïðåæäå âñåãî
äîëæíû íàó÷èòüñÿ ôîðìàëüíî îáðàùàòüñÿ ñ íåêîòîðûìè áàçîâûìè õàðàêòå-
ðèñòèêàìè ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, íàì òðåáóþòñÿ ÷åòêèå,
ÿñíûå è ìàòåìàòè÷åñêè òî÷íûå ìåõàíèçìû, ïîçâîëÿþùèå îïèñûâàòü ñèíòàê-
ñèñ è ñåìàíòèêó ïðîãðàìì, à òàêæå ñòðîèòü ðàññóæäåíèÿ î íèõ.

Â ýòîé è ïîñëåäóþùåé ãëàâàõ ìû ðàçðàáîòàåì òàêèå ìåõàíèçìû äëÿ
íåáîëüøîãî ÿçûêà, ñîäåðæàùåãî ÷èñëà è ëîãè÷åñêèå çíà÷åíèÿ. Ñàì ýòîò ÿçûê
íàñòîëüêî òðèâèàëåí, ÷òî ïî÷òè íå çàñëóæèâàåò ðàññìîòðåíèÿ, îäíàêî ñ åãî
ïîìîùüþ ìû ââîäèì íåêîòîðûå áàçîâûå ïîíÿòèÿ � àáñòðàêòíûé ñèíòàêñèñ,
èíäóêòèâíûå îïðåäåëåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâà, âû÷èñëåíèå, à òàêæå ìîäåëèðî-
âàíèå îøèáîê âðåìåíè âûïîëíåíèÿ. Â ãëàâàõ ñ 5 ïî 7 òå æå ñàìûå øàãè ïðîäå-
ëûâàþòñÿ äëÿ íàìíîãî áîëåå ìîùíîãî ÿçûêà: áåñòèïîâîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ,
â êîòîðîì íàì òàêæå ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñî ñâÿçûâàíèåì èìåí è ïîä-
ñòàíîâêàìè. Äàëåå, â ãëàâå 8, ìû íà÷èíàåì ñîáñòâåííî èçó÷åíèå òèïîâ, âîç-
âðàùàÿñü ê ïðîñòîìó ÿçûêó èç ýòîé ãëàâû è ââîäÿ ñ åãî ïîìîùüþ îñíîâíûå
ïîíÿòèÿ ñòàòè÷åñêîé òèïèçàöèè. Â ãëàâå 9 ýòè ïîíÿòèÿ áóäóò ïðèìåíåíû ê
ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèþ.

3.1. Ââåäåíèå

Â ÿçûêå ýòîé ãëàâû èìååòñÿ ëèøü íåñêîëüêî ñèíòàêñè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé:
áóëåâñêèå êîíñòàíòû true (èñòèíà) è false (ëîæü), óñëîâíûå âûðàæåíèÿ, ÷èñ-
ëîâàÿ êîíñòàíòà 0, àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàòîðû succ (ñëåäóþùåå ÷èñëî) è pred
(ïðåäûäóùåå ÷èñëî) è îïåðàöèÿ ïðîâåðêè iszero, êîòîðàÿ âîçâðàùàåò çíà÷å-

Â ýòîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ áåñòèïîâîå èñ÷èñëåíèå ëîãè÷åñêèõ çíà÷åíèé è ÷èñåë (ðèñ. 3.2
íà ñ. 60). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåàëèçàöèÿ íà OCaml õðàíèòñÿ â âåá-ðåïîçèòîðèè ïîä èìåíåì
arith è îïèñûâàåòñÿ â ãëàâå 4. Èíñòðóêöèè ïî ñêà÷èâàíèþ è ñáîðêå ïðîãðàììû ïðîâåðêè
ìîæíî íàéòè ïî àäðåñó http://www.cis.upenn.edu/~bcpierce/tapl.
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íèå true, áóäó÷è ïðèìåíåíà ê 0, è çíà÷åíèå false, êîãäà ïðèìåíÿåòñÿ ê ëþ-
áîìó äðóãîìó ÷èñëó. Ýòè êîíñòðóêöèè ìîæíî êîìïàêòíî îïèñàòü ñëåäóþùåé
ãðàììàòèêîé.

t ::= òåðìû:
true êîíñòàíòà ¾èñòèíà¿
false êîíñòàíòà ¾ëîæü¿
if t then t else t óñëîâíîå âûðàæåíèå
0 êîíñòàíòà ¾íîëü¿
succ t ñëåäóþùåå ÷èñëî
pred t ïðåäûäóùåå ÷èñëî
iszero t ïðîâåðêà íà íîëü

Ôîðìàò îïèñàíèÿ ýòîé ãðàììàòèêè (è äðóãèõ ãðàììàòèê âî âñåì òåêñòå ýòîé
êíèãè) áëèçîê ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå Áýêóñà-Íàóðà (ñì. Aho, Sethi, and Ullman,
1986). Â ïåðâîé ñòðîêå (t ::=) îïðåäåëÿåòñÿ íàáîð òåðìîâ (terms), à òàê-
æå îáúÿâëÿåòñÿ, ÷òî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òåðìîâ ìû áóäåì óïîòðåáëÿòü áóêâó t.
Îñòàëüíûå ñòðîêè îïèñûâàþò ñèíòàêñè÷åñêèå ôîðìû, äîïóñòèìûe äëÿ òåð-
ìîâ. Âñþäó, ãäå âñòðå÷àåòñÿ ñèìâîë t, ìîæíî ïîäñòàâèòü ëþáîé òåðì. Â ïðà-
âîé êîëîíêå êóðñèâîì íàáðàíû êîììåíòàðèè.

Ñèìâîë t â ïðàâîé ÷àñòè îïèñàíèÿ ãðàììàòèêè íàçûâàåòñÿ ìåòàïåðåìåí-
íîé (metavariable). Ýòî ïåðåìåííàÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî t ñëóæèò â êà÷åñòâå
çàìåñòèòåëÿ êàêîãî-òî êîíêðåòíîãî òåðìà, íî ýòî ¾ìåòà¿-ïåðåìåííàÿ, ïîñêîëü-
êó îíà íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé îáúåêòíîãî ÿçûêà (object language) � òî åñòü,
ñàìîãî ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñèíòàêñèñ êîòîðîãî ìû îïèñûâàåì, � à ìå-
òàÿçûêà (metalanguage), çíàêîâîé ñèñòåìû, èñïîëüçóåìîé äëÿ îïèñàíèÿ. (Íà
ñàìîì äåëå, â ýòîì îáúåêòíîì ÿçûêå äàæå íåò ïåðåìåííûõ; ìû èõ ââåäåì
ëèøü â ãëàâå 5.) Ïðèñòàâêà ìåòà- ïðîèñõîäèò èç ìåòàìàòåìàòèêè (meta-
mathematics) � îòðàñëè ëîãèêè, êîòîðàÿ èçó÷àåò ìàòåìàòè÷åñêèå ñâîéñòâà
ñèñòåì, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ è ëîãè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé (â
÷àñòíîñòè, ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ). Îòòóäà æå ïðîèñõîäèò òåðìèí ìåòà-
òåîðèÿ (metatheory); îí îçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü èñòèííûõ óòâåðæäåíèé, êî-
òîðûå ìû ìîæåì ñäåëàòü î êàêîé-ëèáî ëîãè÷åñêîé ñèñòåìå (èëè î ÿçûêå ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ), à â ðàñøèðåííîì ñìûñëå � èññëåäîâàíèå òàêèõ óòâåðæäå-
íèé. Òî åñòü, òàêîå âûðàæåíèå êàê ¾ìåòàòåîðèÿ ïîäòèïîâ¿ â ýòîé êíèãå ìîæåò
ïîíèìàòüñÿ êàê ¾ôîðìàëüíîå èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ñèñòåì ñ ïîäòèïàìè¿.

Â òåêñòå ýòîé êíèãè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòàïåðåìåííóþ t, à òàêæå
ñîñåäíèå áóêâû, ñêàæåì, s, u è r, è âàðèàíòû âðîäå t1 èëè s1, äëÿ îáîçíà÷å-
íèÿ òåðìîâ òîãî îáúåêòíîãî ÿçûêà, êîòîðûì ìû çàíèìàåìñÿ â äàííûé ìîìåíò;
äàëåå áóäóò ââåäåíû è äðóãèå áóêâû äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âûðàæåíèé äðóãèõ ñèí-
òàêñè÷åñêèõ êàòåãîðèé. Ïîëíûé ñïèñîê ñîãëàøåíèé ïî èñïîëüçîâàíèþ ìåòà-
ïåðåìåííûõ ìîæíî íàéòè â ïðèëîæåíèè B.

Ïîêà ÷òî ñëîâà òåðì è âûðàæåíèå îáîçíà÷àþò îäíî è òî æå. Íà÷èíàÿ ñ
ãëàâû 8, â êîòîðîé ìû ñòàíåì èçó÷àòü èñ÷èñëåíèÿ, îáëàäàþùèå áîëåå áîãàòûì
íàáîðîì ñèíòàêñè÷åñêèõ êàòåãîðèé (òàêèõ, êàê òèïû), ñëîâîì âûðàæåíèå
ìû áóäåì íàçûâàòü ëþáûå ñèíòàêñè÷åñêèå îáúåêòû (â òîì ÷èñëå âûðàæåíèÿ-
òåðìû, âûðàæåíèÿ-òèïû, âûðàæåíèÿ-âèäû è ò. ï.), à òåðì áóäåò óïîòðåá-
ëÿòüñÿ â áîëåå óçêîì ñìûñëå � îáîçíà÷àÿ âûðàæåíèÿ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò
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ñîáîé âû÷èñëåíèÿ (ò. å. òàêèå âûðàæåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî ïîäñòàâèòü âìåñòî
ìåòàïåðåìåííîé t).

Ïðîãðàììà íà íàøåì íûíåøíåì ÿçûêå � ýòî âñåãî ëèøü òåðì, ïîñòðî-
åííûé ïðè ïîìîùè ïåðå÷èñëåííûõ âûøå êîíñòðóêöèé. Âîò ïàðà ïðèìåðîâ
ïðîãðàìì è ðåçóëüòàò èõ âû÷èñëåíèÿ. Äëÿ êðàòêîñòè ìû èñïîëüçóåì ñòàí-
äàðòíûå àðàáñêèå öèôðû äëÿ çàïèñè ÷èñåë, êîòîðûå ôîðìàëüíî ïðåäñòàâëÿ-
þòñÿ êàê íàáîð ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèìåíåíèé îïåðàöèè succ ê 0. Íàïðèìåð,
succ(succ(succ(0))) çàïèñûâàåòñÿ êàê 3.

if false then 0 else 1;

� 1

iszero (pred (succ 0));

� true

Ñèìâîëîì � â òåêñòå êíèãè îáîçíà÷àþòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ ïðèìåðîâ.
(Äëÿ êðàòêîñòè ðåçóëüòàòû îïóñêàþòñÿ, êîãäà îíè î÷åâèäíû èëè íå èãðàþò
íèêàêîé ðîëè.) Ïðè âåðñòêå ðåçóëüòàòû àâòîìàòè÷åñêè âñòàâëÿþòñÿ ðåàëèçà-
öèåé òîé ôîðìàëüíîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â äàííûé ìîìåíò (â
ýòîé ãëàâå � arith); íàïå÷àòàííûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåàëüíûé
âûâîä ïðèëîæåíèÿ.�

Ñîñòàâíûå àðãóìåíòû succ, pred è iszero â ïðèìåðàõ ïðèâåäåíû, äëÿ
óäîáñòâà ÷òåíèÿ, â ñêîáêàõ.1 Ñêîáêè íå óïîìèíàþòñÿ â ãðàììàòèêå òåðìîâ;
îíà îïðåäåëÿåò òîëüêî àáñòðàêòíûé ñèíòàêñèñ (abstract syntax). Ðàçóìååò-
ñÿ, ïðèñóòñòâèå ñêîáîê èëè èõ îòñóòñòâèå èãðàåò âåñüìà ìàëóþ ðîëü â ÷ðåç-
âû÷àéíî ïðîñòîì ÿçûêå, ñ êîòîðûì ìû ñåé÷àñ èìååì äåëî: îáû÷íî ñêîáêè
ñëóæàò äëÿ ðàçðåøåíèÿ íåîäíîçíà÷íîñòåé â ãðàììàòèêå, íî â íàøåé ãðàì-
ìàòèêå íåîäíîçíà÷íîñòåé íåò � ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ ìîæåò
áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà êàê òåðì ìàêñèìóì îäíèì ñïîñîáîì. Ìû âåðíåìñÿ ê
îáñóæäåíèþ ñêîáîê è àáñòðàêòíîãî ñèíòàêñèñà â ãëàâå 5 (ñ. 73).

Ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèé ñëóæàò òåðìû ñàìîãî ïðîñòîãî âèäà: ýòî âñåãäà
ëèáî áóëåâñêèå êîíñòàíòû, ëèáî ÷èñëà (ïîñëåäîâàòåëüíûå âûçîâû succ íîëü
èëè áîëåå ðàç ñ àðãóìåíòîì 0). Òàêèå òåðìû íàçûâàþòñÿ çíà÷åíèÿìè (values),
è îíè áóäóò èãðàòü îñîáóþ ðîëü ïðè ôîðìàëèçàöèè ïîðÿäêà âû÷èñëåíèÿ òåð-
ìîâ.

Çàìåòèì, ÷òî ñèíòàêñèñ òåðìîâ ïîçâîëÿåò îáðàçîâûâàòü òåðìû ñîìíèòåëü-
íîãî âèäà, âðîäå succ true èëè if 0 then 0 else 0. Ìû ïîãîâîðèì î òàêèõ
òåðìàõ ïîçäíåå � â ñóùíîñòè, èìåííî èõ íàëè÷èå äåëàåò ýòîò êðîøå÷íûé
ÿçûê èíòåðåñíûì äëÿ íàøèõ öåëåé, ïîñêîëüêó îíè ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè èìåí-
íî òåõ áåññìûñëåííûõ ïðîãðàìì, êîòîðûõ ìû õîòèì èçáåæàòü ïðè ïîìîùè
ñèñòåìû òèïîâ.

�Ïðè âåðñòêå ïåðåâîäà ýòî ïðàâèëî íå ñîáëþäàëîñü. � ïðèì. ïåðåâ.
1Íà ñàìîì äåëå èíòåðïðåòàòîð, êîòîðûì îáðàáàòûâàëèñü ïðèìåðû èç ýòîé ãëàâû (íà

ñàéòå êíèãè îí íàçûâàåòñÿ arith)òðåáóåò ñêîáîê âîêðóã ñîñòàâíûõ àðãóìåíòîâ succ, pred è
iszero, äàæå íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èõ ìîæíî îäíîçíà÷íî ðàçîáðàòü è áåç ñêîáîê. Ýòî ñäåëàíî
äëÿ ñîâìåñòèìîñòè ñ ïîñëåäóþùèìè èñ÷èñëåíèÿìè, ãäå ïîäîáíûé ñèíòàêñèñ èñïîëüçóåòñÿ
ïðè ïðèìåíåíèè ôóíêöèé ê àðãóìåíòàì.
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Åñòü íåñêîëüêî ýêâèâàëåíòíûõ ñïîñîáîâ îïðåäåëèòü ñèíòàêñèñ íàøåãî ÿçû-
êà. Îäèí èç íèõ ìû óæå âèäåëè � ýòî ãðàììàòèêà, ïðèâåäåííàÿ íà ñ. 44. Ãðàì-
ìàòèêà ýòà, â ñóùíîñòè, âñåãî ëèøü ñîêðàùåííàÿ ôîðìà çàïèñè ñëåäóþùåãî
èíäóêòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ:

Îïðåäåëåíèå 3.2.1 rÒåðìû, èíäóêòèâíîs: Ìíîæåñòâî òåðìîâ � ýòî íàè-
ìåíüøåå ìíîæåñòâî T òàêîå, ÷òî:

1. ttrue, false, 0u � T ;

2. åñëè t1 P T , òî tsucc t1, pred t1, iszero t1u � T ;

3. åñëè t1 P T , t2 P T , t3 P T , òî if t1 then t2 else t3 P T .

Òàêèå èíäóêòèâíûå îïðåäåëåíèÿ ïîâñåìåñòíî âñòðå÷àþòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè
ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òàê ÷òî èìååò ñìûñë îñòàíîâèòüñÿ è ðàññìîòðåòü
íàøå îïðåäåëåíèå ïîäðîáíåå. Ïåðâûé ïóíêò çàäà¼ò òðè ïðîñòûõ âûðàæåíèÿ,
ñîäåðæàùèõñÿ â T . Âòîðîé è òðåòèé ïóíêòû óêàçûâàþò ïðàâèëà, ñ ïîìîùüþ
êîòîðûõ ìû ìîæåì âûÿñíèòü, ñîäåðæàòñÿ ëè íåêîòîðûå ñëîæíûå âûðàæåíèÿ
â T . Íàêîíåö, ñëîâî ¾íàèìåíüøåå¿ ãîâîðèò, ÷òî â T íåò íèêàêèõ ýëåìåíòîâ,
êðîìå òðåáóåìûõ ýòèìè òðåìÿ ïóíêòàìè.

Êàê è ãðàììàòèêà, ïðèâåäåííàÿ íà ñ. 44, ýòî îïðåäåëåíèå íè÷åãî íå ãî-
âîðèò îá èñïîëüçîâàíèè ñêîáîê äëÿ âûäåëåíèÿ ñîñòàâíûõ ïîäòåðìîâ. Ñ ôîð-
ìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, ìû îïðåäåëÿåì T êàê ìíîæåñòâî äåðåâüåâ, à íå ìíî-
æåñòâî ñòðîê. Ñêîáêè â ïðèìåðàõ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü,
êàê ëèíåéíàÿ ôîðìà òåðìîâ, êîòîðóþ ìû çàïèñûâàåì íà áóìàãå, ñîîòíîñèòñÿ
ñ âíóòðåííåé äðåâîâèäíîé ôîðìîé.

Åùå îäèí ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ òîãî æå èíäóêòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ òåðìîâ
èñïîëüçóåò äâóìåðíóþ çàïèñü â âèäå ïðàâèë âûâîäà (inference rules), ÷àñòî
èñïîëüçóåìóþ â ôîðìå ¾åñòåñòâåííîãî âûâîäà¿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ëîãè÷åñêèõ
ñèñòåì:

Îïðåäåëåíèå 3.2.2 rÒåðìû, ÷åðåç ïðàâèëà âûâîäàs: Ìíîæåñòâî òåðìîâ
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè:

true P T false P T 0 P T

t1 P T
succ t1 P T

t1 P T
pred t1 P T

t1 P T
iszero t1 P T

t1 P T t2 P T t3 P T
if t1 then t2 else t3 P T

Ïåðâûå òðè ïðàâèëà ïîâòîðÿþò ïåðâûé ïóíêò îïðåäåëåíèÿ 3.2.1; îñòàëüíûå
÷åòûðå ñîîòâåòñòâóþò ïóíêòàì (2) è (3). Êàæäîå ïðàâèëî âûâîäà ÷èòàåòñÿ
òàê: ¾Åñëè ìû óñòàíîâèëè èñòèííîñòü ïðåäïîñûëîê, óêàçàííûõ íàä ÷åðòîé,
òî ìû ìîæåì ïðèéòè ê çàêëþ÷åíèþ ïîä ÷åðòîé¿. Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî T
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äîëæíî ÿâëÿòüñÿ íàèìåíüøèì ìíîæåñòâîì, óäîâëåòâîðÿþùèì ýòèì ïðàâè-
ëàì, çà÷àñòóþ íå ïðèâîäèòñÿ ÿâíî (êàê â äàííîì ñëó÷àå).

Ñòîèò óïîìÿíóòü äâà òåðìèíîëîãè÷åñêèõ ìîìåíòà. Âî-ïåðâûõ, ïðàâèëà áåç
ïðåäïîñûëîê (êàê ïåðâûå òðè â íàøåì îïðåäåëåíèè) ÷àñòî íàçûâàþò àêñèîìà-
ìè (axioms). Â ýòîé êíèãå òåðìèí ïðàâèëî âûâîäà èñïîëüçóåòñÿ êàê äëÿ ¾ñîá-
ñòâåííî ïðàâèë âûâîäà¿, äëÿ êîòîðûõ èìååòñÿ îäíà èëè íåñêîëüêî ïðåäïîñû-
ëîê, òàê è äëÿ àêñèîì. Àêñèîìû îáû÷íî çàïèñûâàþòñÿ áåç ÷åðòû, ïîñêîëüêó
íàä íåé íå÷åãî ïèñàòü. Âî-âòîðûõ, åñëè âûðàæàòüñÿ àáñîëþòíî òî÷íî, íà-
øè ¾ïðàâèëà âûâîäà¿ íà ñàìîì äåëå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñõåìû ïðàâèë (rule
schemas), ïîñêîëüêó ïðåäïîñûëêè è çàêëþ÷åíèÿ â íèõ ìîãóò ñîäåðæàòü ìå-
òàïåðåìåííûå. Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, êàæäàÿ ñõåìà ïðåäñòàâëÿåò áåñ-
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî êîíêðåòíûõ ïðàâèë (concrete rules), ïîëó÷àåìûõ ïóòåì
çàìåíû êàæäîé ìåòàïåðåìåííîé ðàçëè÷íûìè âûðàæåíèÿìè, êîòîðûå ïðèíàä-
ëåæàò ñîîòâåòñòâóþùåé ñèíòàêñè÷åñêîé êàòåãîðèè � ò. å., â äàííîì ñëó÷àå,
âìåñòî êàæäîãî t ïîäñòàâëÿþòñÿ âñå âîçìîæíûå òåðìû.

Íàêîíåö, òî æå ñàìîå ìíîæåñòâî òåðìîâ ìîæíî îïðåäåëèòü åù¼ îäíèì
ñïîñîáîì, â áîëåå ¾êîíêðåòíîì¿ ñòèëå, ÿâíî óêàçàâ ïðîöåäóðó ïîðîæäåíèÿ
(generation) ýëåìåíòîâ T .

Îïðåäåëåíèå 3.2.3 rÒåðìû, êîíêðåòíûì îáðàçîìs: Äëÿ êàæäîãî íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà i îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Si:

S0 � H
Si�1 � ttrue, false, 0u

Y tsucc t1, pred t1, iszero t1 | t1 P Siu
Y tif t1 then t2 else t3 | t1, t2, t3 P Siu.

Íàêîíåö, ïóñòü
S �

¤
i

Si.

S0 ïóñòî; S1 ñîäåðæèò òîëüêî êîíñòàíòû; S2 ñîäåðæèò êîíñòàíòû è âûðà-
æåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî ïîñòðîèòü èç êîíñòàíò ïóòåì ïðèìåíåíèÿ îäíîé èç
îïåðàöèé succ, pred, iszero èëè if; S3 ñîäåðæèò âñå ýòè âûðàæåíèÿ ïëþñ òå,
êîòîðûå ìîæíî ïîñòðîèòü çà îäíî ïðèìåíåíèå succ, pred, iszero èëè if ê
ýëåìåíòàì S2; è òàê äàëåå. S ñîáèðàåò âìåñòå âñå ýòè âûðàæåíèÿ � ò. å., âñå
âûðàæåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèìåíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà àðèôìå-
òè÷åñêèõ è óñëîâíûõ îïåðàòîðîâ, íà÷èíàÿ ñ êîíñòàíò.

Óïðàæíåíèå 3.2.4 r��s: Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ñîäåðæèò S3?

Óïðàæíåíèå 3.2.5 r��s: Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâà Si êóìóëÿòèâíû
(cumulative) � òî åñòü, äëÿ ëþáîãî i âûïîëíÿåòñÿ Si � Si�1.

Ðàññìîòðåííûå íàìè îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèçóþò îäíî è òî æå ìíîæåñòâî
òåðìîâ ñ ðàçíûõ òî÷åê çðåíèÿ: îïðåäåëåíèÿ 3.2.1 è 3.2.2 ïðîñòî îïèñûâàþò
ìíîæåñòâî êàê íàèìåíüøåå, èìåþùåå íåêîòîðûå ¾ñâîéñòâà çàìûêàíèÿ¿; îïðå-
äåëåíèå 3.2.3 ïîêàçûâàåò, êàê ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî â âèäå ïðåäåëà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè.
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Çàâåðøàÿ íàøå îáñóæäåíèå, ïîêàæåì, ÷òî ýòè äâå òî÷êè çðåíèÿ îïðåäåëÿ-
þò îäíî è òî æå ìíîæåñòâî. Ìû ðàñïèøåì äîêàçàòåëüñòâî âî âñåõ ïîäðîáíî-
ñòÿõ, ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, êàê ðàçëè÷íûå åãî ÷àñòè ñîîòíîñÿòñÿ äðóã
ñ äðóãîì.

Óòâåðæäåíèå 3.2.6 T � S.
Äîêàçàòåëüñòâî: T îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèìåíüøåå ìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿ-
þùåå íåêîòîðûì óñëîâèÿì. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî (à)
ýòè óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ íà S; è (á) ëþáîå ìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì, ñîäåðæèò S êàê ïîäìíîæåñòâî (ò. å, ÷òî S � íàèìåíüøåå ìíî-
æåñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì).

Â ÷àñòè (à) íàì òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî âñå òðè óñëîâèÿ èç îïðåäå-
ëåíèÿ 3.2.1 âûïîëíÿþòñÿ íà S. Âî-ïåðâûõ, ïîñêîëüêó S1 � ttrue, false, 0u,
ÿñíî, ÷òî êîíñòàíòû ñîäåðæàòñÿ â S. Âî-âòîðûõ, åñëè t1 P S, òî, ïî-
ñêîëüêó S �

�
i Si, äîëæíî èìåòüñÿ íåêîòîðîå i, òàêîå, ÷òî t1 P Si. Íî

òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ Si�1, ìû èìååì succ t1 P Si�1, à ñëåäîâàòåëüíî,
succ t1 P S; àíàëîãè÷íî, pred t1 P S è iszero t1 P S. Â-òðåòüèõ, àíà-
ëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè t1 P S, t2 P S, è t3 P S, òî
if t1 then t2 else t3 P S.

Äëÿ ÷àñòè (á) ïðåäïîëîæèì ÷òî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî S1 óäîâëåòâîðÿ-
åò âñåì òðåì óñëîâèÿì èç îïðåäåëåíèÿ 3.2.1. Ïðè ïîìîùè ïîëíîé èíäóêöèè
ïî i ìû äîêàæåì, ÷òî âñå Si � S1, îòêóäà î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî S � S1.

Äîïóñòèì, ÷òî Sj � S1 äëÿ âñåõ j   i; ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî Si � S1.
Ïîñêîëüêó îïðåäåëåíèå Si ñîñòîèò èç äâóõ ïóíêòîâ (äëÿ i � 0 è i ¡ 0),
òðåáóåòñÿ ðàññìîòðåòü îáà ñëó÷àÿ. Åñëè i � 0, òî Si � H; î÷åâèäíî, ÷òî
H � S1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, i � j � 1 äëÿ íåêîòîðîãî j. Ïóñòü t � íåêî-
òîðûé ýëåìåíò Sj�1. Ïîñêîëüêó Sj�1 îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáúåäèíåíèå òðåõ
ìåíüøèõ ìíîæåñòâ, òðåáóåòñÿ ðàññìîòðåòü òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ. (1)
Åñëè t � êîíñòàíòà, òî t P S1 ïî óñëîâèþ 1. (2) Åñëè t èìååò âèä succ

t1, pred t1 èëè iszero t1, äëÿ íåêîòîðîãî t1 P Sj, òî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè, t1 P S

1, è òîãäà, ïî óñëîâèþ 2, t P S1. (3) Åñëè t èìååò âèä if

t1 then t2 else t3 äëÿ íåêîòîðûõ t1, t2, t3 P Sj, òî, îïÿòü æå, ñîãëàñíî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, t1, t2 è t3 ñîäåðæàòñÿ â S1, è, ïî óñëîâèþ 3, â
íåì ñîäåðæèòñÿ òàêæå è t.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî âñå Si � S1. Ïîñêîëüêó S îïðåäåëåíî êàê
îáúåäèíåíèå âñåõ Si, ìû èìååì S � S1, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò ïîëíóþ èíäóêöèþ ïî âñåì
íàòóðàëüíûì ÷èñëàì, à íå áîëåå ïðèâû÷íûé îáðàçåö ¾áàçîâûé ñëó÷àé / øàã
èíäóêöèè¿. Äëÿ êàæäîãî i ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íóæíîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ âñåõ ÷èñåë ñòðîãî ìåíüøå i, è äîêàçûâàåì, ÷òî è äëÿ i îíî òîæå âûïîëíÿåò-
ñÿ. Â ñóùíîñòè, êàæäûé øàã çäåñü ÿâëÿåòñÿ øàãîì èíäóêöèè; åäèíñòâåííîå,
÷òî âûäåëÿåò ñëó÷àé i � 0 � ýòî òî, ÷òî ìíîæåñòâî ÷èñåë, ìåíüøèõ i, äëÿ
êîòîðûõ ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå, îêàçûâàåòñÿ
ïóñòûì. Òî æå ñîîáðàæåíèå áóäåò îòíîñèòüñÿ ê áîëüøèíñòâó èíäóêòèâíûõ
äîêàçàòåëüñòâ íà âñåì ïðîòÿæåíèè ýòîé êíèãè � îñîáåííî ê äîêàçàòåëüñòâàì
ïî ¾ñòðóêòóðíîé èíäóêöèè¿.
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ßâíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ìíîæåñòâà òåðìîâ T â Óòâåðæäåíèè 3.2.6 ïîçâîëÿ-
åò íàì ñôîðìóëèðîâàòü âàæíûé ïðèíöèï èçó÷åíèÿ åãî ýëåìåíòîâ. Åñëè t P T ,
òî äîëæíî áûòü èñòèííî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé: (1) t ÿâëÿåòñÿ
êîíñòàíòîé, ëèáî (2) t èìååò âèä succ t1, pred t1 èëè iszero t1, ïðè÷åì t1

ìåíüøå, ÷åì t, ëèáî, íàêîíåö (3) t èìååò âèä if t1 then t2 else t3, ïðè÷åì
t1, t2 è t3 ìåíüøå, ÷åì t. Ýòî íàáëþäåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äâóìÿ ñïî-
ñîáàìè: âî-ïåðâûõ, ìû ìîæåì ñòðîèòü èíäóêòèâíûå îïðåäåëåíèÿ (inductive
de�nitions) ôóíêöèé, äåéñòâóþùèõ íà ìíîæåñòâå òåðìîâ, à âî-âòîðûõ, ìû ìî-
æåì äàâàòü èíäóêòèâíûå äîêàçàòåëüñòâà (inductive proofs) ñâîéñòâ òåðìîâ.
Âîò, íàïðèìåð, èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè, êîòîðàÿ ñòàâèò â ñîîòâåò-
ñòâèå êàæäîìó òåðìó ìíîæåñòâî êîíñòàíò, â íåì èñïîëüçîâàííûõ.

Îïðåäåëåíèå 3.3.1 Ìíîæåñòâî êîíñòàíò, âñòðå÷àþùèõñÿ â òåðìå t (çàïè-
ñûâàåòñÿ Constsptq), îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

Constsptrueq � ttrueu
Constspfalseq � tfalseu
Constsp0q � t0u
Constspsucc t1q � Constspt1q
Constsppred t1q � Constspt1q
Constspiszero t1q � Constspt1q
Constspif t1 then t2 else t3q � Constspt1q Y Constspt2q Y Constspt3q

Åùå îäíà õàðàêòåðèñòèêà òåðìà, êîòîðóþ ìîæíî âû÷èñëèòü ïðè ïîìîùè
èíäóêòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ � åãî ðàçìåð.

Îïðåäåëåíèå 3.3.2 Ðàçìåð (size) òåðìa t (çàïèñûâàåòñÿ sizeptq) îïðåäåëÿ-
åòñÿ òàê:

sizeptrueq � 1
sizepfalseq � 1
sizep0q � 1
sizepsucc t1q � sizept1q � 1
sizeppred t1q � sizept1q � 1
sizepiszero t1q � sizept1q � 1
sizepif t1 then t2 else t3q � sizept1q � sizept2q � sizept3q � 1

Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåð t � ýòî ÷èñëî âåðøèí â åãî àáñòðàêòíîì ñèíòàêñè-
÷åñêîì äåðåâå. Àíàëîãè÷íî, ãëóáèíà (depth) òåðìà t (çàïèñûâàåòñÿ depthptq)
îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

depthptrueq � 1
depthpfalseq � 1
depthp0q � 1
depthpsucc t1q � depthpt1q � 1
depthppred t1q � depthpt1q � 1
depthpiszero t1q � depthpt1q � 1
depthpif t1 then t2 else t3q � maxpdepthpt1q, depthpt2q, depthpt3qq � 1
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Äðóãîå, ýêâèâàëåíòíîå, îïðåäåëåíèå, òàêîâî: depthptq � ýòî íàèìåíüøåå i,
òàêîå ÷òî t P Si ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3.2.1.

Âîò ïðèìåð èíäóêòèâíîãî äîêàçàòåëüñòâà ïðîñòîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
÷èñëîì êîíñòàíò â òåðìå è åãî ðàçìåðîì. (Ñàìî ñâîéñòâî, ðàçóìååòñÿ, ñîâåð-
øåííî î÷åâèäíî. Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ôîðìà èíäóêòèâíîãî ðàññóæäåíèÿ,
êîòîðóþ ìû åùå íåîäíîêðàòíî âñòðåòèì.)

Ëåììà 3.3.3 ×èñëî ðàçëè÷íûõ êîíñòàíò â òåðìå t íå áîëüøå åãî ðàçìåðà
(ò. å., |Constsptq| ¤ sizeptq).
Äîêàçàòåëüñòâî: èíäóêöèÿ ïî ãëóáèíå òåðìà t. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñâîé-
ñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ òåðìîâ, ìåíüøèõ t, ñëåäóåò äîêàçàòü åãî ïî
îòíîøåíèþ ê ñàìîìó t. Òðåáóåòñÿ ðàññìîòðåòü òðè âàðèàíòà:

Âàðèàíò: t � êîíñòàíòà.
Ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî: |Constsptq| � |ttu| � 1 � sizeptq.

Âàðèàíò: t � succ t1, pred t1 èëè iszero t1

Ñîãëàñíî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, |Constspt1q| ¤ sizept1q. Ðàññóæäà-
åì òàê: |Constsptq| � |Constspt1q| ¤ sizept1q   sizeptq.

Âàðèàíò: t � if t1 then t2 else t3

Ñîãëàñíî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, |Constspt1q| ¤ sizept1q,
|Constspt2q| ¤ sizept2q, |Constspt3q| ¤ sizept3q. Ðàññóæäàåì òàê:

|Constsptq| � |Constspt1q Y Constspt2q Y Constspt3q|
¤ |Constspt1q| � |Constspt2q| � |Constspt3q|
¤ sizept1q � sizept2q � sizept3q
  sizeptq

Ïðèíöèï, ëåæàùèé â îñíîâå ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà, ìîæíî ïåðåôîðìóëè-
ðîâàòü åù¼ ÿñíåå, â êà÷åñòâå îáùåãî ïðèíöèïà ðàññóæäåíèÿ. Äîáàâèì äëÿ
ïîëíîòû åùå äâà ïîäîáíûõ ïðèíöèïà, ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ â äîêàçàòåëüñòâàõ
óòâåðæäåíèé î òåðìàõ.

Òåîðåìà 3.3.4 rÏðèíöèïû èíäóêöèè ïî òåðìàìs Ïóñòü P � ïðåäèêàò,
îïðåäåëåííûé íà ìíîæåñòâå òåðìîâ.

Èíäóêöèÿ ïî ãëóáèíå:

Åñëè äëÿ êàæäîãî òåðìà s,

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî P prq äëÿ âñåõ r, òàêèõ, ÷òî
depthprq   depthpsq,
ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî P psq,

òî P psq âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ s.

Èíäóêöèÿ ïî ðàçìåðó:

Åñëè äëÿ êàæäîãî òåðìà s,
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ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî P prq äëÿ âñåõ r, òàêèõ, ÷òî
sizeprq   sizepsq,
ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî P psq,

òî P psq âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ s.

Ñòðóêòóðíàÿ èíäóêöèÿ:

Åñëè äëÿ êàæäîãî òåðìà s,

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî P prq äëÿ âñåõ íåïîñðåäñòâåí-
íûõ ïîäòåðìîâ s, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî P psq,

òî P psq âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ s.

Äîêàçàòåëüñòâî: Óïðàæíåíèå (��).

Èíäóêöèÿ ïî ãëóáèíå èëè ðàçìåðó òåðìîâ àíàëîãè÷íà ïîëíîé èíäóêöèè
íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ (2.4.2). Îáûêíîâåííàÿ ñòðóêòóðíàÿ èíäóêöèÿ ñîîò-
âåòñòâóåò ïðèíöèïó îáûêíîâåííîé èíäóêöèè íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ (2.4.1),
â êîòîðîé øàã èíäóêöèè òðåáóåò, ÷òîáû P pn� 1q âûâîäèëîñü èñêëþ÷èòåëüíî
èç ïðåäïîëîæåíèÿ P pnq.

Ïîäîáíî ðàçëè÷íûì âèäàì èíäóêöèè íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ, âûáîð êîí-
êðåòíîãî ïðèíöèïà èíäóêöèè äèêòóåòñÿ òåì, êàêîé èç íèõ ïðèâîäèò ê áîëåå
ïðîñòîé ñòðóêòóðå êîíêðåòíîãî äîêàçàòåëüñòâà � ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðå-
íèÿ, îíè âûâîäÿòñÿ äðóã èç äðóãà. Â ïðîñòûõ äîêàçàòåëüñòâàõ îáû÷íî íåâàæ-
íî, ïðîâîäèì ëè ìû èíäóêöèþ ïî ãëóáèíå, ðàçìåðó èëè ñòðóêòóðå. Ñ òî÷-
êè çðåíèÿ ñòèëÿ, êàê ïðàâèëî, ïî âîçìîæíîñòè ïðåäïî÷èòàþò ñòðóêòóðíóþ
èíäóêöèþ, ïîñêîëüêó â òàêîì ñëó÷àå ðàáîòà âåäåòñÿ ïðÿìî ñ òåðìàìè, áåç
ïðîìåæóòî÷íîãî îáðàùåíèÿ ê ÷èñëàì.

Áîëüøèíñòâî äîêàçàòåëüñòâ ïî èíäóêöèè íà òåðìàõ èìååò îäíó è òó æå
ñòðóêòóðó. Íà êàæäîì øàãå èíäóêöèè äàåòñÿ òåðì t, äëÿ êîòîðîãî íóæíî
ïðîäåìîíñòðèðîâàòü íåêîòîðîå ñâîéñòâî P , â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî P âûïîë-
íÿåòñÿ íà âñåõ åãî ïîäòåðìàõ (èëè íà âñåõ òåðìàõ ìåíüøåãî ðàçìåðà). Ýòî
äåëàåòñÿ ïóòåì ðàññìîòðåíèÿ âñåõ âîçìîæíûõ ôîðì, êîòîðûå ìîæåò èìåòü
t (true, false, 0, óñëîâíîå âûðàæåíèå è ò. ï.), äîêàçûâàÿ â êàæäîì ñëó÷àå,
÷òî P äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íà âñåõ òåðìàõ ýòîãî âèäà. Ïîñêîëüêó îò îäíîãî
äîêàçàòåëüñòâà ê äðóãîìó ìåíÿþòñÿ ëèøü äåòàëè ðàññóæäåíèé â êîíêðåòíûõ
ñëó÷àÿõ, ïðèíÿòî îïóñêàòü ïîâòîðÿþùèåñÿ ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâ, è çàïèñûâàòü
èõ òàêèì îáðàçîì:

Äîêàçàòåëüñòâî: Èíäóêöèÿ ïî t:

Âàðèàíò: t � true

. . . äîêàçûâàåì, ÷òî P ptrueq. . .

Âàðèàíò: t � false

. . . äîêàçûâàåì, ÷òî P pfalseq. . .

Âàðèàíò: t � if t1 then t2 else t3

. . . äîêàçûâàåì, ÷òî P pif t1 then t2 else t3q, èñïîëüçóÿ P pt1q,
P pt2q è P pt3q. . .
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(È òàê æå äëÿ îñòàëüíûõ ñèíòàêñè÷åñêèõ ôîðì.)

Âî ìíîãèõ èíäóêòèâíûõ äîêàçàòåëüñòâàõ (âêëþ÷àÿ 3.3.3) äàæå òàêîé óðî-
âåíü ïîäðîáíîñòè èçëèøåí: â áàçîâûõ ñëó÷àÿõ (äëÿ òåðìîâ t, íå èìåþùèõ
ïîäòåðìîâ) P ptq î÷åâèäíî, à â èíäóêòèâíûõ ñëó÷àÿõ P ptq âûâîäèòñÿ ïóòåì
ïðèìåíåíèÿ èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ê ïîäòåðìàì t è ñî÷åòàíèÿ ðåçóëü-
òàòîâ íåêîòîðûì î÷åâèäíûì ñïîñîáîì. ×èòàòåëþ îêàçûâàåòñÿ ïðîùå âîññî-
çäàòü äîêàçàòåëüñòâî íà õîäó (ïåðåáèðàÿ ïðàâèëà ãðàììàòèêè è äåðæà â óìå
èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå), ÷åì ïðî÷èòàòü ÿâíî çàïèñàííûå øàãè. Â òà-
êèõ ñèòóàöèÿõ â êà÷åñòâå äîêàçàòåëüñòâà âïîëíå ïðèåìëåìà ôðàçà ¾èíäóêöèÿ
ïî t¿.

3.4. Ñåìàíòè÷åñêèå ñòèëè

Ñôîðìóëèðîâàâ ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷íîñòüþ ñèíòàêñèñ íàøåãî ÿçûêà, ìû
äîëæíû òåïåðü äàòü ñòîëü æå ñòðîãîå îïðåäåëåíèå òîìó, êàê âû÷èñëÿþòñÿ
òåðìû � ò. å., ñåìàíòèêå (semantics) íàøåãî ÿçûêà. Ñóùåñòâóåò òðè îñíîâíûõ
ïîäõîäà ê ôîðìàëèçàöèè ñåìàíòèêè:

1. Îïåðàöèîííàÿ ñåìàíòèêà (operational semantics) ñïåöèôèöèðóåò ïîâåäå-
íèå ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îïðåäåëÿÿ äëÿ íåãî ïðîñòóþ àáñòðàêò-
íóþ ìàøèíó (abstract machine). Ìàøèíà ýòà ¾àáñòðàêòíà¿ â òîì ñìûñëå,
÷òî â êà÷åñòâå ìàøèííîãî êîäà îíà èñïîëüçóåò òåðìû ÿçûêà, à íå íàáîð
êîìàíä êàêîãî-òî íèçêîóðîâíåâîãî ìèêðîïðîöåññîðà. Äëÿ ïðîñòûõ ÿçû-
êîâ ñîñòîÿíèå (state) ìàøèíû � ýòî ïðîñòî òåðì, à ïîâåäåíèå åå îïðå-
äåëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïåðåõîäà (transition function), êîòîðàÿ äëÿ êàæäîãî
ñîñòîÿíèÿ ëèáî óêàçûâàåò ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå, ïðîèçâåäÿ øàã óïðîùå-
íèÿ ñòàðîãî òåðìà, ëèáî îáúÿâëÿåò ìàøèíó îñòàíîâèâøåéñÿ. Ñìûñëîì
(meaning) òåðìà t îáúÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîãî ìàøèíà
äîñòèãàåò, áóäó÷è çàïóùåíà ñ íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì t.2

Èíîãäà ïîëåçíî äàòü äëÿ îäíîãî è òîãî æå ÿçûêà íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ
îïåðàöèîííûõ ñåìàíòèê � à) áîëåå àáñòðàêòíûõ, ìàøèííûå ñîñòîÿíèÿ
êîòîðûõ ïîõîæè íà òåðìû, çàïèñûâàåìûå ïðîãðàììèñòîì, è á) áîëåå
áëèçêèõ ê ñòðóêòóðàì, êîòîðûìè ìàíèïóëèðóåò íàñòîÿùèé êîìïèëÿòîð
èëè èíòåðïðåòàòîð ÿçûêà. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ðåçóëüòàòû ðàáîòû
ýòèõ ðàçëè÷íûõ ìàøèí ïðè âûïîëíåíèè îäíîé è òîé æå ïðîãðàììû â
íåêîòîðîì ñìûñëå ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó, ðàâíîñèëüíî äîêàçàòåëü-
ñòâó êîððåêòíîñòè ðåàëèçàöèè ÿçûêà.

2. Äåíîòàöèîííàÿ ñåìàíòèêà (denotational semantics) ðàññìàòðèâàåò
ñìûñë ñ áîëåå àáñòðàêòíîé òî÷êè çðåíèÿ: ñìûñëîì òåðìà ñ÷èòàåòñÿ íå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàøèííûõ ñîñòîÿíèé, à íåêîòîðûé ìàòåìàòè÷åñêèé

2Ñòðîãî ãîâîðÿ, òî, ÷òî ìû çäåñü îïèñûâàåì, � ýòî òàê íàçûâàåìàÿ îïåðàöèîííàÿ ñåìàí-
òèêà ñ ìàëûì øàãîì (small-step operational semantics), èçâåñòíàÿ òàêæå êàê ñòðóêòóð-
íàÿ îïåðàöèîííàÿ ñåìàíòèêà (structural operational semantics) (Plotkin, 1981). Â óïðàæíå-
íèè 3.5.17 ââîäèòñÿ àëüòåðíàòèâíûé ñòèëü ñ áîëüøèì øàãîì (big-step), íàçûâàåìûé òàêæå
åñòåñòâåííîé ñåìàíòèêîé (natural semantics) (Kahn, 1987), ãäå åäèíñòâåííûé ïåðåõîä àá-
ñòðàêòíîé ìàøèíû ñðàçó âû÷èñëÿåò îêîí÷àòåëüíîå çíà÷åíèå òåðìà.
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îáúåêò, íàïðèìåð, ÷èñëî èëè ôóíêöèÿ. Ïîñòðîåíèå äåíîòàöèîííîé ñå-
ìàíòèêè äëÿ ÿçûêà ñîñòîèò â íàõîæäåíèè íåêîòîðîãî íàáîðà ñåìàí-
òè÷åñêèõ äîìåíîâ (semantic domains), à òàêæå îïðåäåëåíèè ôóíêöèè
èíòåðïðåòàöèè (interpretation function), êîòîðàÿ ñòàâèò ýëåìåíòû ýòèõ
äîìåíîâ â ñîîòâåòñòâèå òåðìàì. Ïîèñê ïîäõîäÿùèõ ñåìàíòè÷åñêèõ äî-
ìåíîâ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ÿçûêîâûõ êîíñòðóêöèé ïðèâåë ê
âîçíèêíîâåíèþ ñëîæíîé è èçÿùíîé îáëàñòè èññëåäîâàíèé, èçâåñòíîé êàê
òåîðèÿ äîìåíîâ (domain theory).

Îäíî èç âàæíûõ ïðåèìóùåñòâ äåíîòàöèîííîé ñåìàíòèêè ñîñòîèò â òîì,
÷òî îíà àáñòðàãèðóåòñÿ îò ìåëêèõ äåòàëåé âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû è êîí-
öåíòðèðóåò âíèìàíèå íà îñíîâíûõ ïîíÿòèÿõ ÿçûêà. Êðîìå òîãî, ñâîé-
ñòâà âûáðàííîãî íàáîðà ñåìàíòè÷åñêèõ äîìåíîâ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ
äëÿ âûÿâëåíèÿ âàæíûõ çàêîíîâ ïîâåäåíèÿ ïðîãðàìì � íàïðèìåð, çàêî-
íîâ, óòâåðæäàþùèõ, ÷òî äâå ïðîãðàììû âåäóò ñåáÿ îäèíàêîâî, èëè ÷òî
ïîâåäåíèå ïðîãðàììû ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé ñïåöèôèêàöèè. Íàêîíåö,
èç ñâîéñòâ âûáðàííîãî íàáîðà ñåìàíòè÷åñêèõ äîìåíîâ ÷àñòî íåïîñðåä-
ñòâåííî ÿñíî, ÷òî íåêîòîðûå (æåëàòåëüíûå èëè íåæåëàòåëüíûå) âåùè â
äàííîì ÿçûêå íåâîçìîæíû.

3. Àêñèîìàòè÷åñêàÿ ñåìàíòèêà (axiomatic semantics) ïðåäïîëàãàåò áîëåå
ïðÿìîé ïîäõîä ê ýòèì çàêîíàì: âìåñòî òîãî, ÷òîáû ñíà÷àëà îïðåäåëèòü
ïîâåäåíèå ïðîãðàìì (ñ ïîìîùüþ îïåðàöèîííîé èëè äåíîòàöèîííîé ñå-
ìàíòèêè), à çàòåì âûâîäèòü èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ çàêîíû, àêñèîìàòè-
÷åñêèå ìåòîäû èñïîëüçóþò ñàìè çàêîíû â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ ÿçûêà.
Ñìûñë òåðìà � ýòî òî, ÷òî î íåì ìîæíî äîêàçàòü.

Êðàñîòà àêñèîìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â òîì, ÷òî îíè êîíöåíòðèðóþò âíè-
ìàíèå íà ïðîöåññå ðàññóæäåíèé î ïðîãðàììàõ. Èìåííî ýòà òðàäèöèÿ
ìûøëåíèÿ îáîãàòèëà èíôîðìàòèêó òàêèìè ìîùíûìè èíñòðóìåíòàìè,
êàê èíâàðèàíòû (invariants).

Â 60-å è 70-å ãîäû ñ÷èòàëîñü, ÷òî îïåðàöèîííàÿ ñåìàíòèêà óñòóïàåò äâóì
äðóãèì ñòèëÿì; ÷òî îíà ïîëåçíà äëÿ áûñòðîãî è ãðóáîãî îïðåäåëåíèÿ õàðàêòå-
ðèñòèê ÿçûêà, íî â öåëîì ìåíåå èçÿùíà è ñëàáà ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðå-
íèÿ. Îäíàêî â 80-å ãîäû áîëåå àáñòðàêòíûå ìåòîäû ñòàëè ñòàëêèâàòüñÿ ñî âñå
áîëåå íåïðèÿòíûìè òåõíè÷åñêèìè ñëîæíîñòÿìè,3 è ïðîñòîòà è ãèáêîñòü îïå-
ðàöèîííîé ñåìàíòèêè ñòàëè ïî ñðàâíåíèþ ñ íèìè âûãëÿäåòü âñå áîëåå ïðèâëå-
êàòåëüíûìè � îñîáåííî â ñâåòå íîâûõ äîñòèæåíèé, íà÷èíàÿ ñî ¾Ñòðóêòóðíîé
îïåðàöèîííîé ñåìàíòèêè¿ (Structural Operational Semantics) Ïëîòêèíà (1981),
¾Åñòåñòâåííîé ñåìàíòèêè¿ (Natural Semantics) Êàíà (1987) è ðàáîò Ìèëíå-
ðà ïî ¾Èñ÷èñëåíèþ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñèñòåì¿ (Calculus of Communicating
Systems, CCS; (1980; 1989; 1999)). Â ýòèõ ðàáîòàõ áûëè ââåäåíû â îáðàùåíèå
íîâûå èçÿùíûå ôîðìàëèçìû, è áûëî ïîêàçàíî, êàê ïåðåíåñòè íà îïåðàöèîí-
íóþ ïî÷âó ìíîãèå ìîùíûå ìåòîäû, èçíà÷àëüíî ðàçðàáîòàííûå â ðàìêàõ äå-
íîòàöèîííîé ñåìàíòèêè. Îïåðàöèîííàÿ ñåìàíòèêà ñòàëà áûñòðî ðàçâèâàòüñÿ
è ÷àñòî âûáèðàåòñÿ â êà÷åñòâå ñðåäñòâà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÿçûêîâ ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ è èçó÷åíèÿ èõ ñâîéñòâ. Èìåííî îíà èñïîëüçóåòñÿ â ýòîé êíèãå.

3Äëÿ äåíîòàöèîííîé ñåìàíòèêè êàìíåì ïðåòêíîâåíèÿ îêàçàëèñü íåäåòåðìèíèñòñêèå âû-
÷èñëåíèÿ è ïàðàëëåëèçì; äëÿ àêñèîìàòè÷åñêîé ñåìàíòèêè � ïðîöåäóðû.
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B (áåñòèïîâîå)

Ñèíòàêñèñ
t ::= òåðìû:

true êîíñòàíòà ¾èñòèíà¿
false êîíñòàíòà ¾ëîæü¿
if t then t else t óñëîâ-
íîå

âûðàæåíèå

v ::= çíà÷åíèÿ:
true êîíñòàíòà ¾èñòèíà¿
false êîíñòàíòà ¾ëîæü¿

Âû÷èñëåíèå tÑ t1

if true then t2 else t3 Ñ t2

(E-IfTrue)

if false then t2 else t3 Ñ t3

(E-IfFalse)

t1 Ñ t11

if t1 then t2 else t3

Ñ if t11 then t2 else t3

(E-If)

Ðèñ. 3.1. Áóëåâñêèå âûðàæåíèÿ (B)

3.5. Âû÷èñëåíèå

Çàáóäåì íà âðåìÿ î íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ è ðàññìîòðèì îïåðàöèîííóþ ñå-
ìàíòèêó òîëüêî áóëåâñêèõ âûðàæåíèé. Îïðåäåëåíèå ïðèâåäåíî íà ðèñ. 3.1.
Ðàññìîòðèì åãî â äåòàëÿõ.

Â ëåâîì ñòîëáöå ðèñ. 3.1 ïðèâåäåíà ãðàììàòèêà, â êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ
äâà íàáîðà âûðàæåíèé. Âî-ïåðâûõ, ïîâòîðÿåòñÿ (äëÿ óäîáñòâà) ñèíòàêñèñ òåð-
ìîâ. Âî-âòîðûõ, îïðåäåëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâî òåðìîâ � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
(values), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âîçìîæíûìè ðåçóëüòàòàìè âû÷èñëåíèÿ. Â íàøåì
ñëó÷àå çíà÷åíèÿìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî êîíñòàíòû true è false. Íà ïðîòÿæåíèè
âñåé êíèãè äëÿ çíà÷åíèé èñïîëüçóåòñÿ ìåòàïåðåìåííàÿ v.

Â ïðàâîì ñòîëáöå îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèå âû÷èñëåíèÿ (evaluation
relation)4 íà òåðìàõ. Îíî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå tÑ t1 è ÷èòàåòñÿ ¾t çà îäèí øàã
âû÷èñëÿåòñÿ â t1¿. Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò àáñòðàêòíàÿ
ìàøèíà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè t, òî îíà ìîæåò ïðîèçâåñòè øàã âû÷èñëåíèÿ è
ïåðåéòè â ñîñòîÿíèå t1. Ýòî îòíîøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ ïðàâèëàìè âûâîäà
(èëè, åñëè óãîäíî, äâóìÿ àêñèîìàìè è îäíèì ïðàâèëîì: ïåðâûå äâà ïðàâèëà
íå èìåþò ïðåäïîñûëîê).

Ïåðâîå ïðàâèëî, E-IfTrue, ãîâîðèò, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè óñëîâíîãî âûðà-
æåíèÿ, â êîòîðîì óñëîâèåì ñëóæèò êîíñòàíòà true, ìàøèíà ìîæåò âûêèíóòü
ýòî óñëîâíîå âûðàæåíèå, îñòàâèâ èñòèííóþ âåòâü t2 â êà÷åñòâå ñîñòîÿíèÿ
(ò. å., ñëåäóþùåãî ïîäëåæàùåãî âû÷èñëåíèþ òåðìà). Àíàëîãè÷íî, ïðàâèëî
E-IfFalse ãîâîðèò, ÷òî óñëîâíîå âûðàæåíèå ñ êîíñòàíòîé false â êà÷åñòâå

4Íåêîòîðûå ñïåöèàëèñòû ïðåäïî÷èòàþò íàçûâàòü ýòî îòíîøåíèå ðåäóêöèåé (reduction),
à òåðìèí âû÷èñëåíèå (evaluation) ñîõðàíÿòü äëÿ âàðèàíòà ¾ñ áîëüøèì øàãîì¿, êîòîðûé
îïèñàí â óïðàæíåíèè 3.5.17 è íàïðÿìóþ ñîïîñòàâëÿåò òåðìû è èõ îêîí÷àòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Rev: �revision�, November 28, 2010 54 �source�le�



3.5. Âû÷èñëåíèå 55

óñëîâèÿ ïåðåõîäèò çà îäèí øàã â ñâîþ ëîæíóþ âåòâü t3. Ïðåôèêñ E- â íàçâà-
íèÿõ ýòèõ ïðàâèë íàïîìèíàåò, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ îòíîøåíèÿ âû÷èñëå-
íèÿ; ó ïðàâèë, îïðåäåëÿþùèõ äðóãèå îòíîøåíèÿ, áóäóò â íàçâàíèÿõ äðóãèå
ïðåôèêñû.

Òðåòüå ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ, E-If, áîëåå èíòåðåñíî. Îíî ãîâîðèò, ÷òî åñëè
óñëîâèå t1 ïåðåõîäèò çà îäèí øàã â t11, òî óñëîâíîå âûðàæåíèå if t1 then

t2 else t3 öåëèêîì ïåðåõîäèò çà øàã â if t11 then t2 else t3. Ðàññóæäàÿ â
òåðìèíàõ àáñòðàêòíûõ ìàøèí, ìàøèíà, íàõîäÿùàÿñÿ â ñîñòîÿíèè if t1 then

t2 else t3, ìîæåò çà îäèí øàã ïåðåéòè â ñîñòîÿíèå if t11 then t2 else t3,
åñëè äðóãàÿ ìàøèíà èç ñîñòîÿíèÿ t1, ìîæåò çà øàã ïåðåéòè â t11.

Òî, î ÷åì ýòè ïðàâèëà íå ãîâîðÿò, íå ìåíåå âàæíî, ÷åì òî, ÷òî îíè ãîâîðÿò.
Êîíñòàíòû true è false íè âî ÷òî íå âû÷èñëÿþòñÿ, ïîñêîëüêó îíè íå ïðèñóò-
ñòâóþò â ëåâîé ÷àñòè íèêàêîãî èç ïðàâèë. Áîëåå òîãî, íå ñóùåñòâóåò ïðàâèëà,
êîòîðîå áû ïîçâîëèëî âû÷èñëÿòü èñòèííóþ èëè ëîæíóþ âåòâü if-âûðàæåíèÿ,
ïîêà íå âû÷èñëåíî óñëîâèå: íàïðèìåð, òåðì

if true then (if false then false else false) else true

íå ïåðåõîäèò â if true then false else true. Åäèíñòâåííàÿ ðàçðåøåííàÿ
âîçìîæíîñòü � âû÷èñëèòü ñíà÷àëà âíåøíåå óñëîâíîå âûðàæåíèå, èñïîëüçóÿ
E-IfTrue. Òàêîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ïðàâèëàìè îïðåäåëÿåò êîíêðåòíóþ
ñòðàòåãèþ âû÷èñëåíèÿ (evaluation strategy) äëÿ óñëîâíûõ âûðàæåíèé, ñîîò-
âåòñòâóþùóþ ïðèâû÷íîìó ïîðÿäêó âû÷èñëåíèé â áîëüøèíñòâå ÿçûêîâ ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ: ÷òîáû âû÷èñëèòü óñëîâíîå âûðàæåíèå, íóæíî âû÷èñëèòü åãî
óñëîâèå; åñëè óñëîâèå ñàìî ÿâëÿåòñÿ óñëîâíûì âûðàæåíèåì, òðåáóåòñÿ âû÷èñ-
ëèòü åãî óñëîâèå; è òàê äàëåå. Ïðàâèëà E-IfTrue è E-IfFalse ãîâîðÿò íàì,
÷òî íóæíî ñäåëàòü, êîãäà ìû äîñòèãëè êîíöà ýòîãî ïðîöåññà è îáíàðóæèëè
óñëîâíîå âûðàæåíèå, óñëîâèå êîòîðîãî óæå ïîëíîñòüþ âû÷èñëåíî. Â íåêîòî-
ðîì ñìûñëå, E-IfTrue è E-IfFalse ïðîäåëûâàþò ðàáîòó ïî âû÷èñëåíèþ, â
òî âðåìÿ êàê E-If ïîìîãàåò îïðåäåëèòü, ãäå ýòà ðàáîòà äîëæíà âûïîëíÿòü-
ñÿ. Èíîãäà ðàçíûé õàðàêòåð ýòèõ ïðàâèë ïîä÷åðêèâàþò, íàçûâàÿ E-IfTrue
è E-IfFalse ðàáî÷èìè ïðàâèëàìè (computation rules), â òî âðåìÿ êàê E-If
ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëîì ñîîòâåòñòâèÿ (congruence rule).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûðàçèòü íàøè èíòóèòèâíûå ïîíÿòèÿ áîëåå òî÷íî, ìîæíî
ôîðìàëüíî îïðåäåëèòü îòíîøåíèå âû÷èñëåíèÿ òàê:

Îïðåäåëåíèå 3.5.1 Ýêçåìïëÿð (instance) ïðàâèëà âûâîäà ïîëó÷àåòñÿ ïðè çà-
ìåíå êàæäîé ìåòàïåðåìåííîé îäíèì è òåì æå òåðìîì â çàêëþ÷åíèè ïðà-
âèëà è âî âñåõ åãî ïðåäïîñûëêàõ (åñëè îíè åñòü).

Íàïðèìåð,

if true then true else (if false then false else false) Ñ true

ÿâëÿåòñÿ ýêçåìïëÿðîì ïðàâèëà E-IfTrue, â êîòîðîì îáà âõîæäåíèÿ t2 çàìå-
íÿþòñÿ íà true, à t3 çàìåíÿåòñÿ íà if false then false else false.

Îïðåäåëåíèå 3.5.2 Ïðàâèëî âûïîëíÿåòñÿ (is satis�ed) íà îòíîøåíèè, åñëè
äëÿ êàæäîãî ýêçåìïëÿðà ïðàâèëà åãî çàêëþ÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì îò-
íîøåíèÿ, ëèáî îäíà èç åãî ïðåäïîñûëîê íå ÿâëÿåòñÿ òàêîâîé.
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Îïðåäåëåíèå 3.5.3 Îäíîøàãîâîå îòíîøåíèå âû÷èñëåíèÿ (one-step evaluation
relation) Ñ åñòü íàèìåíüøåå áèíàðíîå îòíîøåíèå íà òåðìàõ, íà êîòîðîì
âûïîëíÿþòñÿ âñå òðè ïðàâèëà èç ðèñ. 3.1. Åñëè ïàðà pt, t1q ÿâëÿåòñÿ ýëåìåí-
òîì îòíîøåíèÿ âû÷èñëåíèÿ, òî ìû ãîâîðèì, ÷òî óòâåðæäåíèå (èëè ñóæäå-
íèå) î âû÷èñëåíèè t Ñ t1 âûâîäèìî (the evaluation statement (judgement) is
derivable).

Çíà÷åíèå ñëîâà ¾íàèìåíüøåå¿ â ýòîì îïðåäåëåíèè òàêîâî: óòâåðæäåíèå
tÑ t1 âûâîäèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî îáåñïå÷åíî ïðàâèëàìè: ëèáî
ýòî ýêçåìïëÿð îäíîé èç àêñèîì E-IfTrue èëè E-IfFalse, ëèáî ýòî çàêëþ÷åíèå
ýêçåìïëÿðà ïðàâèëà E-If ñ âûâîäèìîé ïðåäïîñûëêîé. Âûâîäèìîñòü óòâåð-
æäåíèÿ ìîæíî îáîñíîâàòü ÷åðåç äåðåâî âûâîäà (derivation tree), â êîòîðîì
ëèñòüÿìè ñëóæàò ýêçåìïëÿðû ïðàâèë E-IfTrue è E-IfFalse, à âíóòðåííèìè
âåðøèíàìè � ýêçåìïëÿðû ïðàâèëà E-If. Íàïðèìåð, åñëè ìû ââåäåì ñîêðàùå-
íèÿ

s
def

� if true then false else false

t
def

� if s then true else true

u
def

� if false then true else true

(÷òîáû âûâîä ïîìåùàëñÿ íà ñòðàíèöå), òî âûâîäèìîñòü óòâåðæäåíèÿ

if t then false else falseÑ if u then false else false

ìîæíî îáîñíîâàòü ïðè ïîìîùè äåðåâà

sÑ false
E-IfTrue

tÑ u
E-If

if t then false else falseÑ if u then false else false
E-If

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ñòðàííûì, ÷òî ìû íàçûâàåì òàêóþ ñòðóêòóðó äåðåâîì,
âåäü â íåé íåò íèêàêîãî âåòâëåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, äåðåâüÿ âûâîäà, îáîñíîâû-
âàþùèå óòâåðæäåíèÿ î âû÷èñëåíèè, âñåãäà áóäóò èìåòü òàêóþ âûðîæäåííóþ
ôîðìó: ïîñêîëüêó â ïðàâèëàõ âû÷èñëåíèÿ âñåãäà íå áîëåå îäíîé ïðåäïîñûëêè,
òî âåòâëåíèþ â äåðåâå âûâîäà âçÿòüñÿ íåîòêóäà. Íàøà òåðìèíîëîãèÿ ñòàíåò
áîëåå îñìûñëåííîé, êîãäà ðàññìîòðåíèå äîéäåò äî äðóãèõ èíäóêòèâíî îïðå-
äåëåííûõ îòíîøåíèé, íàïðèìåð, òèïèçàöèè � òàì íåêîòîðûå ïðàâèëà ìîãóò
èìåòü áîëåå îäíîé ïðåäïîñûëêè.

Òîò ôàêò, ÷òî óòâåðæäåíèå î âû÷èñëåíèè tÑ t1 âûâîäèìî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò äåðåâî âûâîäà ñ t Ñ t1 â êîðíå, ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ
ïîëåçíûì ïðè èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ îòíîøåíèÿ âû÷èñëåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ýòî
íåìåäëåííî ïîäñêàçûâàåò ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà, íàçûâàåìûé èíäóêöèåé ïî
âûâîäàì (induction on derivations). Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû ìîæåò
ñëóæèòü èëëþñòðàöèåé ýòîé ìåòîäèêè.

Òåîðåìà 3.5.4 rÄåòåðìèíèðîâàííîñòü îäíîøàãîâîãî âû÷èñëåíèÿs
Åñëè tÑ t1 è tÑ t2, òî t1 � t2.
Äîêàçàòåëüñòâî: Èíäóêöèÿ ïî âûâîäó t Ñ t1. Íà êàæäîì øàãå èíäóêöèè ìû
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ïðåäïîëàãàåì òåîðåìó äîêàçàííîé äëÿ âñåõ ìåíüøèõ äåðåâüåâ âûâîäà, è àíà-
ëèçèðóåì ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ, íàõîäÿùååñÿ â êîðíå äåðåâà. (Çàìåòèì, ÷òî
èíäóêöèÿ çäåñü íå èäåò ïî äëèíå öåïî÷êè âû÷èñëåíèÿ: ìû ñìîòðèì òîëüêî
íà îäèí åå øàã. Ñ òåì æå óñïåõîì ìîæíî áûëî áû ñêàçàòü, ÷òî èíäóêöèÿ
ïðîâîäèòñÿ ïî ñòðóêòóðå t, ïîñêîëüêó ñòðóêòóðà ¾âûâîäà øàãà âû÷èñëå-
íèÿ¿ ïðÿìî ïîâòîðÿåò ñòðóêòóðó ðåäóöèðóåìîãî òåðìà. Êðîìå òîãî, ìû
ìîãëè áû òî÷íî òàê æå ïðîâåñòè èíäóêöèþ ïî âûâîäó tÑ t2.)

Åñëè ïîñëåäíèé øàã, èñïîëüçîâàííûé â âûâîäå tÑ t1, ÿâëÿåòñÿ ýêçåìïëÿ-
ðîì ïðàâèëà E-IfTrue, òî ÿñíî, ÷òî t èìååò âèä if t1 then t2 else t3,
ïðè÷åì t1 � true. Íî òîãäà ïîíÿòíî, ÷òî ïîñëåäíèé øàã â âûâîäå t Ñ t2

íå ìîæåò áûòü E-IfFalse, ïîñêîëüêó ðàâåíñòâà t1 � true è t1 � false íå
ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî. Áîëåå òîãî, ïîñëåäíåå ïðàâèëî âî âòîðîì
äåðåâå âûâîäà íå ìîæåò áûòü è E-If, ïîòîìó ÷òî ïðåäïîñûëêà ýòîãî ïðà-
âèëà òðåáóåò t1 Ñ t11 äëÿ íåêîòîðîãî t11, îäíàêî, êàê ìû óæå çàìåòèëè,
true íå ìîæåò íè âî ÷òî ïåðåéòè. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäíèì ïðàâèëîì âî
âòîðîì äåðåâå âûâîäà ìîæåò áûòü òîëüêî E-IfTrue, îòêóäà íåìåäëåííî
ñëåäóåò, ÷òî t1 � t2.

Òî÷íî òàê æå, åñëè ïîñëåäíåå ïðàâèëî ïðè âûâîäå t Ñ t1 � ýêçåìïëÿð
E-IfFalse, òàêîâî æå äîëæíî áûòü è ïîñëåäíåå ïðàâèëî ïðè âûâîäå tÑ t2,
è ðåçóëüòàò, îïÿòü æå, î÷åâèäåí.

Íàêîíåö, åñëè ïîñëåäíèì ïðè âûâîäå t Ñ t1 ïðèìåíÿåòñÿ ïðàâèëî E-If,
òî èç åãî ôîðìû ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî t èìååò âèä if t1 then t2 else

t3, ïðè÷åì äëÿ íåêîòîðîãî t11 âûïîëíÿåòñÿ t1 Ñ t11. Ïðè ïîìîùè òàêèõ æå
ðàññóæäåíèé, ÷òî è âûøå, ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî ïîñëåäíèì ïðàâèëîì
â âûâîäå tÑ t2 ìîæåò áûòü òîëüêî E-If, îòêóäà ÿñíî, ÷òî t èìååò âèä if
t1 then t2 else t3 (÷òî íàì óæå è òàê èçâåñòíî), è ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî
t21 âûïîëíÿåòñÿ t1 Ñ t21. Íî òîãäà ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå
èíäóêöèè (ïîñêîëüêó äåðåâüÿ âûâîäà t1 Ñ t11 è t1 Ñ t21 ÿâëÿþòñÿ ïîääåðåâüÿ-
ìè âûâîäîâ tÑ t1 è tÑ t2 ñîîòâåòñòâåííî) è çàêëþ÷èòü t11 � t21. Îòñþäà
âèäíî, ÷òî t1 � if t11 then t2 else t3 � if t21 then t2 else t3 � t2, êàê
íàì è òðåáóåòñÿ.

Óïðàæíåíèå 3.5.5 r�s Ñôîðìóëèðóéòå â ñòèëå òåîðåìû 3.3.4 ïðèíöèï èí-
äóêöèè, èñïîëüçóåìûé â ïðèâåäåííîì âûøå äîêàçàòåëüñòâå.

Íàøå îäíîøàãîâîå îòíîøåíèå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàåò, êàê àáñòðàêòíàÿ
ìàøèíà ïåðåõîäèò îò îäíîãî ñîñòîÿíèÿ ê äðóãîìó ïðè âû÷èñëåíèè äàííîãî
òåðìà. Îäíàêî äëÿ íàñ, êàê äëÿ ïðîãðàììèñòîâ, íå ìåíüøèé èíòåðåñ ïðåä-
ñòàâëÿþò îêîí÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ � ò. å. ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûõ
ìàøèíà íå ìîæåò ñäåëàòü íèêàêèõ äàëüíåéøèõ øàãîâ.

Îïðåäåëåíèå 3.5.6 Òåðì t íàõîäèòñÿ â íîðìàëüíîé ôîðìå (normal form), åñ-
ëè ê íåìó íå ïðèìåíèìî íèêàêîå ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ � ò. å., åñëè íå ñóùå-
ñòâóåò òàêîãî t1, ÷òî t Ñ t1. (Äëÿ êðàòêîñòè ìû èíîãäà áóäåì ãîâîðèòü
¾t ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ôîðìîé¿ âìåñòî ¾t ÿâëÿåòñÿ òåðìîì â íîðìàëü-
íîé ôîðìå¿.)

Ìû óæå çàìåòèëè, ÷òî â íàøåé òåêóùåé ñèñòåìå true è false � íîðìàëü-
íûå ôîðìû (ïîñêîëüêó âî âñåõ ïðàâèëàõ âû÷èñëåíèÿ ëåâûå ÷àñòè ÿâëÿþòñÿ

�source�le� 57 Rev: �revision�, November 28, 2010



58 3.5. Âû÷èñëåíèå

óñëîâíûìè âûðàæåíèÿìè, î÷åâèäíî, íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü ýêçåìïëÿð ïðàâè-
ëà, ãäå â êà÷åñòâå ëåâîé ÷àñòè âûñòóïàëè áû true èëè false). Ìîæíî îáîá-
ùèòü ýòî íàáëþäåíèå â âèäå ñâîéñòâà âñåõ çíà÷åíèé:

Òåîðåìà 3.5.7 Âñÿêîå çíà÷åíèå íàõîäèòñÿ â íîðìàëüíîé ôîðìå.

Êîãäà ìû îáîãàòèì íàøó ñèñòåìó àðèôìåòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè (à â
ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ è äðóãèìè êîíñòðóêöèÿìè), ìû âñåãäà áóäåì ñëåäèòü,
÷òîáû òåîðåìà 3.5.7 îñòàâàëàñü èñòèííîé: ñóùåñòâîâàíèå â íîðìàëüíîé ôîðìå
âõîäèò â ñìûñë ïîíÿòèÿ çíà÷åíèÿ, è âñÿêîå îïðåäåëåíèå ÿçûêà, ãäå ýòî íå òàê,
áåçíàäåæíî èñïîð÷åíî.

Â íàøåé òåïåðåøíåé ñèñòåìå âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: âñÿêàÿ íîð-
ìàëüíàÿ ôîðìà åñòü çíà÷åíèå. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî áóäåò íå òàê; â ÷àñòíîñòè,
êàê ìû óâèäèì äàëåå â ýòîé ãëàâå ïðè ðàññìîòðåíèè àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæå-
íèé, íîðìàëüíûå ôîðìû, íå ÿâëÿþùèåñÿ çíà÷åíèÿìè, áóäóò èãðàòü âàæíóþ
ðîëü ïðè àíàëèçå îøèáîê âðåìåíè âûïîëíåíèÿ (run-time errors).

Òåîðåìà 3.5.8 Åñëè t íàõîäèòñÿ â íîðìàëüíîé ôîðìå, òî t � çíà÷åíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî t íå ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì. Ïðè ïîìîùè
ñòðóêòóðíîé èíäóêöèè íà t ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî t � íå íîðìàëüíàÿ ôîðìà.

Åñëè t � íå çíà÷åíèå, îíî äîëæíî èìåòü âèä if t1 then t2 else t3 äëÿ
íåêîòîðûõ t1, t2, t3. Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå ôîðìû t1.

Åñëè t1 � true, òî, î÷åâèäíî, t íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ôîðìîé, ïîñêîëü-
êó îí ïîäïàäàåò ïîä ëåâóþ ÷àñòü ïðàâèëà E-IfTrue. Àíàëîãè÷íî â ñëó÷àå
t1 � false.

Åñëè t1 íå ðàâíî íè true, íè false, òî îíî íå ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì. Â òà-
êîì ñëó÷àå ïðèìåíèìî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, óòâåðæäàþùåå, ÷òî t1 �
íå íîðìàëüíàÿ ôîðìà, à èìåííî, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêèé òåðì t11, òàêîé,
÷òî t1 Ñ t11. Íî òîãäà ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïðàâèëî E-If, ïîëó÷àÿ
tÑ if t11 then t2 else t3. Òàêèì îáðàçîì, t íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ôîð-
ìîé.

Èíîãäà îêàçûâàåòñÿ óäîáíî ðàññìàòðèâàòü íåñêîëüêî øàãîâ âû÷èñëåíèÿ
êàê îäèí áîëüøîé ïåðåõîä ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè. Äëÿ ýòîãî ìû îïðåäåëÿåì
îòíîøåíèå ìíîãîøàãîâîãî âû÷èñëåíèÿ, êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò äàííîìó òåðìó
âñå òåðìû, ïîëó÷àåìûå èç íåãî çà íîëü èëè áîëåå øàãîâ.

Îïðåäåëåíèå 3.5.9 Îòíîøåíèå ìíîãîøàãîâîãî âû÷èñëåíèÿ (multi-step
evaluation relation) Ñ� � ýòî ðåôëåêñèâíî-òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå îòíî-
øåíèÿ (îäíîøàãîâîãî) âû÷èñëåíèÿ. Òî åñòü, ýòî íàèìåíüøåå îòíîøåíèå,
òàêîå, ÷òî (1) åñëè tÑ t1, òî tÑ� t1, (2) äëÿ âñåõ t âûïîëíÿåòñÿ tÑ� t,
è (3) åñëè tÑ� t1 è t1 Ñ� t2, òî tÑ� t2.

Óïðàæíåíèå 3.5.10 r�s Ïåðåôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå 3.5.9 â âèäå íàáîðà
ïðàâèë âûâîäà.

ßâíûé ñïîñîá çàïèñè ìíîãîøàãîâîãî âû÷èñëåíèÿ îáëåã÷àåò ôîðìóëèðîâ-
êó, íàïðèìåð, òàêèõ óòâåðæäåíèé:
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Òåîðåìà 3.5.11 rÅäèíñòâåííîñòü íîðìàëüíûõ ôîðìs Åñëè t Ñ� u è
tÑ� u1, ïðè÷åì è u, è u1 � íîðìàëüíûå ôîðìû, òî u � u'.
Äîêàçàòåëüñòâî: Òåîðåìà ñëåäóåò èç äåòåðìèíèðîâàííîñòè îäíîøàãîâîãî âû-
÷èñëåíèÿ (3.5.4).

Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî âû÷èñëåíèé, êîòîðîå ìû ðàññìîòðèì, ïðåæäå ÷åì îá-
ðàòèòüñÿ ê àðèôìåòè÷åñêèì âûðàæåíèÿì, òàêîâî: êàæäûé òåðì ìîæíî âû-
÷èñëèòü è ïîëó÷èòü çíà÷åíèå. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòî åùå îäíà õàðàêòåðèñòèêà,
êîòîðîé ìîãóò íå îáëàäàòü áîëåå áîãàòûå ÿçûêè, â êîòîðûõ, íàïðèìåð, ïðè-
ñóòñòâóþò ðåêóðñèâíûå îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé. Äàæå â ñëó÷àÿõ, äëÿ êîòîðûõ
ñâîéñòâî âåðíî, äîêàçàòåëüñòâî åãî îáû÷íî ãîðàçäî ñëîæíåå, ÷åì íèæåïðèâå-
äåííîå äîêàçàòåëüñòâî. Â ãëàâå 12 ìû âåðíåìñÿ ê ýòîìó âîïðîñó è ïîêàæåì,
êàê ñèñòåìà òèïîâ ìîæåò ñëóæèòü îñíîâîé äîêàçàòåëüñòâà ãàðàíòèè çàâåðøå-
íèÿ äëÿ íåêîòîðûõ ÿçûêîâ.

Áîëüøèíñòâî äîêàçàòåëüñòâ ãàðàíòèè çàâåðøåíèÿ â èíôîðìàòèêå èìåþò
îäíó è òó æå áàçîâóþ ñòðóêòóðó.5 Ñíà÷àëà âûáåðåì íåêîòîðîå âïîëíå óïîðÿ-
äî÷åííîå ìíîæåñòâî S è ôóíêöèþ f , ïåðåâîäÿùóþ ¾ìàøèííûå ñîñòîÿíèÿ¿ (â
íàøåì ñëó÷àå � òåðìû) â ýëåìåíòû S. Çàòåì ïîêàæåì, ÷òî âñÿêèé ðàç, êîãäà
ìàøèííîå ñîñòîÿíèå t ìîæåò ïåðåéòè â äðóãîå ñîñòîÿíèå t1, âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî fpt1q   fptq. Òåïåðü ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà øàãîâ
âû÷èñëåíèÿ, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ ñ t, ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíà â áåñêîíå÷íóþ
óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ S. Ïîñêîëüêó S âïîëíå óïîðÿäî-
÷åíî, òàêàÿ áåñêîíå÷íàÿ óáûâàþùàÿ öåïî÷êà ñóùåñòâîâàòü íå ìîæåò, à, ñîîò-
âåòñòâåííî, íå ìîæåò áûòü è áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè øàãîâ âû÷èñ-
ëåíèÿ. Ôóíêöèþ f ÷àñòî íàçûâàþò ìåðîé çàâåðøåíèÿ (termination measure)
îòíîøåíèÿ âû÷èñëåíèÿ.

Òåîðåìà 3.5.12 rÇàâåðøåíèå âû÷èñëåíèés Äëÿ êàæäîãî òåðìà t ñóùå-
ñòâóåò íîðìàëüíàÿ ôîðìà t1 òàêàÿ, ÷òî tÑ� t1.
Äîêàçàòåëüñòâî: Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî êàæäûé øàã âû÷èñëåíèÿ
óìåíüøàåò ðàçìåð òåðìà, è ÷òî ðàçìåð ìîæåò ñëóæèòü ìåðîé çàâåðøå-
íèÿ, ïîñêîëüêó îáû÷íûé ïîðÿäîê íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Óïðàæíåíèå 3.5.13 rÐåêîìåíäóåòñÿ,��s

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû äîáàâèëè ê ïðàâèëàì íà ðèñ. 3.1 åùå îäíî:

if true then t2 else t3 Ñ t3 (E-Funny1)

Êàêèå èç òåîðåì 3.5.4, 3.5.7, 3.5.8, 3.5.11 è 3.5.12 îñòàþòñÿ èñòèííû-
ìè?

2. Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî ìû äîáàâëÿåì òàêîå ïðàâèëî:

t2 Ñ t12

if t1 then t2 else t3 Ñ if t1 then t12 else t3

(E-Funny2)

Êàêèå òåîðåìû ñîõðàíÿþòñÿ â ýòîì ñëó÷àå? Òðåáóåòñÿ ëè ìîäèôèöè-
ðîâàòü êàêèå-ëèáî äîêàçàòåëüñòâà?

5Â ãëàâå 12 ìû óâèäèì äîêàçàòåëüñòâî ãàðàíòèè çàâåðøåíèÿ ñ íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíîé
ñòðóêòóðîé.
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B N (áåñòèïîâîå) Ðàñøèðÿåò B (3.1)

Íîâûå ñèíòàêñèñè÷åñêèå ôîðìû
t ::= . . . òåðìû:

0 êîíñòàíòà íîëü
succ t ñëåäóþùåå ÷èñëî
pred t ïðåäûäóùåå ÷èñëî

iszero t ïðîâåðêà íà íîëü
v ::= . . . çíà÷åíèÿ:

nv ÷èñëîâîå çíà÷åíèå
nv ::= . . . ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ:

0 íóëåâîå çíà÷åíèå
succ nv çíà÷åíèå-
ïîñëåäîâàòåëü

Íîâûå ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ tÑ t1

t1 Ñ t11

succ t1 Ñ succ t11
(E-Succ)

pred 0Ñ 0 (E-PredZero)

pred (succ nv1)Ñ nv1

(E-PredSucc)

t1 Ñ t11

pred t1 Ñ pred t11
(E-Pred)

iszero 0Ñ true (E-IszeroZero)

iszero (succ nv1)Ñ false

(E-IszeroSucc)

t1 Ñ t11

iszero t1 Ñ iszero t11

(E-IsZero)

Ðèñ. 3.2. Àðèôìåòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ (NB)

Ñëåäóþùåé íàøåé çàäà÷åé áóäåò ðàñøèðåíèå ïîíÿòèÿ âû÷èñëåíèÿ íà
àðèôìåòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ. Íà ðèñ. 3.2 ïðîäåìîíñòðèðîâàíû íîâûå êîìïî-
íåíòû îïðåäåëåíèÿ. (Ïîìåòêà â ïðàâîì âåðõíåì óãëó ðèñ. 3.2 íàïîìèíàåò, ÷òî
îïðåäåëåíèå ðàñøèðÿåò 3.1, à íå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåçàâèñèìî.)

Êàê è ðàíüøå, îïðåäåëåíèå òåðìîâ ïðîñòî ïîâòîðÿåò ñèíòàêñèñ, êîòîðûé
ìû óæå âèäåëè â �3.1. Îïðåäåëåíèå çíà÷åíèé íåñêîëüêî èíòåðåñíåå, ïîñêîëü-
êó ïðèõîäèòñÿ ââîäèòü íîâóþ êàòåãîðèþ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé (syntactic values).
Èíòóèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå òàêîâî: îêîí÷àòåëüíûì ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèÿ
àðèôìåòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ ìîæåò áûòü ÷èñëî, ïðè÷åì ïîä ÷èñëîì ïîíèìà-
åòñÿ ëèáî 0, ëèáî çíà÷åíèå-ïîñëåäîâàòåëü ÷èñëà (íî íå ïîñëåäîâàòåëü ïðîèç-
âîëüíîãî çíà÷åíèÿ: succ(true) äîëæíî ñ÷èòàòüñÿ îøèáêîé, à íå çíà÷åíèåì).

Ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ â ïðàâîì ñòîëáöå ðèñ. 3.2 ïîñòðîåíû ïî òîé æå ñõå-
ìå, ÷òî è íà ðèñ. 3.1. ×åòûðå ðàáî÷èõ ïðàâèëà (E-PredZero, E-PredSucc,
E-IszeroZero è E-IszeroSucc) ïîêàçûâàþò, êàê îïåðàòîðû pred è iszero

äåéñòâóþò íà ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ, à òðè ïðàâèëà ñîîòâåòñòâèÿ (E-Succ,
E-Pred è E-IsZero) óïðàâëÿþò âû÷èñëåíèåì ¾ïåðâîãî¿ ïîäòåðìà ñîñòàâíîãî
òåðìà.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, ñåé÷àñ ñëåäîâàëî áû ïîâòîðèòü îïðåäåëåíèå 3.5.3 (¾Îäíî-
øàãîâîå îòíîøåíèå âû÷èñëåíèÿ Ñ åñòü íàèìåíüøåå áèíàðíîå îòíîøåíèå íà
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òåðìàõ, íà êîòîðîì âûïîëíÿþòñÿ âñå òðè ïðàâèëà èç ðèñ. 3.1 è 3.2. . . ¿). ×òî-
áû íå òðàòèòü ìåñòî íà òàêîãî ðîäà ñëóæåáíûå îïðåäåëåíèÿ, îáû÷íî ñ÷èòàþò,
÷òî ïðàâèëà âûâîäà ñàìè ïî ñåáå ïðåäñòàâëÿþò îïðåäåëåíèå, à ôîðìóëèðîâêà
¾íàèìåíüøåå îòíîøåíèå, ñîäåðæàùåå âñå ýêçåìïëÿðû. . . ¿ ïîäðàçóìåâàåòñÿ.

Â ýòèõ ïðàâèëàõ âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñèíòàêñè÷åñêàÿ êàòåãîðèÿ ÷èñëîâûõ
çíà÷åíèé (nv). Íàïðèìåð, â E-PredSucc òðåáîâàíèå, ÷òîáû ëåâàÿ ÷àñòü èìå-
ëà âèä pred (succ nv1), à íå ïðîñòî pred (succ t1), ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ýòî
ïðàâèëî íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ ïåðåâîäà pred (succ (pred 0)) â pred 0,
ïîñêîëüêó äëÿ òàêîãî øàãà ïîòðåáîâàëîñü áû çàìåíèòü ìåòàïåðåìåííóþ nv1

íà òåðì pred 0, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâûì çíà÷åíèåì. Â ðåçóëüòàòå åäèí-
ñòâåííûé ðàçðåøåííûé øàã ïðè âû÷èñëåíèè òåðìà pred (succ (pred 0))

èìååò ñëåäóþùåå äåðåâî âûâîäà:

pred 0Ñ 0
E-PredZero

succ (pred 0)Ñ succ 0
E-Succ

pred (succ (pred 0))Ñ pred (succ 0)
E-Pred

Óïðàæíåíèå 3.5.14 r��s Ïîêàæèòå, ÷òî òåîðåìà 3.5.4 âåðíà è äëÿ îòíîøå-
íèÿ âû÷èñëåíèÿ íà àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèÿõ: åñëè t Ñ t1 è t Ñ t2, òî
t1 � t2.

Ôîðìàëèçàöèÿ îïåðàöèîííîé ñåìàíòèêè ÿçûêà òðåáóåò îïðåäåëåíèÿ ïî-
âåäåíèÿ âñåõ òåðìîâ, âêëþ÷àÿ òàêèå òåðìû íàøåãî ÿçûêà, êàê pred 0 è
succ false. Ïî ïðàâèëàì ðèñ. 3.2, ïðåäøåñòâóþùèì ÷èñëîì 0 ñ÷èòàåòñÿ 0.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñëåäîâàòåëü false íå âû÷èñëÿåòñÿ íèêàê (äðóãèìè ñëî-
âàìè, ýòîò òåðì ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ôîðìîé). Òàêèå òåðìû ìû íàçûâàåì
òóïèêîâûìè.

Îïðåäåëåíèå 3.5.15 Òåðì íàçûâàåòñÿ òóïèêîâûì (stuck), åñëè îí íàõîäèòñÿ
â íîðìàëüíîé ôîðìå, íî íå ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì.

Ïîíÿòèå ¾òóïèêîâîãî òåðìà¿ ïðåäñòàâëÿåò â íàøåé ïðîñòîé ìàøèíå îøèá-
êè âðåìåíè âûïîëíåíèÿ (run-time errors). Ñ èíòóèòèâíîé òî÷êè çðåíèÿ, îíî
îïèñûâàåò ñèòóàöèè, êîãäà îïåðàöèîííàÿ ñåìàíòèêà íå çíàåò, ÷òî äåëàòü äàëü-
øå, ïîñêîëüêó ïðîãðàììà îêàçàëàñü â ¾áåññìûñëåííîì¿ ñîñòîÿíèè. Â áîëåå
êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè ÿçûêà òàêèå ñîñòîÿíèÿ ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàç-
ëè÷íîãî ðîäà îøèáêàì: îáðàùåíèÿì ïî íåñóùåñòâóþùåìó àäðåñó, ïîïûòêàì
âûïîëíèòü çàïðåùåííóþ ìàøèííóþ êîìàíäó è ò. ï. Ìû îáúåäèíÿåì âñå ýòè
âèäû íåïðàâèëüíîãî ïîâåäåíèÿ â åäèíóþ êàòåãîðèþ ¾òóïèêîâîãî ñîñòîÿíèÿ¿.

Óïðàæíåíèå 3.5.16 rÐåêîìåíäóåòñÿ,���s
Äðóãîé ñïîñîá ôîðìàëèçàöèè áåññìûñëåííûõ ñîñòîÿíèé àáñòðàêòíîé ìàøè-
íû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ââåñòè íîâûé òåðì wrong (¾íåïðàâèëüíîå çíà÷å-
íèå¿) è äîïîëíèòü îïåðàöèîííóþ ñåìàíòèêó ïðàâèëàìè, êîòîðûå áû ÿâíûì
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îáðàçîì ïîðîæäàëè wrong âî âñåõ ñèòóàöèÿõ, êîòîðûå â íûíåøíåé ñåìàí-
òèêå ïðèâîäÿò ê òóïèêó. À èìåííî, ìû ââîäèì äâå íîâûå ñèíòàêñè÷åñêèå
êàòåãîðèè

badnat ::� íå÷èñëîâûå íîðìàëüíûå ôîðìû
wrong îøèáêà âðåìåíè âûïîëíåíèÿ
true êîíñòàíòà ¾èñòèíà¿
false êîíñòàíòà ¾ëîæü¿

badbool ::� íåáóëåâñêèå íîðìàëüíûå ôîðìû
wrong îøèáêà âðåìåíè âûïîëíåíèÿ
nv ÷èñëîâîå çíà÷åíèå

è äîïîëíÿåì îòíîøåíèå âû÷èñëåíèÿ ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè:

if badbool then t1 else t2 Ñ wrong (E-If-Wrong)

succ badnatÑ wrong (E-Succ-Wrong)

pred badnatÑ wrong (E-Pred-Wrong)

iszero badnatÑ wrong (E-IsZero-Wrong)

Ïîêàæèòå, ÷òî ýòè äâà ïîäõîäà ê ôîðìàëèçàöèè îøèáîê âðåìåíè âûïîëíå-
íèÿ ñîãëàñóþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Äëÿ ýòîãî íóæíî (1) íàéòè ñïîñîá òî÷íîãî
âûðàæåíèÿ èíòóèòèâíîé èäåè î òîì, ÷òî ¾äâà ïîäõîäà ñîãëàñóþòñÿ¿, è
(2) äîêàçàòü åå. Êàê ýòî ÷àñòî áûâàåò ïðè èçó÷åíèè ÿçûêîâ ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ, ñëîæíåå âñåãî ñôîðìóëèðîâàòü òî÷íîå óòâåðæäåíèå, ïîäëåæàùåå
äîêàçàòåëüñòâó � ñàìî äîêàçàòåëüñòâî ïîñëå ýòîãî ïîñòðîèòü íåòðóäíî.

Óïðàæíåíèå 3.5.17 rÐåêîìåíäóåòñÿ,���s
Îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ ñòèëÿ îïåðàöèîííîé ñåìàíòèêè. Â
ýòîé êíèãå èñïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ñåìàíòèêà ñ ìàëûì øàãîì (small-
step): â îïðåäåëåíèè îòíîøåíèÿ âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàíî, êàê îòäåëüíûå øàãè
âû÷èñëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïåðåïèñûâàíèÿ ÷àñòåé òåðìà, ôðàãìåíò çà
ôðàãìåíòîì, ïîêà â êîíöå êîíöîâ íå ïîëó÷èòñÿ çíà÷åíèå. Íà áàçå ýòîãî
îòíîøåíèÿ ìû îïðåäåëÿåì ìíîãîøàãîâîå îòíîøåíèå âû÷èñëåíèÿ, êîòîðîå
ïîçâîëÿåò íàì ãîâîðèòü î òîì, êàê òåðìû (çà ìíîãî øàãîâ) âû÷èñëÿþòñÿ
è äàþò çíà÷åíèÿ. Äðóãîé ñòèëü � ñåìàíòèêà ñ áîëüøèì øàãîì (big-step)
(èëè, èíîãäà, åñòåñòâåííàÿ ñåìàíòèêà, natural semantics), ïðÿìî îïðåäåëÿåò
ïîíÿòèå ¾òåðì òàêîé-òî ïðè âû÷èñëåíèè äàåò òàêîå-òî çíà÷åíèå¿, êîòî-
ðîå çàïèñûâàåòñÿ êàê t ó v. Ïðàâèëà ñ áîëüøèì øàãîì äëÿ íàøåãî ÿçûêà ñ
áóëåâñêèìè è àðèôìåòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè âûãëÿäÿò òàê:

v ó v (B-Value)

t1 ó true t2 ó v2

if t1 then t2 else t3 ó v2

(B-IfTrue)

t1 ó false t3 ó v3

if t1 then t2 else t3 ó v3

(B-IfFalse)
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t1 ó nv1

succ t1 ó succ nv1

(B-Succ)

t1 ó 0

pred t1 ó 0
(B-PredZero)

t1 ó succ nv1

pred t1 ó nv1

(B-PredSucc)

t1 ó 0

iszero t1 ó true
(B-IszeroTrue)

t1 ó succ nv1

iszero t1 ó false
(B-IszeroFalse)

Ïîêàæèòå, ÷òî ñåìàíòèêà ñ ìàëûì øàãîì è ñ áîëüøèì øàãîì äëÿ íàøåãî
ÿçûêà äàþò îäèí è òîò æå ðåçóëüòàò, ò. å., tÑ� v òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà t ó v.

Óïðàæíåíèå 3.5.18 r��Ûs
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì çàõîòåëîñü ïîìåíÿòü ñòðàòåãèþ âû÷èñëåíèÿ äëÿ
íàøåãî ÿçûêà, òàê, ÷òîáû âåòâè then è else â óñëîâíîì âûðàæåíèè âû÷èñ-
ëÿëèñü (â óêàçàííîì ïîðÿäêå) äî òîãî, êàê âû÷èñëèòñÿ ñàìî óñëîâèå. Ïîêà-
æèòå, êàê íóæíî èçìåíèòü ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ, ÷òîáû äîáèòüñÿ òàêîãî
ïîâåäåíèÿ.

3.6. Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ïîíÿòèÿ àáñòðàêòíîãî è êîíêðåòíîãî ñèíòàêñèñà, ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëè-
çà è ò. ï. îáúÿñíÿþòñÿ âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ ïî êîìïèëÿòîðàì. Èíäóêòèâíûå
îïðåäåëåíèÿ, ñèñòåìû ïðàâèë âûâîäà è äîêàçàòåëüñòâà ïî èíäóêöèè ðàññìîò-
ðåíû áîëåå ïîäðîáíî â êíèãàõ Âèíñêåëÿ (1993) è Õåííåññè (Hennessy, 1990).

Ñòèëü îïåðàöèîííîé ñåìàíòèêè, êîòîðûì ìû çäåñü ïîëüçóåìñÿ, âîñõîäèò
ê òåõíè÷åñêîìó îò÷åòó Ïëîòêèíà (1981). Ñòèëü ñ áîëüøèì øàãîì (3.5.17) áûë
ðàçðàáîòàí Êàíîì (1987). Áîëåå ïîäðîáíî îíè îïèñàíû ó Àñòåçèàíî (Astesiano,
1991) è ó Õåííåññè (Hennessy, 1990).

Ñòðóêòóðíóþ èíäóêöèþ ââåë â èíôîðìàòèêó Áåðñòàëë (Burstall, 1969).

Â.: Çà÷åì äîêàçûâàòü ñâîéñòâà
ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ?
Åñëè â îïðåäåëåíèÿõ íåò
îøèáîê, äîêàçàòåëüñòâà ïî÷òè
âñåãäà ïîëó÷àþòñÿ î÷åíü
ñêó÷íûìè.
Î.: Â îïðåäåëåíèÿõ ïî÷òè
âñåãäà åñòü îøèáêè.

Àâòîð íåèçâåñòåí
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Ãëàâà 4

Ðåàëèçàöèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ

âûðàæåíèé íà ÿçûêå ML

Ñ ôîðìàëüíûìè îïðåäåëåíèÿìè, òàêèìè êàê òå, ÷òî ìû âèäåëè â ïðåäû-
äóùåé ãëàâå, ðàáîòàòü ÷àñòî ïðîùå, åñëè èíòóèòèâíûå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå çà
íèìè ñòîÿò, ¾ïîäòâåðæäåíû¿ êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèåé. Â ýòîé ãëàâå ìû îïè-
ñûâàåì îñíîâíûå êîìïîíåíòû èíòåðïðåòàòîðà äëÿ íàøåãî ÿçûêà ëîãè÷åñêèõ è
àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé. (Òå ÷èòàòåëè, êîòîðûå íå ñîáèðàþòñÿ ðàáîòàòü
ñ îïèñàííûìè â ýòîé êíèãå ðåàëèçàöèÿìè ïðîãðàìì ïðîâåðêè òèïîâ, ìîãóò
ïðîïóñòèòü ýòó ãëàâó è âñå ïîñëåäóþùèå, â çàãëàâèè êîòîðûõ óïîìèíàåòñÿ
¾ðåàëèçàöèÿ íà ÿçûêå ML¿.)

Êîä, ïðåäñòàâëåííûé çäåñü (è âî âñåõ ðàçäåëàõ ýòîé êíèãè, ïîñâÿùåííûõ
ðåàëèçàöèè), íàïèñàí íà ïîïóëÿðíîì ÿçûêå èç ñåìåéñòâà ML (Gordon, Milner,
and Wadsworth, 1979), êîòîðûé íàçûâàåòñÿ Objective Caml , èëè, ñîêðàùåííî,
OCaml (Leroy, 2000; Cousineau and Mauny, 1998). Èñïîëüçóåòñÿ ëèøü íåáîëü-
øîå ïîäìíîæåñòâî ÿçûêà OCaml; âñå ïðîãðàììû ëåãêî ìîæíî ïåðåïèñàòü íà
ëþáîé äðóãîé ÿçûê. Îñíîâíûå òðåáîâàíèÿ ê ÿçûêó � àâòîìàòè÷åñêîå óïðàâëå-
íèå ïàìÿòüþ (ñáîðêà ìóñîðà) è ïðîñòîòà îïðåäåëåíèÿ ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé
÷åðåç ñîïîñòàâëåíèå ñ îáðàçöîì íà ñòðóêòóðíûõ òèïàõ äàííûõ. Âïîëíå ïîä-
õîäÿò äðóãèå ôóíêöèîíàëüíûå ÿçûêè, íàïðèìåð, Standard ML (Milner, Tofte,
Harper, and MacQueen, 1997), Haskell (Hudak et al., 1992; Thompson, 1999)
èëè Scheme (Kelsey, Clinger, and Rees, 1998; Dybvig, 1996) (ñ êàêèì-ëèáî ðàñ-
øèðåíèåì äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ ñ îáðàçöîì). ßçûêè ñî ñáîðêîé ìóñîðà, íî áåç
ñîïîñòàâëåíèÿ, íàïðèìåð, Java (Arnold and Gosling, 1996) èëè ÷èñòàÿ Scheme,
äëÿ íàøèõ çàäà÷ íåñêîëüêî òÿæåëîâàòû. ßçûêè, â êîòîðûõ íåò íè òîãî, íè
äðóãîãî, êàê C (Kernighan and Ritchie, 1988), ïîäõîäÿò åùå ìåíüøå.1

Êîä èç ýòîé ãëàâû õðàíèòñÿ â âåá-ðåïîçèòîðèè ïî àäðåñó http://www.cis.upenn.edu/

~bcpierce/tapl ïîä íàçâàíèåì arith. Òàì æå ìîæíî íàéòè èíñòðóêöèè ïî ñêà÷èâàíèþ è
ñáîðêå èíòåðïðåòàòîðîâ.

1Ðàçóìååòñÿ, ÿçûêîâûå âêóñû áûâàþò ðàçíûå, è õîðîøèé ïðîãðàììèñò ñïîñîáåí ðàáîòàòü
ñ ëþáûì èíñòðóìåíòîì; ÷èòàòåëü ìîæåò âûáðàòü òîò ÿçûê, êîòîðûé åìó íðàâèòñÿ. Îäíàêî
ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ïðè ñèìâîëüíîé îáðàáîòêå, õàðàêòåðíîé äëÿ ïðîãðàìì ïðîâåðêè
òèïîâ, ðó÷íîå óïðàâëåíèå ïàìÿòüþ îñîáåííî óòîìèòåëüíî è ÷ðåâàòî îøèáêàìè.
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4.1. Ñèíòàêñèñ

Ñíà÷àëà íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü òèï OCaml-çíà÷åíèé, ïðåäñòàâëÿþùèé
òåðìû. Ýòà çàäà÷à ëåãêî ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåõàíèçìà çàäàíèÿ òèïîâ â
OCaml: âîò îáúÿâëåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ïðÿìîé ïåðåâîä ãðàììàòèêè
ñî ñ. 44.

type term =

TmTrue of info

| TmFalse of info

| TmIf of info * term * term * term

| TmZero of info

| TmSucc of info * term

| TmPred of info * term

| TmIsZero of info * term

Êîíñòðóêòîðû îò TmTrue äî TmIsZero ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì âèäàì âåð-
øèí â ñèíòàêñè÷åñêèõ äåðåâüÿõ òèïà term; òèï, ñëåäóþùèé çà ñëîâîì of, äëÿ
êàæäîãî ñëó÷àÿ óêàçûâàåò êîëè÷åñòâî ïîääåðåâüåâ, ðàñòóùèõ èç âåðøèíû
äàííîãî âèäà.

Êàæäûé óçåë àáñòðàêòíîãî ñèíòàêñè÷åñêîãî äåðåâà ñíàáæåí çíà÷åíèåì òè-
ïà info, â êîòîðîì çàïèñàíî ìåñòî â ôàéëå è èìÿ ôàéëà, â êîòîðîì îïðåäåëåíà
ýòà âåðøèíà. Ýòà èíôîðìàöèÿ ñîçäàåòñÿ ïðîöåäóðîé ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà
ïðè ÷òåíèè âõîäíîãî ôàéëà è èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿìè ðàñïå÷àòêè, ÷òîáû ñî-
îáùèòü ïîëüçîâàòåëþ î ìåñòîíàõîæäåíèè îøèáêè. Ñ òî÷êè çðåíèÿ îñíîâíûõ
àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ, ïðîâåðêè òèïîâ è ò. ï., ýòó èíôîðìàöèþ ìîæíî áûëî
áû è âîâñå íå õðàíèòü; îíà âêëþ÷åíà â ëèñòèíãè, ÷òîáû ÷èòàòåëè, êîòîðûì
çàõî÷åòñÿ ñàìèì ïîýêñïåðèìåíòèðîâàòü ñ ðåàëèçàöèÿìè, âèäåëè êîä òî÷íî â
òàêîì âèäå, â êàêîì îí íàïå÷àòàí â êíèãå.

Ïðè îïðåäåëåíèè îòíîøåíèÿ âû÷èñëåíèÿ íåîáõîäèìî ïðîâåðÿòü, ÿâëÿåòñÿ
ëè òåðì ÷èñëîâûì çíà÷åíèåì:

let rec isnumericval t = match t with

TmZero(_) Ñ true

| TmSucc(_,t1) Ñ isnumericval t1

| _ Ñ false

Ýòî òèïè÷íûé ïðèìåð ðåêóðñèâíîãî îïðåäåëåíèÿ ÷åðåç ñîïîñòàâëåíèå ñ
îáðàçöîì â OCaml: isnumericval îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ, áóäó÷è
âûçâàíà ñ àðãóìåíòîì TmZero, âîçâðàùàåò true; áóäó÷è ïðèìåíåíà ê TmSucc

ñ ïîääåðåâîì t1, âûçûâàåò ñåáÿ ðåêóðñèâíî ñ àðãóìåíòîì t1, ÷òîáû ïðîâå-
ðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îí ÷èñëîâûì çíà÷åíèåì; à áóäó÷è âûçâàíà ñ ëþáûì äðóãèì
àðãóìåíòîì, âîçâðàùàåò false. Çíàêè ïîä÷åðêèâàíèÿ â íåêîòîðûõ îáðàçöàõ
� ìåòêè ¾íåâàæíî¿, îíè ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñ ëþáûì òåðìîì, êîòîðûé ñòîèò
â óêàçàííîì ìåñòå; â ïåðâûõ äâóõ ïðåäëîæåíèÿõ ñ èõ ïîìîùüþ èãíîðèðó-
þòñÿ àííîòàöèè info, à â ïîñëåäíåì ïðåäëîæåíèè ñ ïîìîùüþ òàêîé ìåòêè
ñîïîñòàâëÿåòñÿ ëþáîé òåðì. Êëþ÷åâîå ñëîâî rec ãîâîðèò êîìïèëÿòîðó, ÷òî
îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ðåêóðñèâíî � ò. å., ÷òî èäåíòèôèêàòîð isnumericval â
òåëå ôóíêöèè îòíîñèòñÿ ê ñàìîé ôóíêöèè, êîòîðóþ ñåé÷àñ îïðåäåëÿþò, à íå
ê êàêîé-ëèáî áîëåå ðàííåé ïåðåìåííîé ñ òåì æå èìåíåì.
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Çàìåòèì, ÷òî ML-êîä â ïðèâåäåííîì îïðåäåëåíèè ïðè âåðñòêå íåìíîãî
¾óêðàøåí¿, êàê äëÿ ïðîñòîòû ÷òåíèÿ, òàê è äëÿ ñîõðàíåíèÿ ñòèëÿ ïðèìå-
ðîâ èç ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ìû èñïîëüçóåì íàñòîÿùèé ñèìâîë
ñòðåëêè Ñ, à íå äâóõñèìâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ->.

Àíàëîãè÷íî âûãëÿäèò ôóíêöèÿ, ïðîâåðÿþùàÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè òåðì çíà÷åíè-
åì:

let rec isval t = match t with

TmTrue(_) Ñ true

| TmFalse(_) Ñ true

| t when isnumericval t Ñ true

| _ Ñ false

Â òðåòüåì ïðåäëîæåíèè âñòðå÷àåòñÿ ¾óñëîâíûé îáðàçåö¿: îí ñîïîñòàâëÿ-
åòñÿ ñ ëþáûì òåðìîì t, íî òîëüêî åñëè áóëåâñêîå âûðàæåíèå isnumericval t

âîçâðàùàåò çíà÷åíèå ¾èñòèíà¿.

4.2. Âû÷èñëåíèå

Ðåàëèçàöèÿ îòíîøåíèÿ âû÷èñëåíèÿ òî÷íî ñëåäóåò ïðàâèëàì îäíîøàãîâî-
ãî âû÷èñëåíèÿ ïî ðèñ. 3.1 è 3.2. Êàê ìû âèäåëè, ýòè ïðàâèëà îïðåäåëÿþò
÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ (partial function), êîòîðàÿ, áóäó÷è ïðèìåíåíà ê òåðìó,
íå ÿâëÿþùåìóñÿ çíà÷åíèåì, âûäàåò ñëåäóþùèé øàã âû÷èñëåíèÿ ýòîãî òåðìà.
Åñëè ôóíêöèþ ïîïûòàòüñÿ ïðèìåíèòü ê çíà÷åíèþ, îíà íèêàêîãî ðåçóëüòàòà
íå âûäàåò. Ïðè ïåðåâîäå ïðàâèë âû÷èñëåíèÿ íà OCaml íàì íóæíî ðåøèòü,
êàê äåéñòâîâàòü â òàêîì ñëó÷àå. Î÷åâèäíûé âàðèàíò � íàïèñàòü ôóíêöèþ îä-
íîøàãîâîãî âû÷èñëåíèÿ eval1 òàê, ÷òîáû îíà âûçûâàëà èñêëþ÷åíèå, åñëè íè
îäíî èç ïðàâèë íåâîçìîæíî ïðèìåíèòü ê òåðìó, ïîëó÷åííîìó â êà÷åñòâå ïàðà-
ìåòðà. (Äðóãîé ñïîñîá äåéñòâèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû çàñòàâèòü âû÷èñëè-
òåëü âîçâðàùàòü çíà÷åíèå òèïà term option, êîòîðîå áû ïîêàçûâàëî, áûëî ëè
âû÷èñëåíèå óñïåøíûì, è åñëè äà, òî êàêîâ åãî ðåçóëüòàò; ýòîò âàðèàíò òîæå
ðàáîòàë áû, íî ïîòðåáîâàë áû áîëüøå ñëóæåáíîãî êîäà.) Îïðåäåëèì ñíà÷àëà
èñêëþ÷åíèå, êîòîðîå âûçûâàåòñÿ, åñëè íè îäíî ïðàâèëî íå ïðèìåíèìî:

exception NoRuleApplies

Òåïåðü ìîæíî íàïèñàòü ñàìó ôóíêöèþ îäíîøàãîâîãî âû÷èñëåíèÿ.

let rec eval1 t = match t with

TmIf(_,TmTrue(_),t2 ,t3) Ñ

t2

| TmIf(_,TmFalse(_),t2 ,t3) Ñ

t3

| TmIf(fi,t1,t2,t3) Ñ

let t1' = eval1 t1 in

TmIf(fi, t1 ', t2 , t3)

| TmSucc(fi,t1) Ñ

let t1' = eval1 t1 in

TmSucc(fi, t1 ')

| TmPred(_,TmZero(_)) Ñ

TmZero(dummyinfo)
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| TmPred(_,TmSucc(_,nv1)) when (isnumericval nv1) Ñ

nv1

| TmPred(fi,t1) Ñ

let t1' = eval1 t1 in

TmPred(fi, t1 ')

| TmIsZero(_,TmZero(_)) Ñ

TmTrue(dummyinfo)

| TmIsZero(_,TmSucc(_,nv1)) when (isnumericval nv1) Ñ

TmFalse(dummyinfo)

| TmIsZero(fi,t1) Ñ

let t1' = eval1 t1 in

TmIsZero(fi , t1 ')

| _ Ñ

raise NoRuleApplies

Çàìåòèì, ÷òî â íåñêîëüêèõ ìåñòàõ ìû ñîçäàåì íîâûå òåðìû, à íå ïåðåäåëû-
âàåì óæå ñóùåñòâóþùèå. Òàê êàê ýòèõ íîâûõ òåðìîâ íåò â ïîëüçîâàòåëüñêèõ
èñõîäíûõ ôàéëàõ, òî àííîòàöèè info â íèõ íå èìåþò ñìûñëà. Â òàêèõ òåð-
ìàõ ìû èñïîëüçóåì êîíñòàíòó dummyinfo. Äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ ñ àííîòàöèÿìè â
îáðàçöàõ âñåãäà èñïîëüçóåòñÿ ïåðåìåííàÿ fi (�le information, ¾èíôîðìàöèÿ î
ôàéëå¿).

Åùå îäíà ñóùåñòâåííàÿ äåòàëü â îïðåäåëåíèè eval1 � èñïîëüçîâàíèå ÿâ-
íûõ âûðàæåíèé when â îáðàçöàõ äëÿ ïåðåäà÷è ñìûñëà èìåí ìåòàïåðåìåííûõ
âðîäå v è nv â ïðàâèëàõ, îïðåäåëÿþùèõ îòíîøåíèå âû÷èñëåíèÿ íà ðèñ. 3.1 è
3.2. Íàïðèìåð, â âûðàæåíèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ TmPred(_,TmSucc(_,nv1)), ñåìàí-
òèêà îáðàçöîâ OCaml ïîçâîëÿåò nv1 ñîïîñòàâëÿòüñÿ ñ êàêèì óãîäíî òåðìîì, à
ìû ýòîãî íå õîòèì; äîáàâëåíèå when (isnumericval nv1) îãðàíè÷èâàåò ïðàâèëî
òàê, ÷òîáû îíî ñðàáàòûâàëî òîëüêî åñëè òåðì, ñîîòâåòñòâóþùèé nv1, äåéñòâè-
òåëüíî ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâûì çíà÷åíèåì. (Ìû, â ïðèíöèïå, ìîãëè áû ïåðåïè-
ñàòü èñõîäíûå ïðàâèëà âûâîäà â òîì æå ñòèëå, ÷òî è îáðàçöû ML, ïðåâðàòèâ
íåÿâíûå îãðàíè÷åíèÿ, ïîäðàçóìåâàåìûå èìåíàìè ìåòàïåðåìåííûõ, â ÿâíûå
óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë:

t1 � ÷èñëîâîå çíà÷åíèå

pred (succ t1)Ñ t1

(E-PredSucc)

Ïðè ýòîì íåñêîëüêî ïîñòðàäàëà áû êîìïàêòíîñòü ïðàâèë è èõ óäîáñòâî äëÿ
÷òåíèÿ.)

Íàêîíåö, ôóíêöèÿ eval áåðåò òåðì è íàõîäèò åãî íîðìàëüíóþ ôîðìó, öèê-
ëè÷åñêè ïðèìåíÿÿ eval1. Åñëè eval1 âîçâðàùàåò íîâûé òåðì t', òî ìû âûçû-
âàåì eval ðåêóðñèâíî, ÷òîáû ïðîäîëæèòü âû÷èñëåíèå, íà÷èíàÿ ñ t'. Êîãäà,
íàêîíåö, eval1 äîñòèãíåò ñîñòîÿíèÿ, ãäå íå ïðèìåíèìî íèêàêîå ïðàâèëî, îíà
âûçûâàåò èñêëþ÷åíèå NoRuleApplies. Ïðè ýòîì eval âûõîäèò èç öèêëà è âîç-
âðàùàåò çàêëþ÷èòåëüíûé òåðì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.2

2Ìû çàïèñûâàåì eval òàêèì îáðàçîì èç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà äëÿ ÷òåíèÿ, îäíàêî íà
ñàìîì äåëå ïîìåùàòü îáðàáîò÷èê èñêëþ÷åíèé try âíóòðü ðåêóðñèâíîãî öèêëà â ML íå
ðåêîìåíäóåòñÿ.

Óïðàæíåíèå 4.2.1 r��s:
Ïî÷åìó? Êàê áûëî áû ïðàâèëüíåå çàïèñàòü eval?
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let rec eval t =

try let t' = eval1 t

in eval t'

with NoRuleApplies Ñ t

Ðàçóìååòñÿ, íàø ïðîñòîé âû÷èñëèòåëü çàïèñàí òàê, ÷òîáû óïðîñòèòü âîç-
ìîæíîñòü åãî ñðàâíåíèÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì âû÷èñëåíèÿ, à íå
òàê, ÷òîáû íàõîäèòü íîðìàëüíûå ôîðìû êàê ìîæíî áûñòðåå. Íåñêîëüêî áî-
ëåå ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ìîæíî ïîëó÷èòü íà îñíîâå ïðàâèë âû÷èñëåíèÿ
¾ñ áîëüøèì øàãîì¿, êàê ïðåäëàãàåòñÿ â óïðàæíåíèè 4.2.2.

Óïðàæíåíèå 4.2.2 rÐåêîìåíäóåòñÿ,���Ûs:
Èçìåíèòå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè eval â ïðîãðàììå arith, èñïîëüçóÿ ñòèëü ñ
áîëüøèì øàãîì èç óïðàæíåíèÿ 3.5.17.

4.3. ×òî îñòàëîñü çà êàäðîì

Ðàçóìååòñÿ, â ëþáîì èíòåðïðåòàòîðå è êîìïèëÿòîðå � äàæå â î÷åíü ïðî-
ñòîì, � ìíîãî ìîäóëåé ïîìèìî òåõ, êîòîðûå ìû îáñóäèëè âûøå. Íà ñàìîì
äåëå âû÷èñëÿåìûå òåðìû èçíà÷àëüíî õðàíÿòñÿ â ôàéëàõ êàê ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ñèìâîëîâ. Èõ íóæíî ñ÷èòàòü èç ôàéëîâîé ñèñòåìû, ïåðåâåñòè â ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ëåêñåì ïðè ïîìîùè ëåêñè÷åñêîãî àíàëèçàòîðà, ïîòîì ñ ïîìî-
ùüþ ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçàòîðà ñîáðàòü èç íèõ àáñòðàêòíûå ñèíòàêñè÷å-
ñêèå äåðåâüÿ, è òîëüêî ïîñëå ýòîãî ïåðåäàòü ôóíêöèÿì âû÷èñëåíèÿ, êîòîðûå
ìû âèäåëè â ýòîé ãëàâå. Áîëåå òîãî, ïîñëå âû÷èñëåíèÿ íóæíî ðàñïå÷àòàòü
ðåçóëüòàòû.

Ôàéëîâûé
ââîä/âûâîä Ëåêñè÷åñêèé àíàëèç

Ñèíòàêñè÷åñêèé
àíàëèç

Âû÷èñëåíèÿÏå÷àòü

ñèìâîëû

ëåêñåìû

òåðìû

çíà÷åíèÿ

Èíòåðåñóþùèåñÿ ÷èòàòåëè ìîãóò èññëåäîâàòü èìåþùèéñÿ â ñåòè êîä âñåãî
èíòåðïðåòàòîðà íà OCaml.
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Ãëàâà 5

Áåñòèïîâîå

ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå

Â ýòîé ãëàâå ìû âñïîìíèì îïðåäåëåíèå è íåêîòîðûå áàçîâûå ñâîéñòâà
áåñòèïîâîãî (untyped), èëè ÷èñòîãî (pure), ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ (lambda-
calculus). Áåñòèïîâîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå ñëóæèò âû÷èñëèòåëüíîé îñíîâîé,
¾ïî÷âîé¿, èç êîòîðîé ïîÿâèëîñü áîëüøèíñòâî ñèñòåì òèïîâ, îïèñûâàåìûõ â
îñòàâøåéñÿ ÷àñòè êíèãè.

Â ñåðåäèíå 60-õ ãîäîâ Ïèòåð Ëàíäèí îòìåòèë, ÷òî ñëîæíûé ÿçûê ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ ìîæíî èçó÷àòü, ñôîðìóëèðîâàâ åãî ÿäðî â âèäå íåáîëüøîãî áàçî-
âîãî èñ÷èñëåíèÿ, êîòîðîå âûðàæàåò ñàìûå ñóùåñòâåííûå ìåõàíèçìû ÿçûêà,
è äîïîëíèâ åãî íàáîðîì óäîáíûõ ïðîèçâîäíûõ ôîðì (derived forms), ïîâåäå-
íèå êîòîðûõ ìîæíî âûðàçèòü ïóòåì ïåðåâîäà íà ÿçûê áàçîâîãî èñ÷èñëåíèÿ
(Landin 1964, 1965, 1966; ñì. òàêæå Tennent 1981). Â êà÷åñòâå áàçîâîãî ÿçû-
êà Ëàíäèí èñïîëüçîâàë ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå (lambda-calculus) � ôîðìàëüíóþ
ñèñòåìó, èçîáðåòåííóþ â 1920-å ãîäû Àëîíñî ×¼ð÷åì (Church, 1936, 1941), ãäå
âñå âû÷èñëåíèå ñâîäèòñÿ ê ýëåìåíòàðíûì îïåðàöèÿì � îïðåäåëåíèþ ôóíê-
öèè è åå ïðèìåíåíèþ. Ïîä âëèÿíèåì èäåé Ëàíäèíà, à òàêæå íîâàòîðñêèõ ðà-
áîò Äæîíà Ìàêêàðòè ïî ÿçûêó Lisp (McCarthy, Russell, Edwards, et al., 1959;
McCarthy, 1981) ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå ñòàëî øèðîêî èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ñïåöè-
ôèêàöèè êîíñòðóêöèé ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â ðàçðàáîòêå è ðåàëèçàöèè
ÿçûêîâ, à òàêæå â èññëåäîâàíèè ñèñòåì òèïîâ. Âàæíîñòü ýòîãî èñ÷èñëåíèÿ
ñîñòîèò â òîì, ÷òî åãî ìîæíî îäíîâðåìåííî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîñòîé ÿçûê
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íà êîòîðîì ìîæíî îïèñûâàòü âû÷èñëåíèÿ, è êàê ìàòå-
ìàòè÷åñêèé îáúåêò, î êîòîðîì ìîæíî äîêàçûâàòü ñòðîãèå óòâåðæäåíèÿ.

Ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå � ëèøü îäíî èç íåñêîëüêèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ÷èñ-
ëåíèé, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ïîäîáíûõ öåëåé. Ïè-èñ÷èñëåíèå (pi-calculus) Ìèë-
íåðà, Ïýððîó è Óîêåðà (Milner, Parrow, and Walker, 1992; Milner, 1991)) çà-
âîåâàëî ïîïóëÿðíîñòü êàê áàçîâûé ÿçûê äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñåìàíòèêè ÿçûêîâ
ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé ñ îáìåíîì ñîîáùåíèÿìè, à èñ÷èñëåíèå îáúåêòîâ

Ïðèìåðû èç ýòîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ òåðìàìè ÷èñòîãî áåñòèïîâîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ, λ
(ñì. ðèñ. 5.3), ëèáî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ ñ äîáàâëåíèåì áóëåâñêèõ çíà÷åíèé è àðèôìåòè÷åñêèõ
îïåðàöèé, λNB (3.2). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåàëèçàöèÿ íà OCaml íàçûâàåòñÿ fulluntyped.
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(object calculus) Àáàäè è Êàðäåëëè (Abadi and Cardelli, 1996) âûðàæàåò ñóòü
îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ ÿçûêîâ. Áîëüøèíñòâî èäåé è ìåòîäîâ, êîòîðûå
ìû îïèøåì è ðàçðàáîòàåì äëÿ ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ, ìîæíî áåç îñîáîãî òðó-
äà ïåðåíåñòè è íà ýòè äðóãèå èñ÷èñëåíèÿ. Îäèí èç ïðèìåðîâ òàêîãî ïåðåíîñà
ïðåäñòàâëåí â ãëàâå 19.

Ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå ìîæíî ðàñøèðèòü è îáîãàòèòü íåñêîëüêèìè ñïîñîáà-
ìè. Âî-ïåðâûõ, ÷àñòî äëÿ óäîáñòâà äîáàâëÿþò îñîáûé ñèíòàêñèñ äëÿ ÷èñåë,
êîðòåæåé, çàïèñåé è ò. ï., ÷üå ïîâåäåíèå, â ïðèíöèïå, ìîæíî ñìîäåëèðîâàòü è
â áàçîâîì ÿçûêå. Èíòåðåñíåå äîáàâèòü áîëåå ñëîæíûå âîçìîæíîñòè, òàêèå êàê
èçìåíÿåìûå ññûëî÷íûå ÿ÷åéêè èëè íåëîêàëüíàÿ îáðàáîòêà èñêëþ÷åíèé. Ýòè
ñâîéñòâà ìîæíî ñìîäåëèðîâàòü íà áàçîâîì ÿçûêå òîëüêî ïóòåì äîñòàòî÷íî
òÿæåëîâåñíîãî ïåðåâîäà. Òàêèå ðàñøèðåíèÿ, â êîíöå êîíöîâ, ïðèâîäÿò ê ÿçû-
êàì âðîäå ML (Gordon, Milner, and Wadsworth, 1979; Milner, Tofte, and Harper,
1990; Weis, Aponte, Laville, Mauny, and Su�arez, 1989; Milner, Tofte, Harper, and
MacQueen, 1997), Haskell (Hudak et al., 1992) èëè Scheme (Sussman and Steele,
1975; Kelsey, Clinger, and Rees, 1998). Êàê ìû óâèäèì â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ,
ðàñøèðåíèÿ áàçîâîãî ÿçûêà ÷àñòî òðåáóþò ðàñøèðåíèÿ ñèñòåìû òèïîâ.

5.1. Îñíîâû

Ïðîöåäóðíàÿ (èëè ôóíêöèîíàëüíàÿ) àáñòðàêöèÿ � êëþ÷åâîå ñâîéñòâî ïî-
÷òè âñåõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Âìåñòî òîãî, ÷òîáû âûïèñûâàòü îäíî è
òî æå âû÷èñëåíèå ðàç çà ðàçîì, ìû ïèøåì ïðîöåäóðó èëè ôóíêöèþ, êîòîðàÿ
ïðîäåëûâàåò ýòî âû÷èñëåíèå â îáùåì âèäå, èñïîëüçóÿ îäèí èëè íåñêîëüêî
èìåíîâàííûõ ïàðàìåòðîâ, à çàòåì ïðè íåîáõîäèìîñòè âûçûâàåì ýòó ïðîöåäó-
ðó, êàæäûé ðàç çàäàâàÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ. Ê ïðèìåðó, äëÿ ïðîãðàììèñòà
åñòåñòâåííî âçÿòü äëèííîå âû÷èñëåíèå ñ ïîâòîðÿþùèìèñÿ ÷àñòÿìè, âðîäå

(5*4*3*2*1) + (7*6*5*4*3*2*1) - (3*2*1)

è ïåðåïèñàòü åãî â âèäå factorial(5) + factorial(7) - factorial(3), ãäå

factorial(n) = if n=0 then 1 else n * factorial(n-1)

Äëÿ êàæäîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà n ïîäñòàíîâêà àðãóìåíòà n â ôóíêöèþ
factorial äàåò â ðåçóëüòàòå ôàêòîðèàë n. Èñïîëüçóÿ íîòàöèþ ¾λn. ...¿
îáîçíà÷àþùóþ ¾ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ êàæäîãî n, äàåò . . . ¿, îïðåäåëåíèå
factorial ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü êàê

factorial = λn. if n=0 then 1 else n * factorial(n-1)

Òåïåðü factorial(0) îçíà÷àåò ¾ôóíêöèÿ λn. if n=0 then 1 else ..., ïðè-
ìåíåííàÿ ê àðãóìåíòó 0¿, òî åñòü, ¾çíà÷åíèå, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ, åñëè àð-
ãóìåíò n â òåëå ôóíêöèè (λn. if n=0 then 1 else ...) çàìåíèòü íà 0¿, òî
åñòü, ¾if 0=0 then 1 else ...¿, òî åñòü, 1.

Ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå (lambda-calculus) (èëè λ-èñ÷èñëåíèå) âîïëîùàåò òà-
êîé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèé â íàèáîëåå ÷èñòîé ôîðìå.
Â ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèè âñ¼ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿìè: àðãóìåíòû, êîòîðûå ôóíê-
öèè ïðèíèìàþò � òîæå ôóíêöèè, è ðåçóëüòàò, âîçâðàùàåìûé ôóíêöèåé �
îïÿòü-òàêè ôóíêöèÿ.
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Ñèíòàêñèñ ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ ñîñòîèò èç òðåõ âèäîâ òåðìîâ.1 Ïåðåìåííàÿ
x ñàìà ïî ñåáå åñòü òåðì; àáñòðàêöèÿ ïåðåìåííîé x â òåðìå t1, (çàïèñûâàåòñÿ
êàê λx.t1), � òîæå òåðì; è, íàêîíåö, ïðèìåíåíèå òåðìà t1 ê òåðìó t2 (çàïè-
ñûâàåòñÿ t1 t2) � òðåòèé âèä òåðìîâ. Ýòè ñïîñîáû êîíñòðóèðîâàíèÿ òåðìîâ
âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùåé ãðàììàòèêîé:
t ::= òåðìû:

x ïåðåìåííàÿ
λx. t àáñòðàêöèÿ
t t ïðèìåíåíèå

Â ñëåäóþùèõ ïîäðàçäåëàõ ýòî îïðåäåëåíèå èçó÷àåòñÿ äåòàëüíî.

Àáñòðàêòíûé è êîíêðåòíûé ñèíòàêñèñ

Ïðè îáñóæäåíèè ñèíòàêñèñà ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîëåçíî ðàçëè÷àòü
äâà óðîâíÿ2 ñòðóêòóðû. Êîíêðåòíûé ñèíòàêñèñ (concrete syntax, èëè surface
syntax) ÿçûêà îòíîñèòñÿ ê ñòðîêàì ñèìâîëîâ, êîòîðûå íåïîñðåäñòâåííî ÷èòà-
þò è ïèøóò ïðîãðàììèñòû. Àáñòðàêòíûé ñèíòàêñèñ (abstract syntax) � ýòî
íàìíîãî áîëåå ïðîñòîå âíóòðåííåå ïðåäñòàâëåíèå ïðîãðàìì â âèäå ïîìå÷åí-
íûõ äåðåâüåâ (îíè íàçûâàþòñÿ àáñòðàêòíûìè ñèíòàêñè÷åñêèìè äåðåâüÿìè
(abstract syntax trees) èëè ÀÑÄ (AST)). Ïðåäñòàâëåíèå â âèäå äåðåâà äåëàåò
ñòðóêòóðó òåðìîâ î÷åâèäíîé, è ïîýòîìó åãî óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ñëîæ-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûå íóæíû êàê ïðè ñòðîãîì îïðåäåëåíèè ÿçûêîâ (è
äîêàçàòåëüñòâå èõ ñâîéñòâ), òàê è âíóòðè êîìïèëÿòîðîâ è èíòåðïðåòàòîðîâ.

Ïðåîáðàçîâàíèå èç êîíêðåòíîãî â àáñòðàêòíûé ñèíòàêñèñ ïðîèñõîäèò â
äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà ëåêñè÷åñêèé àíàëèçàòîð (lexical analyzer) (èëè ëåêñåð,
lexer) ïåðåâîäèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ, íàïèñàííûõ ïðîãðàììèñòîì,
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëåêñåì (tokens) � èäåíòèôèêàòîðîâ, êëþ÷åâûõ ñëîâ,
êîììåíòàðèåâ, ñèìâîëîâ ïóíêòóàöèè, è ò. ï. Ëåêñè÷åñêèé àíàëèçàòîð óáèðàåò
êîììåíòàðèè, îáðàáàòûâàåò ïðîáåëû, ðåøàåò âîïðîñ ñ çàãëàâíûìè è ñòðî÷íû-
ìè áóêâàìè, à òàêæå ðàñïîçíàåò ôîðìàòû ÷èñëîâûõ è ñèìâîëüíûõ êîíñòàíò.
Ïîñëå ýòîãî ãðàììàòè÷åñêèé àíàëèçàòîð (ïàðñåð) (parser) ïðåîáðàçóåò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ëåêñåì â àáñòðàêòíîå ñèíòàêñè÷åñêîå äåðåâî. Ïðè ãðàììà-
òè÷åñêîì ðàçáîðå ñîãëàøåíèÿ î ïðèîðèòåòå (precedence) è àññîöèàòèâíîñòè
(associativity) îïåðàòîðîâ ïîìîãàþò óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî ñêîáîê â ïðîãðàì-
ìå, ÿâíî óêàçûâàþùèõ ñòðóêòóðó ñîñòàâíûõ âûðàæåíèé. Íàïðèìåð, îïåðà-
òîð * èìååò ïðèîðèòåò âûøå, ÷åì îïåðàòîð +, òàê ÷òî àíàëèçàòîð èíòåðïðå-
òèðóåò âûðàæåíèå áåç ñêîáîê 1+2*3 êàê àáñòðàêòíîå ñèíòàêñè÷åñêîå äåðåâî,

1Âûðàæåíèå ¾ëÿìáäà-òåðì (lambda-term)¿ îòíîñèòñÿ êî âñåì òåðìàì ëÿìáäà-
èñ÷èñëåíèÿ. Ëÿìáäà-òåðìû, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ ñ áóêâû λ, ÷àñòî íàçûâàþò ¾ëÿìáäà-
àáñòðàêöèÿìè (lambda-abstractions)¿.

2Îïðåäåëåíèÿ ïîëíîöåííûõ ÿçûêîâ èíîãäà èñïîëüçóþò åùå áîëüøåå ÷èñëî óðîâíåé. Íà-
ïðèìåð, âñëåä çà Ëàíäèíîì, ÷àñòî áûâàåò ïîëåçíî îïðåäåëÿòü ïîâåäåíèå íåêîòîðûõ êîí-
ñòðóêöèé ÿçûêà â êà÷åñòâå ïðîèçâîäíûõ ôîðì, ïóòåì ïåðåâîäà èõ â êîìáèíàöèè äðóãèõ,
áîëåå ýëåìåíòàðíûõ, êîíñòðóêöèé. Îãðàíè÷åííûé ÿçûê, ñîñòîÿùèé òîëüêî èç ýòèõ áàçî-
âûõ êîíñòðóêöèé, ÷àñòî íàçûâàþò âíóòðåííèì ÿçûêîì (internal language), à ïîëíûé ÿçûê,
êîòîðûé âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå ïðîèçâîäíûå ôîðìû, íàçûâàåòñÿ âíåøíèì ÿçûêîì (external
language). Òðàíñôîðìàöèÿ èç âíåøíåãî ÿçûêà âî âíóòðåííèé âûïîëíÿåòñÿ (ïî êðàéíåé ìå-
ðå, êîíöåïòóàëüíî) îòäåëüíûì ïðîõîäîì êîìïèëÿòîðà, âñëåä çà ñèíòàêñè÷åñêèì àíàëèçîì.
Ïðîèçâîäíûå ôîðìû îáñóæäàþòñÿ â ðàçäåëå 11.3.
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êîòîðîå ïîêàçàíî ñëåâà, à íå ñïðàâà:

+

1 *

2 3

*

+

1 2

3

Â ýòîé êíèãå ìû îáðàùàåì îñíîâíîå âíèìàíèå íà àáñòðàêòíûé, à íå êîí-
êðåòíûé ñèíòàêñèñ. Ãðàììàòèêè, âðîäå òîé, ÷òî ìû ïðèâåëè äëÿ ëÿìáäà-
òåðìîâ, ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê îïèñàíèÿ ðàçðåøåííûõ âèäîâ äåðåâüåâ,
à íå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ëåêñåì èëè ñèìâîëîâ. Ðàçóìååòñÿ, êîãäà ìû áóäåì
çàïèñûâàòü òåðìû â ïðèìåðàõ, îïðåäåëåíèÿõ, òåîðåìàõ è äîêàçàòåëüñòâàõ,
íàì ïðèäåòñÿ âûðàæàòü èõ ñ ïîìîùüþ êîíêðåòíîé, ëèíåéíîé çàïèñè, íî ìû
âñåãäà èìååì â âèäó ñîîòâåòñòâóþùèå àáñòðàêòíûå ñèíòàêñè÷åñêèå äåðåâüÿ.

×òîáû èçáåæàòü èçëèøíèõ ñêîáîê, äëÿ çàïèñè ëÿìáäà-òåðìîâ â ëèíåéíîé
ôîðìå ìû ñëåäóåì äâóì ñîãëàøåíèÿì. Âî-ïåðâûõ, ïðèìåíåíèå ôóíêöèè ëåâî-
àññîöèàòèâíî � òî åñòü, s t u îáîçíà÷àåò òî æå äåðåâî, ÷òî (s t) u:

apply

apply

s t

u

Âî-âòîðûõ, òåëà àáñòðàêöèé ïðîñòèðàþòñÿ íàïðàâî êàê ìîæíî äàëü-
øå, òàê ÷òî, íàïðèìåð, λx. λy. x y x îçíà÷àåò òî æå ñàìîå, ÷òî è
λx. (λy. ((x y) x)):

λx

λy

apply

apply

x y

x

Ïåðåìåííûå è ìåòàïåðåìåííûå

Åùå îäíà òîíêîñòü â ïðèâåäåííîì îïðåäåëåíèè ñèíòàêñèñà êàñàåòñÿ èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ìåòàïåðåìåííûõ. Ìû áóäåì ïðîäîëæàòü èñïîëüçîâàòü ìåòàïåðå-
ìåííóþ t (à òàêæå s è u, ñ íèæíèìè èíäåêñàìè è áåç íèõ), îáîçíà÷àþùóþ
ïðîèçâîëüíûé òåðì.3 Àíàëîãè÷íî, x (à òàêæå y è z) çàìåùàåò ïðîèçâîëü-
íóþ ïåðåìåííóþ. Çàìåòèì, ÷òî çäåñü x � ýòî ìåòàïåðåìåííàÿ, çíà÷åíèÿìè
êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ äðóãèå ïåðåìåííûå! Ê ñîæàëåíèþ, ÷èñëî êîðîòêèõ èìåí

3Ñàìî ñîáîé, â ýòîé ãëàâå t îáîçíà÷àåò ëÿìáäà-òåðì, à íå àðèôìåòè÷åñêîå âûðàæåíèå.
Íà ïðîòÿæåíèè âñåé êíèãè t áóäåò îáîçíà÷àòü òåðì òîãî èñ÷èñëåíèÿ, êîòîðîå îáñóæäàåòñÿ
â äàííûé ìîìåíò. Â íà÷àëå êàæäîé ãëàâû åñòü ïðèìå÷àíèå, ãäå óêàçàíî, êàêàÿ ñèñòåìà
ðàññìàòðèâàåòñÿ â ýòîé ãëàâå.
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îãðàíè÷åíî, è íàì ïîòðåáóåòñÿ èíîãäà èñïîëüçîâàòü x, y è ò. ä. äëÿ îáîçíà-
÷åíèÿ ïåðåìåííûõ îáúåêòíîãî ÿçûêà. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ, îäíàêî, èç êîíòåêñòà
âñåãäà áóäåò ÿñíî, ÷òî èìååòñÿ â âèäó. Íàïðèìåð, â ïðåäëîæåíèè ¾Òåðì λx.
λy. x y èìååò âèä λz. s, ãäå z = x, à s = λy. x y¿ èìååì z è s � èìåíà
ìåòàïåðåìåííûõ, à x è y � èìåíà ïåðåìåííûõ îáúåêòíîãî ÿçûêà.

Îáëàñòü âèäèìîñòè

Ïîñëåäíåå, ÷òî íàì òðåáóåòñÿ ðàçúÿñíèòü â ñèíòàêñèñå ëÿìáäà-
èñ÷èñëåíèÿ, � îáëàñòü âèäèìîñòè (scope) ïåðåìåííûõ.

Ïåðåìåííàÿ x íàçûâàåòñÿ ñâÿçàííîé (bound), åñëè îíà íàõîäèòñÿ â òåëå t
àáñòðàêöèè λx.t. (Òî÷íåå, îíî ñâÿçàíî ýòîé àáñòðàêöèåé. Ìû ìîæåì òàêæå
ñêàçàòü, ÷òî λx � ñâÿçûâàþùåå îïðåäåëåíèå (binder) ñ îáëàñòüþ âèäèìîñòè
t.) Âõîæäåíèå x ñâîáîäíî (free), åñëè îíî íàõîäèòñÿ â ïîçèöèè, â êîòîðîé
îíî íå ñâÿçàíî íèêàêîé âûøåëåæàùåé àáñòðàêöèåé ïåðåìåííîé x. Íàïðèìåð,
âõîæäåíèÿ x â x y è λy. x y ñâîáîäíû, à âõîæäåíèÿ x â λx. x è λz. λx. λy.
x (y z) ñâÿçàíû. Â (λx. x) x ïåðâîå âõîæäåíèå x ñâÿçàíî, à âòîðîå ñâîáîäíî.

Òåðì áåç ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì (closed); çàìêíó-
òûå òåðìû íàçûâàþò òàêæå êîìáèíàòîðàìè (combinators). Ïðîñòåéøèé êîì-
áèíàòîð, íàçûâàåìûé ôóíêöèåé òîæäåñòâà (identity function),

id = λx.x;

íå âûïîëíÿåò íèêàêèõ äåéñòâèé, à ïðîñòî âîçâðàùàåò ñâîé àðãóìåíò.

Îïåðàöèîííàÿ ñåìàíòèêà

Â ñâîåé ÷èñòîé ôîðìå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå íå ñîäåðæèò âñòðîåííûõ êîí-
ñòàíò è ýëåìåíòàðíûõ îïåðàòîðîâ � íè ÷èñåë, íè àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé,
íè óñëîâíûõ âûðàæåíèé, íè çàïèñåé, íè öèêëîâ, íè ïîñëåäîâàòåëüíîãî âû-
ïîëíåíèÿ âûðàæåíèé, íè ââîäà-âûâîäà, è ò. ä. Åäèíñòâåííîå ñðåäñòâî äëÿ
¾âû÷èñëåíèÿ¿ òåðìîâ � ïðèìåíåíèå ôóíêöèé ê àðãóìåíòàì (êîòîðûå ñàìè
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè). Êàæäûé øàã âû÷èñëåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî â òåðìå-
ïðèìåíåíèè, â êîòîðîì ëåâûé ÷ëåí ÿâëÿåòñÿ àáñòðàêöèåé, ñâÿçàííàÿ ïåðå-
ìåííàÿ â òåëå ýòîé àáñòðàêöèè çàìåíÿåòñÿ íà ïðàâûé ÷ëåí. Çàïèñûâàåòñÿ ýòî
òàê:

(λx.t12) t2 Ñ rx ÞÑ t2st12

ãäå rx ÞÑ t2st12 îçíà÷àåò ¾òåðì, ïîëó÷àåìûé èç t12 ïóòåì çàìåíû âñåõ ñâî-
áîäíûõ âõîæäåíèé x íà t2¿. Íàïðèìåð, òåðì (λx. x) y çà îäèí øàã âû÷èñ-
ëåíèÿ ïåðåõîäèò â y, à òåðì (λx. x (λx. x)) (u r) ïåðåõîäèò â u r (λx.
x). Âñëåä çà ×¼ð÷åì, òåðì âèäà (λx. t12) t2 íàçûâàåòñÿ ðåäåêñîì (redex)
(reducible expression (redex), ¾ñîêðàùàåìîå âûðàæåíèå¿), à îïåðàöèÿ ïåðå-
ïèñûâàíèÿ ðåäåêñà â ñîîòâåòñòâèè ñ óêàçàííûì ïðàâèëîì íàçûâàåòñÿ áåòà-
ðåäóêöèåé (beta-reduction).

Â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò ðàçðàáîò÷èêè è òåîðåòèêè ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ èçó÷àëè ðàçëè÷íûå ñòðàòåãèè âû÷èñëåíèÿ â ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèè. Êàæäàÿ
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ñòðàòåãèÿ îïðåäåëÿåò, êàêèå ðåäåêñû â òåðìå ìîãóò ñðàáîòàòü íà ñëåäóþùåì
øàãå âû÷èñëåíèÿ.4

• Ïðè ïîëíîé áåòà-ðåäóêöèè (full beta-reduction) â ëþáîé ìîìåíò ìîæåò
ñðàáîòàòü ëþáîé ðåäåêñ. Íà êàæäîì øàãå ìû âûáèðàåì êàêîé-íèáóäü
ðåäåêñ ãäå-òî âíóòðè âû÷èñëÿåìîãî òåðìà, è ïðîâîäèì øàã ðåäóêöèè.
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, òåðì

(λx.x) ((λx.x) (λz. (λx.x) z))

êîòîðûé ìîæíî çàïèñàòü äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ â âèäå id (id (λz. id

z)). Â ýòîì òåðìå ñîäåðæèòñÿ òðè ðåäåêñà:

id (id (λz. id z))

id (id (λz. id z))

id (id (λz. id z))

Ïðè ïîëíîé áåòà-ðåäóêöèè ìîæíî, íàïðèìåð, íà÷àòü ñ ñàìîãî âíóòðåí-
íåãî ðåäåêñà, çàòåì îáðàáîòàòü ïðîìåæóòî÷íûé, à çàòåì � âíåøíèé:

id (id (λz. id z))

Ñ id (id (λz.z))
Ñ id (λz.z)
Ñ λz.z
�Ñ

• Ïðè ñòðàòåãèè íîðìàëüíîãî ïîðÿäêà âû÷èñëåíèé (normal order) âñåãäà
ñíà÷àëà ñîêðàùàåòñÿ ñàìûé ëåâûé, ñàìûé âíåøíèé ðåäåêñ. Ïðè òàêîé
ñòðàòåãèè óêàçàííûé òåðì îáðàáàòûâàëñÿ áû òàê:

id (id (λz. id z))

Ñ id (λz. id z)

Ñ λz. id z

Ñ λz.z
�Ñ
Ïðè òàêîé ñòðàòåãèè (à òàêæå âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ íèæå) îòíîøåíèå âû-
÷èñëåíèÿ íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íîé ôóíêöèåé: êàæäûé òåðì t

çà øàã ïåðåõîäèò íå áîëåå ÷åì â îäèí òåðì t1.

• Ñòðàòåãèÿ âûçîâà ïî èìåíè (call by name) åùå áîëåå ñòðîãà: îíà íå ïîçâî-
ëÿåò ïðîâîäèòü ðåäóêöèþ âíóòðè àáñòðàêöèé. Íà÷èíàÿ ñ òîãî æå ñàìîãî
òåðìà, ïåðâûå äâå ðåäóêöèè ìû ïðîâåäåì òàê æå, êàê è ïðè íîðìàëüíîì
ïîðÿäêå âû÷èñëåíèé, íî ïîòîì îñòàíîâèìñÿ è áóäåì ñ÷èòàòü λz. id z

íîðìàëüíîé ôîðìîé:
id (id (λz. id z))

Ñ id (λz. id z)

Ñ λz. id z

�Ñ
Âàðèàíòû âûçîâà ïî èìåíè èñïîëüçîâàëèñü â íåêîòîðûõ õîðîøî èç-
âåñòíûõ ÿçûêàõ, â òîì ÷èñëå â Àëãîëå-60 (Naur et al., 1963) è Haskell

4Íåêîòîðûå èññëåäîâàòåëè èñïîëüçóþò òåðìèíû ¾ðåäóêöèÿ¿ è ¾âû÷èñëåíèå¿ êàê ñè-
íîíèìû. Äðóãèå íàçûâàþò ¾âû÷èñëåíèåì¿ òîëüêî òå ñòðàòåãèè, ãäå êàêóþ-òî ðîëü èìååò
ïîíÿòèå ¾çíà÷åíèÿ¿, à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò î ¾ðåäóêöèè¿.
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(Hudak et al., 1992). Â Haskell, íà ñàìîì äåëå, èñïîëüçóåòñÿ îïòèìèçè-
ðîâàííàÿ âåðñèÿ, èçâåñòíàÿ êàê âûçîâ ïî íåîáõîäèìîñòè (call by need)
(Wadsworth, 1971; Ariola et al., 1995), â êîòîðîé âìåñòî òîãî, ÷òîáû ïåðå-
âû÷èñëÿòü àðãóìåíò ïðè êàæäîì èñïîëüçîâàíèè, ïðè ïåðâîì âû÷èñëå-
íèè âñå âõîæäåíèÿ àðãóìåíòà çàìåíÿþòñÿ çíà÷åíèåì, è òàêèì îáðàçîì
ïðîïàäàåò íåîáõîäèìîñòü âû÷èñëÿòü åãî çàíîâî â ñëåäóþùèé ðàç. Ïðè
òàêîé ñòðàòåãèè òðåáóåòñÿ âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ñîâìåñòíî èñïîëüçîâàòü
ñòðóêòóðû äàííûõ ìåæäó ïðåäñòàâëåíèÿìè òåðìîâ � â ñóùíîñòè, ïîëó-
÷àåòñÿ îòíîøåíèå ðåäóêöèè íà ãðàôàõ (graphs) àáñòðàêòíîãî ñèíòàêñèñà,
à íå íà ñèíòàêñè÷åñêèõ äåðåâüÿõ.

• Â áîëüøèíñòâå ÿçûêîâ èñïîëüçóåòñÿ ñòðàòåãèÿ âûçîâà ïî çíà÷åíèþ (call
by value). Â ñîîòâåòñòâèè ñ íåé, ñîêðàùàþòñÿ òîëüêî ñàìûå âíåøíèå ðå-
äåêñû, è, êðîìå òîãî, ðåäåêñ ñðàáàòûâàåò òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè åãî
ïðàâàÿ ÷àñòü óæå ñâåäåíà ê çíà÷åíèþ (value) � çàìêíóòîìó òåðìó, êî-
òîðûé óæå âû÷èñëåí è íå ìîæåò áûòü ðåäóöèðîâàí äàëåå.5 Ïðè òàêîé
ñòðàòåãèè íàø ïðèìåð áóäåò ðåäóöèðîâàòüñÿ òàê:

id (id (λz. id z))

Ñ id (λz. id z)

Ñ λz. id z

�Ñ
Ñòðàòåãèÿ âûçîâà ïî çíà÷åíèþ ñòðîãà â òîì ñìûñëå, ÷òî àðãóìåíòû
ôóíêöèè âñåãäà âû÷èñëÿþòñÿ, íåçàâèñèìî îò òîãî, èñïîëüçóþòñÿ îíè â
òåëå ôóíêöèè èëè íåò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåñòðîãèå (non-strict) (èëè
ëåíèâûå, lazy) ñòðàòåãèè âû÷èñëåíèÿ � âûçîâ ïî èìåíè èëè ïî íåîá-
õîäèìîñòè, � âû÷èñëÿþò òîëüêî òå àðãóìåíòû, êîòîðûå äåéñòâèòåëüíî
èñïîëüçóþòñÿ.

Âûáîð ñòðàòåãèè âû÷èñëåíèÿ ïî÷òè íè íà ÷òî íå âëèÿåò â êîíòåêñòå îá-
ñóæäåíèÿ ñèñòåì òèïîâ. Âîïðîñû, êîòîðûå âåäóò ê èñïîëüçîâàíèþ òåõ èëè
èíûõ ñâîéñòâ òèïîâ, è ìåòîäû, èñïîëüçóåìûå äëÿ îòâåòà íà ýòè âîïðîñû, äëÿ
âñåõ ñòðàòåãèé ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâû. Â ýòîé êíèãå ìû èñïîëüçóåì âûçîâ
ïî çíà÷åíèþ: âî-ïåðâûõ, ïîòîìó ÷òî èìåííî òàê ðàáîòàåò áîëüøèíñòâî øèðî-
êî èçâåñòíûõ ÿçûêîâ; è, âî-âòîðûõ, ïîòîìó ÷òî ïðè ýòîì ëåã÷å âñåãî ââåñòè
òàêèå ìåõàíèçìû, êàê èñêëþ÷åíèÿ (ãëàâà 14) è ññûëêè (ãëàâà 13).

5.2. Ïðîãðàììèðîâàíèå íà ÿçûêå ëÿìáäà-

èñ÷èñëåíèÿ

Ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå � çíà÷èòåëüíî áîëåå ìîùíûé ôîðìàëèçì, ÷åì êàæåò-
ñÿ ïðè ïåðâîì âçãëÿäå íà åãî êðîøå÷íîå îïðåäåëåíèå. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðî-
äåìîíñòðèðóåì íåñêîëüêî ñòàíäàðòíûõ ïðèìåðîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ðàì-
êàõ ýòîãî ôîðìàëèçìà. Ýòè ïðèìåðû ñîâåðøåííî íå îçíà÷àþò, ÷òî ëÿìáäà-

5Â íàøåì ¾ôóíäàìåíòàëüíîì¿ èñ÷èñëåíèè çíà÷åíèÿìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ëÿìáäà-
àáñòðàêöèè. Â áîëåå áîãàòûõ èñ÷èñëåíèÿõ áóäóò ïðèñóòñòâîâàòü è äðóãèå âèäû çíà÷åíèé:
÷èñëîâûå è áóëåâñêèå êîíñòàíòû, ñòðîêè, êîðòåæè çíà÷åíèé, çàïèñè, ñîñòîÿùèå èç çíà÷å-
íèé, ñïèñêè çíà÷åíèé è ò. ï.
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èñ÷èñëåíèå ñëåäóåò ñ÷èòàòü ïîëíîöåííûì ÿçûêîì ïðîãðàììèðîâàíèÿ � âî
âñåõ ðàñïðîñòðàíåííûõ ÿçûêàõ òå æå ñàìûå çàäà÷è ìîæíî ðåøèòü áîëåå ïî-
íÿòíûì è ýôôåêòèâíûì îáðàçîì. Ñêîðåå, ýòî íåêîòîðàÿ ðàçìèíêà, ÷òîáû äàòü
÷èòàòåëþ ïî÷óâñòâîâàòü, êàê óñòðîåíà ýòà ñèñòåìà.

Ôóíêöèè ñ íåñêîëüêèìè àðãóìåíòàìè

Çàìåòèì äëÿ íà÷àëà, ÷òî â ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèè îòñóòñòâóåò âñòðîåííàÿ ïîä-
äåðæêà ôóíêöèé ñ íåñêîëüêèìè àðãóìåíòàìè. Ðàçóìååòñÿ, åå áûëî áû íåòðóä-
íî äîáàâèòü, îäíàêî òîãî æå ñàìîãî ðåçóëüòàòà ïðîùå äîñòè÷ü ÷åðåç ôóíêöèè
âûñøåãî ïîðÿäêà (higher-order functions), êîòîðûå âîçâðàùàþò ôóíêöèè â êà-
÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Äîïóñòèì, ó íàñ åñòü òåðì s ñ äâóìÿ ñâîáîäíûìè ïåðåìåí-
íûìè x è y, è ìû õîòèì íàïèñàòü òàêóþ ôóíêöèþ f, êîòîðàÿ âûäàâàëà áû äëÿ
êàæäîé ïàðû àðãóìåíòîâ (v,w) ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè v âìåñòî x è w âìåñòî
y. Ìû ïèøåì íå f = λ(x,y).s, êàê ìû ñäåëàëè áû ýòî â áîëåå áîãàòîì ÿçûêå,
à f = λx.λy.s. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f åñòü ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ, ïîëó÷èâ çíà÷åíèå
v äëÿ ïàðàìåòðà x, âûäàåò ôóíêöèþ, êîòîðàÿ, ïîëó÷èâ çíà÷åíèå w äëÿ ïàðà-
ìåòðà y, âûäàåò íóæíûé ðåçóëüòàò. Ïîñëå ýòîãî ìû ïîî÷åðåäíî ïðèìåíÿåì
f ê àðãóìåíòàì, ïîëó÷àÿ çàïèñü f v w (ò. å., (f v) w), êîòîðàÿ ïåðåõîäèò â
((λy.rx ÞÑ vss) w), è äàëåå â ry ÞÑ wsrx ÞÑ vss. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèé
ñ íåñêîëüêèìè àðãóìåíòàìè â ôóíêöèè âûñøåãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ êàððè-
ðîâàíèåì (currying) â ÷åñòü Õàñêåëëà Êàððè, ñîâðåìåííèêà ×¼ð÷à.

Áóëåâñêèå êîíñòàíòû ×¼ð÷à

Åùå îäíà ÿçûêîâàÿ êîíñòðóêöèÿ, ëåãêî êîäèðóåìàÿ â ëÿìáäà-
èñ÷èñëåíèè � áóëåâñêèå çíà÷åíèÿ è óñëîâíûå âûðàæåíèÿ. Îïðåäåëèì
òåðìû tru è fls òàêèì îáðàçîì:

tru = λt. λf. t;

fls = λt. λf. f;

(Ýòèì òåðìàì äàíû ñîêðàùåííûå èìåíà, ÷òîáû èçáåæàòü èõ ñìåøåíèÿ ñ ýëå-
ìåíòàðíûìè áóëåâñêèìè êîíñòàíòàìè true è false èç ãëàâû 3.)

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òåðìû tru è fls ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áóëåâñêèå çíà-
÷åíèÿ ¾èñòèíà¿ è ¾ëîæü¿ â òîì ñìûñëå, ÷òî ñ èõ ïîìîùüþ ìû ìîæåì âûïîë-
íÿòü îïåðàöèþ ïðîâåðêè áóëåâñêîãî çíà÷åíèÿ íà èñòèííîñòü. À èìåííî, ìû
ìîæåì îïðåäåëèòü êîìáèíàòîð test, òàêîé, ÷òî test b v w ïåðåõîäèò â v,
åñëè b ðàâíî tru, è â w, åñëè b ðàâíî fls.

test = λl. λm. λn. l m n;

Êîìáèíàòîð test ïî÷òè íè÷åãî íå äåëàåò: test b v w ïðîñòî ïåðåõîäèò â
b v w. Â ñóùíîñòè, áóëåâñêèå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ óñëîâíûìè âûðàæåíèåìè:
îíè ïðèíèìàþò äâà àðãóìåíòà è âûáèðàåò èç íèõ ëèáî ïåðâûé (åñëè ýòî tru),
ëèáî âòîðîé (åñëè ýòî fls). Íàïðèìåð, òåðì test tru v w ðåäóöèðóåòñÿ
òàêèì îáðàçîì:
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test tru v w

= (λl. λm. λn. l m b) tru v w ïî îïðåäåëåíèþ
Ñ (λm. λn. tru m b) v w ðåäóêöèÿ ïîä÷åðêíóòîãî âûðàæåíèÿ
Ñ (λn. tru v b) w ðåäóêöèÿ ïîä÷åðêíóòîãî âûðàæåíèÿ
Ñ tru v w ðåäóêöèÿ ïîä÷åðêíóòîãî âûðàæåíèÿ
= (λt. λf. t) v w ïî îïðåäåëåíèþ
Ñ (λf. v) w ðåäóêöèÿ ïîä÷åðêíóòîãî âûðàæåíèÿ
Ñ v ðåäóêöèÿ ïîä÷åðêíóòîãî âûðàæåíèÿ
Íåñëîæíî òàêæå îïðåäåëèòü â âèäå ôóíêöèé òàêèå áóëåâñêèå îïåðàòîðû, êàê
ëîãè÷åñêàÿ êîíúþíêöèÿ:

and = λb. λc. b c fls;

Òî åñòü, and � ýòî ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ, ïîëó÷èâ äâà áóëåâñêèõ çíà÷åíèÿ b è
c, âîçâðàùàåò c, åñëè b ðàâíî tru è fls, åñëè b ðàâíî fls; òàêèì îáðàçîì,
and b c âûäàåò tru, åñëè è b, è c ðàâíû tru, è fls, åñëè ëèáî b, ëèáî c

îêàæóòñÿ ðàâíûìè fls.

and tru tru;

� (λt. λf. t)

and tru fls;

� (λt. λf. f)

Óïðàæíåíèå 5.2.1 r�s: Îïðåäåëèòå ëîãè÷åñêèå ôóíêöèè or (¾èëè¿) è not

(¾íå¿).

Ïàðû

Ïðè ïîìîùè áóëåâñêèõ êîíñòàíò ìû ìîæåì çàêîäèðîâàòü ïàðû çíà÷åíèé
â âèäå òåðìîâ:

pair = λf.λs.λb. b f s;

fst = λp. p tru;

snd = λp. p fls;

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî pair v w � ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ, áóäó÷è ïðèìåíåíà ê
áóëåâñêîìó çíà÷åíèþ b, ïðèìåíÿåò b ê v è w. Ïî îïðåäåëåíèþ áóëåâñêèõ
êîíñòàíò, ïðè òàêîì âûçîâå ïîëó÷èòñÿ v, åñëè b ðàâíÿåòñÿ tru, è w, åñëè b

ðàâíÿåòñÿ fls, òàê ÷òî ôóíêöèè ïåðâîé è âòîðîé ïðîåêöèè fst è snd ìîæíî
ïîëó÷èòü, ïðîñòî ïîäàâ â ïàðó ñîîòâåòñòâóþùèå áóëåâñêèå çíà÷åíèÿ. Âîò êàê
ïðîâåðèòü, ÷òî fst (pair v w)Ñ� v:
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fst (pair v w)

= fst ((λf.λs.λb. b f s) v w) ïî îïðåäåëåíèþ
Ñ fst ((λs.λb. b v s) w) ðåäóêöèÿ ïîä÷åðêíóòîãî âûðàæåíèÿ
Ñ fst (λb. b v w) ðåäóêöèÿ ïîä÷åðêíóòîãî âûðàæåíèÿ
= (λp. p tru) (λb. b v w) ïî îïðåäåëåíèþ
Ñ (λb. b v w) tru ðåäóêöèÿ ïîä÷åðêíóòîãî âûðàæåíèÿ
Ñ tru v w ðåäóêöèÿ ïîä÷åðêíóòîãî âûðàæåíèÿ
Ñ� v êàê ïîêàçàíî ðàíåå.

×èñëà ×¼ð÷à

Ïîñëå âñåãî, ÷òî ìû âèäåëè, ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë â âèäå ëÿìáäà-òåðìîâ
áóäåò ëèøü íåíàìíîãî ñëîæíåé. ×èñëà ×¼ð÷à (Church numerals) co, c1, c2, è
ò. ä. ìîæíî îïðåäåëèòü òàêèì îáðàçîì:

c0 = λs. λz. z;

c1 = λs. λz. s z;

c2 = λs. λz. s (s z);

c3 = λs. λz. s (s (s z));

è ò. ä. Çäåñü êàæäîå ÷èñëî n ïðåäñòàâëÿåòñÿ êîìáèíàòîðîì cn, êîòîðûé ïðè-
íèìàåò äâà àðãóìåíòà, s è z (¾ôóíêöèþ ñëåäîâàíèÿ¿ è ¾íîëü¿), è n ðàç ïðè-
ìåíÿåò s ê z. Êàê è â ñëó÷àå ñ áóëåâñêèìè êîíñòàíòàìè è ïàðàìè, òàêîå êî-
äèðîâàíèå ïðåâðàùàåò ÷èñëà â àêòèâíûå ñóùíîñòè: ÷èñëî n ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå ôóíêöèè, êîòîðàÿ ÷òî-òî äåëàåò n ðàç � ñâîåãî ðîäà àêòèâíîå ÷èñëî ïî
îñíîâàíèþ 1.

(×èòàòåëü ìîã óæå çàìåòèòü, ÷òî c0 è fls çàïèñûâàþòñÿ îäíèì è òåì æå
òåðìîì. Òàêèå ¾êàëàìáóðû¿ ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ÿçûêàõ àññåìáëåðà, ãäå îä-
íà è òà æå êîìáèíàöèÿ áèòîâ ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ìíîæåñòâî ðàçíûõ
çíà÷åíèé � öåëîå ÷èñëî, ÷èñëî ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé, àäðåñ, ÷åòûðå ñèìâîëà è
ò. ï., � â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê èíòåðïðåòèðóþòñÿ áèòû. Àíàëîãè÷íàÿ ñè-
òóàöèÿ â íèçêîóðîâíåâûõ ÿçûêàõ âðîäå C, ãäå 0 è false òîæå ïðåäñòàâëÿþòñÿ
îäèíàêîâî.)

Ôóíêöèþ ñëåäîâàíèÿ íà ÷èñëàõ ×¼ð÷à ìîæíî îïðåäåëèòü òàê:

scc = λn. λs. λz. s (n s z);

Òåðì scc � ýòî êîìáèíàòîð, êîòîðûé ïðèíèìàåò ÷èñëî ×¼ð÷à n è âîçâðàùà-
åò äðóãîå ÷èñëî ×¼ð÷à, � òî åñòü, âîçâðàùàåò ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò
àðãóìåíòû s è z, è ìíîãîêðàòíî ïðèìåíÿåò s ê z. Íóæíîå ÷èñëî ïðèìåíåíèé
s ê z ìû ïîëó÷àåì, ñíà÷àëà ïåðåäàâ s è z â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ n, à çàòåì
ÿâíûì îáðàçîì ïðèìåíèâ s åùå ðàç ê ðåçóëüòàòó.

Óïðàæíåíèå 5.2.2 r��s: Íàéäèòå åù¼ îäèí ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ñëå-
äîâàíèÿ íà ÷èñëàõ ×¼ð÷à.

Ïîõîæèì îáðàçîì, ñëîæåíèå íà ÷èñëàõ ×¼ð÷à ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ñ ïîìî-
ùüþ òåðìà plus, êîòîðûé ïðèíèìàåò â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ äâà ÷èñëà ×¼ð÷à,
m è n, è âîçâðàùàåò åùå îäíî ÷èñëî ×¼ð÷à � ò. å., ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïðè-
íèìàåò àðãóìåíòû s è z, ïðèìåíÿåò s ê z n ðàç (ïåðåäàâàÿ s è z â êà÷åñòâå
àðãóìåíòîâ n), à ïîòîì ïðèìåíÿåò s åùå m ðàç ê ðåçóëüòàòó:
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plus = λm. λn. λs. λz. m s (n s z);

Äëÿ ðåàëèçàöèè óìíîæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ åùå îäèí òðþê: ïîñêîëüêó plus

ïðèíèìàåò àðãóìåíòû ïî îäíîìó, ïðèìåíåíèå åãî ê îäíîìó àðãóìåíòó n äà-
åò ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äîáàâëÿåò n ê ëþáîìó äàííîìó åé àðãóìåíòó. Ìîæíî
ïåðåäàòü ýòó ôóíêöèþ â êà÷åñòâå ïåðâîãî àðãóìåíòà m, à â êà÷åñòâå âòîðîãî
äàòü c0, è ýòî áóäåò îçíà÷àòü ¾ïðèìåíèòü ôóíêöèþ, äîáàâëÿþùóþ n ê ñâîåìó
àðãóìåíòó, ê íóëþ è ïîâòîðèòü m ðàç¿, ò. å., ¾ñëîæèòü m êîïèé ÷èñëà n¿.

times = λm. λn. m (plus n) c0;

Óïðàæíåíèå 5.2.3 r��s: Ìîæíî ëè îïðåäåëèòü óìíîæåíèå íà ÷èñëàõ ×¼ð÷à
áåç èñïîëüçîâàíèÿ plus?

Óïðàæíåíèå 5.2.4 rÐåêîìåíäóåòñÿ,��s: Îïðåäåëèòå òåðì äëÿ âîçâåäåíèÿ
÷èñåë â ñòåïåíü.

×òîáû ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ÷èñëî ×¼ð÷à íóëåì, íóæíî íàéòè êàêóþ-òî
ïîäõîäÿùóþ äëÿ ýòîé öåëè ïàðó àðãóìåíòîâ, � à èìåííî, íóæíî ïðèìåíèòü
óêàçàííîå ÷èñëî ê ïàðå òåðìîâ zz è ss, òàêèõ ÷òîáû ïðèìåíåíèå ss ê zz îäèí
èëè áîëåå ðàç äàâàëî fls, à îòñóòñòâèå ïðèìåíåíèÿ äàâàëî tru. Ïîíÿòíî, ÷òî
â êà÷åñòâå zz íóæíî ïðîñòî âçÿòü tru. Äëÿ ss æå ìû èñïîëüçóåì ôóíêöèþ,
êîòîðàÿ èãíîðèðóåò ñâîé àðãóìåíò è âñåãäà âîçâðàùàåò fls:

iszro = λm. m (λx. fls) tru;

iszro c1;

� (λt. λf. f)

iszro (times c0 c2);

� (λt. λf. t)

Êàê íè ñòðàííî, îïðåäåëèòü âû÷èòàíèå íà ÷èñëàõ ×¼ð÷à íàìíîãî ñëîæ-
íåå, ÷åì ñëîæåíèå. Äëÿ ýòîãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé äîâîëüíî
õèòðîé ¾ôóíêöèåé ïðåäøåñòâîâàíèÿ¿, êîòîðàÿ âîçâðàùàåò c0, åñëè ïåðåäàòü
â êà÷åñòâå àðãóìåíòà c0, è âîçâðàùàåò ci, åñëè ïåðåäàòü â êà÷åñòâå àðãóìåíòà
ci�1,:

zz = pair c0 c0;

ss = λp. pair (snd p) (plus c1 (snd p));

prd = λm. fst (m ss zz);

Ýòî îïðåäåëåíèå ðàáîòàåò òàê: ìû èñïîëüçóåì m â êà÷åñòâå ôóíêöèè è ïðèìå-
íÿåì ñ åå ïîìîùüþ m êîïèé ôóíêöèè ss ê íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ zz. Êàæäàÿ
êîïèÿ ss ïðèíèìàåò â êà÷åñòâå àðãóìåíòà ïàðó ÷èñåë pair ci cj è âûäàåò â
ðåçóëüòàòå ïàðó pair cj cj�1 (ñì. ðèñ. 5.1). Òàêèì îáðàçîì, ïðè m-êðàòíîì
ïðèìåíåíèè ss ê pair c0 c0 ïîëó÷àåòñÿ pair c0 c0, åñëè m � 0, è pair cm�1

cm ïðè ïîëîæèòåëüíîì m. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ, â ïåðâîì êîìïîíåíòå ïàðû íàõî-
äèòñÿ èñêîìûé ïðåäøåñòâåííèê.
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Ðèñ. 5.1. ¾Âíóòðåííèé öèêë¿ ôóíêöèè ïðåäøåñòâîâàíèÿ.

Óïðàæíåíèå 5.2.5 r��s: Îïðåäåëèòå ôóíêöèþ âû÷èòàíèÿ ïðè ïîìîùè prd .

Óïðàæíåíèå 5.2.6 r��s: Ñêîëüêî ïðèìåðíî øàãîâ âû÷èñëåíèÿ (â çàâèñèìî-
ñòè îò n) òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü prd cn?

Óïðàæíåíèå 5.2.7 r��s: Íàïèøèòå ôóíêöèþ equal, êîòîðàÿ ïðîâåðÿåò äâà
÷èñëà íà ðàâåíñòâî è âîçâðàùàåò ×¼ð÷åâó áóëåâñêóþ êîíñòàíòó. Íàïðèìåð:

equal c3 c3

� (λt. λf. t)

equal c3 c2

� (λt. λf. f)

Ïîäîáíûìè æå ìåòîäàìè ìîæíî îïðåäåëèòü äðóãèå ðàñïðîñòðàíåííûå òè-
ïû äàííûõ: ñïèñêè, äåðåâüÿ, ìàññèâû, çàïèñè ñ âàðèàíòàìè, è ò. ï.

Óïðàæíåíèå 5.2.8 rÐåêîìåíäóåòñÿ,� � �s: Ñïèñîê ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèè ÷åðåç åãî ôóíêöèþ ñâåðòêè fold. (Â OCaml ýòà ôóíêöèÿ
íàçûâàåòñÿ fold_left; åå èíîãäà åùå íàçûâàþò reduce.) Íàïðèìåð, ñïèñîê
[x, y, z] ñòàíîâèòñÿ ôóíêöèåé, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò äâà àðãóìåíòà c è n,
è âîçâðàùàåò c x (c y (c z n)). Êàê áóäåò âûãëÿäåòü ïðåäñòàâëåíèå nil?
Íàïèøèòå ôóíêöèþ cons, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò ýëåìåíò h è ñïèñîê (òî åñòü,
ôóíêöèþ ñâåðòêè) t, è âîçâðàùàåò ïîäîáíîå ïðåäñòàâëåíèå ñïèñêà, ïîëó÷åí-
íîãî äîáàâëåíèåì h â ãîëîâó t. Íàïèøèòå ôóíêöèè isnil è head, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ ïðèíèìàåò ñïèñîê â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà. Íàêîíåö, íàïèøèòå
ôóíêöèþ tail äëÿ òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñïèñêîâ (ýòî íàìíîãî ñëîæíåå;
ïðèäåòñÿ èñïîëüçîâàòü òðþê, àíàëîãè÷íûé òîìó, ÷òî èñïîëüçîâàëñÿ ïðè
îïðåäåëåíèè prd äëÿ ÷èñåë).
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Ðàñøèðåííîå èñ÷èñëåíèå

Ìû óáåäèëèñü, ÷òî áóëåâñêèå çíà÷åíèÿ, ÷èñëà è îïåðàöèè íàä íèìè ìîãóò
áûòü çàêîäèðîâàíû ñðåäñòâàìè ÷èñòîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ. Ñòðîãî ãîâîðÿ,
âñå íóæíûå íàì ïðîãðàììû ìû ìîæåì ïèñàòü, íå âûõîäÿ çà ðàìêè ýòîé ñè-
ñòåìû. Îäíàêî ïðè ðàáîòå ñ ïðèìåðàìè ÷àñòî áûâàåò óäîáíî âêëþ÷èòü â íåå
ýëåìåíòàðíûå áóëåâñêèå çíà÷åíèÿ è ÷èñëà (à ìîæåò áûòü, è äðóãèå òèïû äàí-
íûõ). Åñëè íàì íóæíî ñîâåðøåííî òî÷íî óêàçàòü, ñ êàêîé ñèñòåìîé ìû â
äàííûé ìîìåíò ðàáîòàåì, òî äëÿ ÷èñòîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî
íà ðèñ. 5.3, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå λ, à äëÿ ñèñòåìû, â êîòîðóþ
äîáàâëåíû áóëåâñêèå è àðèôìåòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ ñ ðèñ. 3.1 è 3.2 � îáîçíà-
÷åíèå λNB.

Â λNB ïî ñóòè åñòü äâå ðàçíûå ðåàëèçàöèè áóëåâñêèõ çíà÷åíèé è äâå
ðåàëèçàöèè ÷èñåë: íàñòîÿùèå è çàêîäèðîâàííûå ìåòîäîì, îïèñàííûì â ýòîé
ãëàâå. Ìû ìîæåì âûáèðàòü ìåæäó íèìè ïðè íàïèñàíèè ïðîãðàìì. Ðàçóìååò-
ñÿ, ýòè äâå ðåàëèçàöèè íåòðóäíî ïðåîáðàçîâàòü äðóã â äðóãà. ×òîáû ïåðåâåñòè
áóëåâñêîå çíà÷åíèå ïî ×¼ð÷ó â ýëåìåíòàðíîå áóëåâñêîå çíà÷åíèå, íóæíî ïðè-
ìåíèòü åãî ê çíà÷åíèÿì true è false:

realbool = λb. b true false;

Äëÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ óñëîâíîå âûðàæåíèå:

churchbool = λb. if b then tru else fls;

Ìîæíî âñòðîèòü ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ â îïåðàöèè âûñøåãî ïîðÿäêà. Âîò ïðî-
âåðêà íà ðàâåíñòâî äëÿ ÷èñåë ×¼ð÷à, âîçâðàùàþùàÿ íàñòîÿùåå ëîãè÷åñêîå
çíà÷åíèå:

realeq = λm. λn. (equal m n) true false;

Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì ïðåîáðàçîâàòü ÷èñëî ×¼ð÷à â ñîîòâåòñòâóþùåå ýëå-
ìåíòàðíîå ÷èñëî, ïðèìåíèâ åãî ê succ è 0:

realnat = λm. m (λx. succ x) 0;

Ìû íå ìîæåì íàïðÿìóþ ïðèìåíèòü m ê succ, ïîñêîëüêó ñàìà ïî ñåáå çàïèñü
succ íå èìååò ñèíòàêñè÷åñêîãî ñìûñëà: ìû îïðåäåëèëè àðèôìåòè÷åñêèå âû-
ðàæåíèÿ òàê, ÷òî succ âñåãäà äîëæåí ê ÷åìó-òî ïðèìåíÿòüñÿ. Ýòî òðåáîâàíèå
ìû îáõîäèì, îáåðíóâ succ â ìàëåíüêóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ âñåãäà âîçâðàùàåò
succ îò ñâîåãî àðãóìåíòà.

Ïðè÷èíû, ïî êîòîðûì ýëåìåíòàðíûå áóëåâñêèå è ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ îêà-
çûâàþòñÿ ïîëåçíû ïðè ðàáîòå ñ ïðèìåðàìè, â îñíîâíîì ñâÿçàíû ñ ïîðÿäêîì
âû÷èñëåíèé. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, òåðì scc c1. Èñõîäÿ èç ïðèâåäåííîãî âû-
øå îáñóæäåíèÿ, ìû ìîãëè áû îæèäàòü, ÷òî îí äîëæåí ïðè âû÷èñëåíèè äàâàòü
÷èñëî ×¼ð÷à c2. Íà ñàìîì äåëå ýòîãî íå ïðîèñõîäèò:

scc c1;

� (λs. λz. s ((λs'. λz'. s' z') s z))
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Ýòîò òåðì ñîäåðæèò â ñåáå ðåäåêñ, êîòîðûé ïðè âû÷èñëåíèè ïðèâåë áû íàñ
(çà äâà øàãà) ê c2, îäíàêî ñîãëàñíî ïðàâèëàì âûçîâà ïî çíà÷åíèþ ìû åù¼ íå
ìîæåì ñäåëàòü ýòî, ïîñêîëüêó ðåäåêñ íàõîäèòñÿ âíóòðè ëÿìáäà-àáñòðàêöèè.

Íèêàêîé ôóíäàìåíòàëüíîé ïðîáëåìû çäåñü íåò: òåðì, ïîëó÷àþùèéñÿ
ïðè âû÷èñëåíèè scc c1, î÷åâèäíûì îáðàçîì ïîâåäåí÷åñêè ýêâèâàëåíòåí
(behaviorally equivalent) c2, â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðèìåíåíèå ýòîãî òåðìà ê ïàðå
àðãóìåíòîâ v è w âñåãäà äàñò òîò æå ðåçóëüòàò, ÷òî è ïðèìåíåíèå c2 ê òåì æå
àðãóìåíòàì. Îäíàêî, íåîáõîäèìîñòü äîäåëàòü âû÷èñëåíèå çàòðóäíÿåò ïðîâåð-
êó òîãî, ÷òî íàøà ôóíêöèÿ scc âåäåò ñåáÿ êàê íàäî. Â ñëó÷àå áîëåå ñëîæíûõ
àðèôìåòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé òðóäíîñòü åùå âîçðàñòàåò. Íàïðèìåð, times c2

c2 äàåò â ðåçóëüòàòå íå c4, à òàêîå ÷óäîâèùíîå âûðàæåíèå:

times c2 c2;

� (λs.
λz.

(λs'. λz'. s' (s' z')) s

((λs'.
λz'.

(λs''. λz''. s'' (s'' z'')) s'

((λs''. λz''.z'') s' z'))

s

z))

Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòîò òåðì âåäåò ñåáÿ òàê æå, êàê c4, ñ ïîìîùüþ ïðî-
âåðêè íà ðàâåíñòâî:

equal c4 (times c2 c2);

� (λt. λf. t)

Îäíàêî áîëåå ïðÿìîé ñïîñîá � âçÿòü times c2 c2 è ïðåîáðàçîâàòü â ýëåìåí-
òàðíîå ÷èñëî:

realnat (times c2 c2);

� 4

Ôóíêöèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåäàåò âûðàæåíèþ times c2 c2 äâà äîïîëíèòåëü-
íûõ àðãóìåíòà, êîòîðûõ îíî îæèäàåò, è çàñòàâëÿåò âûïîëíèòü âñå çàäåðæàí-
íûå âû÷èñëåíèÿ â åãî òåëå.

Ðåêóðñèÿ

Âñïîìíèì, ÷òî òåðì, êîòîðûé íå ìîæåò ïðîäâèíóòüñÿ äàëüøå ñîãëàñíî îò-
íîøåíèþ âû÷èñëåíèÿ, íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé ôîðìîé (normal form). Ëþáî-
ïûòíî, ÷òî íåêîòîðûå òåðìû íå ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû äî íîðìàëüíîé ôîðìû.
Íàïðèìåð, ðàñõîäÿùèéñÿ êîìáèíàòîð (divergent combinator)

omega = (λx. x x) (λx. x x);

ñîäåðæèò òîëüêî îäèí ðåäåêñ, íî øàã âû÷èñëåíèÿ ýòîãî ðåäåêñà äàåò â ðå-
çóëüòàòå îïÿòü omega! Ïðî òåðìû, íå èìåþùèå íîðìàëüíîé ôîðìû, ãîâîðÿò,
÷òî îíè ðàñõîäÿòñÿ (diverge).
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Êîìáèíàòîð omega ìîæíî îáîáùèòü äî ïîëåçíîãî òåðìà, êîòîðûé íàçûâà-
åòñÿ êîìáèíàòîðîì íåïîäâèæíîé òî÷êè (�xed-point combinator),6 ñ ïîìîùüþ
êîòîðîãî ìîæíî îïðåäåëÿòü ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè, íàïðèìåð, factorial.7

fix = λf. (λx. f (λy. x x y)) (λx. f (λy. x x y));

Êàê è omega, êîìáèíàòîð fix èìååò ñëîæíóþ ñòðóêòóðó ñ ïîâòîðàìè; ãëÿäÿ
íà îïðåäåëåíèå, òðóäíî ïîíÿòü, êàê îí ðàáîòàåò. Âåðîÿòíî, ïîëó÷èòü èíòóè-
òèâíîå ïðåäñòàâëåíèå î åãî ïîâåäåíèè óäîáíåå âñåãî, ðàññìîòðåâ åãî äåéñòâèå
íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå.8 Äîïóñòèì, ìû õîòèì íàïèñàòü ðåêóðñèâíîå îïðå-
äåëåíèå ôóíêöèè âèäà h = xòåëî, ñîäåðæàùåå hy � ò. å., ïîñòðîèòü òàêîå
îïðåäåëåíèå, â êîòîðîì ïðàâàÿ ÷àñòü èñïîëüçóåò ñàìó ôóíêöèþ, êîòîðóþ ìû
îïðåäåëÿåì (íàïðèìåð, êàê â îïðåäåëåíèè ôàêòîðèàëà íà ñ. 72). Èäåÿ ñîñòîèò
â òîì, ÷òîáû ðåêóðñèâíîå îïðåäåëåíèå ¾ðàçâîðà÷èâàëîñü¿ òàì, ãäå îíî âñòðå-
òèòñÿ. Íàïðèìåð, ôàêòîðèàëó èíòóèòèâíî ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèå:

if n=0 then 1

else n * (if n-1=0 then 1

else (n-1) * (if n-2=0 then 1

else (n-2) * . . .))

èëè, â òåðìèíàõ ÷èñåë ×¼ð÷à,

if realeq n c0 then c1

else times n (if realeq (prd n) c0 then c1

else times (prd n)

(if realeq (prd (prd n)) c0 then c1

else times (prd (prd n)) . . .))

Òàêîãî ýôôåêòà ìîæíî äîáèòüñÿ ïðè ïîìîùè êîìáèíàòîðà fix, ñíà÷àëà îïðå-
äåëèâ g = xòåëî, ñîäåðæàùåå fy, à çàòåì h = fix g. Íàïðèìåð, ôóíêöèþ
ôàêòîðèàëà ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åðåç

g = λfct. λn. if realeq n c0 then c1 else (times n (fct (prd n)));

factorial = fix g;

Íà ðèñ. 5.2 ïîêàçàíî, ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè âû÷èñëåíèè ñ òåðìîì factorial c3.
Êëþ÷åâîå ñâîéñòâî, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò ðàáîòó ýòîãî âû÷èñëåíèÿ, � ýòî fct
n Ñ� g fct n. Òàêèì îáðàçîì, fct � ñâîåãî ðîäà ¾ñàìîâîñïðîèçâîäÿùèéñÿ
àâòîìàò¿, êîòîðûé, áóäó÷è ïðèìåíåí ê àðãóìåíòó n, ïåðåäàåò ñàìîãî ñåáÿ è n

â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ g. Òàì, ãäå ïåðâûé àðãóìåíò âñòðå÷àåòñÿ â òåëå g, ìû
ïîëó÷èì åùå îäíó êîïèþ fct, êîòîðàÿ, áóäó÷è ïðèìåíåíà ê àðãóìåíòó, îïÿòü
ïåðåäàñò ñàìîå ñåáÿ è àðãóìåíò âíóòðü g, è ò. ä. Ïðè êàæäîì ðåêóðñèâíîì
âûçîâå ñ ïîìîùüþ fct ìû ðàçâîðà÷èâàåì î÷åðåäíóþ êîïèþ g è ñíàáæàåì åå
î÷åðåäíûìè êîïèÿìè fct, ãîòîâûìè ðàçâåðíóòüñÿ åùå äàëüøå.

6Åãî òàêæå ÷àñòî íàçûâàþò Y -êîìáèíàòîðîì ñ âûçîâîì ïî çíà÷åíèþ (call-by-value Y -
combinator). Ïëîòêèí (Plotkin, 1975) èñïîëüçîâàë îáîçíà÷åíèå Z.

7Çàìåòèì, ÷òî áîëåå ïðîñòîé êîìáèíàòîð íåïîäâèæíîé òî÷êè ñ âûçîâîì ïî èìåíè:

Y = λf. (λx. f (x x)) (λx. f (x x))

ïðè èñïîëüçîâàíèè âûçîâà ïî çíà÷åíèþ áåñïîëåçåí, ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì g âûðàæåíèå Y g

ðàñõîäèòñÿ.
8Îïðåäåëåíèå fix òàêæå ìîæíî âûâåñòè íåïîñðåäñòâåííî èç áàçîâûõ ïðèíöèïîâ (íàïðè-

ìåð, â Friedman and Felleisen, 1996, ãëàâà 9), îäíàêî òàêîé âûâîä òîæå äîñòàòî÷íî õèòðîóìåí.
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factorial c3

= fix g c3

Ñ h h c3

ãäå h = λx. g (λy. x x y)

Ñ g fct c3

ãäå fct = λy. h h y

Ñ (λn. if realeq n c0

then c1

else times n (fct (prd n)))

c3

Ñ if realeq c3 c0

then c1

else times c3 (fct (prd c3)))

Ñ� times c3 (fct (prd c3))

Ñ� times c3 (fct c12)

ãäå c12 ïîâåäåí÷åñêè ýêâèâàëåíòåí c2

Ñ� times c3 (g fct c12)

Ñ� times c3 (times c12 (g fct c11))

ãäå c11 ïîâåäåí÷åñêè ýêâèâàëåíòåí c1

(òå æå øàãè ïîâòîðÿþòñÿ äëÿ g fct c12)
Ñ� times c3 (times c12 (times c11 (g fct c10)))

ãäå c10 ïîâåäåí÷åñêè ýêâèâàëåíòåí c0
(àíàëîãè÷íî)

Ñ� times c3 (times c12 (times c11 (if realeq c10 c0 then c1

else ...)))

Ñ� times c3 (times c12 (times c11 c1))

Ñ� c16
ãäå c16 ïîâåäåí÷åñêè ýêâèâàëåíòåí c6

Ðèñ. 5.2. Âû÷èñëåíèå factorial c3

Óïðàæíåíèå 5.2.9 r�s: Ïî÷åìó â îïðåäåëåíèè g ìû èñïîëüçîâàëè ýëåìåíòàð-
íóþ ôîðìó if, à íå ôóíêöèþ test, ðàáîòàþùóþ ñ ×¼ð÷åâûìè áóëåâñêèìè
çíà÷åíèÿìè? Ïîêàæèòå, êàê îïðåäåëèòü ôóíêöèþ factorial ïðè ïîìîùè
test âìåñòî if.

Óïðàæíåíèå 5.2.10 r��s: Íàïèøèòå ôóíêöèþ churchnat, ïåðåâîäÿùóþ ýëå-
ìåíòàðíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî â ïðåäñòàâëåíèå ×¼ð÷à.

Óïðàæíåíèå 5.2.11 rÐåêîìåíäóåòñÿ,��s: Ïðè ïîìîùè fix è êîäèðîâàíèÿ
ñïèñêîâ èç óïðàæíåíèÿ 5.2.8 íàïèøèòå ôóíêöèþ, ñóììèðóþùóþ ñïèñîê, ñî-
ñòîÿùèé èç ÷èñåë ×¼ð÷à.

Ïðåäñòàâëåíèå

Ïðåæäå ÷åì çàêîí÷èòü ðàññìîòðåíèå ïðèìåðîâ è çàíÿòüñÿ ôîðìàëüíûì
îïðåäåëåíèåì ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ, ñëåäóåò çàäàòüñÿ åùå îäíèì, ïîñëåäíèì âî-
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ïðîñîì: ÷òî, ñòðîãî ãîâîðÿ, îçíà÷àåò óòâåðæäåíèå, ÷òî ÷èñëà ×¼ð÷à ïðåäñòàâ-
ëÿþò îáûêíîâåííûå ÷èñëà?

×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, âñïîìíèì, ÷òî òàêîå îáûêíîâåííûå ÷èñëà.
Ñóùåñòâóåò ìíîãî (ýêâèâàëåíòíûõ) îïðåäåëåíèé; â ýòîé êíèãå ìû âûáðàëè
òàêîå (ðèñ. 3.2):

• êîíñòàíòà 0,

• îïåðàöèÿ iszero, îòîáðàæàþùàÿ ÷èñëà íà áóëåâñêèå çíà÷åíèÿ, è

• äâå îïåðàöèè, succ è pred, îòîáðàæàþùèå ÷èñëà íà ÷èñëà.

Ïîâåäåíèå àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëàìè âû÷èñëåíèÿ
èç ðèñ. 3.2. Ýòè ïðàâèëà ãîâîðÿò íàì, íàïðèìåð, ÷òî 3 ñëåäóåò çà 2, è ÷òî
iszero 0 èñòèííî.

Êîäèðîâàíèå ïî ×¼ð÷ó ïðåäñòàâëÿåò êàæäûé èç ýòèõ ýëåìåíòîâ â âèäå
ëÿìáäà-òåðìà (òî åñòü, ôóíêöèè):

• Òåðì c0 ïðåäñòàâëÿåò ÷èñëî 0.

Êàê ìû âèäåëè íà ñ. 83, èìåþòñÿ òàêæå ¾íåêàíîíè÷åñêèå ïðåäñòàâëå-
íèÿ¿ ÷èñåë â âèäå òåðìîâ. Íàïðèìåð, òåðì λs. λz. (λx. x) z, êîòîðûé
ïîâåäåí÷åñêè ýêâèâàëåíòåí c0, òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ÷èñëî 0.

• Òåðìû scc è prd ïðåäñòàâëÿþò àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè succ è pred, â
òîì ñìûñëå, ÷òî, åñëè t ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ÷èñëà n, òî scc t äàåò
ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà n + 1, à prd t äàåò ïðåäñòàâëåíèå
n - 1 (èëè 0, åñëè n ðàâíî 0).

• Òåðì iszro ïðåäñòàâëÿåò îïåðàöèþ iszero, â òîì ñìûñëå, ÷òî, åñëè t

ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì 0, òî iszro t äàåò ïðè âû÷èñëåíèè true,9 à
åñëè t ïðåäñòàâëÿåò íåíóëåâîå ÷èñëî, òî iszro t äàåò false.

Ó÷èòûâàÿ âñ¼ âûøåèçëîæåííîå, ïðåäñòàâèì, ÷òî ó íàñ åñòü ïðîãðàììà, êî-
òîðàÿ ïðîäåëûâàåò íåêîòîðûå ñëîæíûå ÷èñëåííûå âû÷èñëåíèÿ è âûäàåò áó-
ëåâñêèé ðåçóëüòàò. Åñëè ìû çàìåíèì âñå ÷èñëà è àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè
ëÿìáäà-òåðìàìè, êîòîðûå èõ ïðåäñòàâëÿþò, è çàïóñòèì ïîëó÷èâøóþñÿ ïðî-
ãðàììó, ìû ïîëó÷èì òîò æå ñàìûé ðåçóëüòàò. Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷êè çðåíèÿ
îêîí÷àòåëüíîãî ðåçóëüòàòà ïðîãðàìì, íåò íèêàêîé ðàçíèöû ìåæäó íàñòîÿùè-
ìè ÷èñëàìè è èõ ïðåäñòàâëåíèÿìè ïî ×¼ð÷ó.

5.3. Ôîðìàëüíîñòè

Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ãëàâû ìû äàåì òî÷íîå îïðåäåëåíèå ñèíòàêñèñà è îïå-
ðàöèîííîé ñåìàíòèêè ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ. Ïî áîëüøåé ÷àñòè, âñ¼ óñòðîåíî òàê
æå, êàê â ãëàâå 3 (÷òîáû íå ïîâòîðÿòü âñ¼ çàíîâî, ìû çäåñü îïðåäåëÿåì òîëüêî
÷èñòîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå, áåç áóëåâñêèõ çíà÷åíèé è ÷èñåë). Îäíàêî îïåðàöèÿ
ïîäñòàíîâêè òåðìà âìåñòî ïåðåìåííîé ñâÿçàíà ñ íåîæèäàííûìè ñëîæíîñòÿìè.

9Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïî íàøåìó îïðåäåëåíèþ, iszro t âû÷èñëÿåòñÿ â ïðåäñòàâëåíèå true

â âèäå òåðìà, íî äëÿ ïðîñòîòû îáñóæäåíèÿ ìû çàáóäåì ïðî ýòî ðàçëè÷èå. Ìîæíî àíà-
ëîãè÷íûì îáðàçîì âûñòðîèòü îáúÿñíåíèå òîãî, êàê èìåííî ×¼ð÷åâû áóëåâñêèå êîíñòàíòû
ïðåäñòàâëÿþò íàñòîÿùèå áóëåâñêèå çíà÷åíèÿ.
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Ñèíòàêñèñ

Êàê è â ãëàâå 3, àáñòðàêòíóþ ãðàììàòèêó, îïðåäåëÿþùóþ òåðìû (íà ñ. 73)
ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ñîêðàùåííóþ çàïèñü èíäóêòèâíî îïðåäåëåííîãî
ìíîæåñòâà àáñòðàêòíûõ ñèíòàêñè÷åñêèõ äåðåâüåâ.

Îïðåäåëåíèå 5.3.1 rÒåðìûs: Ïóñòü èìååòñÿ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èìåí ïå-
ðåìåííûõ V. Ìíîæåñòâî òåðìîâ � ýòî íàèìåíüøåå ìíîæåñòâî T òàêîå,
÷òî

1. x P T äëÿ âñåõ x P V;

2. Åñëè t1 P T è x P V, òî λx.t1 P T ;

3. Åñëè t1 P T è t2 P T , òî t1 t2 P T .

Ðàçìåð (size) òåðìà t ìîæíî îïðåäåëèòü òî÷íî òàê æå, êàê ìû ýòî ñäåëà-
ëè äëÿ àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé â îïðåäåëåíèè 3.3.2. Èíòåðåñíåå òîò ôàêò,
÷òî ìîæíî äàòü ïðîñòîå èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà ñâîáîäíûõ ïå-
ðåìåííûõ, âñòðå÷àþùèõñÿ â òåðìå.

Îïðåäåëåíèå 5.3.2 Ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ (free variables) òåð-
ìà t çàïèñûâàåòñÿ êàê FV ptq è îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

FV pxq � txu
FV pλx. t1q � FV pt1qztxu
FV pt1 t2q � FV pt1q Y FV pt2q

Óïðàæíåíèå 5.3.3 r��s: Ïîñòðîéòå ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ:
|FV ptq| ¤ sizeptq äëÿ ëþáîãî òåðìà t.

Ïîäñòàíîâêà

Îïåðàöèÿ ïîäñòàíîâêè ïðè ïîäðîáíîì ðàññìîòðåíèè îêàçûâàåòñÿ äîâîëü-
íî íåïðîñòîé. Â ýòîé êíèãå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äâà ðàçíûõ îïðåäåëåíèÿ,
êàæäîå èç êîòîðûõ óäîáíî äëÿ ñâîèõ öåëåé. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ââåäåì ïåðâîå
èç íèõ, êðàòêîå è èíòóèòèâíî ïîíÿòíîå. Îíî õîðîøî ðàáîòàåò â ïðèìåðàõ,
â ìàòåìàòè÷åñêèõ îïðåäåëåíèÿõ è äîêàçàòåëüñòâàõ. Âòîðîå, ðàññìàòðèâàåìîå
â ãëàâå 6, èñïîëüçóåò áîëåå ñëîæíóþ íîòàöèþ è çàâèñèò îò àëüòåðíàòèâíîãî
¾ïðåäñòàâëåíèÿ äå Áðàóíà¿ äëÿ òåðìîâ, ãäå èìåíîâàííûå ïåðåìåííûå çàìå-
íÿþòñÿ íà ÷èñëîâûå èíäåêñû. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå îêàçûâàåòñÿ áîëåå óäîáíûì
äëÿ êîíêðåòíûõ ðåàëèçàöèé íà ML, êîòîðûå îáñóæäàþòñÿ â ïîñëåäóþùèõ
ãëàâàõ.

Ïîó÷èòåëüíî ïðèéòè ê îïðåäåëåíèþ ïîäñòàíîâêè, ñäåëàâ ïàðó íåóäà÷íûõ
ïîïûòîê. Ïðîâåðèì ñíà÷àëà ñàìîå íàèâíîå ðåêóðñèâíîå îïðåäåëåíèå. (Ñ ôîð-
ìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, ìû îïðåäåëÿåì ôóíêöèþ rx ÞÑ ss èíäóêöèåé ïî àðãó-
ìåíòó t.):

rx ÞÑ ssx = s

rx ÞÑ ssy = y åñëè x � y

rx ÞÑ ss(λy. t1) = λy. rx ÞÑ sst1

rx ÞÑ sspt1 t2q = prx ÞÑ sst1q prx ÞÑ sst2q
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Òàêîå îïðåäåëåíèå â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ðàáîòàåò ïðàâèëüíî. Íàïðèìåð, îíî
äàåò

rx ÞÑ (λz. z w)spλy. xq � λy. λz. z w

÷òî ñîîòâåòñòâóåò íàøåìó èíòóèòèâíîìó ïðåäñòàâëåíèþ î òîì, êàê äîëæíà
ñåáÿ âåñòè ïîäñòàíîâêà. Îäíàêî ïðè íåóäà÷íîì âûáîðå èìåí ñâÿçàííûõ ïåðå-
ìåííûõ ýòî îïðåäåëåíèå íå ðàáîòàåò. Íàïðèìåð:

rx ÞÑ yspλx.xq � λx.y

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò áàçîâîé èíòóèòèâíîé èäåå ôóíêöèîíàëüíîé àáñòðàêöèè:
èìåíà ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ íå äîëæíû íè íà ÷òî âëèÿòü � ôóíêöèÿ
òîæäåñòâà îñòàåòñÿ ñàìîé ñîáîé, áóäü îíà çàïèñàíà â âèäå λx.x, λy.y èëè
λfranz.franz. Åñëè ýòè òåðìû âåäóò ñåáÿ ïî-ðàçíîìó ïðè ïîäñòàíîâêå, îíè
ïîâåäóò ñåáÿ ïî-ðàçíîìó è ïðè ðåäóêöèè, à ýòî ÿâíî íåïðàâèëüíî.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâàÿ îøèáêà, êîòîðóþ ìû äîïóñòèëè â íàèâíîì îïðåäå-
ëåíèè ïîäñòàíîâêè, ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû íå îòëè÷àëè ñâîáîäíîå âõîæäåíèå
ïåðåìåííîé x â òåðì t (êîòîðîå ïðè ïîäñòàíîâêå íóæíî çàìåíÿòü) îò ñâÿçàí-
íîãî (êîòîðîå çàìåíÿòü íå íóæíî). Êîãäà ìû äîõîäèì äî àáñòðàêöèè, ñâÿ-
çûâàþùåé èìÿ x âíóòðè t, îïåðàöèÿ ïîäñòàíîâêè äîëæíà îñòàíàâëèâàòüñÿ.
Ïðåäïðèìåì ñëåäóþùóþ ïîïûòêó:

rx ÞÑ ssx = s

rx ÞÑ ssy = y åñëè y � x

rx ÞÑ sspλy. t1q =

"
λy. t1

λy. rx ÞÑ sst1

åñëè y � x

åñëè y � x

rx ÞÑ sspt1 t2q = prx ÞÑ sst1q prx ÞÑ sst2q

Ýòî óæå ëó÷øå, íî âñå-òàêè åùå íå âïîëíå ïðàâèëüíî. Ïîñìîòðèì, íàïðèìåð,
÷òî ïîëó÷àåòñÿ, êîãäà ìû ïûòàåìñÿ ïîäñòàâèòü òåðì z âìåñòî ïåðåìåííîé x â
òåðìå λz.x:

rx ÞÑ zspλz.xq � λz. z

Â ýòîò ðàç ìû ñîâåðøèëè, â ñóùíîñòè, ïðîòèâîïîëîæíóþ îøèáêó: ïðåâðà-
òèëè ôóíêöèþ-êîíñòàíòó λz. x â ôóíêöèþ òîæäåñòâà! Ýòî ñíîâà ñëó÷èëîñü
îòòîãî, ÷òî ìû âûáðàëè z â êà÷åñòâå èìåíè ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé â ôóíêöèè-
êîíñòàíòå, òàê ÷òî ÷òî-òî ìû äî ñèõ ïîð äåëàåì íå òàê.

Ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå òåðìà s ñòàíîâÿòñÿ ñâÿçàííû-
ìè ïðè èõ íàèâíîé ïîäñòàíîâêå â òåðì t, íàçûâàåòñÿ çàõâàòîì ïåðåìåííûõ
(variable capture). ×òîáû èçáåæàòü åãî, íóæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî èìåíà ñâÿ-
çàííûõ ïåðåìåííûõ â t îòëè÷àþòñÿ îò èìåí ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ â s. Îïå-
ðàöèÿ ïîäñòàíîâêè, êîòîðàÿ ðàáîòàåò èìåííî òàê, íàçûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêîé,
ñâîáîäíîé îò çàõâàòà (capture-avoiding substitution). (Îáû÷íî, êîãäà ïðîñòî
ãîâîðÿò ¾ïîäñòàíîâêà¿, èìåííî òàêóþ ïîäñòàíîâêó è èìåþò â âèäó.) Ìû ìî-
æåì äîáèòüñÿ òðåáóåìîãî ýôôåêòà, åñëè äîáàâèì êî âòîðîìó âàðèàíòó åùå
îäíî óñëîâèå ïðè ïîäñòàíîâêå â òåðì-àáñòðàêöèþ:

rx ÞÑ ssx = s

rx ÞÑ ssy = y åñëè y � x

rx ÞÑ sspλy. t1q =

"
λy. t1

λy. rx ÞÑ sst1

åñëè y � x

åñëè y � x è y R FV psq
rx ÞÑ sspt1 t2q = prx ÞÑ sst1q prx ÞÑ sst2q
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Òåïåðü ïî÷òè âñå ïðàâèëüíî: íàøå îïðåäåëåíèå ïîäñòàíîâêè äåëàåò òî, ÷òî
òðåáóåòñÿ, êîãäà îíî âîîáùå ÷òî-òî äåëàåò. Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî ïîñëåäíåå èçìåíåíèå ïðåâðàòèëî ïîäñòàíîâêó èç ïîëíîé ôóíêöèè â ÷à-
ñòè÷íóþ. Íàïðèìåð, íîâîå îïðåäåëåíèå íå âûäàåò íèêàêîãî ðåçóëüòàòà äëÿ
rx ÞÑ y zspλy. x yq: ñâÿçàííàÿ ïåðåìåííàÿ y òåðìà, â êîòîðûé ïðîèçâîäèòñÿ
ïîäñòàíîâêà, íå ðàâíà x, íî îíà âñòðå÷àåòñÿ êàê ñâîáîäíàÿ â òåðìå (y z), è
íè îäíà ñòðîêà îïðåäåëåíèÿ ê íåé íå ïðèìåíèìà.

Ðàñïðîñòðàíåííîå ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû â ëèòåðàòóðå ïî ñèñòåìàì òè-
ïîâ è ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèþ ñîñòîèò â òîì, ÷òî òåðìû ðàññìàòðèâàþòñÿ ¾ñ òî÷-
íîñòüþ äî ïåðåèìåíîâàíèÿ ïåðåìåííûõ¿. (×¼ð÷ íàçûâàë îïåðàöèþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîãî ïåðåèìåíîâàíèÿ ïåðåìåííûõ â òåðìå àëüôà-êîíâåðñèåé (alpha-
conversion). Ýòîò òåðìèí óïîòðåáëÿåòñÿ è äî ñèõ ïîð � ìû ìîãëè áû ñêàçàòü,
÷òî ðàññìàòðèâàåì òåðìû ¾ñ òî÷íîñòüþ äî àëüôà-êîíâåðñèè¿.)

Ñîãëàøåíèå 5.3.4 Òåðìû, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî èìåíàìè ñâÿçàííûõ ïåðå-
ìåííûõ, âçàèìîçàìåíèìû âî âñåõ êîíòåêñòàõ.

Íà ïðàêòèêå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èìÿ ëþáîé λ-ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé ìîæíî
çàìåíèòü íà äðóãîå (ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîâåäÿ ýòî ïåðåèìåíîâàíèå â òåëå λ)
âñåãäà, êîãäà ýòî îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì. Íàïðèìåð, åñëè ìû õîòèì âû÷èñëèòü
rx ÞÑ y zspλy. x yq, ìû ñíà÷àëà ïåðåïèñûâàåì (λy. x y) â âèäå, ñêàæåì,
(λw. x w). Çàòåì ìû âû÷èñëÿåì rx ÞÑ y zspλw. x wq, ÷òî äàåò íàì (λw. y z

w).
Ýòî ñîãëàøåíèå äåëàåò íàøå îïðåäåëåíèå ¾ïðàêòè÷åñêè ïîëíûì¿, ïîñêîëü-

êó êàæäûé ðàç, êàê ìû ïûòàåìñÿ åãî ïðèìåíèòü ê àðãóìåíòàì, ê êîòîðûì
îíî íåïðèìåíèìî, ìû ìîæåì èñïðàâèòü äåëî ïåðåèìåíîâàíèåì, òàê, ÷òîáû
âñå óñëîâèÿ âûïîëíÿëèñü. Â ñóùíîñòè, ïðèíÿâ ýòî ñîãëàøåíèå, ìû ìîæåì
ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå ïîäñòàíîâêè ÷óòü êîðî÷å. Ìû ìîæåì îòáðîñèòü
ïåðâûé âàðèàíò â îïðåäåëåíèè äëÿ àáñòðàêöèé, ïîñêîëüêó âñåãäà ìîæíî ïðåä-
ïîëîæèòü (ïðèìåíÿÿ, åñëè íàäî, ïåðåèìåíîâàíèå), ÷òî ñâÿçàííàÿ ïåðåìåííàÿ
y îòëè÷àåòñÿ êàê îò x, òàê è îò ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ s. Îïðåäåëåíèå ïðè-
íèìàåò îêîí÷àòåëüíûé âèä.

Îïðåäåëåíèå 5.3.5 rÏîäñòàíîâêàs:
rx ÞÑ ssx = s

rx ÞÑ ssy = y åñëè y � x

rx ÞÑ sspλy.t1q = λy. rx ÞÑ sst1 åñëè y � x è y R FV psq
rx ÞÑ sspt1 t2q = prx ÞÑ sst1q prx ÞÑ sst2q

Îïåðàöèîííàÿ ñåìàíòèêà

Îïåðàöèîííàÿ ñåìàíòèêà ëÿìáäà-òåðìîâ âêðàòöå ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 5.3.
Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé â ýòîì èñ÷èñëåíèè áîëåå èíòåðåñíî, ÷åì áûëî â ñëó÷àå
àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé. Ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèå (ñ âûçîâîì ïî çíà÷åíèþ)
îñòàíàâëèâàåòñÿ, êîãäà äîñòèãàåò ëÿìáäû, çíà÷åíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëü-
íûå ëÿìáäà-òåðìû.

Îòíîøåíèå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàíî â ïðàâîì ñòîëáöå ðèñóíêà. Êàê è â ñëó-
÷àå àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé, èìååòñÿ äâà òèïà ïðàâèë: ðàáî÷åå ïðàâèëî
E-AppAbs è ïðàâèëà ñîîòâåòñòâèÿ E-App1 è E-App2.
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Ñ (áåñòèïîâîå)

Ñèíòàêñèñ
t ::= òåðìû:

x ïåðåìåííàÿ
λx.t àáñòðàêöèÿ
t t ïðèìåíåíèå

v ::= çíà÷åíèÿ:
λx.t çíà÷åíèå-àáñòðàêöèÿ

Âû÷èñëåíèå tÑ t1

t1 Ñ t11

t1 t2 Ñ t11 t2

(E-App1)

t2 Ñ t12

v1 t2 Ñ v1 t12
(E-App2)

(λx.t12) v2 Ñ rx ÞÑ v2st12

(E-AppAbs)

Ðèñ. 5.3. Áåñòèïîâîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå (λ)

Îáðàòèòå âíèìàíèå, êàê âûáîð ìåòàïåðåìåííûõ â ýòèõ ïðàâèëàõ ïîìîãà-
åò óïðàâëÿòü ïîðÿäêîì âû÷èñëåíèé. Ïîñêîëüêó v2 ìîæåò îòíîñèòüñÿ òîëüêî
ê çíà÷åíèÿì, ëåâàÿ ñòîðîíà ïðàâèëà E-AppAbs ñîîòâåòñòâóåò âñåì ïðèìåíå-
íèÿì òåðìîâ, â êîòîðûõ òåðì-àðãóìåíò ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì. Òî÷íî òàê æå,
E-App1 îòíîñèòñÿ ê òåì ïðèìåíåíèÿì, â êîòîðûõ ëåâàÿ ÷àñòü íå ÿâëÿåòñÿ
çíà÷åíèåì, ïîñêîëüêó t1 ìîæåò îáîçíà÷àòü ëþáîé òåðì, íî ïðåäïîñûëêà ïðà-
âèëà òðåáóåò, ÷òîáû t1 ìîã ñîâåðøèòü øàã âû÷èñëåíèÿ. Íàïðîòèâ, E-App2
íå ñðàáàòûâàåò, ïîêà ëåâàÿ ÷àñòü íå ñòàíåò çíà÷åíèåì, êîòîðîå ìîæåò áûòü
îáîçíà÷åíî ìåòàïåðåìåííîé v. Ñîâìåñòíî ýòè ïðàâèëà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿ-
þò ïîðÿäîê âû÷èñëåíèÿ òåðìà âèäà t1 t2: ñíà÷àëà ðàáîòàåò E-App1, ïîêà t1

íå ñâåäåòñÿ ê çíà÷åíèþ, çàòåì E-App2 ïðèìåíÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà t2 íå
îêàæåòñÿ çíà÷åíèåì, è, íàêîíåö, ñàìî ïðàâèëî E-AppAbs ïðîèçâîäèò ñàìî
ïðèìåíåíèå.

Óïðàæíåíèå 5.3.6 r��s:
Ìîäèôèöèðóéòå ýòè ïðàâèëà òàê, ÷òîáû îïèñàòü òðè äðóãèå ñòðàòåãèè
âû÷èñëåíèÿ: ïîëíóþ áåòà-ðåäóêöèþ, íîðìàëüíûé ïîðÿäîê è ëåíèâîå âû÷èñëå-
íèå.

Çàìåòèì, ÷òî â ÷èñòîì ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèè åäèíñòâåííûå âîçìîæíûå çíà-
÷åíèÿ � ýòî ëÿìáäà-àáñòðàêöèè, òàê ÷òî, åñëè E-App1 äîâîäèò t1 äî çíà÷åíèÿ,
ýòî çíà÷åíèå äîëæíî áûòü ëÿìáäà-àáñòðàêöèåé. Ðàçóìååòñÿ, ýòî óòâåðæäåíèå
ïåðåñòàåò áûòü ñïðàâåäëèâûì, êàê òîëüêî ìû äîáàâëÿåì â ÿçûê äðóãèå êîí-
ñòðóêöèè, ñêàæåì, ýëåìåíòàðíûå áóëåâñêèå çíà÷åíèÿ, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì ó
íàñ ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå âèäû çíà÷åíèé.

Óïðàæíåíèå 5.3.7 r��,Ûs:
Â óïðàæíåíèè 3.5.16 äàåòñÿ àëüòåðíàòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàöèîííîé
ñåìàíòèêè áóëåâñêèõ è àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé, â êîòîðîì òóïèêîâûå
òåðìû äàþò ïðè âû÷èñëåíèè îñîáóþ êîíñòàíòó wrong. Ðàñïðîñòðàíèòå ýòó
ñåìàíòèêó íà λNB.
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Óïðàæíåíèå 5.3.8 r��s:
Â óïðàæíåíèè 3.5.17 ââîäèòñÿ ñòèëü âû÷èñëåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæå-
íèé ¾ñ áîëüøèì øàãîì¿, â êîòîðîì áàçîâîå îòíîøåíèå âû÷èñëåíèÿ îçíà÷àåò
¾òåðì t ïðè âû÷èñëåíèè äàåò îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò v¿. Ïîêàæèòå, êàê
ñôîðìóëèðîâàòü ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ ëÿìáäà-òåðìîâ â ýòîì ñòèëå.

5.4. Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Áåñòèïîâîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå áûëî ðàçðàáîòàíî ×¼ð÷åì è åãî êîëëåãàìè
â 20-å è 30-å ãîäû (Church, 1941). Îñíîâîïîëàãàþùèé òðóä ïî âñåì âîïðî-
ñàì áåñòèïîâîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ � êíèãà Áàðåíäðåãòà (Barendregt, 1984);
ðàáîòà Õèíäëè è Ñåëäèíà (Hindley and Seldin, 1986) �óæå ïî îõâàòó, íî ëåã-
÷å äëÿ ÷òåíèÿ. Ñòàòüÿ Áàðåíäðåãòà (Barendregt, 1990) â ¾Ñïðàâî÷íèêå ïî
òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå¿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðàòêèé îáçîð. Ñâåäåíèÿ î
ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèè ìîæíî íàéòè òàêæå âî ìíîæåñòâå ó÷åáíèêîâ ïî ôóíêöè-
îíàëüíûì ÿçûêàì ïðîãðàììèðîâàíèÿ (Abelson and Sussman, 1985; Friedman,
Wand, and Haynes, 2001; Peyton Jones and Lester, 1992) è ïî ñåìàíòèêå ÿçûêîâ
ïðîãðàììèðîâàíèÿ (íàïð., Schmidt, 1986; Gunter, 1992; Winskel, 1993; Mitchell,
1996). Ñèñòåìàòè÷åñêèé ìåòîä êîäèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóð äàííûõ â âè-
äå ëÿìáäà-òåðìîâ îïèñàí â ñòàòüå Á¼ìà è Áåðàðäó÷÷è (B�ohm and Berarducci,
1985).

Íåñìîòðÿ íà íàçâàíèå, Êàððè íå ñ÷èòàë ñåáÿ àâòîðîì èäåè êàððèðîâàíèÿ.
Å¼ îòêðûòèå îáû÷íî ïðèïèñûâàþò Ø¼íôèíêåëþ (Sch�on�nkel, 1924), îäíàêî
îñíîâíàÿ èäåÿ åùå â XIX âåêå áûëà èçâåñòíà íåêîòîðûì ìàòåìàòèêàì, â òîì
÷èñëå Ôðåãå è Êàíòîðó.

Âîçìîæíî, ó ýòîé ñèñòåìû
íàéäóòñÿ ïðèëîæåíèÿ íå òîëüêî
â ðîëè ëîãè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Àëîíñî ×¼ð÷, 1932
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Ãëàâà 6

Ïðåäñòàâëåíèå òåðìîâ áåç

èñïîëüçîâàíèÿ èìåí

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû ðàáîòàëè ñ òåðìàìè ¾ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåèìåíî-
âàíèÿ ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ¿. Ìû äîãîâîðèëèñü, ÷òî ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå
ìîæíî â ëþáîé ìîìåíò ïåðåèìåíîâàòü, ÷òîáû ïðîâåñòè ïîäñòàíîâêó èëè åñëè
íîâîå èìÿ ïî êàêèì-òî ïðè÷èíàì óäîáíåå. Â ñóùíîñòè, ¾âíåøíèé âèä¿ èìåíè
ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé ìîæåò áûòü ëþáûì. Òàêîå ñîãëàøåíèå îòëè÷íî ðàáî-
òàåò ïðè îáñóæäåíèè îñíîâíûõ èäåé ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ è ïîìîãàåò ïîíÿòíî
çàïèñûâàòü äîêàçàòåëüñòâà. Îäíàêî, ïðè ðåàëèçàöèè èñ÷èñëåíèÿ â ïðîãðàììå
íàì íóæíî èìåòü åäèíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êàæäîãî òåðìà; â ÷àñòíîñòè, òðå-
áóåòñÿ ðåøèòü, êàê áóäóò ïðåäñòàâëåíû âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ. Åñòü íåñêîëü-
êî ñïîñîáîâ ðåøèòü ýòó çàäà÷ó:

1. Ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ïåðåìåííûå ñèìâîëè÷åñêè, êàê ìû ýòî äåëàëè äî
ñèõ ïîð, îäíàêî âìåñòî íåÿâíîãî ïåðåèìåíîâàíèÿ ìû ïðè íåîáõîäèìî-
ñòè ÿâíî çàìåíÿåì ïðè ïîäñòàíîâêå ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå ¾ñâåæèìè¿
èìåíàìè, ÷òîáû èçáåæàòü çàõâàòà.

2. Ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ïåðåìåííûå ñèìâîëè÷åñêè, íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû
èìåíà âñåõ ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ îòëè÷àëèñü äðóã îò äðóãà è îò âñåõ
ãäå-ëèáî âñòðå÷àþùèõñÿ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ. Òàêîå ñîãëàøåíèå (èíî-
ãäà åãî íàçûâàþò ñîãëàøåíèå Áàðåíäðåãòà, Barendregt convention) áîëåå
ñòðîãî, ÷åì íàøå, ïîñêîëüêó íå ðàçðåøàåò ïåðåèìåíîâûâàòü ïåðåìåííûå
¾íà õîäó¿ â ïðîèçâîëüíûå ìîìåíòû. Îäíàêî ýòî ïðàâèëî íå áåçîïàñíî îò-
íîñèòåëüíî ïîäñòàíîâêè (èëè áåòà-ðåäóêöèè): ïîñêîëüêó ïîäñòàâëÿåìûé
òåðì êîïèðóåòñÿ, òî íåòðóäíî ïîñòðîèòü ïðèìåðû, ãäå â ðåçóëüòàòå ïîä-
ñòàíîâêè ïîëó÷àåòñÿ òåðì, â êîòîðîì ó íåñêîëüêèõ λ-àáñòðàêöèé áóäåò
îäíî è òî æå èìÿ ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå êàæäî-
ãî øàãà âû÷èñëåíèÿ, âêëþ÷àþùåãî ïîäñòàíîâêó, äîëæåí ñëåäîâàòü øàã
ïåðåèìåíîâàíèÿ, âîññòàíàâëèâàþùèé èíâàðèàíò.

Â ýòîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ áåñòèïîâîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå, λ (ðèñ. 5.3). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ðåàëèçàöèÿ íà OCaml íàçûâàåòñÿ fulluntyped.
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3. Ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü íåêîòîðîå ¾êàíîíè÷åñêîå¿ ïðåäñòàâëåíèå ïåðå-
ìåííûõ è òåðìîâ, ïðè êîòîðîì ïåðåèìåíîâàíèå íå íóæíî.

4. Ìîæíî âîîáùå èçáåæàòü ïîíÿòèÿ ïîäñòàíîâêè ñ ïîìîùüþ ìåõàíèçìîâ
âðîäå ÿâíûõ ïîäñòàíîâîê (explicit substitutions) (Abadi, Cardelli, Curien,
and L�evy, 1991a).

5. Ìîæíî èçáåæàòü èñïîëüçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ (variables), åñëè ðàáîòàòü â
ÿçûêå, îñíîâàííîì íà êîìáèíàòîðàõ, íàïðèìåð, êîìáèíàòîðíîé ëîãèêå
(combinatory logic) (Curry and Feys, 1958; Barendregt, 1984) � âàðèàíòå
ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ, â êîòîðîì âìåñòî ïðîöåäóðíîé àáñòðàêöèè èñïîëü-
çóþòñÿ êîìáèíàòîðû, � èëè íà ÿçûêå Áýêóñà FP (Backus, 1978).

Ó êàæäîé èç ýòèõ ñõåì åñòü ñâîè ñòîðîííèêè, è âûáîð ìåæäó íèìè � äî
íåêîòîðîé ñòåïåíè äåëî âêóñà (â ñåðüåçíûõ ðåàëèçàöèÿõ êîìïèëÿòîðîâ ñëå-
äóåò òàêæå ó÷èòûâàòü ñîîáðàæåíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè, íî íàñ îíè ñåé÷àñ
íå âîëíóþò). Ìû âûáèðàåì òðåòèé âàðèàíò, êîòîðûé, ïî íàøåìó îïûòó, áó-
äåò ëó÷øå ìàñøòàáèðîâàòüñÿ, êîãäà ïîòðåáóåòñÿ ðàáîòàòü ñ íåêîòîðûìè áî-
ëåå ñëîæíûìè èíòåðïðåòàòîðàìè èç ýòîé êíèãè. Åãî ïðåèìóùåñòâî â òîì,
÷òî ïðè îøèáêàõ ðåàëèçàöèè àëãîðèòì ñðàçó æå âûäà¼ò î÷åâèäíî îøèáî÷-
íûå ðåçóëüòàòû â ñàìûõ ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ. Ýòî ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî áûñòðî
îáíàðóæèâàòü è èñïðàâëÿòü îøèáêè. Íàïðîòèâ, èçâåñòíû ñëó÷àè, êîãäà â ðåà-
ëèçàöèÿõ, îñíîâàííûõ íà èìåíîâàííûõ ïåðåìåííûõ, îøèáêè îáíàðóæèâàëèñü
ñïóñòÿ ìåñÿöû è ãîäû. Íàøà ðåàëèçàöèÿ èñïîëüçóåò õîðîøî èçâåñòíûé ìåòîä,
èçîáðåòåííûé Íèêîëàñîì äå Áðàóíîì (de Bruijn, 1972).

6.1. Òåðìû è êîíòåêñòû

Èäåÿ äå Áðàóíà ñîñòîÿëà â òîì, ÷òîáû ïðåäñòàâëÿòü òåðìû áîëåå åñòå-
ñòâåííûì � õîòÿ è áîëåå òðóäíûì äëÿ ÷òåíèÿ � îáðàçîì, îáåñïå÷èâ âî
âõîæäåíèÿõ ïåðåìåííûõ ïðÿìûå óêàçàíèÿ íà èõ ñâÿçûâàþùèå îïðåäåëåíèÿ,
âìåñòî òîãî, ÷òîáû íàçûâàòü èõ ïî èìåíè. Äëÿ ýòîãî ìîæíî çàìåíèòü èìå-
íîâàííûå ïåðåìåííûå íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè òàê, ÷òîáû ÷èñëî k îçíà÷à-
ëî ¾ïåðåìåííàÿ, ñâÿçàííàÿ k-é îõâàòûâàþùåé λ¿. Íàïðèìåð, îáûêíîâåííûé
òåðì λx.x ñîîòâåòñòâóåò áåçûìÿííîìó òåðìó (nameless term) λ.0, à òåðìó
λx.λy. x (y x) ñîîòâåòñòâóåò λ.λ. 1 (0 1). Áåçûìÿííûå òåðìû èíîãäà åùå
íàçûâàþò òåðìàìè äå Áðàóíà (de Bruijn terms), à íóìåðîâàííûå ïåðåìåííûå
â íèõ íàçûâàþòñÿ èíäåêñàìè äå Áðàóíà (de Bruijn indices).�Ðàçðàáîò÷èêè êîì-
ïèëÿòîðîâ èñïîëüçóþò äëÿ ýòîãî ïîíÿòèÿ òåðìèí ¾ñòàòè÷åñêèå ðàññòîÿíèÿ¿.

Óïðàæíåíèå 6.1.1 r�s: Äëÿ êàæäîãî èç ñëåäóþùèõ êîìáèíàòîðîâ

c0 = λs. λz. z;

c2 = λs. λz. s (s z);

plus = λm. λn. λs. λz. m s (n s z);

fix = λf. (λx. f (λy. (x x) y)) (λx. f (λy. (x x) y));

foo = (λx. (λx. x)) (λx. x);

�Ôàìèëèÿ de Bruijn ÷èòàåòñÿ ¾äå Áðàóí¿. Â ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå âñòðå÷àþòñÿ âà-
ðèàíòû òðàíñëèòåðàöèè ¾äå Áðåéí¿, ¾äå Áðþéí¿ è ¾äå Áðîéí¿. � ïðèì. ïåðåâ.

Rev: �revision�, November 28, 2010 94 �source�le�



6.1. Òåðìû è êîíòåêñòû 95

çàïèøèòå ñîîòâåòñòâóþùèé áåçûìÿííûé òåðì.

Ôîðìàëüíî ìû îïðåäåëÿåì ñèíòàêñèñ áåçûìÿííûõ òåðìîâ ïî÷òè òàê æå,
êàê îïðåäåëÿëñÿ ñèíòàêñèñ îáûêíîâåííûõ òåðìîâ (5.3). Åäèíñòâåííîå ðàçëè-
÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî òðåáóåòñÿ âíèìàòåëüíî ñëåäèòü, ñêîëüêî ñâîáîäíûõ ïå-
ðåìåííûõ ìîæåò ñîäåðæàòü êàæäûé òåðì. Òî åñòü, òðåáóåòñÿ ðàçëè÷àòü ìíî-
æåñòâà òåðìîâ áåç ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ (êîòîðûå íàçûâàþòñÿ 0-òåðìàìè,
0-terms), òåðìîâ, â êîòîðûõ åñòü ìàêñèìóì îäíà ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ (1-
òåðìû), è òàê äàëåå.

Îïðåäåëåíèå 6.1.2 rÒåðìûs: Ïóñòü T � íàèìåíüøåå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ
tT0, T1, T2, . . .u, òàêîå, ÷òî

1. k P Tn, åñëè 0 ¤ k   n;

2. åñëè t1 P Tn è n ¡ 0, òî λ.t1 P Tn�1;

3. åñëè t1 P Tn è t2 P Tn, òî (t1 t2) P Tn.

(Çàìåòèì, ÷òî ìû èìååì çäåñü ñòàíäàðòíîå èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå, íî
îïðåäåëÿåì ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ, èíäåêñèðóåìîå ÷èñëàìè, à íå îäíî ìíîæå-
ñòâî.) Ýëåìåíòû êàæäîãî ìíîæåñòâà Tn íàçûâàþòñÿ n-òåðìàìè.

Ýëåìåíòû Tn � ýòî òåðìû ñ íå áîëåå, ÷åì n ïåðåìåííûõ, ïðîíóìåðîâàííûõ
îò 0 äî n� 1: êàæäûé ýëåìåíò Tn íå îáÿçàí ñîäåðæàòü ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå
ñî âñåìè ýòèìè íîìåðàìè, äà è âîîáùå íå îáÿçàí èìåòü êàêèå-ëèáî ñâîáîä-
íûå ïåðåìåííûå. Â ÷àñòíîñòè, åñëè t çàìêíóò, îí ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì Tn äëÿ
ëþáîãî n.

Çàìåòèì, ÷òî âñÿêèé (çàìêíóòûé) îáûêíîâåííûé òåðì èìååò ðîâíî îäíî
ïðåäñòàâëåíèå äå Áðàóíà, è ÷òî äâà îáûêíîâåííûõ òåðìà ýêâèâàëåíòíû ñ òî÷-
íîñòüþ äî ïåðåèìåíîâàíèÿ ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ó íèõ îäèíàêîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ äå Áðàóíà.

×òîáû ðàáîòàòü ñ òåðìàìè, ñîäåðæàùèìè ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå, íàì ïî-
òðåáóåòñÿ ïîíÿòèå êîíòåêñòà èìåíîâàíèÿ (naming context). Íàïðèìåð, äîïó-
ñòèì, íàì íóæíî ïðåäñòàâèòü λx. y x â âèäå áåçûìÿííîãî òåðìà. Ìû çíàåì,
÷òî äåëàòü ñ x, íî íå çíàåì, êàê âåñòè ñåáÿ ñ y, ïîñêîëüêó íåèçâåñòíî, êàê
¾äàëåêî¿ ýòà ïåðåìåííàÿ áóäåò îïðåäåëåíà, è êàêîé åé ñîïîñòàâèòü íîìåð.
Ðåøåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûáðàòü, ðàç è íàâñåãäà, ïðèñâîåíèå èíäåêñîâ
äå Áðàóíà ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì (íàçûâàåìîå êîíòåêñòîì èìåíîâàíèÿ), è ïî-
ñëåäîâàòåëüíî èñïîëüçîâàòü ýòî ïðèñâîåíèå, êîãäà òðåáóåòñÿ âûáðàòü íîìåð
äëÿ ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé. Íàïðèìåð, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ðåøèëè ðàáîòàòü
â ñëåäóþùåì êîíòåêñòå èìåíîâàíèÿ:

Γ � x ÞÑ 4
y ÞÑ 3
z ÞÑ 2
a ÞÑ 1
b ÞÑ 0

Òîãäà x (y z) áóäåò ïðåäñòàâëåí êàê 4 (3 2), â òî âðåìÿ êàê λw. y w áóäåò
ïðåäñòàâëåí êàê λ. 4 0, à λw.λa.x � êàê λ.λ.6.
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Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê, â êîòîðîì ïåðåìåííûå ñëåäóþò â Γ, îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåò èõ ÷èñëîâûå èíäåêñû, ìû ìîæåì êðàòêî çàïèñàòü êîíòåêñò â âèäå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 6.1.3 Äîïóñòèì, x0, . . . xn � èìåíà ïåðåìåííûõ èç V. Êîí-
òåêñò èìåíîâàíèÿ Γ � xn, xn�1, . . . x1, x0 ïðèñâàèâàåò êàæäîé xi èíäåêñ äå
Áðàóíà i. Çàìåòèì, ÷òî ñàìàÿ ïðàâàÿ ïåðåìåííàÿ â êîíòåêñòå ïîëó÷àåò èí-
äåêñ 0; ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, êàê ìû ñ÷èòàåì λ-ñâÿçûâàíèÿ � ñïðàâà
íàëåâî, � êîãäà ïðåîáðàçóåì èìåíîâàííûé òåðì â áåçûìÿííûé. Ìíîæåñòâî
txn, . . . , x0u ïåðåìåííûõ, óïîìÿíóòûõ â Γ, ìû îáîçíà÷àåì dompΓq.

Óïðàæíåíèå 6.1.4 r� � �,Ûs: Ïîñòðîéòå àëüòåðíàòèâíóþ êîíñòðóêöèþ
ìíîæåñòâ n-òåðìîâ â ñòèëå îïðåäåëåíèÿ 3.2.3, è ïîêàæèòå (êàê â óòâåð-
æäåíèè 3.2.6), ÷òî âàøå îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî âûøåïðèâåäåííîìó.

Óïðàæíåíèå 6.1.5 rÐåêîìåíäóåòñÿ,���s:

1. Îïðåäåëèòå ôóíêöèþ removenamesΓptq, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò êîíòåêñò
èìåíîâàíèÿ Γ è îáûêíîâåííûé òåðì t (ãäå FV ptq � dompΓq), è ïîðîæ-
äàåò ñîîòâåòñòâóþùèé áåçûìÿííûé òåðì.

2. Îïðåäåëèòå ôóíêöèþ restorenamesΓptq, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò áåçûìÿí-
íûé òåðì t è êîíòåêñò Γ, è ïîðîæäàåò îáûêíîâåííûé òåðì. (Â ïðî-
öåññå âàì ïðèäåòñÿ ¾âûäóìûâàòü¿ èìåíà ïåðåìåííûõ, ñâÿçàííûõ àá-
ñòðàêöèÿìè â t. Ìîæåòå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èìåíà â V ðàçëè÷àþòñÿ
ïîïàðíî, è ÷òî ìíîæåñòâî èìåí ïåðåìåííûõ V óïîðÿäî÷åíî, òàê ÷òî
âûðàæåíèå ¾âîçüìåì ïåðâîå èìÿ ïåðåìåííîé, êîòîðîå åùå íå ñîäåð-
æèòñÿ â dompΓq¿ èìååò ñìûñë.)

Ýòà ïàðà ôóíêöèé äîëæíà èìåòü ñâîéñòâî

removenamesΓprestorenamesΓptqq � t

äëÿ ëþáîãî áåçûìÿííîãî òåðìà t è, ñîîòâåòñòâåííî,

restorenamesΓpremovenamesΓptqq � t

ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåèìåíîâàíèÿ ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ, äëÿ ëþáîãî îáûêíî-
âåííîãî òåðìà t.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, íåëüçÿ ãîâîðèòü î ¾íåêîòîðîì t P T ¿ � âñåãäà íóæíî óêà-
çûâàòü, ñêîëüêî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ t ìîæåò èìåòü. Îäíàêî íà ïðàêòèêå
ìû îáû÷íî áóäåì èìåòü â âèäó íåêîòîðûé çàðàíåå çàäàííûé êîíòåêñò èìåíî-
âàíèÿ Γ; ìû áóäåì íåñêîëüêî âîëüíî îáðàùàòüñÿ ñ íîòàöèåé è ïèñàòü t P T ,
èìåÿ â âèäó t P Tn, ãäå n � äëèíà Γ.

6.2. Ñäâèã è ïîäñòàíîâêà

Íàøåé ñëåäóþùåé çàäà÷åé áóäåò îïðåäåëåíèå îïåðàöèè ïîäñòàíîâêè prk ÞÑ
sstq íà áåçûìÿííûõ òåðìàõ. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ îïåðà-
öèÿ, íàçûâàåìàÿ ¾ñäâèãîì¿, êîòîðàÿ ïåðåíóìåðîâûâàåò èíäåêñû ñâîáîäíûõ
ïåðåìåííûõ â òåðìå.
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Êîãäà ïîäñòàíîâêà ïðîíèêàåò âíóòðü λ-àáñòðàêöèè, ê ïðèìåðó, r1 ÞÑ
ss(λ.2) (ò. å., rx ÞÑ ssλy.x, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî 1 � èíäåêñ ïåðåìåííîé x

âî âíåøíåì êîíòåêñòå), êîíòåêñò, â êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïîäñòàíîâêà, ñòàíî-
âèòñÿ äëèííåå èñõîäíîãî íà îäíó ïåðåìåííóþ; òðåáóåòñÿ óâåëè÷èòü èíäåêñû
ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ â s, ÷òîáû â íîâîì êîíòåêñòå îíè ññûëàëèñü íà òå
æå ïåðåìåííûå, ÷òî è ðàíüøå. Îäíàêî äåëàòü ýòî íóæíî îñòîðîæíî: íåëü-
çÿ ïðîñòî óâåëè÷èòü íà åäèíèöó âñå èíäåêñû ïåðåìåííûõ s, ïîòîìó ÷òî ïðè
ýòîì ñäâèíóëèñü áû è ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå âíóòðè s. Íàïðèìåð, ïóñòü s

= 2 (λ.0) (ò. å., s = z (λw.w), åñëè 2 � èíäåêñ z âî âíåøíåì êîíòåêñòå). Â
ýòîì ñëó÷àå íàì òðåáóåòñÿ ñäâèíóòü 2, íî íå 0. Ôóíêöèÿ ñäâèãà, îïèñàííàÿ
íèæå, ïðèíèìàåò ïàðàìåòð ¾îòñå÷êè¿ c, óïðàâëÿþùèé òåì, êàêèå ïåðåìåí-
íûå ñäâèãàþòñÿ. Èñõîäíî îí ðàâåí 0 (÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ñäâèãàòü íóæíî âñå
ïåðåìåííûå), è óâåëè÷èâàåòñÿ êàæäûé ðàç, êîãäà ôóíêöèÿ ñäâèãà ïåðåñåêàåò
ãðàíèöó àáñòðàêöèè. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âû÷èñëåíèè Òdc ptq ìû çíàåì, ÷òî
òåðì t ïðîèñõîäèò èçíóòðè c ñëîåâ àáñòðàêöèè ïî îòíîøåíèþ ê èñõîäíîìó
àðãóìåíòó Òd. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî âñå èäåíòèôèêàòîðû k   c âíóòðè t ñâÿçàíû â
èñõîäíîì àðãóìåíòå è ñäâèãó íå ïîäëåæàò, à èäåíòèôèêàòîðû k ¥ c ñâîáîäíû,
è èõ íóæíî ñäâèíóòü.

Îïðåäåëåíèå 6.2.1 rÑäâèãs: Ñäâèã òåðìà t íà d ïîçèöèé ñ îòñå÷êîé c, îáî-
çíà÷àåìûé Òdc ptq, îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

Òdc pkq �

#
k åñëè k   c

k� d åñëè k ¥ c

Òdc pλ.t1q � λ. Òdc�1 pt1q
Òdc pt1 t2q � Òdc pt1q Ò

d
c pt2q

Çàïèñü Òd ptq îçíà÷àåò Òd0 ptq.

Óïðàæíåíèå 6.2.2 r�s:

1. ×åìó ðàâíÿåòñÿ Ò2 pλ.λ. 1 (0 2)q?

2. ×åìó ðàâíÿåòñÿ Ò2 pλ. 0 1 (λ. 0 1 2)q?

Óïðàæíåíèå 6.2.3 r��,Ûs: Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè t ÿâëÿåòñÿ n-òåðìîì è,
åñëè d   0, âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå t íå ìåíüøå |d|, òî Òdc ptq ÿâëÿåòñÿ
maxpn� d, 0q-òåðìîì.

Òåïåðü ìû ãîòîâû îïðåäåëèòü îïåðàòîð ïîäñòàíîâêè rj ÞÑ sst. Êîãäà ìû
èñïîëüçóåì ïîäñòàíîâêó, íàñ îáû÷íî èíòåðåñóåò ïîäñòàíîâêà ïîñëåäíåé ïåðå-
ìåííîé â êîíòåêñòå (ò. å., j � 0), ïîñêîëüêó èìåííî ýòîò ñëó÷àé íàì íóæåí,
÷òîáû îïðåäåëèòü îïåðàöèþ áåòà-ðåäóêöèè. Îäíàêî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîäñòà-
âèòü çíà÷åíèå ïåðåìåííîé 0 â òåðìå, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ëÿìáäà-àáñòðàêöèåé,
íóæíà âîçìîæíîñòü ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé 1 â òåëå ýòîé àáñòðàê-
öèè. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå ïîäñòàíîâêè äîëæíî ðàáîòàòü ñ ïðîèçâîëü-
íîé ïåðåìåííîé.
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Îïðåäåëåíèå 6.2.4 rÏîäñòàíîâêàs: Ïîäñòàíîâêà òåðìà s âìåñòî ïåðåìåí-
íîé íîìåð j â òåðìå t, çàïèñûâàåìàÿ â âèäå rj ÞÑ sst, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

rj ÞÑ ssk �

#
s åñëè k = j

k â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
rj ÞÑ ss(λ.t1) � λ. rj� 1 ÞÑÒ1 sst1

rj ÞÑ ss(t1 t2) � prj ÞÑ sst1 rj ÞÑ sst2q

Óïðàæíåíèå 6.2.5 r�s: Ïåðåâåäèòå ñëåäóþùèå ïðèìåðû ïîäñòàíîâîê â áåçû-
ìÿííóþ ôîðìó â ïðåäïîëîæåíèè ãëîáàëüíîãî êîíòåêñòà Γ � a, b è âû÷èñ-
ëèòå ðåçóëüòàòû ïîäñòàíîâêè ïî îïðåäåëåíèþ 6.2.4. Ñîîòâåòñòâóþò ëè
îòâåòû èñõîäíîìó îïðåäåëåíèþ ïîäñòàíîâêè íà îáûêíîâåííûõ òåðìàõ èç
�5.3.5?

1. rb ÞÑ as(b (λx.λy.b))

2. rb ÞÑ a (λz. a)s(b (λx.b))

3. rb ÞÑ as(λb. b a)

4. rb ÞÑ as(λa. b a)

Óïðàæíåíèå 6.2.6 r��,Ûs: Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè s è t � n-òåðìû, è j ¤ n,
òî rj ÞÑ sst � n-òåðì.

Óïðàæíåíèå 6.2.7 r�,Ûs: Âîçüìèòå ëèñò áóìàãè è, íå ãëÿäÿ íà îïðåäåëåíèÿ
ïîäñòàíîâêè è ñäâèãà, ñî÷èíèòå èõ çàíîâî.

Óïðàæíåíèå 6.2.8 rÐåêîìåíäóåòñÿ,� � �s: Îïðåäåëåíèå ïîäñòàíîâêè íà
áåçûìÿííûõ òåðìàõ äîëæíî áûòü ñîãëàñîâàíî ñ íàøèì íåôîðìàëüíûì îïðå-
äåëåíèåì ïîäñòàíîâêè íà îáûêíîâåííûõ òåðìàõ. (1) Êàêóþ òåîðåìó íóæíî
äîêàçàòü äëÿ òîãî, ÷òîáû ñòðîãî îáîñíîâàòü ýòî óòâåðæäåíèå? (2) Äîêà-
æèòå åå.

6.3. Âû÷èñëåíèå

Åäèíñòâåííîå, ÷òî òðåáóåòñÿ ñäåëàòü, ÷òîáû îïðåäåëèòü îòíîøåíèå âû÷èñ-
ëåíèÿ íà áåçûìÿííûõ òåðìàõ � èçìåíèòü ïðàâèëî áåòà-ðåäóêöèè òàê, ÷òîáû
îíî èñïîëüçîâàëî íàøó íîâóþ îïåðàöèþ ïîäñòàíîâêè (ýòî åäèíñòâåííîå ïðà-
âèëî â ñòàðîé ñèñòåìå, â êîòîðîì óïîìèíàþòñÿ èìåíà ïåðåìåííûõ).

Íåòðèâèàëüíîå îáñòîÿòåëüñòâî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðåäóêöèÿ ðåäåêñà ¾ðàñ-
õîäóåò¿ ñâÿçàííóþ ïåðåìåííóþ: ïðè ðåäóêöèè èç ((λx.t12)v2) â rx ÞÑ v2st12

ñâÿçàííàÿ ïåðåìåííàÿ x èñ÷åçàåò. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåìåííûå â ðåçóëüòàòå
ïîäñòàíîâêè íàäî ïåðåíóìåðîâàòü, ÷òîáû îòðàçèòü òîò ôàêò, ÷òî x áîëüøå íå
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ êîíòåêñòà. Íàïðèìåð:

(λ. 1 0 2) (λ. 0)Ñ 0 (λ.0) 1 (à íå 1 (λ.0) 2)
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Àíàëîãè÷íî, òðåáóåòñÿ ñäâèíóòü ïåðåìåííûå â v2 ïåðåä ïîäñòàíîâêîé â t12,
ïîñêîëüêó òåðì t12 îïðåäåëåí â áîëåå êðóïíîì êîíòåêñòå, ÷åì v2. Ñîáèðàÿ âñå
ýòè ñîîáðàæåíèÿ âìåñòå, ïîëó÷àåì òàêîå ïðàâèëî áåòà-ðåäóêöèè:

(λ.t12) v2 ÑÒ
�1 pr0 ÞÑÒ1 pv2qst12q (E-AppAbs)

Îñòàëüíûå ïðàâèëà îñòàþòñÿ òàêèìè æå, êàê è ðàíüøå (ðèñ. 5.3).

Óïðàæíåíèå 6.3.1 r�s: Äîëæåí ëè íàñ áåñïîêîèòü òîò ôàêò, ÷òî îòðèöà-
òåëüíûé ñäâèã â ïðàâèëå ìîæåò ñîçäàòü íåêîððåêòíûå òåðìû ñ îòðèöà-
òåëüíûìè èíäåêñàìè ïåðåìåííûõ?

Óïðàæíåíèå 6.3.2 r���s: Â èñõîäíîé ñòàòüå äå Áðàóíà îïèñàíî äâà ðàçíûõ
ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ áåçûìÿííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òåðìîâ: èíäåêñû äå Áðàóíà,
êîòîðûå íóìåðóþò ñâÿçûâàþùèå âûðàæåíèÿ ¾èçíóòðè íàðóæó¿, è óðîâíè
äå Áðàóíà (de Bruijn levels), êîòîðûå íóìåðóþò ñâÿçûâàþùèå âûðàæåíèÿ
¾ñíàðóæè âíóòðü¿. Íàïðèìåð, òåðì λx. (λy. x y) x ïðåäñòàâëÿåòñÿ èí-
äåêñàìè äå Áðàóíà â âèäå λ. (λ. 1 0) 0, à óðîâíÿìè äå Áðàóíà � â âèäå
λ. (λ. 0 1) 0. Îïðåäåëèòå ýòîò âàðèàíò ñ äîëæíîé ñòðîãîñòüþ, è ïî-
êàæèòå, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ òåðìîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì èíäåêñîâ è óðîâíåé
èçîìîðôíû (ò. å., êàæäîå èç íèõ ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü, èñõîäÿ
èç äðóãîãî).
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Ãëàâà 7

Ðåàëèçàöèÿ

ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ íà ML

Â ýòîé ãëàâå ìû ñîçäàäèì èíòåðïðåòàòîð äëÿ áåñòèïîâîãî ëÿìáäà-
èñ÷èñëåíèÿ, îñíîâûâàÿñü íà èíòåðïðåòàòîðå äëÿ àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé
èç ãëàâû 4, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäõîäà ê ñâÿçûâàíèþ ïåðåìåííûõ è ê ïîäñòà-
íîâêå, îïèñàííîìó â ãëàâå 6.

Âûïîëíÿåìûé âû÷èñëèòåëü áåñòèïîâûõ ëÿìáäà-òåðìîâ ìîæåò áûòü ïîëó-
÷åí ïóòåì ïðîñòîãî ïåðåâîäà íà OCaml îïðåäåëåíèé èç ïðåäûäóùèõ ãëàâ. Êàê
è â ãëàâå 4, ìû äåìîíñòðèðóåì òîëüêî áàçîâûå àëãîðèòìû, èãíîðèðóÿ âîïðî-
ñû ëåêñè÷åñêîãî è ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà, ââîäà-âûâîäà è òîìó ïîäîáíûå
äåòàëè.

7.1. Òåðìû è êîíòåêñòû

Òèï äàííûõ, ïðåäñòàâëÿþùèé àáñòðàêòíûå ñèíòàêñè÷åñêèå äåðåâüÿ äëÿ
òåðìîâ, ìîæíî ïîëó÷èòü ïóòåì ïðÿìîãî ïåðåâîäà îïðåäåëåíèÿ 6.1.2:

type term =

TmVar of int

| TmAbs of term

| TmApp of term * term

Ïðåäñòàâëåíèåì ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî � åå èíäåêñ äå Áðàóíà. Ïðåäñòàâ-
ëåíèå àáñòðàêöèè ñîäåðæèò òîëüêî òåðì äëÿ òåëà àáñòðàêöèè. Ïðèìåíåíèå
ñîäåðæèò äâà òåðìà, îäèí èç êîòîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ ê äðóãîìó.

Îäíàêî îïðåäåëåíèå, êîòîðîå ðåàëüíî èñïîëüçóåòñÿ â íàøåì èíòåðïðåòàòî-
ðå, ñîäåðæèò íåñêîëüêî áîëüøå èíôîðìàöèè. Âî-ïåðâûõ, êàê è ðàíüøå, êàæ-
äûé òåðì ïîëåçíî ñíàáäèòü ýëåìåíòîì òèïà info, â êîòîðîì çàïèñàíî, èç êà-
êîé ïîçèöèè â ôàéëå òåðì áûë ñ÷èòàí, ÷òîáû ïðîãðàììû ðàñïå÷àòêè îøèáîê

Â îñíîâíîì â ýòîé ãëàâå îáñóæäàåòñÿ ÷èñòîå áåñòèïîâîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå (ðèñ. 5.3).
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåàëèçàöèÿ íàçûâàåòñÿ untyped. Èíòåðïðåòàòîð fulluntyped ñîäåðæèò
ðàñøèðåíèÿ, íàïðèìåð, ïîääåðæêó ÷èñåë è áóëåâñêèõ çíà÷åíèé.
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ìîãëè óêàçàòü ïîëüçîâàòåëþ (ìîæåò áûòü, äàæå àâòîìàòè÷åñêè, ñ ïîìîùüþ
òåêñòîâîãî ðåäàêòîðà) òî÷íîå ìåñòî, â êîòîðîì ïðîèçîøëà îøèáêà.

type term =

TmVar of info * int

| TmAbs of info * term

| TmApp of info * term * term

Âî-âòîðûõ, äëÿ îòëàäêè ïîëåçíî õðàíèòü â êàæäîé âåðøèíå-ïåðåìåííîé äî-
ïîëíèòåëüíîå ÷èñëî äëÿ ïðîâåðêè öåëîñòíîñòè. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêîå
ñîãëàøåíèå: â ýòîì âòîðîì ÷èñëîâîì ïîëå âñåãäà ñîäåðæèòñÿ ïîëíàÿ äëèíà
êîíòåêñòà, â êîòîðîì âñòðåòèëàñü ýòà ïåðåìåííàÿ.

type term =

TmVar of info * int * int

| TmAbs of info * term

| TmApp of info * term * term

Êàæäûé ðàç ïðè ðàñïå÷àòêå ïåðåìåííîé ìû áóäåì ïðîâåðÿòü ýòî ÷èñëî íà ñîâ-
ïàäåíèå ñ ðåàëüíîé äëèíîé êîíòåêñòà, â êîòîðîì ìû íàõîäèìñÿ; íåñîâïàäåíèå
îçíà÷àåò, ÷òî ìû ãäå-òî çàáûëè äîáàâèòü îïåðàöèþ ñäâèãà.

Ïîñëåäíåå óñîâåðøåíñòâîâàíèå òîæå îòíîñèòñÿ ê ðàñïå÷àòêå. Íåñìîòðÿ íà
òî, ÷òî âíóòðè òåðìû ïðåäñòàâëÿþòñÿ ÷åðåç èíäåêñû äå Áðàóíà, ïîëüçîâàòå-
ëþ, îíè, î÷åâèäíî, â òàêîì âèäå ïîêàçûâàòüñÿ íå äîëæíû: ïðè ÷òåíèè ñëåäóåò
ïðåîáðàçîâûâàòü òåðìû èç îáûêíîâåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â áåçûìÿííîå, à ïðè
ðàñïå÷àòêå � ïðåîáðàçîâûâàòü èõ îáðàòíî â îáûêíîâåííóþ ôîðìó. Â ýòîì íåò
íè÷åãî ñëîæíîãî, îäíàêî ïðîäåëûâàòü ýòî ñîâñåì íàèâíûì îáðàçîì (ñêàæåì,
ïîðîæäàÿ äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ ñîâåðøåííî íîâûå èìåíà) íå ñòîèò, ïîñêîëüêó
òîãäà èìåíà ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ â ïå÷àòàåìûõ òåðìàõ íèêàê íå áóäóò ñâÿ-
çàíû ñ èìåíàìè èç èñõîäíîé ïðîãðàììû. Ýòî çàòðóäíåíèå ìîæíî ïðåîäîëåòü,
åñëè õðàíèòü ïðè êàæäîé àáñòðàêöèè ñòðîêó-ïîäñêàçêó ñ èìåíåì ñâÿçàííîé
ïåðåìåííîé.

type term =

TmVar of info * int * int

| TmAbs of info * string * term

| TmApp of info * term * term

Îñíîâíûå îïåðàöèè ñ òåðìàìè (â ÷àñòíîñòè, ïîäñòàíîâêà) íè÷åãî îñîáåííîãî
ñ ýòèìè ñòðîêàìè íå äåëàþò: îíè ïðîñòî ïåðåíîñÿòñÿ â ðåçóëüòàò â èñõîäíîé
ôîðìå áåçî âñÿêîé çàáîòû î ñîâïàäåíèè èìåí, çàõâàòå ïåðåìåííûõ, è ò. ä.
Êîãäà ïðîãðàììå ðàñïå÷àòêè òðåáóåòñÿ ïîðîäèòü íîâîå èìÿ äëÿ ñâÿçàííîé
ïåðåìåííîé, îíà ñíà÷àëà ïûòàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ïîäñêàçêó; åñëè îêàæåòñÿ,
÷òî ýòî èìÿ óæå èñïîëüçóåòñÿ â òåêóùåì êîíòåêñòå, ïðîöåäóðà ðàñïå÷àòêè
ïûòàåòñÿ ïîðîäèòü ïîõîæåå èìÿ, äîáàâëÿÿ ê èìåíè øòðèõè ('), ïîêà â êîíöå
êîíöîâ íå íàéäåòñÿ èìÿ, åùå íå èñïîëüçóåìîå â äàííîì êîíòåêñòå. Áëàãîäà-
ðÿ ýòîìó ïðàâèëó íàïå÷àòàííûé òåðì áóäåò âñåãäà î÷åíü ïîõîæ íà òî, ÷åãî
îæèäàåò ïîëüçîâàòåëü, ñ òî÷íîñòüþ äî íåñêîëüêèõ øòðèõîâ.

Ñàìà ïðîöåäóðà ïå÷àòè âûãëÿäèò òàê:

let rec printtm ctx t = match t with

TmAbs(fi ,x,t1) Ñ
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let (ctx ',x') = pickfreshname ctx x in

pr "(lambda "; pr x'; pr ". "; printtm ctx ' t1; pr ")"

| TmApp(fi, t1, t2) Ñ

pr "("; printtm ctx t1; pr " "; printtm ctx t2; pr ")"

| TmVar(fi,x,n) Ñ

if ctxlength ctx = n then

pr (index2name fi ctx x)

else

pr "[bad index]"

Â íåé èñïîëüçóåòñÿ òèï äàííûõ context,

type context = (string * binding) list

êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòîé ñïèñîê ñòðîê è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñâÿ-
çûâàíèé. Ïîêà ÷òî ñâÿçûâàíèÿ ñîâåðøåííî òðèâèàëüíû

type binding = NameBind

è íå íåñóò íèêàêîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè. Îäíàêî ïîçäíåå (â ãëàâå 10)
ìû ââåäåì â îïðåäåëåíèå òèïà binding äðóãèå âàðèàíòû, êîòîðûå áóäóò îò-
ñëåæèâàòü ñâåäåíèÿ î òèïå, ñâÿçàííîì ñ ïåðåìåííîé, è äðóãóþ ïîäîáíóþ èí-
ôîðìàöèþ.

Ïðîöåäóðà ðàñïå÷àòêè òàêæå èñïîëüçóåò íåñêîëüêèõ íèçêîóðîâíåâûõ
ôóíêöèé: pr âûäàåò ñòðîêó â ñòàíäàðòíûé ïîòîê âûâîäà; ctxlength âîçâðà-
ùàåò äëèíó êîíòåêñòà; index2name íàõîäèò ñòðîêîâîå èìÿ ïåðåìåííîé ïî åå
èíäåêñó. Ñàìàÿ èíòåðåñíàÿ èç ýòèõ ôóíêöèé � pickfreshname, êîòîðàÿ ïðè-
íèìàåò êîíòåêñò ctx è èìÿ-ïîäñêàçêó x, íàõîäèò èìÿ x', ïîõîæåå íà x è íå
âñòðå÷àþùååñÿ â ctx, äîáàâëÿåò x' ê êîíòåêñòó ctx, ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì íîâûé
êîíòåêñò ctx', è âîçâðàùàåò ïàðó, ñîñòîÿùóþ èç x' è ctx'.

Ðåàëüíàÿ ïðîöåäóðà ïå÷àòè â èíòåðïðåòàòîðå untyped, èìåþùåìñÿ íà âåá-
ñàéòå êíèãè, âûãëÿäèò íåñêîëüêî ñëîæíåå, ïîñêîëüêó ïðèíèìàåò âî âíèìà-
íèå åùå äâà îáñòîÿòåëüñòâà. Âî-ïåðâûõ, îíà ïî âîçìîæíîñòè èçáåãàåò ïå÷à-
òàòü ñêîáêè, ñëåäóÿ ñîãëàøåíèþ î òîì, ÷òî ïðèìåíåíèå ïðàâî-àññîöèàòèâíî,
à òåëà àáñòðàêöèé ïðîñòèðàþòñÿ íàñêîëüêî âîçìîæíî âïðàâî. Âî-âòîðûõ, îíà
ïîðîæäàåò êîìàíäû ôîðìàòèðîâàíèÿ äëÿ OCaml-áèáëèîòåêè Format � íèç-
êîóðîâíåâîãî ìîäóëÿ êðàñèâîé ïå÷àòè (pretty printing), êîòîðûé ïðèíèìàåò
ðåøåíèÿ î ïåðåâîäàõ ñòðîê è îòñòóïàõ.

7.2. Ñäâèã è ïîäñòàíîâêà

Îïðåäåëåíèå ñäâèãà (6.2.1) ïåðåâîäèòñÿ íà OCaml ïðàêòè÷åñêè ïîñèìâîëü-
íî.

let termShift d t =

let rec walk c t = match t with

TmVar(fi ,x,n) Ñ if x>=c then TmVar(fi,x+d,n+d)

else TmVar(fi ,x,n+d)

| TmAbs(fi,x,t1) Ñ TmAbs(fi , x, walk (c+1) t1)

| TmApp(fi,t1,t2) Ñ TmApp(fi , walk c t1 , walk c t2)

in walk 0 t
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Âíóòðåííèé ñäâèã Òdc ptq çäåñü ïðåäñòàâëåí âûçîâîì âíóòðåííåé ôóíêöèè walk
c t. Ïîñêîëüêó d íå ìåíÿåòñÿ, íåò íóæäû ïåðåäàâàòü åå â êàæäûé âûçîâ
walk: êîãäà ýòî òðåáóåòñÿ â âàðèàíòå ñ ïåðåìåííîé âíóòðè walk, ìû ïðîñòî
èñïîëüçóåì âíåøíåå ñâÿçûâàíèå d. Ñäâèã âåðõíåãî óðîâíÿ Òd ptq ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ âûðàæåíèåì termShift d t. (Çàìåòèì, ÷òî ñàìà ôóíêöèÿ termShift

íå ïîìå÷åíà êàê ðåêóðñèâíàÿ, ïîñêîëüêó åå åäèíñòâåííàÿ çàäà÷à � îäèí ðàç
âûçûâàòü walk.)

Àíàëîãè÷íî, ôóíêöèÿ ïîäñòàíîâêè ïîëó÷àåòñÿ ïî÷òè íàïðÿìóþ èç îïðå-
äåëåíèÿ 6.2.4:

let termSubst j s t =

let rec walk c t = match t with

TmVar(fi ,x,n) Ñ if x=j+c then termShift c s else TmVar(fi ,x,n)

| TmAbs(fi,x,t1) Ñ TmAbs(fi , x, walk (c+1) t1)

| TmApp(fi,t1,t2) Ñ TmApp(fi , walk c t1 , walk c t2)

in walk 0 t

Ïîäñòàíîâêà rj ÞÑ sst òåðìà s âìåñòî ïåðåìåííîé ñ íîìåðîì j â òåðìå t çàïè-
ñûâàåòñÿ çäåñü â âèäå termSubst j s t. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå îò èñõîäíîãî
îïðåäåëåíèÿ ïîäñòàíîâêè ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåñü ñäâèã s ïðîèçâîäèòñÿ ñðàçó,
â âåòâè TmVar, âìåñòî òîãî, ÷òîáû ñäâèãàòü s íà åäèíèöó ïðè êàæäîì ïðîõîäå
÷åðåç ñâÿçûâàíèå. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî àðãóìåíò j âî âñåõ âûçîâàõ walk

îäèí è òîò æå, è âî âíóòðåííåì îïðåäåëåíèè åãî ìîæíî îïóñòèòü.
×èòàòåëü ìîæåò çàìåòèòü, ÷òî îïðåäåëåíèÿ termShift è termSubst âåñüìà

ïîõîæè, è îòëè÷àþòñÿ òîëüêî äåéñòâèåì, ïðîèçâîäèìûì, êîãäà ïðîöåññ äî-
ñòèãàåò ïåðåìåííîé. Èíòåðïðåòàòîð untyped, èìåþùèéñÿ íà âåá-ñàéòå êíèãè,
èñïîëüçóåò ýòî ñõîäñòâî è âûðàæàåò êàê ñäâèã, òàê è ïîäñòàíîâêó â êà÷åñòâå
÷àñòíûõ ñëó÷àåâ áîëåå îáùåé ôóíêöèè tmmap. Ïðèíèìàÿ òåðì t è ôóíêöèþ
onvar, tmmap onvar t âûäàåò òåðì òîé æå ôîðìû, ÷òî t, â êîòîðîì êàæäàÿ
ïåðåìåííàÿ çàìåíåíà íà ðåçóëüòàò âûçîâà onvar îò ýòîé ïåðåìåííîé. Â áî-
ëåå êðóïíûõ èñ÷èñëåíèÿõ òàêîé ïðèåì èçáàâëÿåò íàñ îò äîâîëüíî áîëüøîãî
êîëè÷åñòâà ïîâòîðåíèé; ïîäðîáíîñòè ìîæíî íàéòè â �25.2.

Åäèíñòâåííîå ìåñòî â îïåðàöèîííîé ñåìàíòèêå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ, â êî-
òîðîì èñïîëüçóåòñÿ ïîäñòàíîâêà � ýòî ïðàâèëî áåòà-ðåäóêöèè. Êàê ìû óæå
çàìå÷àëè, ýòî ïðàâèëî íà ñàìîì äåëå ïðîèçâîäèò íåñêîëüêî îïåðàöèé: òåðì,
ïîäñòàâëÿåìûé âìåñòî ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé, ñíà÷àëà ñäâèãàåòñÿ íà åäèíè-
öó ââåðõ, à çàòåì ðåçóëüòàò ñäâèãàåòñÿ íà åäèíèöó âíèç, ÷òîáû îòðàçèòü èñ-
÷åçíîâåíèå èñïîëüçîâàííîé ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé. Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå
îïèñûâàåò ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé:

let termSubstTop s t =

termShift (-1) (termSubst 0 (termShift 1 s) t)

7.3. Âû÷èñëåíèå

Êàê è â ãëàâå 4, ôóíêöèÿ âû÷èñëåíèÿ çàâèñèò îò âñïîìîãàòåëüíîãî ïðåäè-
êàòà isval:

let rec isval ctx t = match t with
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TmAbs(_,_,_) Ñ true

| _ Ñ false

Ôóíêöèÿ îäíîøàãîâîãî âû÷èñëåíèÿ ïðÿìî êîäèðóåò ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ, íî
ïðè ýòîì, ïîìèìî òåðìà, ïðèíèìàåò äîïîëíèòåëüíûì àðãóìåíòîì êîíòåêñò
ctx. Â íàøåé íûíåøíåé ôóíêöèè eval1 ýòîò êîíòåêñò íå èñïîëüçóåòñÿ, íî
íåêîòîðûå áîëåå ñëîæíûå âû÷èñëèòåëè â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ áóäóò ê íåìó
îáðàùàòüñÿ.

let rec eval1 ctx t = match t with

TmApp(fi ,TmAbs(_,x,t12),v2) when isval ctx v2 Ñ

termSubstTop v2 t12

| TmApp(fi,v1,t2) when isval ctx v1 Ñ

let t2' = eval1 ctx t2 in

TmApp(fi , v1, t2 ')

| TmApp(fi,t1,t2) Ñ

let t1' = eval1 ctx t1 in

TmApp(fi , t1', t2)

| _ Ñ

raise NoRuleApplies

Ôóíêöèÿ ìíîãîøàãîâîãî âû÷èñëåíèÿ òàêàÿ æå, êàê ðàíüøå, çà èñêëþ÷åíèåì
àðãóìåíòà ctx:

let rec eval ctx t =

try let t' = eval1 ctx t

in eval ctx t'

with NoRuleApplies Ñ t

Óïðàæíåíèå 7.3.1 rÐåêîìåíäóåòñÿ,� � � Ûs: Èçìåíèòå ðåàëèçàöèþ òàê,
÷òîáû îíà èñïîëüçîâàëà ñòèëü âû÷èñëåíèÿ ñ ¾áîëüøèì øàãîì¿, ââåäåííûé â
óïðàæíåíèè 3.5.17.

7.4. Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ðåàëèçàöèÿ ïîäñòàíîâîê, ïðåäñòàâëåííàÿ â ýòîé ãëàâå, õîòÿ è äîñòàòî÷-
íà äëÿ öåëåé íàøåé êíèãè, íî äàëåêà îò èäåàëà. Â ÷àñòíîñòè, ïðàâèëî áåòà-
ðåäóêöèè â íàøåì èíòåðïðåòàòîðå ¾ýíåðãè÷íî¿ ïîäñòàâëÿåò çíà÷åíèå àðãó-
ìåíòà âìåñòî ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé â òåëå ïðîöåäóðû. Èíòåðïðåòàòîðû (è
êîìïèëÿòîðû) ôóíêöèîíàëüíûõ ÿçûêîâ, êîòîðûå îïòèìèçèðóþò ñêîðîñòü, à
íå ïðîñòîòó ÷òåíèÿ êîäà, èñïîëüçóþò äðóãóþ ñòðàòåãèþ: âìåñòî òîãî, ÷òîáû
ïðîèçâîäèòü ïîäñòàíîâêó, îíè ïðîñòî çàïèñûâàþò èíôîðìàöèþ î ñâÿçè ìåæ-
äó èìåíåì ïåðåìåííîé è çíà÷åíèåì àðãóìåíòà âî âñïîìîãàòåëüíîé ñòðóêòóðå
äàííûõ, íàçûâàåìîé îêðóæåíèåì (environment), è ýòà ñòðóêòóðà ïåðåäàåò-
ñÿ âìåñòå ñ âû÷èñëÿåìûì òåðìîì. Ïðè îáðàùåíèè ê ïåðåìåííîé ìû èùåì
åå çíà÷åíèå â òåêóùåì îêðóæåíèè. Òàêóþ ñòðàòåãèþ ìîæíî ñìîäåëèðîâàòü,
åñëè ðàññìàòðèâàòü îêðóæåíèå êàê ñâîåãî ðîäà ÿâíóþ ïîäñòàíîâêó (explicit
substitution) � ò. å., ïåðåâåñòè ìåõàíèçì ïîäñòàíîâêè èç ìåòàÿçûêà â îáúåêò-
íûé ÿçûê, ñäåëàòü åãî ÷àñòüþ ñèíòàêñèñà òåðìîâ, ñ êîòîðûìè ðàáîòàåò âû-
÷èñëèòåëü, à íå âíåøíåé îïåðàöèåé íà òåðìàõ. ßâíûå ïîäñòàíîâêè ïîÿâèëèñü
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â èññëåäîâàíèè Àáàäè, Êàðäåëëè, Êóðèåíà è Ëåâè (Abadi, Cardelli, Curien,
and L�evy, 1991a) è ñòàëè ñ òåõ ïîð àêòèâíîé îáëàñòüþ èññëåäîâàíèé.

Åñëè âû ÷òî-òî ðåàëèçîâàëè â
ïðîãðàììå, ýòî åùå íå çíà÷èò,
÷òî âû ýòî ïîíÿëè.

Áðàéàí Êàíòâåëë Ñìèò
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×àñòü II

Ïðîñòûå òèïû
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Ãëàâà 8

Òèïèçèðîâàííûå

àðèôìåòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ

Â ãëàâå 3 ìû ñ ïîìîùüþ ïðîñòîãî ÿçûêà áóëåâñêèõ è àðèôìåòè÷åñêèõ âû-
ðàæåíèé ïðîäåìîíñòðèðîâàëè îñíîâíûå èíñòðóìåíòû äëÿ òî÷íîãî îïèñàíèÿ
ñèíòàêñèñà è âû÷èñëåíèé. Òåïåðü ìû âåðíåìñÿ ê ýòîìó ÿçûêó è äîïîëíèì åãî
ñòàòè÷åñêèìè òèïàìè. Êàê è â ãëàâå 3, ñàìà ïî ñåáå ñèñòåìà òèïîâ ñîâåðøåí-
íî òðèâèàëüíà, îäíàêî îíà ïîìîæåò íàì ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ïîíÿòèÿìè, êîòîðûå
çàòåì áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåé êíèãè.

8.1. Òèïû

Íàïîìíèì ñèíòàêñèñ àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé:

t ::= òåðìû:
true êîíñòàíòà ¾èñòèíà¿
false êîíñòàíòà ¾ëîæü¿
if t then t else t óñëîâíîå âûðàæåíèå
0 êîíñòàíòà ¾íîëü¿
succ t ñëåäóþùåå ÷èñëî
pred t ïðåäûäóùåå ÷èñëî
iszero t ïðîâåðêà íà íîëü

Â ãëàâå 3 ìû âèäåëè, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè òåðìà ìîæåò ëèáî ïîëó÷èòüñÿ
çíà÷åíèå:

Ñèñòåìà, èçó÷àåìàÿ â ýòîé ãëàâå � òèïèçèðîâàííîå èñ÷èñëåíèå áóëåâñêèõ çíà÷åíèé è
÷èñåë (ðèñ. 8.2). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåàëèçàöèÿ íà OCaml íàçûâàåòñÿ tyarith.
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v ::= . . . çíà÷åíèÿ:
true êîíñòàíòà ¾èñòèíà¿
false êîíñòàíòà ¾ëîæü¿
nv ÷èñëîâîå çíà÷åíèå

nv ::= . . . ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ:
0 íóëåâîå çíà÷åíèå
succ nv çíà÷åíèå-ïîñëåäîâàòåëü

ëèáî âû÷èñëåíèå ìîæåò íà êàêîì-òî øàãå çàéòè â òóïèê, íàòêíóâøèñü íà
òåðì âðîäå pred false, ê êîòîðîìó íå ïðèìåíèìû íèêàêèå ïðàâèëà.

Òóïèêîâûå òåðìû ñîîòâåòñòâóþò áåññìûñëåííûì èëè îøèáî÷íûì ïðî-
ãðàììàì. Ïîýòîìó, ìû õîòåëè áû èìåòü âîçìîæíîñòü óäîñòîâåðèòüñÿ â òîì,
÷òî âû÷èñëåíèå äàííîãî òåðìà íàâåðíÿêà íå çàéäåò â òóïèê, íå ïðîèçâîäÿ
ñàìî âû÷èñëåíèå. Äëÿ ýòîãî ìû äîëæíû óìåòü îòëè÷àòü òåðìû, çíà÷åíèå êî-
òîðûõ áóäåò ÷èñëîâûì (ïîñêîëüêó òîëüêî ýòè òåðìû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â
êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ äëÿ pred, succ è iszero) îò òåõ, çíà÷åíèå êîòîðûõ áóäåò
áóëåâñêèì (òîëüêî òàêèå òåðìû ìîãóò ñëóæèòü óñëîâèåì â óñëîâíîì âûðàæå-
íèè). Äëÿ òàêîé êëàññèôèêàöèè òåðìîâ ìû ââîäèì äâà òèïà, Nat è Bool. Íà
ïðîòÿæåíèè âñåé êíèãè ìåòàïåðåìåííûå S, T, U è ò. ï. áóäóò îáîçíà÷àòü òèïû.

Óòâåðæäåíèå ¾òåðì t èìååò òèï T¿ (èëè ¾t ïðèíàäëåæèò òèïó T¿, èëè ¾t
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì T¿) îçíà÷àåò, ÷òî t ¾î÷åâèäíûì îáðàçîì¿ äàåò ïðè âû÷èñ-
ëåíèè çíà÷åíèå íóæíîãî âèäà � ïðè ýòîì ïîä ñëîâàìè ¾î÷åâèäíûì îáðàçîì¿
ìû ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî ïðîâåðèòü ýòî ìîæíî ñòàòè÷åñêè (statically), íå ïðî-
èçâîäÿ ñàìî âû÷èñëåíèå t. Íàïðèìåð, òåðì if true then false else true

èìååò òèï Bool, à pred (succ (pred (succ 0))) èìååò òèï Nat. Îäíàêî íàø
àíàëèç òèïîâ áóäåò êîíñåðâàòèâíûì (conservative), òî åñòü, áóäåò îáðàùàòüñÿ
òîëüêî ê ñòàòè÷åñêîé èíôîðìàöèè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû íå ñìîæåì îïðåäå-
ëèòü, èìåþò ëè òåðìû âðîäå if (iszero 0) then 0 else false, èëè äàæå if
true then 0 else false êàêîé-ëèáî òèï, äàæå ïðè òîì, ÷òî èõ âû÷èñëåíèå
íà ñàìîì äåëå â òóïèê íå çàõîäèò.

8.2. Îòíîøåíèå òèïèçàöèè

Îòíîøåíèå òèïèçàöèè äëÿ àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé, çàïèñûâàåìîå â
âèäå1 ¾t : T¿, îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì ïðàâèë âûâîäà, ïðèñâàèâàþùèõ òåð-
ìàì òèïû. Ýòè ïðàâèëà ïåðå÷èñëåíû íà ðèñ. 8.1 è 8.2. Êàê è â ãëàâå 3, ìû
ïîìåùàåì ïðàâèëà äëÿ áóëåâñêèõ çíà÷åíèé è äëÿ ÷èñåë íà äâà ðàçíûõ ðè-
ñóíêà, ïîñêîëüêó âïîñëåäñòâèè íàì èíîãäà áóäåò íóæíî ññûëàòüñÿ íà íèõ ïî
îòäåëüíîñòè.

ÏðàâèëàT-True èT-False íà ðèñ. 8.1 ïðèñâàèâàþò áóëåâñêèì êîíñòàíòàì
true è false òèï Bool. Ïðàâèëî T-If ïðèñâàèâàåò òèï óñëîâíîìó âûðàæåíèþ
íà îñíîâàíèè òèïîâ åãî ïîäâûðàæåíèé: óñëîâèå t1 äîëæíî ïðè âû÷èñëåíèè
äàâàòü áóëåâñêîå çíà÷åíèå, à t2 è t3 äîëæíû äàâàòü çíà÷åíèÿ îäíîãî è òîãî
æå òèïà. Äâà óïîìèíàíèÿ ìåòàïåðåìåííîé T âûðàæàþò îãðàíè÷åíèå, ñîãëàñ-
íî êîòîðîìó òèï ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèÿ if ñîâïàäàåò ñ òèïîì âåòâåé then è

1×àñòî âìåñòî : èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë P.
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B (òèïèçèðîâàííîå) Ðàñøèðÿåò B (3.1)

Íîâûå ñèíòàêñè÷åñêèå ôîðìû
T ::= òèïû:

Bool òèï áóëåâñêèõ
çíà÷åíèé

Íîâûå ïðàâèëà òèïèçàöèè t : T

true : Bool (T-True)

false : Bool (T-False)

t1 : Bool t2 : T t3 : T

if t1 then t2 else t3 : T

(T-If)

Ðèñ. 8.1. Ïðàâèëà òèïèçàöèè äëÿ áóëåâñêèõ çíà÷åíèé (B).

else, ïðè÷åì ýòîò òèï ìîæåò áûòü ëþáûì (ëèáî Nat, ëèáî Bool, à òàêæå, êî-
ãäà ìû äîáåðåìñÿ äî èñ÷èñëåíèé ñ áîëåå èíòåðåñíûìè íàáîðàìè òèïîâ, ëþáîé
äðóãîé òèï).

Ïðàâèëà äëÿ ÷èñåë íà ðèñ. 8.2 èìåþò àíàëîãè÷íûé âèä. T-Zero ïðèñâàè-
âàåò êîíñòàíòå 0 òèï Nat. T-Succ ïðèñâàèâàåò âûðàæåíèþ succ t1 òèï Nat

ïðè óñëîâèè, ÷òî t1 èìååò òèï Nat. Àíàëîãè÷íî, T-Pred è T-IsZero ãîâîðÿò,
÷òî pred äàåò â ðåçóëüòàòå Nat, åñëè åãî àðãóìåíò èìååò òèï Nat, à iszero

äàåò ðåçóëüòàò òèïà Bool ïðè àðãóìåíòå òèïà Nat.

Îïðåäåëåíèå 8.2.1 Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, îòíîøåíèå òèïèçàöèè
(typing relation) äëÿ àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé � ýòî íàèìåíüøåå áèíàð-
íîå îòíîøåíèå ìåæäó òåðìàìè è òèïàìè, óäîâëåòâîðÿþùåå âñåì ïðàâèëàì
ñ ðèñ. 8.1 è 8.2. Òåðì t ÿâëÿåòñÿ òèïèçèðóåìûì (typable) (èëè êîððåêòíî òè-
ïèçèðîâàííûì, well-typed), åñëè ñóùåñòâóåò òèï T òàêîé, ÷òî t : T.

Â ðàññóæäåíèÿõ îá îòíîøåíèÿõ òèïèçàöèè ìû ÷àñòî áóäåì äåëàòü óòâåð-
æäåíèÿ âðîäå ¾Åñëè òåðì âèäà succ t1 èìååò êàêîé-íèáóäü òèï, òî ýòî äîëæåí
áûòü òèï Nat¿. Íèæåñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò íàì íàáîð óòâåðæäåíèé òàêîãî
âèäà. Êàæäîå èç íèõ íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ôîðìû ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðàâè-
ëà òèïèçàöèè.

Ëåììà 8.2.2 rÈíâåðñèÿ îòíîøåíèÿ òèïèçàöèès:

1. Åñëè true : R, òî R � Bool.

2. Åñëè false : R, òî R � Bool.

3. Åñëè if t1 then t2 else t3 : R, òî t1 : Bool, t2 : R è t3 : R.

4. Åñëè 0 : R, òî R � Nat.
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BN (òèïèçèðîâàííîå) Ðàñøèðÿåò NB (3.2) è 8.1

Íîâûå ñèíòàêñè÷åñêèå ôîðìû
T ::= . . . òèïû:

Nat òèï íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

Íîâûå ïðàâèëà òèïèçàöèè t : T

0 : Nat (T-Zero)

t1 : Nat

succ t1 : Nat
(T-Succ)

t1 : Nat

pred t1 : Nat
(T-Pred)

t1 : Nat

iszero t1 : Bool
(T-IsZero)

Ðèñ. 8.2. Ïðàâèëà òèïèçàöèè äëÿ ÷èñåë (NB).

5. Åñëè succ t1 : R, òî R � Nat è t1 : Nat.

6. Åñëè pred t1 : R, òî R � Nat è t1 : Nat.

7. Åñëè iszero t1 : R, òî R � Bool è t1 : Nat.

Äîêàçàòåëüñòâî: Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ òè-
ïèçàöèè.

Ëåììó îá èíâåðñèè òèïèçàöèè ÷àñòî íàçûâàþò ëåììîé î ïîðîæäåíèè
(generation lemma) äëÿ îòíîøåíèÿ òèïèçàöèè, ïîñêîëüêó îíà ïîçâîëÿåò, èìåÿ
âåðíîå óòâåðæäåíèå î òèïå òåðìà, ïîíÿòü, êàê ìîæíî ïîðîäèòü äîêàçàòåëü-
ñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ. Ëåììà îá èíâåðñèè íåïîñðåäñòâåííî ïðèâîäèò ê ðå-
êóðñèâíîìó àëãîðèòìó, âû÷èñëÿþùåìó òèïû òåðìîâ, ïîñêîëüêó äëÿ òåðìà
êàæäîé ñèíòàêñè÷åñêîé ôîðìû îíà ïîêàçûâàåò, êàê âû÷èñëèòü åãî òèï (åñëè
òàêîâîé èìååòñÿ), èñõîäÿ èç òèïîâ åãî ïîäòåðìîâ. Ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì
ýòî óòâåðæäåíèå â ãëàâå 9.

Óïðàæíåíèå 8.2.3 r�Ûs: Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïîäòåðìû òèïèçèðóåìîãî òåð-
ìà òàêæå òèïèçèðóåìû.

Â �3.5 ìû ïîçíàêîìèëèñü ñ ïîíÿòèåì äåðåâüåâ âûâîäà äëÿ âû÷èñëåíèé.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, äåðåâî âûâîäà òèïîâ (typing derivation) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé äåðåâî, ñîñòîÿùåå èç ýêçåìïëÿðîâ ïðàâèë òèïèçàöèè. Êàæäîé ïàðå pt, Tq
â îòíîøåíèè òèïèçàöèè ñîîòâåòñòâóåò äåðåâî âûâîäà òèïîâ ñ çàêëþ÷åíèåì t

: T. Âîò, íàïðèìåð, äåðåâî âûâîäà äëÿ óòâåðæäåíèÿ òèïèçàöèè ¾if iszero

0 then 0 else pred 0 : Nat¿:

0 : Nat
T-Zero

iszero 0 : Bool
T-IsZero

0 : Nat
T-Zero

0 : Nat
T-Zero

pred 0 : Nat
T-Pred

if iszero 0 then 0 else pred 0 : Nat
T-If
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Èíà÷å ãîâîðÿ, óòâåðæäåíèÿ (statements) � ýòî ôîðìàëüíûå âûñêàçûâà-
íèÿ î òèïàõ â ïðîãðàììàõ, ïðàâèëà òèïèçàöèè (typing rules) � ýòî èìïëè-
êàöèè ìåæäó óòâåðæäåíèÿìè, à äåðåâüÿ âûâîäà (typing derivations) � äîêàçà-
òåëüñòâà, ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ ïðàâèë òèïèçàöèè.

Òåîðåìà 8.2.4 rÅäèíñòâåííîñòü òèïîâs: Âñÿêèé òåðì t èìååò íå áîëåå
îäíîãî òèïà. Òî åñòü, åñëè t òèïèçèðóåì, òî ó íåãî åñòü åäèíñòâåííûé
òèï. Áîëåå òîãî, åñòü òîëüêî îäèí ñïîñîá âûâåñòè ýòîò òèï ñ ïîìîùüþ
ïðàâèë ðèñ. 8.1 è 8.2.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðÿìîëèíåéíàÿ ñòðóêòóðíàÿ èíäóêöèÿ ïî t. Â êàæäîì
âàðèàíòå èñïîëüçóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå ëåììû èíâåðñèè è
ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè.

Â ïðîñòîé ñèñòåìå òèïîâ, ñ êîòîðîé ìû ðàáîòàåì â ýòîé ãëàâå, ó êàæäîãî
òåðìà òîëüêî îäèí òèï (åñëè òèï ó íåãî âîîáùå åñòü), è äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ
ýòîãî âñåãäà åñòü âñåãî îäíî äåðåâî âûâîäà. Ïîçæå, ñêàæåì â ãëàâå 15, êî-
ãäà ìû äîáåðåìñÿ äî ñèñòåì ñ ïîäòèïàìè, îáà ýòèõ ñâîéñòâà áóäóò îñëàáëåíû:
îäèí òåðì ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî òèïîâ, è â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò ñóùåñòâî-
âàòü íåñêîëüêî ñïîñîáîâ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ î òîì, ÷òî äàííûé òåðì
èìååò äàííûé òèï.

Ñâîéñòâà îòíîøåíèÿ òèïèçàöèè ÷àñòî áóäóò äîêàçûâàòüñÿ ïðè ïîìîùè
èíäóêöèè íà äåðåâüÿõ âûâîäà òèïîâ, òàê æå, êàê ñâîéñòâà îòíîøåíèÿ âû-
÷èñëåíèÿ îáû÷íî äîêàçûâàþòñÿ èíäóêöèåé íà äåðåâüÿõ âûâîäà âû÷èñëåíèÿ.
Íà÷èíàÿ ñî ñëåäóþùåãî ðàçäåëà, ìû âñòðåòèì ìíîãî ïðèìåðîâ èíäóêöèè íà
äåðåâüÿõ âûâîäà òèïîâ.

8.3. Áåçîïàñíîñòü = ïðîäâèæåíèå + ñîõðàíåíèå

Îñíîâíîå ñâîéñòâî íàøåé (è ëþáîé äðóãîé) ñèñòåìû òèïîâ � áåçîïàñíîñòü
(òàêæå íàçûâàåìàÿ êîððåêòíîñòüþ (soundness)): ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûå
òåðìû ¾íèêîãäà íå ëîìàþòñÿ¿. Ìû óæå äîãîâîðèëèñü î ôîðìàëèçàöèè ïîíÿ-
òèÿ ¾ïîëîìêè¿ òåðìà: ýòî çíà÷èò, ÷òî òåðì îêàçàëñÿ â ¾òóïèêîâîì ñîñòîÿíèè¿
(Îïðåäåëåíèå 3.5.15), â êîòîðîì òåðì íå ÿâëÿåòñÿ îêîí÷àòåëüíûì çíà÷åíèåì,
íî ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ íè÷åãî íå ãîâîðÿò î òîì, ÷òî ñ íèì äåëàòü äàëüøå.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìû õîòèì áûòü óâåðåíû â òîì, ÷òî ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàí-
íûå òåðìû íèêîãäà íå îêàçûâàþòñÿ â òóïèêå. Ìû äîêàçûâàåì ýòî â äâà øàãà,
êîòîðûå òðàäèöèîííî íàçûâàþò òåîðåìàìè ïðîäâèæåíèÿ (progress) è ñîõðà-
íåíèÿ (preservation).2

Ïðîäâèæåíèå: Ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûé òåðì íå ìîæåò áûòü
òóïèêîâûì (ëèáî ýòî çíà÷åíèå, ëèáî îí ìîæåò ïðîäåëàòü ñëåäóþ-
ùèé øàã â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè âû÷èñëåíèÿ).

2Ëîçóíã ¾áåçîïàñíîñòü � ýòî ïðîäâèæåíèå ïëþñ ñîõðàíåíèå¿ (ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåì-
ìû î êàíîíè÷åñêèõ ôîðìàõ) áûë ñôîðìóëèðîâàí Õàðïåðîì; âàðèàíò òîãî æå ëîçóíãà áûë
ïðåäëîæåí Ðàéòîì è Ôåëëåéñåíîì (Wright and Felleisen, 1994).
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Ñîõðàíåíèå: Åñëè ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûé òåðì ïðîäåëûâà-
åò øàã âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷àþùèéñÿ òåðì òàêæå ïðàâèëüíî òèïèçè-
ðîâàí.3

Âìåñòå ýòè äâà ñâîéñòâà ãàðàíòèðóþò, ÷òî ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûé òåðì
íèêîãäà íå ïîïàäåò â òóïèê â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ïðîäâèæåíèè óäîáíî çàïèñàòü íåñêîëüêî
óòâåðæäåíèé î âîçìîæíîì âèäå êàíîíè÷åñêèõ ôîðì (canonical forms) òèïîâ
Bool è Nat (ò. å., ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ýòèõ òèïîâ).

Ëåììà 8.3.1 rÊàíîíè÷åñêèå ôîðìûs:

1. Åñëè v � çíà÷åíèå òèïà Bool, òî v ðàâíî ëèáî true, ëèáî false.

2. Åñëè v � çíà÷åíèå òèïà Nat, òî v ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâûì çíà÷åíèåì ñî-
ãëàñíî ãðàììàòèêå, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 3.2.

Äîêàçàòåëüñòâî: ×àñòü (1): ñîãëàñíî ãðàììàòèêå, ïðåäñòàâëåííîé íà
ðèñ. 3.1 è 3.2, çíà÷åíèÿ â ýòîì ÿçûêå ìîãóò èìåòü ÷åòûðå ôîðìû: true,
false, 0 è succ nv, ãäå nv � ÷èñëîâîå çíà÷åíèå. Ïåðâûå äâà âàðèàíòà íåìåä-
ëåííî äàþò íàì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. Äâà îñòàâøèõñÿ íå ìîãóò âîçíèê-
íóòü, ïîñêîëüêó v, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, èìååò òèï Bool, à ïî ïóíêòàì 4 è 5
ëåììû îá èíâåðñèè ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî 0 è succ nv ìîãóò èìåòü òîëüêî òèï
Nat, à íå Bool. ×àñòü (2) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òåîðåìà 8.3.2 rÏðîäâèæåíèås: Äîïóñòèì, ÷òî t � êîððåêòíî òèïèçèðî-
âàííûé òåðì (òî åñòü, t : T äëÿ íåêîòîðîãî òèïà T). Òîãäà ëèáî t ÿâëÿåòñÿ
çíà÷åíèåì, ëèáî ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé t1, òàêîé, ÷òî tÑ t1.

Äîêàçàòåëüñòâî: Èíäóêöèÿ ïî äåðåâó âûâîäà t : T. Âàðèàíòû T-True,
T-False è T-Zero äàþò òðåáóåìûé ðåçóëüòàò íåìåäëåííî, òàê êàê â ýòèõ
ñëó÷àÿõ t � çíà÷åíèå. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ìû ðàññóæäàåì òàê:

Âàðèàíò T-If: t � if t1 then t2 else t3

t1 : Bool t2 : T t3 : T

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ëèáî t1 ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì, ëèáî ñóùå-
ñòâóåò òåðì t11, òàêîé ÷òî t1 Ñ t11. Åñëè t1 � çíà÷åíèå, òî, êàê ñëåäóåò èç
ëåììû î êàíîíè÷åñêèõ ôîðìàõ, t1 ÿâëÿåòñÿ ëèáî true, ëèáî false, à ñëåäî-
âàòåëüíî, ê t ìîæíî ïðèìåíèòü ëèáî E-IfTrue, ëèáî E-IfFalse. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, åñëè t1 Ñ t11, òî, ïî ïðàâèëó E-If, tÑ if t11 then t2 else t3.

Âàðèàíò T-Succ: t � succ t1 t1 : Nat

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ëèáî t1 ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì, ëèáî ñó-
ùåñòâóåò êàêîé-òî t11, òàêîé, ÷òî t1 Ñ t11. Åñëè t1 ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì,
òî, ïî ëåììå î êàíîíè÷åñêèõ ôîðìàõ, ýòî äîëæíî áûòü ÷èñëîâîå çíà÷åíèå,
à òîãäà t � òîæå çíà÷åíèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè t1 Ñ t11, òî, ïî ïðàâèëó
E-Succ, succ t1 Ñ succ t11.

3Â áîëüøèíñòâå ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ñèñòåì âû÷èñëåíèå ñîõðàíÿåò íå òîëüêî òèïèçè-
ðóåìîñòü, íî è ñàì òèï òåðìîâ. Îäíàêî â íåêîòîðûõ ñèñòåìàõ òèï ïðè âû÷èñëåíèè ìîæåò
ìåíÿòüñÿ. Íàïðèìåð, â ñèñòåìàõ ñ ïîäòèïàìè (ãëàâà 15) òèïû â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ ìîãóò
ñòàíîâèòüñÿ ìåíüøå (áîëåå èíôîðìàòèâíûìè).
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Âàðèàíò T-Pred: t � pred t1 t1 : Nat

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ëèáî t1 ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì, ëèáî ñó-
ùåñòâóåò êàêîé-òî t11, òàêîé, ÷òî t1 Ñ t11. Åñëè t1 ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì,
òî, ïî ëåììå î êàíîíè÷åñêèõ ôîðìàõ, ýòî äîëæíî áûòü ÷èñëîâîå çíà÷åíèå,
ëèáî 0, ëèáî succ nv1 äëÿ íåêîòîðîãî nv1, è òîãäà ê t ïðèìåíèìî îäíî èç
ïðàâèë E-PredZero èëè E-PredSucc. Åñëè, ñ äðóãîé ñòîðîíû, t1 Ñ t11, òî,
ïî ïðàâèëó E-Pred, pred t1 Ñ pred t11.

Âàðèàíò T-IsZero: t � iszero t1 t1 : Nat

Äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî òèïû ñîõðàíÿþòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè, â ýòîé ñè-
ñòåìå òàêæå íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà.

Òåîðåìà 8.3.3 rÑîõðàíåíèås: Åñëè t : T è tÑ t1, òî t1 : T.
Äîêàçàòåëüñòâî: Èíäóêöèÿ ïî äåðåâó âûâîäà t : T. Íà êàæäîì øàãå èíäóê-
öèè ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òðåáóåìîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ïîääå-
ðåâüåâ (ò. å., åñëè s : S è sÑ s1, òî s1 : S, êîãäà s : S äîêàçàíî â ïîääåðåâå
òåêóùåãî âûâîäà), è ðàññìàòðèâàåì âàðèàíòû ïîñëåäíåãî ïðàâèëà â âûâîäå
òèïà (ìû äåìîíñòðèðóåì ëèøü íåêîòîðûå èç âàðèàíòîâ; îñòàëüíûå óñòðî-
åíû àíàëîãè÷íî).

Âàðèàíò T-True: t � true T � Bool

Åñëè ïîñëåäíåå ïðàâèëî âûâîäà � T-True, òî èç ôîðìû ýòîãî ïðàâèëà íàì
èçâåñòíî, ÷òî t � êîíñòàíòà true, à T � òèï Bool. Íî â òàêîì ñëó÷àå, t
ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì, ïîýòîìó íåâîçìîæíî, ÷òîáû äëÿ êàêîãî-ëèáî t1 èìå-
ëîñü tÑ t1, è òðåáîâàíèÿ òåîðåìû ïðîñòî íå ìîãóò íàðóøàòüñÿ.

Âàðèàíò T-If: t � if t1 then t2 else t3 t1 : Bool t2 : T t3

: T

Åñëè ïîñëåäíåå ïðàâèëî â âûâîäå òèïà � T-If, òî èç ôîðìû ýòîãî ïðàâèëà
íàì èçâåñòíî, ÷òî t èìååò âèä if t1 then t2 else t3 äëÿ íåêîòîðûõ t1, t2

è t3. Êðîìå òîãî, äîëæíû ñóùåñòâîâàòü ïîääåðåâüÿ âûâîäà ñ çàêëþ÷åíèÿìè
t1 : Bool, t2 : T è t3 : T. Ïðè âçãëÿäå íà ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ, â êîòîðûõ
ëåâàÿ ñòîðîíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâíîå âûðàæåíèå, ìû âèäèì òðè ïðà-
âèëà, êîòîðûå ìîãóò ïðèâåñòè ê çàêëþ÷åíèþ tÑ t1: E-IfTrue, E-IfFalse
è E-If. Ðàññìîòðèì èõ ïî îòäåëüíîñòè (êðîìå E-IfFalse, êîòîðîå àíàëî-
ãè÷íî E-IfTrue):

Ïîäâàðèàíò E-IfTrue: t1 � true t1 � t2

Åñëè tÑ t1 âûâîäèòñÿ ïî ïðàâèëó E-IfTrue, òî èç ôîðìû ýòîãî
ïðàâèëà ìû âèäèì, ÷òî t1 äîëæåí ðàâíÿòüñÿ true, à ðåçóëüòàò
t1 äîëæåí ðàâíÿòüñÿ âòîðîìó ïîäâûðàæåíèþ t2. Ñëåäîâàòåëü-
íî, òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî, òàê êàê íàì èçâåñòíî (èç
ïðåäïîëîæåíèé äëÿ âàðèàíòà T-If), ÷òî t2 : T, ÷åãî ìû è äîáè-
âàåìñÿ.

Ïîäâàðèàíò E-If: t1 Ñ t11 t1 � if t11 then t2 else t3

Èç ïðåäïîëîæåíèé äëÿ âàðèàíòà T-If íàì èçâåñòíî, ÷òî â èñ-
õîäíîì äåðåâå âûâîäà åñòü ïîääåðåâî ñ çàêëþ÷åíèåì t1 : Bool. Ê
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ýòîìó ïîääåðåâó ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè
è ïîëó÷èòü t11 : Bool. Â ñî÷åòàíèè ñ èçâåñòíûìè íàì (èç ïðåä-
ïîëîæåíèé äëÿ âàðèàíòà T-If) óòâåðæäåíèÿìè, ÷òî t2 : T è t3

: T, ýòî äàåò íàì ïðàâî ïðèìåíèòü ïðàâèëî T-If è çàêëþ÷èòü,
÷òî if t11 then t2 else t3 : T, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, t1 : T.

Âàðèàíò T-Zero: t � 0 T � Nat

Íåâîçìîæíî (ïî òåì æå ïðè÷èíàì, ÷òî è T-True).

Âàðèàíò T-Succ: t � succ t1 T � Nat t1 : Nat

Ðàññìàòðèâàÿ ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ íà ðèñ. 3.2, ìû âèäèì, ÷òî åñòü òîëüêî
îäíî ïðàâèëî, E-Succ, ïðèãîäíîå äëÿ âûâîäà t Ñ t1. Èç ôîðìû ýòîãî ïðà-
âèëà ÿñíî, ÷òî t1 Ñ t11. Ïîñêîëüêó ìû çíàåì, ÷òî t1 : Nat, ìû ìîæåì ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè çàêëþ÷èòü, ÷òî t11 : Nat, à îòñþäà, ïî ïðàâèëó
T-Succ, succ t11 : Nat, ò. å., t1 : T.

Óïðàæíåíèå 8.3.4 r�� Ûs: Ïåðåñòðîéòå äîêàçàòåëüñòâî òàê, ÷òîáû èí-
äóêöèÿ âåëàñü íå ïî äåðåâüÿì âûâîäà òèïèçàöèè, à ïî äåðåâüÿì âûâîäà äëÿ
îòíîøåíèÿ âû÷èñëåíèÿ.

Òåîðåìó î ñîõðàíåíèè ÷àñòî íàçûâàþò òåîðåìîé î ðåäóêöèè ñóáúåêòà
(subject reduction) (èëè î âû÷èñëåíèè ñóáúåêòà, subject evaluation). Èíòóè-
òèâíîå ïðåäñòàâëåíèå çäåñü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óòâåðæäåíèå î òèïèçàöèè
t : T ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïðåäëîæåíèå ¾t èìååò òèï T¿. Òåðì t

ÿâëÿåòñÿ ïîäëåæàùèì (ñóáúåêòîì) ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ, è ñâîéñòâî ðåäóêöèè
ñóáúåêòà ãîâîðèò â òàêîì ñëó÷àå, ÷òî èñòèííîñòü ïðåäëîæåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ
ïðè ðåäóêöèè ñóáúåêòà.

Â îòëè÷èå îò åäèíñòâåííîñòè òèïîâ, êîòîðàÿ ïðèñóòñòâóåò â îäíèõ ñèñòå-
ìàõ è îòñóòñòâóåò â äðóãèõ, ïðîäâèæåíèå è ñîõðàíåíèå îñòàíóòñÿ âàæíåéøè-
ìè òðåáîâàíèÿìè äëÿ âñåõ ñèñòåì òèïîâ, êîòîðûå íàì ïðåäñòîèò ðàññìîòðåòü.4

Óïðàæíåíèå 8.3.5 r�s: Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ E-PredZero (ðèñ. 3.2) íå ñîâñåì
ñîãëàñóåòñÿ ñ èíòóèòèâíûì ïðåäñòàâëåíèåì: êàæåòñÿ, ÷òî áûëî áû åñòå-
ñòâåííåé ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåäøåñòâåííèê íóëÿ íå îïðåäåëåí, à íå îïðåäåëÿòü
åãî êàê íîëü. Ìîæíî ëè äîáèòüñÿ ýòîãî, ïðîñòî óáðàâ ïðàâèëî E-PredZero
èç îïðåäåëåíèÿ îäíîøàãîâîãî âû÷èñëåíèÿ?

Óïðàæíåíèå 8.3.6 rÐåêîìåíäóåòñÿ,��s: Ðàññìîòðåâ ñâîéñòâî ðåäóêöèè
ñóáúåêòà, ìîæíî çàäóìàòüñÿ î òîì, íàñêîëüêî âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíîå ñâîé-
ñòâî � ðàñøèðåíèå ñóáúåêòà. Âñåãäà ëè, åñëè t Ñ t1 è t1 : T, âåðíî, ÷òî
t : T? Åñëè äà, äîêàæèòå ýòî; åñëè íåò, ïðèâåäèòå êîíòðïðèìåð.

4Ñóùåñòâóþò ÿçûêè, â êîòîðûõ ýòè ñâîéñòâà íå âûïîëíÿþòñÿ, ïðèòîì, ÷òî èõ âñå æå
ìîæíî ñ÷èòàòü áåçîïàñíûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ òèïîâ. Íàïðèìåð, ïðè ôîðìàëèçàöèè îïåðà-
öèîííîé ñåìàíòèêè Java â ñòèëå ñ ìàëûì øàãîì (Flatt, Krishnamurthi, and Felleisen, 1998a;
Igarashi, Pierce, and Wadler, 1999), ñîõðàíåíèå òèïîâ â îïèñàííîé çäåñü ôîðìå îòñóòñòâóåò
(ïîäðîáíîñòè ñì. â ãëàâå 19). Îäíàêî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê îñî-
áåííîñòü êîíêðåòíîãî ïîäõîäà ê ôîðìàëèçàöèè, à íå êàê äåôåêò ñàìîãî ÿçûêà, ïîñêîëüêó
îíà èñ÷åçàåò, íàïðèìåð, ïðè ïåðåõîäå ê ñåìàíòèêå ñ áîëüøèì øàãîì.
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Óïðàæíåíèå 8.3.7 rÐåêîìåíäóåòñÿ,��s: Äîïóñòèì, ÷òî íàøå îòíîøåíèå
âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåíî â ñòèëå ñ áîëüøèì øàãîì, êàê â óïðàæíåíèè 3.5.17.
Êàê â òàêîì ñëó÷àå íóæíî ôîðìàëèçîâàòü èíòóèòèâíîå ñâîéñòâî áåçîïàñ-
íîñòè òèïîâ?

Óïðàæíåíèå 8.3.8 rÐåêîìåíäóåòñÿ,��s: Äîïóñòèì, ÷òî íàøå îòíîøåíèå
âû÷èñëåíèÿ ðàñøèðåíî òàê, ÷òîáû áåññìûñëåííûå òåðìû ñâîäèëèñü ê ÿâíîìó
ñîñòîÿíèþ wrong, êàê â óïðàæíåíèè 3.5.16. Êàê â ýòîì ñëó÷àå ôîðìàëèçî-
âàòü áåçîïàñíîñòü òèïîâ?

Ïóòü îò áåñòèïîâûõ ñèñòåì ê
òèïèçèðîâàííûì áûë ïðîéäåí
ìíîãîêðàòíî, â ðàçëè÷íûõ
îáëàñòÿõ çíàíèÿ è, âî ìíîãîì,
ïî îäíèì è òåì æå ïðè÷èíàì.

Ëóêà Êàðäåëëè è Ïèòåð Âåãíåð
(Cardelli and Wegner, 1985)
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Ãëàâà 9

Ïðîñòîå òèïèçèðîâàííîå

ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå

Â ýòîé ãëàâå ââîäèòñÿ ñàìûé ïðîñòîé ïðåäñòàâèòåëü ñåìåéñòâà òèïèçè-
ðîâàííûõ èñ÷èñëåíèé, êîòîðûå ìû áóäåì èçó÷àòü â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè êíè-
ãè: ïðîñòîå òèïèçèðîâàííîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå ×¼ð÷à (Church, 1940) è Êàððè
(Curry and Feys, 1958).

9.1. Òèïû ôóíêöèé

Â ãëàâå 8 ìû îïðåäåëèëè ïðîñòóþ ñòàòè÷åñêóþ ñèñòåìó òèïîâ äëÿ àðèô-
ìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé ñ äâóìÿ òèïàìè: òèïîì Bool, êîòîðûé îòíîñèòñÿ ê
òåðìàì, âû÷èñëåíèå êîòîðûõ äàåò áóëåâñêèå çíà÷åíèÿ, è òèïîì Nat, êîòîðûé
îòíîñèòñÿ ê òåðìàì, ïðè âû÷èñëåíèè êîòîðûõ ïîëó÷àþòñÿ ÷èñëà. Ê ¾ïëîõî
òèïèçèðîâàííûì¿ òåðìàì, íå ïîäïàäàþùèì íè ïîä îäèí èç ýòèõ òèïîâ, îò-
íîñÿòñÿ âñå òåðìû, êîòîðûå ïðè âû÷èñëåíèè ïîïàäàþò â òóïèêîâîå ñîñòîÿíèå
(íàïðèìåð, if 0 then 1 else 2), à òàêæå íåêîòîðûå òåðìû, êîòîðûå íà ñà-
ìîì äåëå ïðè âû÷èñëåíèè âåäóò ñåáÿ êîððåêòíî, íî äëÿ êîòîðûõ íàøà ñòàòè-
÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ îêàçûâàåòñÿ ñëèøêîì æ¼ñòêîé (ñêàæåì, if true then

0 else false).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì íóæíî ïîñòðîèòü ïîäîáíóþ ñèñòåìó òèïîâ äëÿ ÿçû-

êà, â êîòîðîì áóëåâñêèå çíà÷åíèÿ (äëÿ êðàòêîñòè â ýòîé ãëàâå ìû çàáóäåì ïðî
÷èñëà) ñî÷åòàþòñÿ ñ ïðèìèòèâàìè ÷èñòîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ. À èìåííî, ìû
õîòèì ââåñòè ïðàâèëà òèïèçàöèè äëÿ ïåðåìåííûõ, àáñòðàêöèé è ïðèìåíåíèé,
êîòîðûå à) ïîääåðæèâàþò òèïîâóþ áåçîïàñíîñòü � ò. å. óäîâëåòâîðÿþò òåî-
ðåìàì î ïðîäâèæåíèè (8.3.2) è ñîõðàíåíèè (8.3.3), è ïðè ýòîì á) íå ñëèøêîì
êîíñåðâàòèâíû, ò. å. äîëæíû óìåòü ïðèñâàèâàòü òèïû áîëüøèíñòâó ïðîãðàìì,
êîòîðûå íàì íà ñàìîì äåëå õîòåëîñü áû íàïèñàòü.

Ðàçóìååòñÿ, ïîñêîëüêó ÷èñòîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå ïîëíî ïî Òüþðèíãó, ìû
íå ìîæåì äàæå íàäåÿòüñÿ, ÷òî íàì óäàñòñÿ ïðîâåñòèòî÷íûé àíàëèç òèïîâ äëÿ

Â ýòîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ïðîñòîå òèïèçèðîâàííîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå (ðèñ. 9.1) ñ áóëåâñêè-
ìè çíà÷åíèÿìè (ðèñ. 8.1). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåàëèçàöèÿ íà OCaml íàçûâàåòñÿ fullsimple.
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âñåõ ïðèìèòèâîâ. Íàïðèìåð, íåò íèêàêîãî íàäåæíîãî ñïîñîáà ïîíÿòü, âîçâðà-
ùàåò ëè ïðîãðàììà

if <äîëãîå è ñëîæíîå âû÷èñëåíèå> then true else (λx.x)

áóëåâñêîå çíà÷åíèå èëè ôóíêöèþ, íå çàïóñòèâ ñíà÷àëà ýòî äîëãîå è ñëîæíîå
âû÷èñëåíèå è íå ïîñìîòðåâ, âûäàëî ëè îíî èñòèííîå èëè ëîæíîå çíà÷åíèå. Â
îáùåì ñëó÷àå, äîëãîå è ñëîæíîå âû÷èñëåíèå ìîæåò âîîáùå íå çàâåðøèòüñÿ, è
òîãäà âñÿêèé âû÷èñëèòåëü, êîòîðûé ïîïûòàåòñÿ òî÷íî ïðåäñêàçàòü åãî èñõîä,
òîæå íèêîãäà íå âûäàñò ðåçóëüòàòà.

ßñíî, ÷òî åñëè ìû õîòèì ðàñøèðèòü ñèñòåìó òèïîâ ñ áóëåâñêèìè çíà÷å-
íèÿìè è äîáàâèòü ê íåé ôóíêöèè, òî íàì íóæíî ââåñòè òèï, îòíîñÿùèéñÿ ê
òåðìàì, âû÷èñëåíèå êîòîðûõ äàåò â ðåçóëüòàòå ôóíêöèþ. Â êà÷åñòâå ïåðâî-
ãî ïðèáëèæåíèÿ íàçîâåì ýòîò òèï Ñ (¾ñòðåëêà¿). Åñëè ìû ââåäåì ïðàâèëî
òèïèçàöèè

λx.t : Ñ

äàþùåå âñÿêîé λ-àáñòðàêöèè òèïÑ, òî ìû ìîæåì êëàññèôèöèðîâàòü ïðîñòûå
òåðìû, íàïðèìåð λx.x, à òàêæå ñëîæíûå, íàïðèìåð if true then (λx.true)
else (λx.λy.y), êàê âîçâðàùàþùèå ïðè âû÷èñëåíèè ôóíêöèþ.

Îäíàêî òàêîé ãðóáûé àíàëèç ÿâíî ÷åðåñ÷óð êîíñåðâàòèâåí: íàïðèìåð,
ôóíêöèè λx.true è λx.λy.y ïîïàäàþò â îäíó ãðóïïó è ïîëó÷àþò îäèí è òîò
æå òèï. Ïðè ýòîì èãíîðèðóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïðèìåíåíèå îäíîé ôóíêöèè ê
àðãóìåíòó äàåò áóëåâñêîå çíà÷åíèå, à ïðèìåíåíèå äðóãîé ñíîâà äàåò ôóíê-
öèþ. Â îáùåì ñëó÷àå, ÷òîáû ïðèäàòü îñìûñëåííûé òèï ðåçóëüòàòó ïðèìåíå-
íèÿ, íóæíî íå ïðîñòî çíàòü, ÷òî åãî ëåâàÿ ÷àñòü � ôóíêöèÿ; íóæíî çíàòü,
êàêîé èìåííî òèï ýòà ôóíêöèÿ âîçâðàùàåò. Áîëåå òîãî, ÷òîáû áûòü óâåðåí-
íûìè, ÷òî ôóíêöèÿ ïîâåäåò ñåáÿ ïðàâèëüíî ïðè âûçîâå, íóæíî âûÿñíèòü,
àðãóìåíòû êàêîãî òèïà îíà îæèäàåò. Äëÿ ñáîðà ýòîé èíôîðìàöèè ìû çàìå-
íÿåì ïðîñòîé òèï Ñ áåñêîíå÷íûì ñåìåéñòâîì òèïîâ âèäà T1 Ñ T2, êàæäûé
èç êîòîðûõ îïèñûâàåò ôóíêöèè, êîòîðûå ïðèíèìàþò àðãóìåíòû òèïà T1 è
âîçâðàùàþò ðåçóëüòàòû òèïà T2.

Îïðåäåëåíèå 9.1.1 Ìíîæåñòâî ïðîñòûõ òèïîâ (simple types) íà îñíîâå òèïà
Bool ïîðîæäàåòñÿ ñëåäóþùåé ãðàììàòèêîé:
T ::= òèïû:

Bool òèï áóëåâñêèõ çíà÷åíèé
T Ñ T òèï ôóíêöèé

Êîíñòðóêòîð òèïîâ (type constructor) Ñ ïðàâî-àññîöèàòèâåí, òî åñòü âûðà-
æåíèå T1 Ñ T2 Ñ T3 îáîçíà÷àåò T1 Ñ (T2 Ñ T3).

Íàïðèìåð, Bool Ñ Bool� ýòî òèï ôóíêöèé, ïåðåâîäÿùèõ áóëåâñêèå àðãó-
ìåíòû â áóëåâñêèå ðåçóëüòàòû. (Bool Ñ Bool) Ñ (Bool Ñ Bool), èëè, ÷òî
òî æå ñàìîå, (Bool Ñ Bool) Ñ Bool Ñ Bool � ýòî òèï ôóíêöèé, ïðèíè-
ìàþùèõ ôóíêöèè, ïåðåâîäÿùèå áóëåâñêèå çíà÷åíèÿ â áóëåâñêèå çíà÷åíèÿ, è
âîçâðàùàþùèõ òàêèå æå ôóíêöèè.
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×òîáû îïðåäåëèòü òèï àáñòðàêöèè âèäà λx.t, íóæíî ïîíÿòü, ÷òî ñëó÷èòñÿ,
êîãäà ýòà àáñòðàêöèÿ áóäåò ïðèìåíåíà ê êàêîìó-ëèáî àðãóìåíòó. Íåìåäëåííî
âîçíèêàåò âîïðîñ: îòêóäà ìû çíàåì, àðãóìåíòîâ êàêîãî òèïà ñëåäóåò îæèäàòü?
Íà ýòîò âîïðîñ âîçìîæíû äâà îòâåòà: ëèáî ìû ïðîñòî ïîìå÷àåì λ-àáñòðàêöèþ
òèïîì îæèäàåìîãî àðãóìåíòà, ëèáî ìû àíàëèçèðóåì åå òåëî, ñìîòðèì, êàê èñ-
ïîëüçóåòñÿ â íåì àðãóìåíò, è ïûòàåìñÿ îïðåäåëèòü, êàêîãî òèïà îí äîëæåí
áûòü. Ñåé÷àñ ìû âûáèðàåì ïåðâûé âàðèàíò. Âìåñòî âûðàæåíèÿ λx.t ìû áó-
äåì ïèñàòü λx:T1.t2. Àííîòàöèÿ ïðè ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé ãîâîðèò íàì, ÷òî
àðãóìåíò èìååò òèï T1.

ßçûêè, â êîòîðûõ äëÿ ïîìîùè ïðîöåäóðå ïðîâåðêè òèïîâ èñïîëüçóþòñÿ
àííîòàöèè íà òåðìàõ, íàçûâàþòñÿ ÿâíî òèïèçèðîâàííûìè (explicitly typed).
ßçûêè, ãäå ïðîãðàììà ïðîâåðêè òèïîâ ïûòàåòñÿ âûâåñòè (infer) èëè ðåêîí-
ñòðóèðîâàòü (reconstruct) ýòó èíôîðìàöèþ, íàçûâàþòñÿ íåÿâíî òèïèçèðî-
âàííûìè (implicitly typed). (Â ëèòåðàòóðå ïî λ-èñ÷èñëåíèþ èñïîëüçóåòñÿ òàê-
æå òåðìèí ñèñòåìû ïðèñâîåíèÿ òèïîâ, type-assignment systems.) Ïî áîëüøåé
÷àñòè â ýòîé êíèãå ðàññìàòðèâàþòñÿ ÿâíî òèïèçèðîâàííûå ÿçûêè; íåÿâíîé
òèïèçàöèè ïîñâÿùåíà ãëàâà 22.

Êîãäà èçâåñòåí òèï àðãóìåíòà, ÿñíî, ÷òî òèï ðåçóëüòàòà ôóíêöèè ñîâïà-
äàåò ñ òèïîì òåëà t2, ïîëó÷åííûì èñõîäÿ èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî âõîæäåíèÿ
x âíóòðè t2 îáîçíà÷àþò òåðìû òèïà T1. Ýòà èíòóèòèâíàÿ èäåÿ âûðàæàåòñÿ
ñëåäóþùèì ïðàâèëîì òèïèçàöèè:

x:T1 $ t2:T2

$ λx:T1.t2 : T1 Ñ T2

(T-Abs)

Ïîñêîëüêó òåðìû ìîãóò ñîäåðæàòü âëîæåííûå λ-àáñòðàêöèè, â îáùåì ñëó÷àå
íàì ïðèäåòñÿ ãîâîðèòü î íåñêîëüêèõ ïîäîáíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Òàêèì îáðà-
çîì, îòíîøåíèå òèïèçàöèè èç äâóõìåñòíîãî, t : T, ñòàíîâèòñÿ òðåõìåñòíûì,
Γ $ t : T, ãäå Γ � íàáîð ïðåäïîëîæåíèé î òèïàõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ â t.

Ôîðìàëüíî, êîíòåêñò òèïèçàöèè (typing context) (òàêæå íàçûâàåìûé
îêðóæåíèå òèïèçàöèè, typing environment) Γ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïåðåìåííûõ è èõ òèïîâ, à îïåðàòîð ¾çàïÿòàÿ¿ ðàñøèðÿåò Γ, äîáàâ-
ëÿÿ ê íåìó ñïðàâà íîâîå ñâÿçûâàíèå. Ïóñòîé êîíòåêñò èíîãäà èçîáðàæàåòñÿ
ñèìâîëîì H, îäíàêî ÷àùå âñåãî ìû ïðîñòî îïóñêàåì åãî è ïèøåì $ t : T,
÷òî îçíà÷àåò: ¾Çàìêíóòûé òåðì t èìååò òèï T, èñõîäÿ èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà
ïðåäïîëîæåíèé¿.

×òîáû èçáåæàòü êîíôëèêòîâ ìåæäó íîâûì ñâÿçûâàíèåì è ñâÿçûâàíèÿìè,
óæå ïðèñóòñòâóþùèìè â Γ, ìû òðåáóåì, ÷òîáû èìÿ x îòëè÷àëîñü îò ïåðå-
ìåííûõ, ñâÿçàííûõ â Γ. Ïîñêîëüêó ó íàñ äåéñòâóåò ñîãëàøåíèå, ÷òî ïåðåìåí-
íûå, ñâÿçàííûå λ-àáñòðàêöèÿìè, ðàçðåøàåòñÿ ïåðåèìåíîâûâàòü, ýòî òðåáîâà-
íèå âñåãäà ìîæíî âûïîëíèòü, ïåðåèìåíîâàâ, åñëè íóæíî, ñâÿçàííóþ ïåðåìåí-
íóþ. Òàêèì îáðàçîì, âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü Γ êàê êîíå÷íóþ ôóíêöèþ,
ïåðåâîäÿùóþ ïåðåìåííûå â èõ òèïû. Ñîãëàñíî ýòîìó èíòóèòèâíîìó ïðåäñòàâ-
ëåíèþ, ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, ïðèñóòñòâóþùèõ â Γ, ìîæíî îáîçíà÷èòü âû-
ðàæåíèåì dompΓq.
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Ïðàâèëî äëÿ òèïèçàöèè àáñòðàêöèé â îáùåì ñëó÷àå èìååò âèä:

Γ, x:T1 $ t2:T2

Γ $ λx:T1.t2 : T1 Ñ T2

(T-Abs)

ãäå ïðåäïîñûëêà äîáàâëÿåò åù¼ îäíî ïðåäïîëîæåíèå ê òåì ïðåäïîëîæåíèÿì,
÷òî óæå ïåðå÷èñëåíû â çàêëþ÷åíèè ïðàâèëà.

Ïðàâèëî òèïèçàöèè äëÿ ïåðåìåííûõ òàêæå íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ýòîãî
îáñóæäåíèÿ: òèï ïåðåìåííîé ïîïðîñòó òàêîâ, êàê ìû ñåé÷àñ ïðåäïîëàãàåì.

x : T P Γ

Γ $ x : T
(T-Var)

Ïðåäïîñûëêà x:T P Γ îçíà÷àåò: ¾Ñîãëàñíî Γ, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî x èìååò
òèï T¿.

Íàêîíåö, íóæíî ñôîðìóëèðîâàòü ïðàâèëî òèïèçàöèè äëÿ ïðèìåíåíèé.

Γ $ t1 : T11 Ñ T12 Γ $ t2 : T11

Γ $ t1 t2 : T12

(T-App)

Åñëè t1 äàåò ïðè âû÷èñëåíèè ôóíêöèþ, ïåðåâîäÿùóþ àðãóìåíòû òèïà T11 â
ðåçóëüòàòû òèïà T12 (èñõîäÿ èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ, îáîçíà÷àåìûå
åãî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè, èìåþò òèïû, çàäàííûå â Γ), è åñëè t2 äàåò ïðè
âû÷èñëåíèè ðåçóëüòàò òèïà T11, òî ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ t1 ê àðãóìåíòó t2

áóäåò èìåòü òèï T12.
Ïðàâèëà òèïèçàöèè äëÿ áóëåâñêèõ êîíñòàíò è óñëîâíûõ âûðàæåíèé îñòà-

þòñÿ áåç èçìåíåíèé (ðèñ. 8.1). Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ìåòàïåðåìåííàÿ T â ïðà-
âèëå äëÿ óñëîâíûõ âûðàæåíèé:

Γ $ t1 : Bool Γ $ t2 : T Γ $ t3 : T

Γ $ if t1 then t2 else t3 : T
(T-If)

òåïåðü ìîæåò çàìåùàòüñÿ ëþáûìè ôóíêöèîíàëüíûìè òèïàìè. Ýòî ïîçâîëÿåò
òèïèçèðîâàòü óñëîâíûå âûðàæåíèÿ, âåòâè êîòîðûõ ñîäåðæàò ôóíêöèè:1

if true then (λx:Bool. x) else (λx:Bool. not x);

� (λx:Bool. x) : Bool ÑBool

Âñå ýòè ïðàâèëà òèïèçàöèè ñâåäåíû âìåñòå íà ðèñ. 9.1 (è äîïîëíåíû îïè-
ñàíèåì ñèíòàêñèñà è ïðàâèë âû÷èñëåíèÿ). Ñåðûì öâåòîì íà ðèñóíêå âû-
äåëåí ìàòåðèàë, êîòîðûé îòëè÷àåò íîâóþ ñèñòåìó îò áåñòèïîâîãî ëÿìáäà-
èñ÷èñëåíèÿ � êàê íîâûå ïðàâèëà, òàê è ôðàãìåíòû, äîáàâëåííûå ê ñòàðûì.
Êàê è â ñëó÷àå ñ áóëåâñêèìè çíà÷åíèÿìè è ÷èñëàìè, ìû ðàçáèëè îïðåäåëå-
íèå èñ÷èñëåíèÿ íà äâå ÷àñòè: ÷èñòîå (pure) ïðîñòîå òèïèçèðîâàííîå ëÿìáäà-
èñ÷èñëåíèå, ãäå âîîáùå íåò íèêàêèõ áàçîâûõ òèïîâ (îíî èçîáðàæåíî íà ýòîì
ðèñóíêå), è îòäåëüíûé íàáîð ïðàâèë äëÿ áóëåâñêèõ çíà÷åíèé, êîòîðûé ìû
óæå âèäåëè íà ðèñ. 8.1 (ðàçóìååòñÿ, ê êàæäîìó ïðàâèëó òèïèçàöèè íà ýòîì
ðèñóíêå íóæíî äîáàâèòü êîíòåêñò Γ).

1Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà, â ïðèìåðàõ ïðîñòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ èíòåðïðåòàòîðàìè
îáû÷íî áóäóò ïîêàçàíû íå òîëüêî ðåçóëüòàòû, íî è èõ òèïû (èíîãäà ìû áóäåì èõ ïðîïóñêàòü,
åñëè îíè î÷åâèäíû).
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Ñ (òèïèçèðîâàííîå) Îñíîâàíî íà λ(5.3)

Ñèíòàêñèñ
t ::= òåðìû:

x ïåðåìåííàÿ
λ x :T .t àáñòðàêöèÿ
t t ïðèìåíåíèå

v ::= çíà÷åíèÿ:
λ x :T .t çíà÷åíèå-
àáñòðàêöèÿ

T ::= òèïû:
T Ñ T òèï ôóíêöèé

Γ ::= êîíòåêñòû:
H ïóñòîé êîíòåêñò

Γ, x:T ñâÿçûâàíèå òåðìîâîé
ïåðåìåííîé

Âû÷èñëåíèå tÑ t1

t1 Ñ t11

t1 t2 Ñ t11 t2

(E-App1)

t2 Ñ t12

v1 t2 Ñ v1 t12
(E-App2)

(λ x :T11 .t12) v2 Ñ rx ÞÑ v2st12

(E-AppAbs)
Òèïèçàöèÿ Γ $ t : T

x : T P Γ

Γ $ x : T
(T-Var)

Γ, x:T1 $ t2 : T2

Γ $ λx:T1.t2 : T1 Ñ T2

(T-Abs)

Γ $ t1 : T11 Ñ T12 Γ $ t2 : T11

Γ $ t1 t2 : T12

(T-App)

Ðèñ. 9.1. ×èñòîå ïðîñòîå òèïèçèðîâàííîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå (λÑ)

×àñòî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ ìû
áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîë λÑ (ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îäèí ñèìâîë äëÿ ñè-
ñòåì ñ ðàçíûìè íàáîðàìè áàçîâûõ òèïîâ).

Óïðàæíåíèå 9.2.1 r�s: Íà ñàìîì äåëå, ÷èñòîå ïðîñòîå òèïèçèðîâàííîå
ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå áåç áàçîâûõ òèïîâ ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì (degenerate),
â òîì ñìûñëå, ÷òî â íåì íåò íè îäíîãî êîððåêòíî òèïèçèðîâàííîãî òåðìà.
Ïî÷åìó?

Èç ýêçåìïëÿðîâ ïðàâèë òèïèçàöèè äëÿ λÑ ìîæíî êîíñòðóèðîâàòü äåðåâüÿ
âûâîäà (derivation trees), êàê óæå áûëî ñäåëàíî äëÿ àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæå-
íèé. Íàïðèìåð, âîò âûâîä, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî òåðì (λx:Bool.x) true èìååò
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òèï Bool â ïóñòîì êîíòåêñòå.

x:Bool P x:Bool

x:Bool $ x:Bool
T-Var

$ λx:Bool.x : Bool Ñ Bool
T-Abs

$ true : Bool
T-True

$ (λx:Bool.x) true : Bool
T-App

Óïðàæíåíèå 9.2.2 r� Ûs: Ïîêàæèòå (ïóòåì ïîñòðîåíèÿ äåðåâüåâ âûâîäà),
÷òî ñëåäóþùèå òåðìû èìåþò çàÿâëåííûå òèïû:

1. f:Bool Ñ Bool $ f (if false then true else false) : Bool

2. f:Bool Ñ Bool $ λx:Bool. f (if x then false else x) : Bool Ñ Bool

Óïðàæíåíèå 9.2.3 r�s: Íàéäèòå êîíòåêñò Γ, â êîòîðîì òåðì f x y èìååò
òèï Bool. Ìîæåòå ëè âû êðàòêî îïèñàòü ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ êîíòåê-
ñòîâ?

9.3. Ñâîéñòâà òèïèçàöèè

Êàê è â ãëàâå 8, ïðåæäå, ÷åì äîêàçûâàòü òèïîâóþ áåçîïàñíîñòü, íóæíî
óñòàíîâèòü íåñêîëüêî ïðîñòûõ ëåìì. Ïî áîëüøåé ÷àñòè îíè ïîõîæè íà òå,
÷òî ìû óæå âèäåëè ðàíåå � íóæíî ïðîñòî äîáàâèòü ê îòíîøåíèþ òèïèçà-
öèè êîíòåêñòû è â êàæäîå äîêàçàòåëüñòâî ââåñòè ïóíêòû, îòíîñÿùèåñÿ ê λ-
àáñòðàêöèÿì, ïðèìåíåíèÿì è ïåðåìåííûì. Åäèíñòâåííîå äåéñòâèòåëüíî íîâîå
òðåáîâàíèå � ýòî ëåììà î ïîäñòàíîâêå (substitution lemma) (9.3.8) äëÿ îòíî-
øåíèÿ òèïèçàöèè.

Ïðåæäå âñåãî, ëåììà îá èíâåðñèè (inversion lemma) ñîäåðæèò íàáîð íà-
áëþäåíèé î òîì, êàê ñòðîÿòñÿ äåðåâüÿ âûâîäà òèïîâ: ïóíêò, îòíîñÿùèéñÿ ê
êàæäîé ñèíòàêñè÷åñêîé ôîðìå òåðìà, ãîâîðèò, ÷òî ¾åñëè òåðì äàííîé ôîð-
ìû êîððåêòíî òèïèçèðîâàí, òî åãî ïîäòåðìû äîëæíû èìåòü òèïû òàêîé-òî
ôîðìû. . . ¿.

Ëåììà 9.3.1 rÈíâåðñèÿ îòíîøåíèÿ òèïèçàöèès:

1. Åñëè Γ $ x : R, òî x:R P Γ.

2. Åñëè Γ $ λx:T1.t2 : R, òî R � T1 Ñ R2 äëÿ íåêîòîðîãî R2, è Γ, x:T1 $
t2 : R2.

3. Åñëè Γ $ t1 t2 : R, òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé òèï T11, òàêîé, ÷òî
Γ $ t1 : T11 Ñ R è Γ $ t2 : T11.

4. Åñëè Γ $ true : R, òî R � Bool.

5. Åñëè Γ $ false : R, òî R � Bool.

6. Åñëè Γ $ if t1 then t2 else t3 : R, òî Γ $ t1 : Bool è Γ $
t2, t3 : R.
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Äîêàçàòåëüñòâî: Ëåììà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ îòíîøå-
íèÿ òèïèçàöèè.

Óïðàæíåíèå 9.3.2 rÐåêîìåíäóåòñÿ,� � �s: Ñóùåñòâóþò ëè òàêîé êîí-
òåêñò Γ è òàêîé òèï T, ÷òî Γ $ x x : T? Åñëè äà, òî ïðèâåäèòå ïðèìåð Γ
è T, è ïîñòðîéòå äåðåâî âûâîäà Γ $ x x : T; åñëè íåò, òî äîêàæèòå ýòî.

Â �9.2 ìû âûáðàëè äëÿ íàøåãî èñ÷èñëåíèÿ ïðåäñòàâëåíèå ñ ÿâíîé òèïèçà-
öèåé, ÷òîáû îáëåã÷èòü çàäà÷ó ïðîâåðêè òèïîâ. Ïðè ýòîì íàì ïðèøëîñü äîáà-
âèòü àííîòàöèè òèïîâ � íî òîëüêî â îïðåäåëåíèÿõ ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ è
íèãäå áîëüøå. Â êàêîì ñìûñëå ýòîãî ¾äîñòàòî÷íî¿? Îäèí èç îòâåòîâ íà ýòîò
âîïðîñ äàåò òåîðåìà î åäèíñòâåííîñòè òèïîâ (uniqueness of types), êîòîðàÿ
óòâåðæäàåò, ÷òî ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûå òåðìû íàõîäÿòñÿ â îäíîçíà÷íîì
ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèìè äåðåâüÿìè âûâîäà òèïîâ: ïî òåðìó ìîæíî îäíîçíà÷íî
âîññòàíîâèòü äåðåâî åãî âûâîäà (è, ðàçóìååòñÿ, íàîáîðîò). Â ñóùíîñòè, ñîîò-
âåòñòâèå íàñòîëüêî ïðÿìîå, ÷òî íåò ïî÷òè íèêàêîé ðàçíèöû ìåæäó òåðìîì è
åãî äåðåâîì âûâîäà.

Òåîðåìà 9.3.3 rÅäèíñòâåííîñòü òèïîâs: Â ëþáîì çàäàííîì êîíòåêñòå
òèïèçàöèè Γ òåðì t (â êîòîðîì âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå ëåæàò â îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ Γ) èìååò íå áîëåå îäíîãî òèïà. Òî åñòü, åñëè òåðì òèïèçèðó-
åì, òî òèï ó íåãî òîëüêî îäèí. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî äåðåâî
âûâîäà íà îñíîâå ïðàâèë, ïîðîæäàþùèõ îòíîøåíèå òèïèçàöèè.
Äîêàçàòåëüñòâî: Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî, â ñóùíîñòè, íàñòîëüêî
ïðÿìîëèíåéíî, ÷òî ïî÷òè íå çàñëóæèâàåò èçëîæåíèÿ; îäíàêî âûïèñûâà-
íèå âñåõ äåòàëåé ñëóæèò õîðîøåé òðåíèðîâêîé ïî ¾âûñòðàèâàíèþ¿ äîêàçà-
òåëüñòâ, êàñàþùèõñÿ îòíîøåíèÿ òèïèçàöèè.

Âî ìíîãèõ ñèñòåìàõ òèïîâ, ñ êîòîðûìè ìû âñòðåòèìñÿ ïîçäíåå â êíèãå,
òàêîå ïðîñòîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òåðìàìè è äåðåâüÿìè âûâîäà îòñóòñòâóåò:
îäèí è òîò æå òåðì ìîæåò îáëàäàòü íåñêîëüêèìè òèïàìè, è êàæäûé èç íèõ
ìîæíî îáîñíîâàòü íåñêîëüêèìè äåðåâüÿìè âûâîäà. Â ýòèõ ñèñòåìàõ ÷àñòî áó-
äåò òðåáîâàòüñÿ íåòðèâèàëüíàÿ ðàáîòà, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî èç òåðìîâ ìîæíî
ýôôåêòèâíî ïîëó÷èòü äåðåâüÿ âûâîäà òèïîâ.

Ïðèâåäåííàÿ íèæå ëåììà î êàíîíè÷åñêèõ ôîðìàõ ïîêàçûâàåò, êàêîé âèä
ìîãóò èìåòü çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ.

Ëåììà 9.3.4 rÊàíîíè÷åñêèå ôîðìûs:

1. Åñëè v � çíà÷åíèå òèïà Bool, òî v � ýòî ëèáî true, ëèáî false.

2. Åñëè v � çíà÷åíèå òèïà T1 Ñ T2, òî v = λx:T1.t2.

Äîêàçàòåëüñòâî: Íå ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíîñòè. (Ïîäîáíî äîêàçàòåëüñòâó
ëåììû î êàíîíè÷åñêèõ ôîðìàõ äëÿ àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé, 8.3.1.)

Ñ ïîìîùüþ ëåììû î êàíîíè÷åñêèõ ôîðìàõ ìû ìîæåì äîêàçàòü òåîðåìó î
ïðîäâèæåíèè, àíàëîãè÷íóþ òåîðåìå 8.3.2. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû íóæäàåòñÿ
â íåáîëüøîé ïîïðàâêå: íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî çàìêíóòûå òåðìû, áåç ñâîáîä-
íûõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ îòêðûòûõ òåðìîâ òåîðåìà íåâåðíà: òåðì f true ÿâëÿåò-
ñÿ íîðìàëüíîé ôîðìîé, íî íå çíà÷åíèåì. Îäíàêî ýòîò ïðèìåð íå îçíà÷àåò, ÷òî
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â ÿçûêå èìååòñÿ äåôåêò, ïîñêîëüêó ïîëíûå ïðîãðàììû � òåðìû, âû÷èñëåíèå
êîòîðûõ íàñ íà ñàìîì äåëå èíòåðåñóåò, � âñåãäà çàìêíóòû.

Òåîðåìà 9.3.5 rÏðîäâèæåíèås: Ïóñòü t � çàìêíóòûé, ïðàâèëüíî òèïè-
çèðîâàííûé òåðì (ò. å., äëÿ íåêîòîðîãî òèïà T, $ t : T). Òîãäà ëèáî t

ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì, ëèáî èìååòñÿ òåðì t1, òàêîé, ÷òî tÑ t1.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðÿìîëèíåéíàÿ èíäóêöèÿ ïî äåðåâüÿì âûâîäà òèïîâ. Âàðè-
àíòû ñ áóëåâñêèìè êîíñòàíòàìè è óñëîâíûìè âûðàæåíèÿìè òî÷íî ïîâòî-
ðÿþò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ïðîäâèæåíèè äëÿ òèïèçèðîâàííûõ àðèô-
ìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé (8.3.2). Âàðèàíò ñ ïåðåìåííîé íå ìîæåò âîçíèê-
íóòü (ïîñêîëüêó t çàìêíóò). Âàðèàíò ñ àáñòðàêöèåé ñëåäóåò íåïîñðåä-
ñòâåííî, ïîñêîëüêó àáñòðàêöèè � ýòî çíà÷åíèÿ.

Åäèíñòâåííûé èíòåðåñíûé ñëó÷àé � ýòî ïðèìåíåíèå, â êîòîðîì t �
t1 t2, ïðè÷åì $ t1 : T11 Ñ T12 è $ t2 : T11. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóê-
öèè, t1 ëèáî ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì, ëèáî ìîæåò ïðîèçâåñòè øàã âû÷èñëåíèÿ;
òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ t2. Åñëè t1 ìîæåò ñäåëàòü øàã, òî ê t ïðèìåíèìî
ïðàâèëî E-App1. Åñëè t1 � çíà÷åíèå, à t2 ìîæåò ñäåëàòü øàã, òî ê t ïðè-
ìåíèìî ïðàâèëî E-App2. Íàêîíåö, åñëè è t1, è t2 � çíà÷åíèÿ, òî, ïî ëåììå
î êàíîíè÷åñêèõ ôîðìàõ, t1 èìååò âèä λx:T11.t12, òàê ÷òî ê t ïðèìåíèìî
ïðàâèëî E-AppAbs.

Íàøåé ñëåäóþùåé çàäà÷åé áóäåò äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî âû÷èñëåíèå ñî-
õðàíÿåò òèïû. Äëÿ íà÷àëà ìû ñôîðìóëèðóåì ïàðó ¾ñòðóêòóðíûõ ëåìì¿ îá
îòíîøåíèè òèïèçàöèè. Ñàìè ïî ñåáå îíè íå îñîáåííî èíòåðåñíû, íî â ïîñëåäó-
þùèõ äîêàçàòåëüñòâàõ îíè ïîìîãóò íàì ïðîâîäèòü íåêîòîðûå ïîëåçíûå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ñ äåðåâüÿìè âûâîäà òèïîâ.

Ïåðâàÿ ñòðóêòóðíàÿ ëåììà óòâåðæäàåò, ÷òî ýëåìåíòû êîíòåêñòà ìîæíî
ïåðåñòàâëÿòü êàê óãîäíî, íå èçìåíÿÿ ïðè ýòîì ìíîæåñòâî óòâåðæäåíèé î òè-
ïàõ, âûâîäèìûõ èç ýòîãî êîíòåêñòà. Íàïîìíèì (ñ. 121), ÷òî âñå ñâÿçûâàíèÿ
â êîíòåêñòå äîëæíû èìåòü ðàçëè÷íûå èìåíà, è ÷òî ïðè êàæäîì äîáàâëåíèè
ê êîíòåêñòó íîâîãî ñâÿçûâàíèÿ ìû ìîë÷àëèâî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íîâîå èìÿ
îòëè÷àåòñÿ îò óæå ïðèñóòñòâóþùèõ â êîíòåêñòå (â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ìû
ìîæåì ïðèìåíèòü Ñîãëàøåíèå 5.3.4 è ïåðåèìåíîâàòü íîâóþ ïåðåìåííóþ).

Ëåììà 9.3.6 rÏåðåñòàíîâêàs: Åñëè Γ $ t : T, è ∆ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïå-
ðåñòàíîâêó Γ, òî ∆ $ t : T. Áîëåå òîãî, ãëóáèíà äåðåâà âûâîäà îñòàåòñÿ
íåèçìåííîé.
Äîêàçàòåëüñòâî: Íåñëîæíàÿ èíäóêöèÿ ïî äåðåâüÿì âûâîäà òèïîâ.

Ëåììà 9.3.7 rÎñëàáëåíèås: Åñëè Γ $ t : T, è x R dompΓq, òî Γ, x:S $
t : T. Áîëåå òîãî, ãëóáèíà äåðåâà âûâîäà îñòàåòñÿ íåèçìåííîé.
Äîêàçàòåëüñòâî: Íåñëîæíàÿ èíäóêöèÿ ïî äåðåâüÿì âûâîäà òèïîâ.

Ïðè ïîìîùè ýòèõ âñïîìîãàòåëüíûõ ëåìì ìîæíî äîêàçàòü êëþ÷åâîå ñâîé-
ñòâî îòíîøåíèÿ òèïèçàöèè: ïðàâèëüíàÿ òèïèçèðîâàííîñòü ñîõðàíÿåòñÿ ïðè
ïîäñòàíîâêå âìåñòî ïåðåìåííûõ òåðìîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ òèïîâ. Ïîäîáíûå
ëåììû èãðàþò íàñòîëüêî áîëüøóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâàõ î áåçîïàñíîñòè
ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ÷òî ÷àñòî èõ ïðîñòî íàçûâàþò ¾ëåììàìè î ïîä-
ñòàíîâêå¿.
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Ëåììà 9.3.8 rÑîõðàíåíèå òèïîâ ïðè ïîäñòàíîâêås: Åñëè Γ, x:S $ t : T

è Γ $ s : S, òî Γ $ rx ÞÑ sst : T.
Äîêàçàòåëüñòâî: Èíäóêöèÿ ïî ãëóáèíå âûâîäà óòâåðæäåíèÿ Γ, x:S $ t : T.
Äëÿ êàæäîãî äàííîãî âûâîäà ìû ðàññìàòðèâàåì âàðèàíòû ïîñëåäíåãî èñ-
ïîëüçóåìîãî ïðàâèëà òèïèçàöèè.2 Íàèáîëåå èíòåðåñíûå ñëó÷àè � ïåðåìåí-
íàÿ è àáñòðàêöèÿ.

Âàðèàíò T-Var: t = z

ãäå z:T P pΓ, x:Sq
Òðåáóåòñÿ ðàññìîòðåòü äâà ïîäâàðèàíòà, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñîâïà-
äàåò ëè z ñ x, èëè ýòî ðàçíûå ïåðåìåííûå. Åñëè z = x, òî rx ÞÑ ssz � s.
Òðåáóåìûé ðåçóëüòàò òîãäà Γ $ s : S, à ýòî îäíà èç ïðåäïîñûëîê ëåììû.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, rx ÞÑ ssz � z, è ðåçóëüòàò ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî.

Âàðèàíò T-Abs: t = λy:T2.t1

T = T2 Ñ T1

Γ, x:S, y:T2 $ t1 : T1

Ïî ñîãëàøåíèþ 5.3.4 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x � y è y R FV psq. Ñîãëàñíî
ëåììå î ïåðåñòàíîâêå äëÿ îäíîãî èç ïîääåðåâüåâ, ïîëó÷àåì Γ, y:T2, x:S $
t1 : T1. Ïî ëåììå îá îñëàáëåíèè äëÿ äðóãîãî ïîääåðåâà pΓ $ s : Sq ïîëó÷àåì
Γ, y:T2 $ s : S. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ïîëó÷àåòñÿ Γ, y:T2 $
rx ÞÑ sst1 : T1. Ïî ïðàâèëó T-Abs: Γ $ λy:T2.rx ÞÑ sst1 : T2 Ñ T1. Íî ýòî
èìåííî òî óòâåðæäåíèå, êîòîðîå íàì íóæíî, ïîñêîëüêó, ïî îïðåäåëåíèþ
ïîäñòàíîâêè, rx ÞÑ sst � λy:T2.rx ÞÑ sst1.

Âàðèàíò T-App: t = t1 t2

Γ, x:S $ t1 : T2 Ñ T1

Γ, x:S $ t2 : T2

T = T1

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, Γ $ rx ÞÑ sst1 : T2 Ñ T1 è Γ $ rx ÞÑ
sst2 : T2. Ïî ïðàâèëó T-App, Γ $ rx ÞÑ sst1 rx ÞÑ sst2 : T, ò. å., Γ $ rx ÞÑ
sspt1 t2q : T .

Âàðèàíò T-True: t = true

T = Bool

Â ýòîì ñëó÷àå rx ÞÑ sst � true, è òðåáóåìûé ðåçóëüòàò Γ $ rx ÞÑ sst : T

ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî.

Âàðèàíò T-False: t = false

T = Bool
Àíàëîãè÷íî.

Âàðèàíò T-If: t = if t1 then t2 else t3

Γ, x:S $ t1 : Bool

Γ, x:S $ t2 : T

Γ, x:S $ t3 : T

Òðè ðàçà ïðèìåíÿÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, èìååì

2Èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, âàðèàíòû âîçìîæíîé ôîðìû t, ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî ñèíòàê-
ñè÷åñêîãî êîíñòðóêòîðà ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî ïðàâèëî òèïèçàöèè.
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Γ $ rx ÞÑ sst1 : Bool

Γ $ rx ÞÑ sst2 : T

Γ $ rx ÞÑ sst3 : T,
è óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò ïî ïðàâèëó T-If.

Èñïîëüçóÿ ëåììó î ïîäñòàíîâêå, ìû ìîæåì äîêàçàòü âòîðóþ ïîëîâèíó òåî-
ðåìû î òèïîâîé áåçîïàñíîñòè � òî, ÷òî âû÷èñëåíèå ñîõðàíÿåò êîððåêòíîñòü
òèïèçàöèè.

Òåîðåìà 9.3.9 rÑîõðàíåíèås: Åñëè Γ $ t : T è tÑ t1, òî Γ $ t1 : T.
Äîêàçàòåëüñòâî: Óïðàæíåíèå rÐåêîìåíäóåòñÿ,� � �s. Ñòðóêòóðà

äîêàçàòåëüñòâà î÷åíü ïîõîæà íà äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ñîõðàíåíèè äëÿ
àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé (8.3.3), çà èñêëþ÷åíèåì èñïîëüçîâàíèÿ ëåììû
î ïîäñòàíîâêå.

Óïðàæíåíèå 9.3.10 rÐåêîìåíäóåòñÿ,��s: Â óïðàæíåíèè 8.3.6 ìû èññëåäî-
âàëè ñâîéñòâî ðàñøèðåíèÿ ñóáúåêòà (subject expansion) äëÿ ïðîñòîãî èñ÷èñ-
ëåíèÿ, ðàáîòàþùåãî ñ òèïèçèðîâàííûìè àðèôìåòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè.
Âûïîëíÿåòñÿ ëè ýòî ñâîéñòâî äëÿ ¾ôóíêöèîíàëüíîé ÷àñòè¿ ïðîñòîãî òèïè-
çèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ? À èìåííî: äîïóñòèì, ÷òî t íå ñîäåðæèò
óñëîâíûõ âûðàæåíèé. Ìîæíî ëè, èñõîäÿ èç t Ñ t1 è Γ $ t1 : T, ñäåëàòü
âûâîä Γ $ t : T?

9.4. Ñîîòíîøåíèå Êàððè-Ãîâàðäà

Êîíñòðóêòîðó òèïîâ ¾Ñ¿ ñîîòâåòñòâóþò äâà âèäà ïðàâèë:

1. ïðàâèëî ââåäåíèÿ (introduction rule) (T-Abs), ïîêàçûâàþùåå, êàê ýëå-
ìåíòû òèïà ìîãóò ñîçäàâàòüñÿ, è

2. ïðàâèëî óñòðàíåíèÿ (elimination rule) (T-App), ïîêàçûâàþùåå, êàê ýëå-
ìåíòû òèïà ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ.

Åñëè ôîðìà, êîòîðàÿ ââîäèò ýëåìåíò òèïà (λ), ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì
ïîäòåðìîì ôîðìû, óñòðàíÿþùåé åãî (ïðèìåíåíèå), ïîëó÷àåòñÿ ðåäåêñ � ìå-
ñòî, â êîòîðîì ìîæåò ïðîèçîéòè âû÷èñëåíèå.

Ðàññóæäåíèÿ î ïðàâèëàõ ââåäåíèÿ è óñòðàíåíèÿ ÷àñòî îêàçûâàþòñÿ ïîëåç-
íûìè ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåì òèïîâ. Ïîçæå, êîãäà ìû äîáåðåìñÿ äî áîëåå
ñëîæíûõ ñèñòåì, ìû óâèäèì, ÷òî ó êàæäîãî êîíñòðóêòîðà òèïîâ åñòü àíàëî-
ãè÷íûå, ñâÿçàííûå ñ íèì, ïðàâèëà ââåäåíèÿ è óñòðàíåíèÿ.

Óïðàæíåíèå 9.4.1 r�s: Êàêèå èç ïðàâèë äëÿ òèïà Bool íà ðèñ. 8.1 ÿâëÿþòñÿ
ïðàâèëàìè ââåäåíèÿ, à êàêèå � ïðàâèëàìè óñòðàíåíèÿ? À äëÿ ïðàâèë äëÿ
òèïà Nat íà ðèñ. 8.2?

Òåðìèíîëîãèÿ ¾ïðàâèëà ââåäåíèÿ/óñòðàíåíèÿ¿ ïðîèñõîäèò èç ñîîòâåò-
ñòâèÿ ìåæäó òåîðèåé òèïîâ è ëîãèêîé, èçâåñòíîãî êàê ñîîòíîøåíèå
Êàððè-Ãîâàðäà (Curry-Howard correspondence) èëè èçîìîðôèçì Êàððè-Ãîâàðäà
(Curry-Howard isomorphism) (Curry and Feys, 1958; Howard, 1980). Âêðàòöå,
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èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî â êîíñòðóêòèâíûõ ëîãèêàõ äîêàçàòåëüñòâî óòâåð-
æäåíèÿ P ñîñòîèò â äåìîíñòðàöèè êîíêðåòíîãî ñâèäåòåëüñòâà (evidence) â
ïîëüçó P .3 Êàððè è Ãîâàðä çàìåòèëè, ÷òî ýòî ñâèäåòåëüñòâî âî ìíîãîì ïî-
õîæå íà âû÷èñëåíèå. Íàïðèìåð, äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ P � Q ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ìåõàíè÷åñêóþ ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ, ïîëó÷àÿ äîêàçàòåëü-
ñòâî P , ñòðîèò äîêàçàòåëüñòâî Q � èëè, ñ äðóãîé òî÷êè çðåíèÿ, äîêàçàòåëü-
ñòâî Q, àáñòðàãèðîâàííîå îò äîêàçàòåëüñòâà P . Àíàëîãè÷íî, äîêàçàòåëüñòâî
P ^ Q ñîñòîèò èç äîêàçàòåëüñòâà P â ñî÷åòàíèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì Q. Òàêîå
íàáëþäåíèå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ñîîòâåòñòâèþ:

Ëîãèêà ßçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ
óòâåðæäåíèÿ òèïû
óòâåðæäåíèå P � Q òèï P Ñ Q

óòâåðæäåíèå P ^Q òèï P � Q (ñì. �11.6)
äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ P òåðì t òèïà P

óòâåðæäåíèå P äîêàçóåìî ñóùåñòâóþò òåðìû òèïà P

Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ, òåðì â ïðîñòîì òèïèçèðîâàííîì ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèè ÿâ-
ëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì ëîãè÷åñêîãî óòâåðæäåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî åãî òè-
ïó. Âû÷èñëåíèå (ðåäóêöèÿ íà ëÿìáäà-òåðìàõ) ñîîòâåòñòâóåò ëîãè÷åñêîé îïåðà-
öèè óïðîùåíèÿ äîêàçàòåëüñòâ ìåòîäîì óñòðàíåíèÿ ñå÷åíèé (cut elimination).
Ñîîòíîøåíèå Êàððè-Ãîâàðäà íàçûâàþò òàêæå àíàëîãèåé ¾óòâåðæäåíèÿ êàê
òèïû¿ (¾propositions as types¿). Åãî ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ìîæíî íàéòè
âî ìíîãèõ èñòî÷íèêàõ, â òîì ÷èñëå â êíèãå Æèðàðà, Ëàôîíòà è Òåéëîðà
(Girard, Lafont, and Taylor, 1989), ó Ãàëüå (Gallier, 1993), Ñ¼ðåíñåíà è Óæè÷è-
íà (Sørensen and Urzyczyn, 1998), Ïôåííèíãà (Pfenning, 2001), Ãóáî-Ëàððåêà
è Ìàêêè (Goubault-Larrecq and Mackie, 1997), à òàêæå ó Ñèììîíñà (Simmons,
2000).

Êðàñîòà ñîîòíîøåíèÿ Êàððè-Ãîâàðäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíî íå îãðà-
íè÷åíî êàêîé-òî îäíîé ñèñòåìîé òèïîâ è îäíîé ëîãèêîé � íàïðîòèâ, åãî ìîæíî
ðàñïðîñòðàíèòü íà øèðîêèé ñïåêòð ñèñòåì òèïîâ è ëîãèê. Íàïðèìåð, Ñèñòå-
ìà F (ãë. 23), â êîòîðîé ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîëèìîðôèçì ñâÿçàí ñ êâàíòèôè-
êàöèåé ïî òèïàì, â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò êîíñòðóêòèâíîé ëîãèêå âòîðîãî
ïîðÿäêà, â êîòîðîé ðàçðåøåíà êâàíòèôèêàöèÿ ïî óòâåðæäåíèÿì. Ñèñòåìà Fω
(ãë. 30) ñîîòâåòñòâóåò ëîãèêå âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Áîëåå òîãî, ýòî ñîîòâåòñòâèå
÷àñòî èñïîëüçîâàëîñü äëÿ ïåðåíîñà ðåçóëüòàòîâ èç îäíîé îáëàñòè â äðóãóþ.
Òàê, ëèíåéíàÿ ëîãèêà (linear logic) Æèðàðà (1987) ïðèâîäèò ê èäåå ñèñòåì ëè-
íåéíûõ òèïîâ (linear type systems) (Wadler, 1990, Wadler, 1991, Turner, Wadler,
and Mossin, 1995, Hodas, 1992, Mackie, 1994, Chirimar, Gunter, and Riecke, 1996,
Kobayashi, Pierce, and Turner, 1996, è ìíîãèå äðóãèå). Àíàëîãè÷íî, ìîäàëüíûå
ëîãèêè (modal logics) èñïîëüçîâàëèñü ïðè ðàçðàáîòêå ñèñòåì ÷àñòè÷íîãî âû-
÷èñëåíèÿ (partial evaluation) è ïîðîæäåíèÿ êîäà âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ (run-

3Õàðàêòåðíîå ðàçëè÷èå ìåæäó êëàññè÷åñêèìè è êîíñòðóêòèâíûìè ëîãèêàìè ñîñòîèò â
òîì, ÷òî â ïîñëåäíèõ îòñóòñòâóåò ïðàâèëî èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî (excluded middle), êî-
òîðîå óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî óòâåðæäåíèÿ Q èñòèííî ëèáî ñàìî Q, ëèáî  Q. ×òîáû
äîêàçàòü Q _  Q â êîíñòðóêòèâíîé ëîãèêå, òðåáóåòñÿ ïðåäîñòàâèòü ñâèäåòåëüñòâî ëèáî â
ïîëüçó Q, ëèáî â ïîëüçó  Q.
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time code generation) (ñì. Davies and Pfenning, 1996, Wickline, Lee, Pfenning,
and Davies, 1998, è äðóãèå èñòî÷íèêè, öèòèðóåìûå â óêàçàííûõ òðóäàõ).

9.5. Ñòèðàíèå òèïîâ è òèïèçèðóåìîñòü

Íà ðèñ. 9.1 ìû îïðåäåëèëè îòíîøåíèå âû÷èñëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî íà ïðî-
ñòî òèïèçèðîâàííûõ òåðìàõ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî àííîòàöèè òèïîâ íå èãðàþò
ïðè âû÷èñëåíèè íèêàêîé ðîëè � âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ìû íå ïðîâîäèì íè-
êàêèõ ïðîâåðîê òîãî, ÷òî ôóíêöèè ïðèìåíÿþòñÿ ê àðãóìåíòàì ïîäõîäÿùèõ
òèïîâ, � ìû ñîõðàíÿåì ýòè àííîòàöèè âíóòðè âû÷èñëÿåìûõ òåðìîâ.

Áîëüøèíñòâî êîìïèëÿòîðîâ ïðîìûøëåííûõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ
èçáåãàþò ñîõðàíÿòü àííîòàöèè âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ: îíè èñïîëüçóþòñÿ ïðè
ïðîâåðêå òèïîâ (è, â áîëåå ñëîæíûõ êîìïèëÿòîðàõ, ïðè ïîðîæäåíèè êîäà),
îäíàêî â ñêîìïèëèðîâàííîé ïðîãðàììå èõ íåò. Â ñóùíîñòè, ïåðåä âûïîëíå-
íèåì ïðîãðàììû ïðåîáðàçóþòñÿ îáðàòíî â áåñòèïîâóþ ôîðìó. Òàêîé ñòèëü
ñåìàíòèêè ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü ïðè ïîìîùè ôóíêöèè ñòèðàíèÿ (erasure),
êîòîðàÿ ïåðåâîäèò òèïèçèðîâàííûå òåðìû â ñîîòâåòñòâóþùèå áåñòèïîâûå òåð-
ìû.

Îïðåäåëåíèå 9.5.1 Ôóíêöèÿ ñòèðàíèÿ ïðîñòî òèïèçèðîâàííîãî òåðìà t

îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

erase pxq � x

erase pλx:T1.t2q � λx. erase pt2q
erase pt1 t2q � erase pt1q erase pt2q

Ðàçóìååòñÿ, ìû îæèäàåì, ÷òî äâà ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ ñåìàíòèêè ïðî-
ñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ ñîâïàäóò: ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ
òèïèçèðîâàííîãî òåðìà íàïðÿìóþ íå äîëæåí îòëè÷àòüñÿ îò ðåçóëüòàòà âû-
÷èñëåíèÿ áåñòèïîâîãî òåðìà, ïîëó÷èâøåãîñÿ â ðåçóëüòàòå ïðåäâàðèòåëüíîãî
ñòèðàíèÿ òèïîâ. Ýòî òðåáîâàíèå ôîðìàëèçóåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå, êîòî-
ðàÿ ôîðìàëèçóåò èäåþ òîãî, ÷òî ¾âû÷èñëåíèå êîììóòèðóåò ñî ñòèðàíèåì¿.
Çäåñü èìååòñÿ â âèäó, ÷òî ýòè îïåðàöèè ìîæíî ïðîâîäèòü â ëþáîì ïîðÿäêå �
âû÷èñëèâ, è ïîòîì ñòåðåâ òèïû, ìû ïîëó÷àåì òîò æå ñàìûé ðåçóëüòàò, êàê
åñëè áû ñíà÷àëà ñòåðëè òèïû, à ïîòîì âû÷èñëèëè òåðì:

Òåîðåìà 9.5.2

1. Åñëè t Ñ t1 ñîãëàñíî òèïèçèðîâàííîìó îòíîøåíèþ âû÷èñëåíèÿ, òî
erase ptq Ñ erase pt1q.

2. Åñëè erase ptq Ñ m 1 ñîãëàñíî áåñòèïîâîìó îòíîøåíèþ âû÷èñëåíèÿ, òî
ñóùåñòâóåò òèïèçèðîâàííûé òåðì t1, òàêîé, ÷òî tÑ t1 è erase pt1q �
m 1.

Äîêàçàòåëüñòâî: Íåñëîæíàÿ èíäóêöèÿ ïî äåðåâüÿì âûâîäà âû÷èñëåíèÿ.
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Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìàÿ íàìè ¾êîìïèëÿöèÿ¿ íàñòîëüêî ïðîñòà, òåî-
ðåìà 9.5.2 î÷åâèäíà äî òðèâèàëüíîñòè. Îäíàêî äëÿ áîëåå èíòåðåñíûõ ÿçû-
êîâ è áîëåå èíòåðåñíûõ êîìïèëÿòîðîâ îíà ñòàíîâèòñÿ âàæíûì ñâîéñòâîì:
îíà óòâåðæäàåò, ÷òî ¾âûñîêîóðîâíåâàÿ¿ ñåìàíòèêà, íàïðÿìóþ âûðàæåííàÿ
íà ÿçûêå, èñïîëüçóåìîì ïðîãðàììèñòîì, ñîâïàäàåò ñ àëüòåðíàòèâíîé íèçêî-
óðîâíåâîé ñòðàòåãèåé âû÷èñëåíèÿ, ðåàëüíî èñïîëüçóåìîé â ðåàëèçàöèè ÿçûêà.

Åùå îäèí èíòåðåñíûé âîïðîñ, ñâÿçàííûé ñ ôóíêöèåé ñòèðàíèÿ, òàêîâ: åñëè
ó íàñ åñòü áåñòèïîâûé òåðì m, ìîæåì ëè ìû íàéòè ïðîñòîé òèïèçèðîâàííûé
òåðì t, äàþùèé ïðè ñòèðàíèè òèïîâ m?

Îïðåäåëåíèå 9.5.3 Òåðì m áåñòèïîâîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ íàçûâàåòñÿ òè-
ïèçèðóåìûì (typable) â λÑ, åñëè èìååòñÿ ïðîñòîé òèïèçèðîâàííûé òåðì t

òèïà T è êîíòåêñò Γ òàêîé, ÷òî erase ptq � m è Γ $ t : T.

Ê ýòîìó âîïðîñó ìû âåðíåìñÿ â ãëàâå 22, êîãäà ðàññìîòðèì áëèçêîðîä-
ñòâåííóþ ïðîáëåìàòèêó ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ (type reconstruction) äëÿ λÑ.

9.6. Ñòèëü Êàððè è ñòèëü ×¼ð÷à

Êàê ìû âèäåëè, ñåìàíòèêó ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ
ìîæíî îïðåäåëèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè: êàê îòíîøåíèå âû÷èñëåíèÿ, îïðåäåëåí-
íîå ïðÿìî íà ñèíòàêñèñå ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî èñ÷èñëåíèÿ, ëèáî êàê êîì-
ïèëÿöèþ â áåñòèïîâîå èñ÷èñëåíèå â ñî÷åòàíèè ñ îòíîøåíèåì âû÷èñëåíèÿ íà
áåñòèïîâûõ òåðìàõ. Âàæíîå ñõîäñòâî ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ñòèëÿìè ñîñòîèò
â òîì, ÷òî ìîæíî ãîâîðèòü î ïîâåäåíèè òåðìà t âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî,
êîððåêòíî ëè îí òèïèçèðîâàí. Òàêàÿ ôîðìà îïðåäåëåíèÿ ÿçûêà íàçûâàåòñÿ
ñòèëåì Êàððè (Curry-style). Ñíà÷àëà ìû çàäàåì ãðàììàòèêó òåðìîâ, çàòåì
îïðåäåëÿåì èõ ïîâåäåíèå, è, íàêîíåö, äîáàâëÿåì ñèñòåìó òèïîâ, îòâåðãàþùóþ
íåêîòîðûå òåðìû, ïîâåäåíèå êîòîðûõ íàì íå íðàâèòñÿ. Ñåìàíòèêà âîçíèêàåò
ðàíüøå, ÷åì òèïèçàöèÿ.

Ïðèíöèïèàëüíî äðóãîé ñïîñîá îðãàíèçàöèè îïðåäåëåíèÿ ÿçûêà ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû ñíà÷àëà îïðåäåëèòü òåðìû, çàòåì âûáðàòü èç íèõ ïðàâèëüíî òèïè-
çèðîâàííûå òåðìû, è, íàêîíåö, îïðåäåëèòü ñåìàíòèêó òîëüêî äëÿ íèõ. Â òàêèõ
ñèñòåìàõ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ñèñòåìàìè â ñòèëå ×¼ð÷à (Church-style), òèïè-
çàöèÿ èäåò ïðåæäå ñåìàíòèêè: ìû äàæå íå çàäà¼ì âîïðîñ: ¾êàêîâî ïîâåäåíèå
íåâåðíî òèïèçèðîâàííîãî òåðìà?¿. Â ñóùíîñòè, ñòðîãî ãîâîðÿ, â ñèñòåìàõ, ïî-
ñòðîåííûõ ïî ×¼ð÷ó, ìû âû÷èñëÿåì íå òåðìû, à äåðåâüÿ âûâîäà òèïîâ äëÿ
íèõ. (Ïðèìåð ìîæíî íàéòè â �15.6.)

Èñòîðè÷åñêè ñëîæèëîñü, ÷òî íåÿâíî òèïèçèðîâàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ
ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèé ÷àñòî îïèñûâàþò â ñòèëå Êàððè, à ïðåäñòàâëåíèÿ ×¼ð÷à â
îñíîâíîì âñòðå÷àþòñÿ äëÿ ÿâíî òèïèçèðîâàííûõ ñèñòåì. Îòñþäà ïðîèñõîäèò
íåêîòîðàÿ ïóòàíèöà â òåðìèíîëîãèè: èíîãäà ¾ñòèëåì ×¼ð÷à¿ íàçûâàþò ÿâíî
òèïèçèðîâàííûé ñèíòàêñèñ, à ¾ñòèëåì Êàððè¿ � íåÿâíî òèïèçèðîâàííûé.
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9.7. Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ïðîñòîå òèïèçèðîâàííîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå èçó÷àåòñÿ â êíèãå Õèíäëè
è Ñåëäèíà (Hindley and Seldin, 1986) è, åùå áîëåå ïîäðîáíî, â ìîíîãðàôèè
Õèíäëè (Hindley, 1997).

Ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûå
ïðîãðàììû íå ìîãóò
¾ñëîìàòüñÿ¿.

Ðîáèí Ìèëíåð (Milner 1978)
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Ãëàâà 10

Ðåàëèçàöèÿ ïðîñòûõ òèïîâ

íà ML

Êîíêðåòíàÿ ðåàëèçàöèÿ λÑ â âèäå ïðîãðàììû íà ML ñëåäóåò òîé æå ñõåìå,
÷òî è ðåàëèçàöèÿ áåñòèïîâîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ â ãëàâå 7. Îñíîâíîå äîáàâ-
ëåíèå � ôóíêöèÿ typeof äëÿ âû÷èñëåíèÿ òèïà äàííîãî òåðìà â äàííîì êîí-
òåêñòå. Âïðî÷åì, ïðåæäå ÷åì ìû äî íåå äîáåðåìñÿ, íàì òðåáóåòñÿ íàïèñàòü
íåñêîëüêî íèçêîóðîâíåâûõ ïðîöåäóð äëÿ ðàáîòû ñ êîíòåêñòàìè.

10.1. Êîíòåêñòû

Íàïîìíèì (ãëàâà 7, ñ. 103), ÷òî êîíòåêñò (context) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïðîñòî ñïèñîê èìåí ïåðåìåííûõ è ñâÿçûâàíèé:

type context = (string * binding) list

Â ãëàâå 7 êîíòåêñòû èñïîëüçîâàëèñü èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæ-
äó èìåíîâàííîé è áåçûìÿííîé ôîðìàìè òåðìîâ ïðè èõ ñ÷èòûâàíèè è ðàñïå-
÷àòêå. Äëÿ ýòîãî áûëî äîñòàòî÷íî çíàòü òîëüêî èìåíà ïåðåìåííûõ; binding
áûë îïðåäåëåí â âèäå òðèâèàëüíîãî òèïà äàííûõ ñ îäíèì êîíñòðóêòîðîì, íå
íåñóùèì íèêàêîé èíôîðìàöèè:

type binding = NameBind

Ïðè ðåàëèçàöèè ïðîöåäóðû ïðîâåðêè òèïîâ íàì ïîíàäîáèòñÿ èñïîëüçîâàòü
êîíòåêñò äëÿ õðàíåíèÿ ñâåäåíèé î òèïàõ ïåðåìåííûõ. Ðàäè ýòîãî ìû äîáàâ-
ëÿåì ê òèïó binding íîâûé êîíñòðóêòîð VarBind:

type binding =

NameBind

| VarBind of ty

Ðåàëèçàöèÿ, îïèñàííàÿ â ýòîé ãëàâå, ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòîìó òèïèçèðîâàííîìó ëÿìáäà-
èñ÷èñëåíèþ (ðèñ. 9.1) ñ áóëåâñêèìè çíà÷åíèÿìè (8.1). Êîä èç ýòîé ãëàâû ìîæíî íàéòè â
ðåïîçèòîðèè ïîä èìåíåì simplebool.
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Êàæäûé ýêçåìïëÿð ñ êîíñòðóêòîðîì VarBind ñîäåðæèò ñâåäåíèÿ î òèïå ñîîò-
âåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé. Ïîìèìî êîíñòðóêòîðà VarBind, ìû ñîõðàíÿåì ñòà-
ðûé êîíñòðóêòîð NameBind ðàäè óäîáñòâà ôóíêöèé ÷òåíèÿ è ðàñïå÷àòêè, êî-
òîðûì ñâåäåíèÿ î òèïå íå íóæíû. (Ïðè äðóãîé ñòðàòåãèè ðåàëèçàöèè ìîæíî
áûëî áû îïðåäåëèòü äâà ðàçëè÷íûõ òèïà context � îäèí äëÿ ÷òåíèÿ è ðàñ-
ïå÷àòêè, à äðóãîé äëÿ ïðîâåðêè òèïîâ.)

Ôóíêöèÿ typeof âûçûâàåò ôóíêöèþ addbinding, ÷òîáû äîáàâèòü â êîí-
òåêñò ctx íîâîå ñâÿçûâàíèå ïåðåìåííîé (x, bind); ïîñêîëüêó êîíòåêñòû ó
íàñ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ñïèñêîâ, òî addbinding, â ñóùíîñòè, ðàáîòàåò ïðî-
ñòî êàê cons:

let addbinding ctx x bind = (x,bind ):: ctx

Íàïðîòèâ, ôóíêöèÿ getTypeFromContext èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîèñêà ñâåäåíèé
î òèïå, ñâÿçàííîì ñ íåêîòîðîé ïåðåìåííîé i â êîíòåêñòå ctx (èíôîðìàöèÿ
fi î ïîçèöèè â ôàéëå ñëóæèò äëÿ ðàñïå÷àòêè ñîîáùåíèÿ îá îøèáêå, êîãäà i

îêàçûâàåòñÿ âíå êîíòåêñòà):

let getTypeFromContext fi ctx i =

match getbinding fi ctx i with

VarBind(tyT) Ñ tyT

| _ Ñ error fi

("getTypeFromContext: Wrong kind of binding for variable "

^ (index2name fi ctx i))

Îïåðàòîð match ïðîèçâîäèò ïðîâåðêó íà âíóòðåííþþ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü:
â íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ getTypeFromContext äîëæíà âñåãäà âûçûâàòüñÿ èç
êîíòåêñòà, ãäå i-å ñâÿçûâàíèå ñîçäàíî êîíñòðóêòîðîì VarBind. Îäíàêî â ïî-
ñëåäóþùèõ ãëàâàõ ìû ââåäåì äðóãèå òèïû ñâÿçûâàíèé (â ÷àñòíîñòè, ñâÿçû-
âàíèÿ äëÿ òèïîâûõ ïåðåìåííûõ , type variables), è ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî
getTypeFromContext áóäåò âûçâàíà ñ ïåðåìåííîé íåïðàâèëüíîãî âèäà. Â ýòîì
ñëó÷àå îíà ïå÷àòàåò ñîîáùåíèå îá îøèáêå ïðè ïîìîùè íèçêîóðîâíåâîé ôóíê-
öèè error, ïåðåäàâàÿ åé info, ÷òîáû ñîîáùèòü, â êàêîé ïîçèöèè â ôàéëå
ïðîèçîøëà îøèáêà.

val error : info Ñ string Ñ 'a

Òèï ðåçóëüòàòà ôóíêöèè error � òèïîâàÿ ïåðåìåííàÿ 'a, êîòîðàÿ ìîæåò ïðè-
íèìàòü çíà÷åíèå ëþáîãî òèïà ML (÷òî èìååò ñìûñë, òàê êàê error âñå ðàâíî
íèêîãäà íå âîçâðàùàåòñÿ: îíà ïå÷àòàåò îøèáêó è îñòàíàâëèâàåò ïðîãðàììó).
Â äàííîì ñëó÷àå ñëåäóåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðåçóëüòàò error èìååò òèï ty,
òàê êàê èìåííî åãî âîçâðàùàåò äðóãàÿ âåòâü match.

Çàìåòèì, ÷òî èíôîðìàöèþ î òèïàõ ìû èùåì ïî èíäåêñó, ïîñêîëüêó âíóò-
ðè ïðîãðàììû òåðìû ïðåäñòàâëÿþòñÿ â áåçûìÿííîé ôîðìå, è ïåðåìåííûå â
íèõ ïðåäñòàâëÿþòñÿ ÷èñëîâûìè èíäåêñàìè. Ôóíêöèÿ getbinding èùåò i-îå
ñâÿçûâàíèå â äàííîì êîíòåêñòå:

val getbinding : info Ñ context Ñ int Ñ binding

Åå îïðåäåëåíèå ìîæíî íàéòè â ðåàëèçàöèè simplebool íà âåá-ñàéòå êíèãè.
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10.2. Òåðìû è òèïû

Ñèíòàêñèñ òèïîâ ïðÿìî ïåðåâîäèòñÿ èç àáñòðàêòíîãî ñèíòàêñèñà, ïðåäñòàâ-
ëåííîãî íà ðèñ. 8.1 è 9.1, â îïðåäåëåíèå òèïà ÿçûêà ML.

type ty =

TyBool

| TyArr of ty * ty

Ïðåäñòàâëåíèå òåðìîâ òàêîå æå, êàê áûëî ó íàñ ïðè ðåàëèçàöèè áåñòèïîâî-
ãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ (ñ. 101), íî ñ äîáàâëåíèåì àííîòàöèè òèïà ê âàðèàíòó
TmAbs.

type term =

TmTrue of info

| TmFalse of info

| TmIf of info * term * term * term

| TmVar of info * int * int

| TmAbs of info * string * ty * term

| TmApp of info * term * term

10.3. Ïðîâåðêà òèïîâ

Ôóíêöèþ ïðîâåðêè òèïîâ typeof ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîñòîé ïåðå-
âîä ïðàâèë òèïèçàöèè äëÿ λÑ (ðèñ. 8.1 è 9.1), èëè, òî÷íåå, êàê ïåðåâîä ëåììû
îá èíâåðñèè (9.3.1). Âòîðîé ïîäõîä òî÷íåå, ïîñêîëüêó èìåííî ëåììà îá èíâåð-
ñèè îïðåäåëÿåò äëÿ êàæäîé ñèíòàêñè÷åñêîé ôîðìû, êàêèå óñëîâèÿ äîëæíû
âûïîëíÿòüñÿ, ÷òîáû òåðì ñ÷èòàëñÿ ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûì. Ïðàâèëà òè-
ïèçàöèè óòâåðæäàþò, ÷òî òåðìû íåêîòîðîãî âèäà ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàíû
ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ, íî ãëÿäÿ íà êàæäîå êîíêðåòíîå ïðàâèëî òèïèçàöèè,
íèêîãäà íåëüçÿ çàêëþ÷èòü, ÷òî íåêîòîðûé òåðì íå òèïèçèðîâàí ïðàâèëüíî,
ïîñêîëüêó âñåãäà îñòàåòñÿ âîçìîæíîñòü, ÷òî äëÿ òèïèçàöèè òåðìà äîñòàòî÷íî
ïðèìåíèòü êàêîå-òî äðóãîå ïðàâèëî. (Â äàííûé ìîìåíò ýòà ðàçíèöà ìîæåò
ïîêàçàòüñÿ íåñóùåñòâåííîé, ïîñêîëüêó ëåììà îá èíâåðñèè íåïîñðåäñòâåííî
ñëåäóåò èç ïðàâèë òèïèçàöèè. Îäíàêî ýòî ðàçëè÷èå ñòàíîâèòñÿ âàæíûì â
ïîñëåäóþùèõ ñèñòåìàõ, â êîòîðûõ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû îá èíâåðñèè áîëåå
òðóäîåìêî, ÷åì â λÑ.)

let rec typeof ctx t =

match t with

TmTrue(fi) Ñ

TyBool

| TmFalse(fi) Ñ

TyBool

| TmIf(fi,t1,t2,t3) Ñ

if (=) (typeof ctx t1) TyBool then

let tyT2 = typeof ctx t2 in

if (=) tyT2 (typeof ctx t3) then tyT2

else error fi "arms of conditional have different types"

else error fi "guard of conditional not a boolean"
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| TmVar(fi,i,_) Ñ getTypeFromContext fi ctx i

| TmAbs(fi,x,tyT1 ,t2) Ñ

let ctx ' = addbinding ctx x (VarBind(tyT1)) in

let tyT2 = typeof ctx ' t2 in

TyArr(tyT1 , tyT2)

| TmApp(fi,t1,t2) Ñ

let tyT1 = typeof ctx t1 in

let tyT2 = typeof ctx t2 in

(match tyT1 with

TyArr(tyT11 ,tyT12) Ñ

if (=) tyT2 tyT11 then tyT12

else error fi "parameter type mismatch"

| _ Ñ error fi "arrow type expected")

Çäåñü ïîëåçíî ñäåëàòü íåñêîëüêî çàìå÷àíèé î ÿçûêå OCaml. Âî-ïåðâûõ, ìû
çàïèñûâàåì OCaml-îâñêóþ îïåðàöèþ ïðîâåðêè íà ðàâåíñòâî = â ñêîáêàõ, ïî-
òîìó ÷òî èñïîëüçóåì å¼ â ïðåôèêñíîé ïîçèöèè, à íå â íîðìàëüíîé èíôèêñíîé.
Ýòî äåëàåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ëåã÷å áûëî ñðàâíèâàòü íàø êîä ñ ïîñëåäóþùèìè
âåðñèÿìè typeof, â êîòîðûõ îïåðàöèÿ ñðàâíåíèÿ òèïîâ áóäåò áîëåå èçîùðåí-
íîé, ÷åì ïðîñòîå ñðàâíåíèå. Âî-âòîðûõ, îïåðàöèÿ ñðàâíåíèÿ ïðîâåðÿåò ñòðóê-
òóðíîå ðàâåíñòâî ñîñòàâíûõ çíà÷åíèé, à íå ðàâåíñòâî óêàçàòåëåé. À èìåííî,
âûðàæåíèå

let t = TmApp(t1 ,t2) in

let t' = TmApp(t1 ,t2) in

(=) t t'

âñåãäà âîçâðàùàåò true, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äâà ýêçåìïëÿðà TmApp, èìåíóåìûå
ïåðåìåííûìè t è t', ïîðîæäàþòñÿ â ðàçíîå âðåìÿ è èìåþò ðàçíûå àäðåñà â
ïàìÿòè.
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Ãëàâà 11

Ïðîñòûå ðàñøèðåíèÿ

Ïðîñòîå òèïèçèðîâàííîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå èìååò äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ
ñòðóêòóðó, ÷òîáû áûëî èíòåðåñíî èçó÷àòü åãî òåîðèþ, íî îíî íå ñëèøêîì
ïîõîæå íà íîðìàëüíûé ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ýòîé ãëàâå ìû íà÷èíà-
åì äâèãàòüñÿ â ñòîðîíó áîëåå ïðèâû÷íûõ ÿçûêîâ è äîáàâëÿåì ê èñ÷èñëåíèþ
íåñêîëüêî ïðèâû÷íûõ ÿçûêîâûõ êîíñòðóêöèé, êîòîðûå ìîæíî òèïèçèðîâàòü
áåç îñîáîãî òðóäà. Âàæíîé òåìîé íà ïðîòÿæåíèè âñåé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ ïðîèç-
âîäíûå ôîðìû (derived forms).

11.1. Áàçîâûå òèïû

Âñÿêèé ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðåäîñòàâëÿåò íàáîð áàçîâûõ òèïîâ (base
types) � ìíîæåñòâ ïðîñòûõ, íåñòðóêòóðèðîâàííûõ çíà÷åíèé, íàïðèìåð, ÷è-
ñåë, áóëåâñêèõ çíà÷åíèé èëè ñèìâîëîâ, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòàð-
íûå îïåðàöèè äëÿ ðàáîòû ñ ýòèìè çíà÷åíèÿìè. Ìû óæå äåòàëüíî ðàññìîòðåëè
íàòóðàëüíûå ÷èñëà è áóëåâñêèå çíà÷åíèÿ; ïðîåêòèðîâùèê ÿçûêà ìîæåò òî÷íî
òàêèì æå îáðàçîì äîáàâèòü â íåãî ñòîëüêî äîïîëíèòåëüíûõ òèïîâ, ñêîëüêî
çàõî÷åò.

Ïîìèìî òèïîâ Bool è Nat, ìû èíîãäà áóäåì äëÿ îæèâëåíèÿ ïðèìåðîâ èñ-
ïîëüçîâàòü áàçîâûå òèïû String (ñòðîêè, íàïðèìåð "hello") è Float (÷èñëà
ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé, íàïðèìåð 3.14159).

Â òåîðåòè÷åñêèõ öåëÿõ ÷àñòî áûâàåò óäîáíî àáñòðàãèðîâàòüñÿ îò ñâîéñòâ
êîíêðåòíûõ áàçîâûõ òèïîâ è èõ îïåðàöèé, è âìåñòî ýòîãî ïîëàãàòü, ÷òî ÿçûê
ñíàáæåí íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì A íåèíòåðïðåòèðóåìûõ (uninterpreted), èëè
íåèçâåñòíûõ (unknown), áàçîâûõ òèïîâ, äëÿ êîòîðûõ íå îïðåäåëåíî âîîáùå
íèêàêèõ ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé. Ýòîãî ìîæíî äîñòèãíóòü, ïîïðîñòó âêëþ-
÷èâ A â ìíîæåñòâî òèïîâ (ñ ìåòàïåðåìåííîé A, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
èç A), êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 11.1. Äëÿ áàçîâûõ òèïîâ ìû èñïîëüçóåì áóêâó A,
à íå B, ÷òîáû èçáåæàòü ïóòàíèöû ñ ñèìâîëîì B, êîòîðûé îçíà÷àåò ïðèñóò-
ñòâèå áóëåâñêèõ çíà÷åíèé â äàííîé ñèñòåìå. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî áóêâà A

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ðàñøèðåíèÿ ÷èñòîãî òèïèçèðîâàííîãî
ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ (ðèñ. 9.1). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåàëèçàöèÿ íà OCaml, fullsimple, ñîäåð-
æèò âñå ýòè ðàñøèðåíèÿ.
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Ñ A Ðàñøèðÿåò λÑ (9.1)

Íîâûå ñèíòàêñè÷åñêèå ôîðìû
T ::= . . . òèïû:

A áàçîâûé òèï

Ðèñ. 11.1. Íåèíòåðïðåòèðóåìûå áàçîâûå òèïû

îòñûëàåò ê àòîìàðíûì (atomic) òèïàì � ýòî íàçâàíèå òàêæå ÷àñòî èñïîëü-
çóþò äëÿ áàçîâûõ òèïîâ, ïîñêîëüêó ñ òî÷êè çðåíèÿ ñèñòåìû òèïîâ, ó íèõ íåò
íèêàêîé âíóòðåííåé ñòðóêòóðû. Â êà÷åñòâå èìåí áàçîâûõ òèïîâ ìû áóäåì
óïîòðåáëÿòü ñèìâîëû A, B, C è ò. ä. Çàìåòèì, ÷òî, êàê è ðàíåå ñ èìåíàìè ïåðå-
ìåííûõ è èìåíàìè òèïîâûõ ïåðåìåííûõ, A èñïîëüçóåòñÿ è êàê èìÿ áàçîâîãî
òèïà, è êàê ìåòàïåðåìåííàÿ, ïðèíèìàþùàÿ áàçîâûå òèïû â êà÷åñòâå çíà÷åíèé.
×òî êîíêðåòíî èìååòñÿ â âèäó â êàæäîì ñëó÷àå, ÿñíî èç êîíòåêñòà.

Íåóæåëè îò íåèíòåðïðåòèðóåìîãî òèïà íåò íèêàêîé ïîëüçû? Âîâñå íåò.
Õîòÿ ìû íèêàê íå ìîæåì ïðÿìî íàçâàòü åãî ýëåìåíòû, ìû ìîæåì ââîäèòü
ïåðåìåííûå, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ ýòîãî òèïà. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ1

λx:A. x;

� <fun >: A Ñ A

åñòü ôóíêöèÿ òîæäåñòâà äëÿ ýëåìåíòîâ A, êàêîâû áû îíè íè áûëè. Àíàëîãè÷-
íî,

λx:B. x;

� <fun >: B Ñ B

åñòü ôóíêöèÿ òîæäåñòâà äëÿ B, à

λf:A ÑA, λx:A. f(f(x));

� <fun > : (A Ñ A) Ñ A Ñ A

åñòü ôóíêöèÿ, äâàæäû ïðèìåíÿþùàÿ íåêîòîðóþ äàííóþ ôóíêöèþ f ê àðãó-
ìåíòó x.

11.2. Åäèíè÷íûé òèï

Åùå îäèí ïîëåçíûé áàçîâûé òèï, âñòðå÷àþùèéñÿ â îñíîâíîì â ÿçûêàõ ñå-
ìåéñòâà ML � åäèíè÷íûé òèï Unit, îïèñàííûé íà ðèñ. 11.2. Â îòëè÷èå îò
íåèíòåðïðåòèðóåìûõ áàçîâûõ òèïîâ èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, ýòîò òèï èí-
òåðïðåòèðóåòñÿ íàèïðîñòåéøèì îáðàçîì: ìû ÿâíî ââîäèì åäèíñòâåííûé åãî
ýëåìåíò: òåðìîâóþ êîíñòàíòó unit (ïèøåòñÿ ñ ìàëåíüêîé áóêâû u), è ïðàâèëî
òèïèçàöèè, ïðåâðàùàþùåå unit â ýëåìåíò Unit. Êðîìå òîãî, ìû äîáàâëÿåì
unit ê ñïèñêó çíà÷åíèé, ìîãóùèõ ñëóæèòü ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèÿ: â ñóù-
íîñòè, unit � åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèÿ
òèïà Unit.

1Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìåñòà, ïðè çàïèñè ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé ìû áóäåì äëÿ ýêîíîìèè
ìåñòà çàìåíÿòü òåëà λ-àáñòðàêöèé íà çàïèñü <fun>.
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Ñ Unit Ðàñøèðÿåò λÑ (9.1)

Íîâûå ñèíòàêñè÷åñêèå ôîðìû
t ::= . . . òåðìû:

unit êîíñòàíòà unit

v ::= . . . çíà÷åíèÿ:
unit êîíñòàíòà unit

T ::= . . . òèïû:
Unit åäèíè÷íûé òèï

Íîâûå ïðàâèëà òèïèçàöèè Γ $ t : T

Γ $ unit : Unit (T-Unit)

Íîâûå ïðîèçâîäíûå ôîðìû

t1;t2
def

� (λx:Unit.t2) t1

ãäå x R FV pt2q

Ðèñ. 11.2. Åäèíè÷íûé òèï

Äàæå â ÷èñòî ôóíêöèîíàëüíîì ÿçûêå òèï Unit íå ëèøåí íåêîòîðîãî èí-
òåðåñà,2 îäíàêî â îñíîâíîì îí ïðèìåíÿåòñÿ â ÿçûêàõ ñ ïîáî÷íûìè ýôôåêòà-
ìè, âðîäå ïðèñâàèâàíèé ññûëî÷íûì ÿ÷åéêàì (ê ýòîé òåìå ìû åùå âåðíåìñÿ
â ãëàâå 13). Â òàêèõ ÿçûêàõ íàñ ÷àñòî èíòåðåñóåò â âûðàæåíèè íå ðåçóëüòàò
âû÷èñëåíèÿ, à åãî ïîáî÷íûé ýôôåêò; äëÿ ïîäîáíûõ âûðàæåíèé Unit ñëóæèò
ïîäõîäÿùèì òèïîì ðåçóëüòàòà.

Ýòî ïðèìåíåíèå Unit àíàëîãè÷íî ðîëè òèïà void â ÿçûêàõ, ïîäîáíûõ C è
Java. Èìÿ void íàâîäèò íà ìûñëü î ïóñòîì òèïå Bot (ñð. �15.4), íî èñïîëüçó-
åòñÿ îí ñêîðåå êàê íàø Unit.

11.3. Ïðîèçâîäíûå ôîðìû: ïîñëåäîâàòåëüíîå

èñïîëíåíèå è ñâÿçûâàíèÿ-ïóñòûøêè

Â ÿçûêàõ ñ ïîáî÷íûìè ýôôåêòàìè ÷àñòî áûâàåò ïîëåçíî âû÷èñëèòü äâà
âûðàæåíèÿ îäíî çà äðóãèì. Êîíñòðóêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñïîëíåíèÿ
(sequencing notation) t1; t2 îçíà÷àåò: ¾âû÷èñëèòü t1, èãíîðèðîâàòü åãî (òðè-
âèàëüíûé) ðåçóëüòàò, çàòåì âû÷èñëèòü t2¿.

Ôîðìàëèçîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîå èñïîëíåíèå ìîæíî äâóìÿ ñïîñîáàìè. Âî-
ïåðâûõ, ìîæíî ñëåäîâàòü òîé æå ñòðàòåãèè, êîòîðóþ ìû èñïîëüçîâàëè äëÿ
äðóãèõ ñèíòàêñè÷åñêèõ ôîðì: äîáàâèòü t1; t2 â êà÷åñòâå íîâîé àëüòåðíàòèâû
ê ñèíòàêñèñó òåðìîâ, à çàòåì ââåñòè äâà ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ

t1 Ñ t11

t1; t2 Ñ t11; t2

(E-Seq)

2Ìû íàäååìñÿ, ÷òî ÷èòàòåëþ äîñòàâèò óäîâîëüñòâèå ñëåäóþùàÿ íåáîëüøàÿ çàãàäêà:

Óïðàæíåíèå 11.2.1 r� � �s: Åñòü ëè ñïîñîá ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåðìîâ t1,
t2, . . . íà ÿçûêå ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ ñ Unit â êà÷åñòâå åäèí-
ñòâåííîãî áàçîâîãî òèïà òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäîãî n òåðì tn èìåë ðàçìåð íå áîëåå Opnq,
íî äëÿ äîñòèæåíèÿ íîðìàëüíîé ôîðìû òðåáîâàë íå ìåíåå Op2nq øàãîâ âû÷èñëåíèÿ?
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v1;t2 Ñ t2 (E-SeqNext)

è ïðàâèëî òèïèçàöèè

Γ $ t1 : Unit Γ $ t2 : T2

Γ $ t1 ; t2 : T2

(T-Seq)

è òàêèì îáðàçîì çàôèêñèðîâàòü òðåáóåìîå ïîâåäåíèå îïåðàòîðà ; (¾òî÷êà ñ
çàïÿòîé¿).

Äðóãîé ñïîñîá ôîðìàëèçàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñïîëíåíèÿ ñîñòîèò
â òîì, ÷òîáû ðàññìàòðèâàòü t1; t2 ïðîñòî êàê ñîêðàùåííóþ çàïèñü
(abbreviation) äëÿ òåðìà (λx:Unit.t2) t1, â êîòîðîé äëÿ ïåðåìåííîé x âû-
áèðàåòñÿ íîâîå (fresh) èìÿ � òî åñòü, òàêîå, êîòîðîå íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíîé
èç ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ t2.

Èíòóèòèâíî äîñòàòî÷íî ÿñíî, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîãðàììèñòà îáà ñïîñî-
áà äîáàâèòü â ÿçûê ïîñëåäîâàòåëüíîå èñïîëíåíèå ïðèâîäÿò ê îäíîìó è òîìó
æå ðåçóëüòàòó: âûñîêîóðîâíåâûå ïðàâèëà òèïèçàöèè è âû÷èñëåíèÿ ìîæíî âû-
âåñòè (derive), åñëè ðàññìàòðèâàòü t1; t2 êàê ñîêðàùåíèå äëÿ (λx:Unit.t2)

t1. Ýòî ñîîòâåòñòâèå ìîæíî äîêàçàòü áîëåå ôîðìàëüíî, ïðîäåìîíñòðèðîâàâ,
÷òî è òèïèçàöèþ, è âû÷èñëåíèå ìîæíî ¾ìåíÿòü ìåñòàìè¿ ñ ðàñêðûòèåì ñî-
êðàùåíèÿ.

Òåîðåìà 11.3.1 rÏîñëåäîâàòåëüíîå èñïîëíåíèå êàê ïðîèçâîäíàÿ
ôîðìàs: Îáîçíà÷èì ïðîñòîå òèïèçèðîâàííîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå, äîïîëíåí-
íîå òèïîì Unit, êîíñòðóêöèåé ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñïîëíåíèÿ è ïðàâèëàìè
E-Seq, E-SeqNext è T-Seq, ñèìâîëîì λE (ãäå áóêâà E âçÿòà èç âûðàæå-
íèÿ external language, ¾âíåøíèé ÿçûê¿). Îáîçíà÷èì ïðîñòîå òèïèçèðîâàííîå
ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå, êóäà äîáàâëåí òîëüêî òèï Unit, ñèìâîëîì λI ( internal
language, ¾âíóòðåííèé ÿçûê¿). Ïóñòü èìååòñÿ e P λE Ñ λI , ôóíêöèÿ ðàñ-
êðûòèÿ ñîêðàùåíèé (term elaboration function), êîòîðàÿ ïåðåâîäèò âûðàæå-
íèÿ ñ âíåøíåãî ÿçûêà íà âíóòðåííèé, çàìåíÿÿ êàæäîå âõîæäåíèå êîíñòðóê-
öèè t1 ; t2 íà (λx:Unit.t2) t1 ñ íîâîé ïåðåìåííîé x. Òîãäà äëÿ êàæäîãî
òåðìà t ÿçûêà λE èìååì

• tÑE t1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà eptq ÑI ept
1q

• Γ $E t : T òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Γ $I eptq : T

ãäå îòíîøåíèÿ âû÷èñëåíèÿ è òèïèçàöèè ÿçûêîâ λE è λI ïîìå÷åíû, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ñèìâîëàìè E è I.
Äîêàçàòåëüñòâî: êàæäîå íàïðàâëåíèå â îáîèõ �òîãäà è òîëüêî òîãäà� äîêà-
çûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðÿìîëèíåéíîé èíäóêöèè ïî ñòðóêòóðå t.

Òåîðåìà 11.3.1 îïðàâäûâàåò ïðèìåíåíèå òåðìèíà ¾ïðîèçâîäíàÿ ôîðìà¿
(derived form), ïîñêîëüêó îíà äåìîíñòðèðóåò, ÷òî ïîâåäåíèå êîíñòðóêöèè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîãî èñïîëíåíèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëåíèÿ è òèïèçàöèè ìîæåò
áûòü âûâåäåíî èç áîëåå áàçîâûõ îïåðàöèé � àáñòðàêöèè è ïðèìåíåíèÿ. Ïðå-
èìóùåñòâî ââåäåíèÿ òàêèõ êîíñòðóêöèé, êàê ïîñëåäîâàòåëüíîå èñïîëíåíèå,
â âèäå ïðîèçâîäíûõ ôîðì ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû òàêèì îáðàçîì ðàñøèðÿåì

Rev: �revision�, November 28, 2010 140 �source�le�



11.4. Ïðèïèñûâàíèå òèïà 141

âíåøíèé ñèíòàêñèñ (ò. å., ÿçûê, ðåàëüíî èñïîëüçóåìûé ïðîãðàììèñòàìè ïðè
íàïèñàíèè ïðîãðàìì), íî ïðè ýòîì èçáåãàåì óñëîæíåíèÿ âíóòðåííåãî ÿçû-
êà, äëÿ êîòîðîãî íóæíî äîêàçûâàòü òàêèå òåîðåìû, êàê òåîðåìó î òèïîâîé
áåçîïàñíîñòè. Òàêîé ìåòîä áîðüáû ñî ñëîæíîñòüþ îïèñàíèÿ ÿçûêîâûõ êîí-
ñòðóêöèé ìîæíî íàéòè óæå â ¾Îïðåäåëåíèè Algol 60¿ (Naur et al., 1963), è
îí øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ âî ìíîãèõ áîëåå ñîâðåìåííûõ îïèñàíèÿõ ÿçûêîâ, òà-
êèõ, êàê ¾Îïðåäåëåíèå Standard ML¿ (Milner, Tofte, and Harper, 1990; Milner,
Tofte, Harper, and MacQueen, 1997).

×àñòî ïðîèçâîäíûå ôîðìû âñëåä çà Ëàíäèíîì íàçûâàþò ñèíòàêñè÷åñêèì
ñàõàðîì (syntactic sugar). Çàìåíà ïðîèçâîäíîé ôîðìû åå íèçêîóðîâíåâûì
îïðåäåëåíèåì íàçûâàåòñÿ óäàëåíèåì ñàõàðà (desugaring).

Åùå îäíà ïðîèçâîäíàÿ ôîðìà, êîòîðîé ìû ÷àñòî áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ âïî-
ñëåäñòâèè � ñîãëàøåíèå î ¾ñâÿçûâàíèÿõ-ïóñòûøêàõ¿ â êîíñòðóêöèÿõ, ñâÿçû-
âàþùèõ ïåðåìåííûå. ×àñòî áûâàåò íóæíî (íàïðèìåð, â òåðìàõ, ñîçäàâàåìûõ
ïðè óäàëåíèè ñàõàðà èç êîíñòðóêöèé ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñïîëíåíèÿ) çàïèñàòü
ëÿìáäà-àáñòðàêöèþ êàê ¾çàãëóøêó¿, â òåëå êîòîðîé ñâÿçûâàåìàÿ ïåðåìåííàÿ
íèãäå íå âñòðå÷àåòñÿ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ áûâàåò íåóäîáíî êàæäûé ðàç ïðèäóìû-
âàòü íîâîå èìÿ; âìåñòî ýòîãî ìû áóäåì çàìåíÿòü åãî ñâÿçûâàíèåì-ïóñòûøêîé
(wildcard binder), êîòîðîå âûãëÿäèò êàê _ (¾ïîä÷åðê¿). Òàêèì îáðàçîì, ìû áó-
äåì ïîëüçîâàòüñÿ çàïèñüþ λ_:S.t â êà÷åñòâå ñîêðàùåíèÿ çàïèñè λx:S.t, ãäå
x � íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ, íå âñòðå÷àþùàÿñÿ â t.

Óïðàæíåíèå 11.3.2 r�s: Çàïèøèòå ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ è òèïèçàöèè äëÿ àá-
ñòðàêöèé ñî ñâÿçûâàíèåì-ïóñòûøêîé è äîêàæèòå, ÷òî èõ ìîæíî âûâåñòè
èç ïðàâèë ðàñêðûòèÿ ñîêðàùåíèé, ïðèâåäåííûõ âûøå.

11.4. Ïðèïèñûâàíèå òèïà

Åùå îäíà ïðîñòàÿ êîíñòðóêöèÿ, êîòîðàÿ âïîñëåäñòâèè ÷àñòî áóäåò íàì ïî-
ëåçíà, � ýòî ÿâíîå ïðèïèñûâàíèå (ascription) îïðåäåëåííîãî òèïà îïðåäåëåí-
íîìó òåðìó (ò. å., â ïðîãðàììå ÿâíî çàïèñûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå, ÷òî äàííûé
òåðì èìååò äàííûé òèï). Ìû ïèøåì ¾t as T¿, èìåÿ â âèäó ¾òåðì t, êîòîðîìó
ìû ïðèïèñûâàåì òèï T¿. Ïðàâèëî òèïèçàöèè T-Ascribe äëÿ ýòîé êîíñòðóê-
öèè (ñì. ðèñ. 11.3) ïðîñòî-íàïðîñòî ïðîâåðÿåò, ÷òî T äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ
òèïîì òåðìà t. Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ E-Ascribe ñòîëü æå î÷åâèäíî: îíî îò-
áðàñûâàåò as-êîíñòðóêöèþ, è t ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿåòñÿ êàê îáû÷íî.

Ïðèïèñûâàíèå òèïîâ ìîæåò áûòü ïîëåçíî â íåñêîëüêèõ ñèòóàöèÿõ. ×àñòî
îíî ñëóæèò äëÿ äîêóìåíòèðîâàíèÿ. Èíîãäà ÷èòàòåëþ áûâàåò òðóäíî óñëåäèòü
çà òèïàìè âñåõ ïîäâûðàæåíèé â ñëîæíîì ñîñòàâíîì âûðàæåíèè. Ðàçóìíîå
èñïîëüçîâàíèå ÿâíûõ ïðèïèñûâàíèé òèïà ìîæåò çàìåòíî îáëåã÷èòü çàäà÷ó.
Áîëåå òîãî, â îñîáåííî ñëîæíûõ âûðàæåíèÿõ äàæå àâòîðó ìîæåò áûòü íåÿñíî,
êàêîâû òèïû âñåõ ïîäâûðàæåíèé. Ïðèïèñûâàíèå òèïîâ íåñêîëüêèì èç íèõ
ìîæåò ïîìî÷ü ïðîãðàììèñòó ïðîÿñíèòü ñîáñòâåííûå ìûñëè. È â ñàìîì äåëå,
èíîãäà ÿâíîå ïðèïèñûâàíèå òèïîâ ïîìîãàåò íàéòè èñòî÷íèê òðóäíîóëîâèìûõ
îøèáîê òèïèçàöèè.

Åùå îäíî èñïîëüçîâàíèå ÿâíîãî ïðèïèñûâàíèÿ òèïîâ � óïðàâëåíèå ðàñïå-
÷àòêîé (printing) ñëîæíûõ òèïîâ. Ïðîãðàììû ïðîâåðêè òèïîâ, êîòîðûå èñ-
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Ñ as Ðàñøèðÿåò λÑ (9.1)

Íîâûå ñèíòàêñè÷åñêèå ôîðìû
t ::= . . . òåðìû:

t as T ïðèïèñûâàíèå òèïà

Íîâûå ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ tÑ t1

v1 as TÑ v1 (E-Ascribe)

t1 Ñ t11

t1 as TÑ t11 as T
(E-Ascribe1)

Íîâûå ïðàâèëà òèïèçàöèè Γ $ t : T

Γ $ t1 : T

Γ $ t1 as T : T
(T-Ascribe)

Ðèñ. 11.3. Ïðèïèñûâàíèå òèïà

ïîëüçîâàíû äëÿ ïðîâåðêè ïðèìåðîâ â ýòîé êíèãå, à òàêæå âñïîìîãàòåëüíûå
ðåàëèçàöèè íà OCaml, èìåíà êîòîðûõ íà÷èíàþòñÿ ñ full (¾ïîëíûé¿), îáåñïå-
÷èâàþò ïðîñòîé ìåõàíèçì äëÿ ââåäåíèÿ ñîêðàùåíèé âìåñòî äëèííûõ âûðàæå-
íèé òèïîâ. (Â îñòàëüíûõ ðåàëèçàöèÿõ ìåõàíèçì ñîêðàùåíèé îïóùåí, ÷òîáû
èíòåðïðåòàòîðû ëåã÷å áûëî ÷èòàòü è ìîäèôèöèðîâàòü.) Íàïðèìåð, îáúÿâëå-
íèå

UU = Unit Ñ Unit;

ïðåâðàùàåò èäåíòèôèêàòîð UU â ñîêðàùåíèå äëÿ òèïà Unit Ñ Unit, êîòî-
ðîå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ïðîãðàììå. Ãäå áû ìû íè âñòðåòèëè èäåíòèôèêàòîð
UU, åãî ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê Unit Ñ Unit. Íàïðèìåð, ìîæíî íàïèñàòü

(λf:UU. f unit) (λx:Unit. x);

Âî âðåìÿ ïðîâåðêè òèïîâ ýòè ñîêðàùåíèÿ ïî íåîáõîäèìîñòè ðàñêðûâàþò-
ñÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîöåäóðû ïðîâåðêè òèïîâ ïûòàþòñÿ ïî âîçìîæíîñòè
ýòè îïðåäåëåíèÿ ñâåðíóòü. (À èìåííî, êàæäûé ðàç, ïðîâåðÿÿ ïîäòåðì, îíè
ñìîòðÿò, íå ñîâïàäàåò ëè åãî òèï â òî÷íîñòè ñ êàêèì-íèáóäü èç èçâåñòíûõ ñî-
êðàùåíèé.) Îáû÷íî ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ ðàçóìíûå ðåçóëüòàòû, íî èçðåäêà
íàì òðåáóåòñÿ ðàñïå÷àòûâàòü òèï êàê-òî èíà÷å: ëèáî èç-çà òîãî, ÷òî ïðîñòàÿ
ñòðàòåãèÿ ñîïîñòàâëåíèÿ ñ îáðàçöîì íå äàåò ïðîãðàììå ïðîâåðêè òèïîâ èñ-
ïîëüçîâàòü ñîêðàùåíèå (ñêàæåì, â ñèñòåìàõ, ãäå ðàçðåøàåòñÿ èçìåíÿòü ïîðÿ-
äîê èìåíîâàííûõ ïîëåé òèïîâ çàïèñè, îíà íå ïîéìåò, ÷òî {a:Bool, b:Nat}

ìîæíî ñâîáîäíî çàìåíÿòü íà {b:Nat, a:Bool}), ëèáî ïî êàêîé-íèáóäü äðóãîé
ïðè÷èíå. Ê ïðèìåðó, â

λf:Unit ÑUnit. f;

� <fun > : (Unit Ñ Unit) Ñ UU

ñîêðàùåíèå UU èñïîëüçóåòñÿ â ðåçóëüòàòå ôóíêöèè, íî íå èñïîëüçóåòñÿ â
åå àðãóìåíòå. Åñëè íàì õî÷åòñÿ, ÷òîáû òèï îáîçíà÷àëñÿ êàê UU, íóæíî ëèáî
èçìåíèòü àííîòàöèþ òèïà íà âûðàæåíèè-àáñòðàêöèè
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λf:UU. f;

� <fun > : UU Ñ UU

ëèáî ÿâíî ïðèïèñàòü òèï âñåé àáñòðàêöèè:

(λf:Unit ÑUnit. f) as UU Ñ UU;

� <fun > : UU Ñ UU

Êîãäà ïðîöåäóðà ïðîâåðêè òèïîâ îáðàáàòûâàåò ïðèïèñûâàíèå òèïà t as

T, îíà ðàçâîðà÷èâàåò êàæäîå ñîêðàùåíèå â T, ïðîâåðÿÿ, ÷òî t èìååò òèï T,
îäíàêî çàòåì âîçâðàùàåò â êà÷åñòâå òèïà âûðàæåíèÿ-ïðèïèñûâàíèÿ ñàì T,
â òî÷íîñòè òàê, êàê îí áûë çàïèñàí. Èñïîëüçîâàíèå ïðèïèñûâàíèé òèïà äëÿ
óïðàâëåíèÿ ïå÷àòüþ òèïîâ � îñîáåííîñòü èìåííî èíòåðïðåòàòîðîâ, èñïîëüçó-
åìûõ â ýòîé êíèãå. Â ïîëíîöåííîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìåõàíèçìû äëÿ
ñîêðàùåíèÿ è ðàñïå÷àòêè òèïîâ ëèáî íå íóæíû (íàïðèìåð, â Java âñå òèïû
ïðåäñòàâëÿþòñÿ êîðîòêèìè èìåíàìè � ñð. â ãëàâå 19), ëèáî íàìíîãî ãëóáæå
âñòðîåíû â ÿçûê (êàê â OCaml � ñì. R�emy and Vouillon, 1998; Vouillon, 2000).

Íàêîíåö, ïðèïèñûâàíèå òèïîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ìåõàíèçìà
àáñòðàêöèè (abstraction). Ýòîò ñïîñîá ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ â �15.5. Â ñèñòå-
ìàõ, â êîòîðûõ îäèí è òîò æå òåðì t ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî òèïîâ (ñêàæåì,
â ñèñòåìàõ ñ ïîäòèïàìè), ÷åðåç ïðèïèñûâàíèå ìîæíî ¾ñïðÿòàòü¿ íåêîòîðûå
èç íèõ, óêàçàâ ïðîãðàììå ïðîâåðêè, ÷òî t íóæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê åñëè áû
îí îáëàäàë ìåíüøèì íàáîðîì òèïîâ. Êðîìå òîãî, â �15.5 áóäåò îáñóæäàòüñÿ
ñâÿçü ìåæäó ÿâíûì ïðèïèñûâàíèåì òèïîâ è èõ ïðåîáðàçîâàíèåì (casting).

Óïðàæíåíèå 11.4.1 rÐåêîìåíäóåòñÿ,��s: (1) Ïîêàæèòå, êàê ïðèïèñûâà-
íèå òèïîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâîäíîé ôîðìû. Äîêàæèòå, ÷òî
¾îôèöèàëüíûå¿ ïðàâèëà òèïèçàöèè è âû÷èñëåíèÿ äîëæíûì îáðàçîì ñîîò-
âåòñòâóþò âàøåìó îïðåäåëåíèþ. (2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âìåñòî ïàðû ïðà-
âèë âû÷èñëåíèÿ E-Ascribe è E-Ascribe1, ìû ââåëè áû ¾ýíåðãè÷íîå¿ ïðàâèëî

t1 as TÑ t1 (E-AscribeEager)

íåìåäëåííî îòáðàñûâàþùåå ïðèïèñûâàíèå ñ êàæäîãî îáíàðóæåííîãî òåðìà.
Ìîæíî ëè ïðè ýòîì ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàòü ïðèïèñûâàíèå òèïà ïðîèçâîäíîé
ôîðìîé?

11.5. Ñâÿçûâàíèå let

Ïðè íàïèñàíèè ñëîæíîãî âûðàæåíèÿ ÷àñòî áûâàåò ïîëåçíî ïðèñâîèòü èìå-
íà íåêîòîðûì åãî ïîäâûðàæåíèÿì (êàê äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü ïîâòîðåíèé,
òàê è äëÿ ïðîñòîòû ÷òåíèÿ). Â áîëüøèíñòâå ÿçûêîâ åñòü ñïîñîáû ñäåëàòü ýòî.
Íàïðèìåð, â ML çàïèñü let x = t1 in t2 îçíà÷àåò ¾âû÷èñëèòü âûðàæåíèå
t1 è ñâÿçàòü èìÿ x ñ ïîëó÷èâøèìñÿ çíà÷åíèåì ïðè âû÷èñëåíèè t2¿.

Íàøà êîíñòðóêöèÿ ñâÿçûâàíèÿ ÷åðåç let (ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ. 11.4), ïî-
äîáíî ML, ñëåäóåò ïîðÿäêó âû÷èñëåíèÿ ñ âûçîâîì ïî çíà÷åíèþ. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî òåðì, ñâÿçàííûé ÷åðåç let, äîëæåí áûòü ïîëíîñòüþ âû÷èñëåí, ïðåæäå ÷åì
íà÷íåò âû÷èñëÿòüñÿ òåëî let-ôîðìû. Ïðàâèëî òèïèçàöèè T-Let óêàçûâàåò,
÷òî òèï let-âûðàæåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü, ñíà÷àëà îïðåäåëèâ òèï ñâÿçàííî-
ãî òåðìà, ðàñøèðèâ êîíòåêñò ñâÿçûâàíèåì ñ ýòèì òèïîì, è âû÷èñëèâ â ýòîì
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Ñ let Ðàñøèðÿåò λÑ (9.1)

Íîâûå ñèíòàêñè÷åñêèå ôîðìû
t ::= . . . òåðìû:

let x=t in t ñâÿçûâàíèå
let

Íîâûå ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ tÑ t1

let x=v1 in t2 Ñ rx ÞÑ v1st2

(E-LetV)

t1 Ñ t11

let x=t1 in t2 Ñ let x=t11 in t2

(E-Let)

Íîâûå ïðàâèëà òèïèçàöèè Γ $ t : T

Γ $ t1 : T1 Γ, x:T1 $ t2 : T2

Γ $ let x=t1 in t2 : T2

(T-Let)

Ðèñ. 11.4. Ñâÿçûâàíèå let

ðàñøèðåííîì êîíòåêñòå òèï òåëà let, êîòîðûé è áóäåò òîãäà òèïîì âñåãî let-
âûðàæåíèÿ.

Óïðàæíåíèå 11.5.1 rÐåêîìåíäóåòñÿ,� � �s: Ïðîãðàììà ïðîâåðêè òèïîâ
letexercise (åå ìîæíî ñêà÷àòü íà ñàéòå êíèãè) ÿâëÿåòñÿ íåïîëíîé ðåàëè-
çàöèåé let-âûðàæåíèé: â íåé èìåþòñÿ ïðîñòûå ôóíêöèè ñèíòàêñè÷åñêîãî
àíàëèçà è ðàñïå÷àòêè, íî â ôóíêöèÿõ eval1 è typeof íåò âàðèàíòîâ äëÿ
êîíñòðóêòîðà TmLet (íà èõ ìåñòå íàõîäÿòñÿ çàãëóøêè, êîòîðûå ñðàáàòû-
âàþò íà ëþáîé òåðì, à ïðè ïîïûòêå èñïîëíåíèÿ çàâåðøàþò ïðîãðàììó ñ
ñîîáùåíèåì îá îøèáêå). Äîïèøèòå ïðîãðàììó.

Ìîæíî ëè îïðåäåëèòü let â âèäå ïðîèçâîäíîé ôîðìû? Äà, êàê ïîêàçàë
Ëàíäèí; îäíàêî äåòàëè ðåàëèçàöèè íåñêîëüêî ñëîæíåå, ÷åì äëÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîãî èñïîëíåíèÿ è ïðèïèñûâàíèÿ òèïîâ. Ñ íàèâíîé òî÷êè çðåíèÿ ÿñíî,
÷òî ýôôåêòà let-ñâÿçûâàíèÿ ìîæíî äîñòè÷ü, ñî÷åòàÿ àáñòðàêöèþ è ïðèìåíå-
íèå:

let x=t1 in t2
def

� (λx:T1.t2) t1

Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü îïðåäåëåíèÿ ñîäåðæèò àííîòàöèþ òèïà T1,
êîòîðàÿ â ëåâîé ÷àñòè îòñóòñòâóåò. Òî åñòü, åñëè ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïðîèçâîä-
íûå ôîðìû ïîäâåðãàþòñÿ óäàëåíèþ ñàõàðà â ïðîöåññå ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëè-
çà êîìïèëÿòîðîì, òî íàì íóæíî ïîíÿòü, îòêóäà ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèçàòîð
óçíàåò, ÷òî â êà÷åñòâå àííîòàöèè òèïà â λ-âûðàæåíèè äëÿ îáåññàõàðåííîãî
òåðìà íà âíóòðåííåì ÿçûêå îí äîëæåí ïîðîäèòü T1.

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ, ðàçóìååòñÿ, òàêîâ: èíôîðìàöèÿ ïðèõîäèò èç ïðî-
ãðàììû ïðîâåðêè òèïîâ! Òðåáóåìàÿ àííîòàöèÿ òèïîâ ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì âû-
÷èñëåíèÿ òèïà òåðìà t1. Ñ áîëåå ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, ýòî ãîâîðèò î
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òîì, ÷òî êîíñòðóêòîð let � ïðîèçâîäíàÿ ôîðìà íåñêîëüêî èíîãî ðîäà, ÷åì
âèäåííûå íàìè äî ñèõ ïîð: åå íóæíî ðàññìàòðèâàòü íå êàê îáåññàõàðèâàþ-
ùåå ïðåîáðàçîâàíèå òåðìîâ, à êàê ïðåîáðàçîâàíèå íà äåðåâüÿõ âûâîäà òèïîâ
(èëè, åñëè óäîáíåå òàê ñ÷èòàòü, íà òåðìàõ, êîòîðûå ïðîöåäóðà ïðîâåðêè òèïîâ
ïîìåòèëà ðåçóëüòàòàìè ñâîåãî àíàëèçà). Ïðè ýòîì äåðåâî, âêëþ÷àþùåå let

...

Γ $ t1 : T1

...

Γ, x:T1 $ t2 : T2

Γ $ let x=t1 in t2 : T2

T-Let

ïåðåâîäèòñÿ â äåðåâî, âêëþ÷àþùåå àáñòðàêöèþ è ïðèìåíåíèå:

...

Γ, x:T1 $ t2 : T2

Γ $ λx:T1.t2 : T1 Ñ T2

T-Abs
...

Γ $ t1 : T1

Γ $ (λx:T1.t2) t1 : T2

T-App

Òàêèì îáðàçîì, let � ¾íåñêîëüêî ìåíåå ïðîèçâîäíàÿ¿ ôîðìà, ÷åì óæå âè-
äåííûå íàìè: åå ïîâåäåíèå ïðè âû÷èñëåíèè ìîæíî âûÿâèòü, óäàëèâ ñàõàð, íî
åå ïîâåäåíèå ñ òî÷êè çðåíèÿ òèïèçàöèè äîëæíî áûòü âñòðîåíî âî âíóòðåííèé
ÿçûê.

Â ãëàâå 22 ìû âñòðåòèì åùå îäèí äîâîä ïðîòèâ îïðåäåëåíèÿ let â êà÷åñòâå
ïðîèçâîäíîé ôîðìû: â ÿçûêàõ ñ ïîëèìîðôèçìîì ïî Õèíäëè-Ìèëíåðó (ò. å.,
îñíîâàííûõ íà óíèôèêàöèè) ïðîãðàììà ïðîâåðêè òèïîâ îáðàáàòûâàåò let-
ôîðìû îñîáûì îáðàçîì è ñ èõ ïîìîùüþ îáîáùàåò (generalizes) ïîëèìîðôíûå
îïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì òèïû, êîòîðûå íåëüçÿ ñìîäåëèðîâàòü ÷åðåç
îáûêíîâåííóþ λ-àáñòðàêöèþ è ïðèìåíåíèå.

Óïðàæíåíèå 11.5.2 r��s: Ìîæíî ïîïðîáîâàòü óäàëÿòü ñàõàð â ôîðìå let

ïóòåì åå íåìåäëåííîãî ¾âû÷èñëåíèÿ¿, ò. å. ðàññìàòðèâàòü let x=t1 in t2

êàê ñîêðàùåíèå äëÿ rx ÞÑ t1st2. Íàñêîëüêî õîðîøà ýòà èäåÿ?

11.6. Ïàðû

Â áîëüøèíñòâå ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïî-
ñòðîåíèÿ ñîñòàâíûõ ñòðóêòóð äàííûõ. Ïðîñòåéøàÿ èç òàêèõ ñòðóêòóð � ïàðû
(pairs), èëè, â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, êîðòåæè (tuples) çíà÷åíèé. Â ýòîì ðàçäå-
ëå ìû ðàññìàòðèâàåì ïàðû, à áîëåå îáùèå êîíñòðóêöèè � êîðòåæè è çàïèñè
ñ ìåòêàìè ïîëåé � îòêëàäûâàåì äî �11.7 è �11.8.3

Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ïàð åäâà ëè ñòîèò ïîäðîáíîãî îáñóæäåíèÿ � äëÿ
÷èòàòåëÿ, äîáðàâøåãîñÿ äî ýòîãî ìåñòà â êíèãå, ÷òåíèå ïðàâèë íà ðèñ. 11.5
äîëæíî áûòü åäâà ëè íå ïðîùå, ÷åì òåêñò íà åñòåñòâåííîì ÿçûêå, ñîäåðæàùèé
òó æå ñàìóþ èíôîðìàöèþ. Äàâàéòå, îäíàêî, ðàññìîòðèì âêðàòöå ðàçëè÷íûå
äåòàëè îïðåäåëåíèÿ, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü îáùóþ ñòðóêòóðó.

3Â ðåàëèçàöèè fullsimple ñèíòàêñèñ ïàð, ïðèâîäèìûé çäåñü, íå ïîääåðæèâàåòñÿ, ïî-
ñêîëüêó êîðòåæè âñå ðàâíî ÿâëÿþòñÿ áîëåå îáùèì ðåøåíèåì.
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Ñ � Ðàñøèðÿåò λÑ (9.1)

Íîâûå ñèíòàêñè÷åñêèå ôîðìû
t ::= . . . òåðìû:

{t,t} ïàðà
t.1 ïåðâàÿ ïðîåêöèÿ
t.2 âòîðàÿ ïðîåêöèÿ

v ::= . . . çíà÷åíèÿ:
{v,v} çíà÷åíèå-ïàðà

T ::= . . . òèïû:
T1 � T2 òèï-ïðîèçâåäåíèå

Íîâûå ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ tÑ t1

{v1,v2}.1Ñ v1 (E-PairBeta1)

{v1,v2}.2Ñ v2 (E-PairBeta2)

t1 Ñ t11

t1.1Ñ t11.1
(E-Proj1)

t1 Ñ t11

t1.2Ñ t11.2
(E-Proj2)

t1 Ñ t11

{t1,t2}Ñ {t11,t2}
(E-Pair1)

t2 Ñ t12

{v1,t2}Ñ {v1,t
1
2}

(E-Pair2)

Íîâûå ïðàâèëà òèïèçàöèè Γ $ t : T

Γ $ t1 : T1 Γ $ t2 : T2

Γ $ {t1,t2} : T1 � T2

(T-Pair)

Γ $ t1 : T11 � T12

Γ $ t1.1 : T11

(T-Proj1)

Γ $ t1 : T11 � T12

Γ $ t1.2 : T12

(T-Proj2)

Ðèñ. 11.5. Ïàðû

×òîáû äîáàâèòü ïàðû ê ïðîñòîìó òèïèçèðîâàííîìó ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèþ,
òðåáóþòñÿ äâà íîâûõ âèäà òåðìîâ: ïîðîæäåíèå ïàðû, êîòîðîå çàïèñûâàåò-
ñÿ â âèäå {t1,t2}, è ïðîåêöèÿ, êîòîðàÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå t.1, åñëè ýòî
ïåðâàÿ ïðîåêöèÿ, è â âèäå t.2, åñëè ýòî âòîðàÿ ïðîåêöèÿ. Òàêæå íåîáõî-
äèì íîâûé êîíñòðóêòîð òèïîâ T1 � T2, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì
(product) (èëè, èíîãäà, äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì, cartesian product) òèïîâ
T1 è T2. Ïàðû çàïèñûâàþòñÿ â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ,4 ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü èõ
ñâÿçü ñ çàïèñÿìè èç �11.8.

4Ñïîñîá çàïèñè ñ ôèãóðíûìè ñêîáêàìè íå âïîëíå óäà÷åí äëÿ ïàð è êîðòåæåé, ïîñêîëüêó
íàïîìèíàåò ñòàíäàðòíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáîçíà÷åíèå ìíîæåñòâ. ×àùå, êàê â ïîïóëÿðíûõ
ÿçûêàõ âðîäå ML, òàê è â èññëåäîâàòåëüñêîé ëèòåðàòóðå, èñïîëüçóþòñÿ êðóãëûå ñêîáêè.
Âñòðå÷àþòñÿ òàêæå è äðóãèå âèäû íîòàöèè, íàïðèìåð, êâàäðàòíûå èëè óãëîâûå ñêîáêè.
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Â ïðàâèëàõ âû÷èñëåíèÿ íóæíî óêàçàòü, êàê âåäóò ñåáÿ ïàðû è èõ ïðîåê-
öèè. Ïðàâèëà E-PairBeta1 è E-PairBeta2 óêàçûâàþò, ÷òî ïðè ñî÷åòàíèè
ïîëíîñòüþ âû÷èñëåííîé ïàðû ñ ïåðâîé èëè âòîðîé ïðîåêöèåé ðåçóëüòàòîì
ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà ïàðû. E-Proj1 è E-Proj2 ïîçâîëÿþò
ïðîèçâîäèòü âû÷èñëåíèÿ âíóòðè ïðîåêöèé, åñëè òåðì, èç êîòîðîãî ïðîèçâî-
äèòñÿ ïðîåêöèÿ, åùå íå ïîëíîñòüþ âû÷èñëåí. E-Pair1 è E-Pair2 âû÷èñëÿþò
÷àñòè ïàðû: ñíà÷àëà ëåâóþ, à çàòåì � êîãäà ñëåâà îêàæåòñÿ çíà÷åíèå, � ïðà-
âóþ ÷àñòü.

Ïîðÿäîê, âîçíèêàþùèé èç èñïîëüçîâàíèÿ ìåòàïåðåìåííûõ v è t â ýòèõ
ïðàâèëàõ, îáåñïå÷èâàåò äëÿ ïàð ñòðàòåãèþ âû÷èñëåíèÿ ñëåâà íàïðàâî. Íà-
ïðèìåð, ñîñòàâíîé òåðì

{pred 4, if true then false else false}.1

âû÷èñëÿåòñÿ (òîëüêî) òàê:
{pred 4, if true then false else false}.1

Ñ {3, if true then false else false}.1

Ñ {3, false}.1

Ñ 3
Êðîìå òîãî, íóæíî äîáàâèòü íîâûé âàðèàíò ê îïðåäåëåíèþ çíà÷åíèé, ÷òîáû
óêàçàòü, ÷òî {v1, v2} ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì. Òî, ÷òî êîìïîíåíòû ïàðû-çíà÷åíèÿ
ñàìè îáÿçàíû áûòü çíà÷åíèÿìè, îáåñïå÷èâàåò ïîëíîå âû÷èñëåíèå ïàðû, ïåðå-
äàâàåìîé êàê àðãóìåíò ôóíêöèè, ïðåæäå, ÷åì íà÷íåò âûïîëíÿòüñÿ òåëî ôóíê-
öèè. Íàïðèìåð:

(λx:Nat�Nat. x.2) {pred 4, pred 5}

Ñ (λx:Nat�Nat. x.2) {3, pred 5}

Ñ (λx:Nat�Nat. x.2) {3,4}

Ñ {3,4}.2

Ñ 4

Ïðàâèëà òèïèçàöèè äëÿ ïàð è èõ ïðîåêöèé íå ïðåäñòàâëÿþò ñëîæíîñòè.
Ïðàâèëî ââåäåíèÿ T-Pair óêàçûâàåò, ÷òî {t1, t2} èìååò òèï T1 � T2, ïðè
óñëîâèè, ÷òî t1 èìååò òèï T1, à t2 � òèï T2. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðàâèëà óñòðà-
íåíèÿ T-Proj1 è T-Proj2 ãîâîðÿò, ÷òî åñëè t1 èìååò òèï-ïðîèçâåäåíèå T11 �
T12 (ò. å., åñëè ýòîò òåðì äàñò â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ ïàðó), òî òèïàìè ïðîåêöèé
ýòîé ïàðû áóäóò T11 è T12.

11.7. Êîðòåæè

Ïîíÿòèå äâóõìåñòíîãî ïðîèçâåäåíèÿ òèïîâ èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà
íåòðóäíî ðàñøèðèòü äî n-ìåñòíûõ ïðîèçâåäåíèé, íàçûâàåìûõ êîðòåæàìè
(tuples). Íàïðèìåð, {1,2,true} � òðåõìåñòíûé êîðòåæ, ñîäåðæàùèé äâà ÷èñ-
ëà è áóëåâñêîå çíà÷åíèå. Åãî òèï çàïèñûâàåòñÿ êàê {Nat,Nat,Bool}.

Åäèíñòâåííàÿ òðóäíîñòü ïðè òàêîì îáîáùåíèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî òðåáóåòñÿ
ïðèäóìàòü ñïîñîá çàïèñè, åäèíîîáðàçíî îïèñûâàþùèé ñòðóêòóðû ïðîèçâîëü-
íîãî ðàçìåðà; òàêèå ñîãëàøåíèÿ âñåãäà ïðåäñòàâëÿþò íåêîòîðóþ ñëîæíîñòü
èç-çà íåèçáåæíîãî êîìïðîìèññà ìåæäó òî÷íîñòüþ è ÷èòàåìîñòüþ. Ìû èñïîëü-
çóåì îáîçíà÷åíèå {tiiP1..n} äëÿ êîðòåæà èç n ÷ëåíîâ, îò t1 äî tn, è {Ti

iP1..n}
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Ñ {} Ðàñøèðÿåò λÑ (9.1)

Íîâûå ñèíòàêñè÷åñêèå ôîðìû
t ::= . . . òåðìû:

{ti
iP1..n} êîðòåæ

t.i ïðîåêöèÿ

v ::= . . . çíà÷åíèÿ:

{vi
iP1..n} êîðòåæ-çíà÷åíèå

T ::= . . . òèïû:

{Ti
iP1..n} òèï-êîðòåæ

Íîâûå ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ tÑ t1

{vi
iP1..n}.jÑ vj (E-ProjTuple)

t1 Ñ t11

t1.iÑ t11.i
(E-Proj)

tj Ñ t1j

{vi
iP1..j�1, tj, tk

kPj�1..n}

Ñ {vi
iP1..j�1, t1j, tk

kPj�1..n}

(E-Tuple)
Íîâûå ïðàâèëà òèïèçàöèè Γ $ t : T

äëÿ êàæäîãî i, Γ $ ti : Ti

Γ $ {ti
iP1..n} : {Ti

iP1..n}

(T-Tuple)

Γ $ t1 : {Ti
iP1..n}

Γ $ t1.j : Tj
(T-Proj)

Ðèñ. 11.6. Êîðòåæè

äëÿ åãî òèïà. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì n ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ; â òàêîì ñëó-
÷àå, äèàïàçîí 1..n ïóñò, à {ti

iP1..n} ðàâíÿåòñÿ {}, ïóñòîìó êîðòåæó. Êðîìå
òîãî, îáðàòèòå âíèìàíèå íà ðàçëè÷èå ìåæäó ïðîñòûì çíà÷åíèåì âðîäå 5 è îä-
íîýëåìåíòíûì êîðòåæåì âðîäå {5}: åäèíñòâåííàÿ îïåðàöèÿ, êîòîðóþ ìîæíî
ïðîèçâåñòè ñ ïîñëåäíèì � èçâëå÷åíèå ïåðâîé êîìïîíåíòû.

Íà ðèñ. 11.6 äàíî ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå êîðòåæåé. Îíî ïîõîæå íà îïðå-
äåëåíèå òèïîâ-ïðîèçâåäåíèé (ðèñ. 11.5), íî ñ îáîáùåíèåì êàæäîãî ïðàâèëà
äëÿ ïàð íà ñëó÷àé ñ n ÷ëåíàìè, ïðè÷åì êàæäàÿ ïàðà ïðàâèë äëÿ ïåðâîé
è âòîðîé ïðîåêöèè ïðåâðàùàåòñÿ â åäèíñòâåííîå ïðàâèëî äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ïðîåêöèè êîðòåæà. Åäèíñòâåííîå ïðàâèëî, çàñëóæèâàþùåå îòäåëüíîãî âíè-
ìàíèÿ � E-Tuple, ñî÷åòàþùåå è îáîáùàþùåå ïðàâèëà E-Pair1 è E-Pair2
íà ðèñ. 11.5. Íà åñòåñòâåííîì ÿçûêå åãî ñìûñë âûðàæàåòñÿ òàê: åñëè èìååòñÿ
êîðòåæ, â êîòîðîì âñå ïîëÿ ñëåâà îò ïîëÿ j óæå ïðåîáðàçîâàíû â çíà÷åíèÿ, òî
ìîæíî ïðîäåëàòü îäèí øàã âû÷èñëåíèÿ ýòîãî ïîëÿ, èç tj â t1j . Êàê è ðàíüøå,
ïðè ïîìîùè ìåòàïåðåìåííûõ ìû îáåñïå÷èâàåì ñòðàòåãèþ âû÷èñëåíèÿ ñëåâà
íàïðàâî.
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Ñ {} Ðàñøèðÿåò λÑ (9.1)

Íîâûå ñèíòàêñè÷åñêèå ôîðìû
t ::= . . . òåðìû:

{li=ti
iP1..n} çàïèñü

t.l ïðîåêöèÿ

v ::= . . . çíà÷åíèÿ:

{li=vi
iP1..n} çàïèñü-çíà÷åíèå

T ::= . . . òèïû:

{li:Ti
iP1..n} òèï çàïèñåé

Íîâûå ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ tÑ t1

{li=vi
iP1..n}.lj Ñ vj

(E-ProjRcd)

t1 Ñ t11

t1.lÑ t11.l
(E-Proj)

tj Ñ t1j

{li=vi
iP1..j�1, lj=tj, lk=tk

kPj�1..n}

Ñ {li=vi
iP1..j�1, lj=t

1
j, lk=tk

kPj�1..n}

(E-Rcd)
Íîâûå ïðàâèëà òèïèçàöèè Γ $ t : T

äëÿ êàæäîãî i, Γ $ ti : Ti

Γ $ {li=ti
iP1..n} : {li:Ti

iP1..n}

(T-Rcd)

Γ $ t1 : {li:Ti
iP1..n}

Γ $ t1.lj : Tj
(T-Proj)

Ðèñ. 11.7. Çàïèñè

11.8. Çàïèñè

Ïåðåõîä îò n-ìåñòíûõ êîðòåæåé ê çàïèñÿì ñ ïîìå÷åííûìè ïîëÿìè òàê-
æå íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. Ìû ïðîñòî ñíàáæàåì êàæäîå ïîëå ti ìåòêîé
(label), âûáèðàåìîé èç íåêîòîðîãî çàðàíåå çàäàííîãî ìíîæåñòâà L. Íàïðèìåð,
{x=5} è {partno=5524,cost=30.27} � çàïèñè-çíà÷åíèÿ; èõ òèïû � {x:Nat}

è {partno:Nat,cost:Float}. Ìû òðåáóåì, ÷òîáû âñå ìåòêè ïîëåé â êàæäîì
êîíêðåòíîì òåðìå-çàïèñè èëè òèïå çàïèñè áûëè ðàçëè÷íû.

Ïðàâèëà äëÿ çàïèñåé ñâåäåíû â òàáëèöó íà ðèñ. 11.7. Åäèíñòâåííîå ïðà-
âèëî, äîñòîéíîå îòäåëüíîãî óïîìèíàíèÿ, � E-ProjRcd, â êîòîðîì ìû îïè-
ðàåìñÿ íà íå âïîëíå ôîðìàëüíîå ñîãëàøåíèå. Ýòî ïðàâèëî ñëåäóåò ïîíèìàòü
òàê: åñëè åñòü çàïèñü {li=vi

iP1..n} ñ ìåòêîé j-ãî ïîëÿ lj , òî {li=vi
iP1..n}.lj çà

îäèí øàã ïåðåõîäèò â j-îå çíà÷åíèå ïîëÿ, vj . Îò ýòîãî ñîãëàøåíèÿ (è îò àíà-
ëîãè÷íîãî ñîãëàøåíèÿ äëÿ êîðòåæåé â ïðàâèëå E-ProjTuple) ìîæíî áûëî
áû èçáàâèòüñÿ, ïåðåôîðìóëèðîâàâ ïðàâèëî â áîëåå ÿâíîì âèäå; îäíàêî ïðè
ýòîì ìû ñëèøêîì ñèëüíî ïðîèãðàëè áû â óäîáñòâå ÷òåíèÿ.

Óïðàæíåíèå 11.8.1 r�Ûs: Çàïèøèòå, äëÿ ñðàâíåíèÿ, E-ProjRcd â áîëåå ÿâ-
íîì âèäå.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî â âåðõíåì óãëó áëîêà ïðàâèë, îïðåäåëÿþùèõ
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êîðòåæè è çàïèñè, ñòîèò îäíà è òà æå ¾ìåòêà êîíñòðóêöèè¿ {}. Â ñà-
ìîì äåëå, êîðòåæè ìîæíî ñ÷èòàòü îñîáûì ñëó÷àåì çàïèñåé, ïðîñòî ðàç-
ðåøèâ â êà÷åñòâå ìåòîê ïîëåé êàê íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òàê è ñëîâà-
èäåíòèôèêàòîðû. Â ñëó÷àå, êîãäà i-îå ïîëå çàïèñè èìååò ìåòêó i, ìû ýòó
ìåòêó îïóñêàåì. Íàïðèìåð, {Bool,Nat,Bool} ñ÷èòàåòñÿ ñîêðàùåííîé çàïèñüþ
äëÿ {1:Bool,2:Nat,3:Bool}. (Òàêîå ñîãëàøåíèå ðàçðåøàåò äàæå ñìåøèâàòü
èìåíîâàííûå ïîëÿ ñ íóìåðîâàííûìè, è ïèñàòü {a:Bool,Nat,c:Bool} êàê ñî-
êðàùåíèå {a:Bool,2:Nat,c:Bool}, îäíàêî ýòî âðÿä ëè áóäåò ïîëåçíî íà ïðàê-
òèêå.) Âî ìíîãèõ ÿçûêàõ êîðòåæè è çàïèñè ñ÷èòàþòñÿ ðàçíûìè òèïàìè èç áî-
ëåå ïðàêòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé: îíè ïî-ðàçíîìó ðåàëèçóþòñÿ êîìïèëÿòîðîì.

ßçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðàçëè÷àþòñÿ òåì, êàê îíè îòíîñÿòñÿ ê ïîðÿä-
êó ïîëåé â çàïèñÿõ. Âî ìíîãèõ ÿçûêàõ ïîðÿäîê ïîëåé êàê â çíà÷åíèÿõ-
çàïèñÿõ, òàê è â îïðåäåëåíèÿõ èõ òèïîâ íèêàê íå âëèÿåò íà çíà÷åíèå �
ò. å., òåðìû {partno=5524,cost=30.27} è {cost=30.27,partno=5524} îçíà-
÷àþò îäíî è òî æå è èìåþò îäèí è òîò æå òèï, êîòîðûé çàïèñûâàåòñÿ ëè-
áî â âèäå {partno:Nat,cost:Float}, ëèáî â âèäå {cost:Float,partno=Nat}.
Ìû ïðèíÿëè äðóãîå ðåøåíèå: â ýòîì òåêñòå {partno=5524,cost=30.27}

è {cost=30.27,partno=5524} ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçíûå çíà÷åíèÿ, ñ òè-
ïàìè {partno:Nat,cost:Float} è {cost:Float,partno=Nat}, ñîîòâåòñòâåí-
íî. Â ãëàâå 15 ìû ïðèìåì äðóãóþ, ìåíåå ñòðîãóþ, òî÷êó çðåíèÿ íà
ïîðÿäîê ïîëåé, è ââåäåì îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ, â êîòîðîì òèïû
{partno:Nat,cost:Float} è {cost:Float,partno:Nat} áóäóò ýêâèâàëåíòíû
(equivalent) � êàæäûé èç íèõ áóäåò ïîäòèïîì äðóãîãî, òàê ÷òî òåðìû îäíîãî
òèïà âñåãäà ìîæíî áóäåò èñïîëüçîâàòü òàì, ãäå îæèäàåòñÿ çíà÷åíèå äðóãîãî.
(Ïðè íàëè÷èè ïîäòèïîâ âûáîð ìåæäó íåóïîðÿäî÷åííûìè è óïîðÿäî÷åííû-
ìè çàïèñÿìè ñåðüåçíî âëèÿåò íà ïðîèçâîäèòåëüíîñòü; ýòî îáñóæäàåòñÿ äàëåå,
â �15.6. Åñëè ïðèíÿòü ðåøåíèå â ïîëüçó íåóïîðÿäî÷åííûõ çàïèñåé, òî âûáîð
ìåæäó âàðèàíòîì, â êîòîðîì çàïèñè ñ÷èòàþò íåóïîðÿäî÷åííûìè ñ ñàìîãî íà-
÷àëà, è âàðèàíòîì, â êîòîðîì ïîëÿ óïîðÿäî÷åíû íà íèçêîì óðîâíå, íî ââåäåíû
ïðàâèëà, ïîçâîëÿþùèå ýòîò ïîðÿäîê èãíîðèðîâàòü, ñòàíîâèòñÿ äåëîì âêóñà.
Ìû âûáðàëè âòîðîé âàðèàíò, ÷òîáû ïîëó÷èòü âîçìîæíîñòü îáñóäèòü îáà.)

Óïðàæíåíèå 11.8.2 r� � �s: Â íàøåì îïèñàíèè çàïèñåé îïåðàöèÿ ïðîåêöèè
ïîçâîëÿåò èçâëå÷ü ïîëÿ çàïèñè ïî îäíîìó. Ìíîãèå âûñîêîóðîâíåâûå ÿçûêè
ïðîãðàììèðîâàíèÿ îáëàäàþò àëüòåðíàòèâíîé ñèíòàêñè÷åñêîé êîíñòðóêöè-
åé ñîïîñòàâëåíèÿ ñ îáðàçöîì (pattern matching), ïðè ïîìîùè êîòîðîé âñå ïîëÿ
çàïèñè ìîæíî èçâëå÷ü îäíîâðåìåííî. Òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò ñèëüíî
ñîêðàòèòü ìíîãèå ïðîãðàììû. Êàê ïðàâèëî, îáðàçöû ìîãóò âêëàäûâàòüñÿ
äðóã â äðóãà, è òàêèì îáðàçîì ìîæíî ëåãêî èçâëåêàòü äàííûå èç ñëîæíûõ
âëîæåííûõ ñòðóêòóð äàííûõ.

Ìîæíî äîáàâèòü ïðîñòóþ ðàçíîâèäíîñòü ñîïîñòàâëåíèÿ ñ îáðàçöîì ê
áåñòèïîâîìó ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèþ, ââåäÿ íîâóþ ñèíòàêñè÷åñêóþ êàòåãîðèþ
îáðàçöîâ (patterns), à òàêæå íîâûé âàðèàíò (äëÿ ñàìîé êîíñòðóêöèè ñî-
ïîñòàâëåíèÿ) ê ñèíòàêñèñó òåðìîâ. (Ñì. ðèñ. 11.8.)

Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ ñ îáðàçöîì ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì
ñëó÷àåì äëÿ ïðàâèëà ñâÿçûâàíèÿ let ñ ðèñ. 11.4. Îíî îïèðàåòñÿ íà âñïî-
ìîãàòåëüíóþ ¾ñîïîñòàâëÿþùóþ¿ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ, ïðèíèìàÿ îáðàçåö p è
çíà÷åíèå v, ëèáî òåðïèò íåóäà÷ó (÷òî îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèå v íå ñîîò-
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Ñ {} let p (áåñòèïîâîå) Ðàñøèðÿåò 11.7 è 11.4

Íîâûå ñèíòàêñè÷åñêèå ôîðìû
p ::= x îáðàçåö-ïåðåìåííàÿ

{li=pi
iP1..n} îáðàçåö äëÿ

çàïèñè

t ::= . . . òåðìû:
let p =t in t ñâÿçûâàíèå

ñ îáðàçöîì

Ïðàâèëà ñîïîñòàâëåíèÿ

match px, vq � rx ÞÑ vs (M-Var)

äëÿ êàæäîãî i, match ppi, viq � σi

match p{li=pi
iP1..n},{li=vi

iP1..n}q
� σ1 � � � � � σn

(M-Rcd)

Íîâûå ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ tÑ t1

let p =v1 in t2 Ñ match pp, v1q t2

(E-LetV)

t1 Ñ t11

let p =t1 in t2 Ñ let p =t11 in t2

(E-Let)

Ðèñ. 11.8. (Áåñòèïîâûå) îáðàçöû äëÿ çàïèñåé

âåòñòâóåò îáðàçöó), ëèáî âûäàåò â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà ïîäñòàíîâêó, ïå-
ðåâîäÿùóþ ïåðåìåííûå, ñîäåðæàùèåñÿ â p, â ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòè v.
Íàïðèìåð, matchp{x, y}, {5, true}q ïîðîæäàåò ïîäñòàíîâêó rx ÞÑ 5, y ÞÑ
trues, ñîïîñòàâëåíèå matchpx, {5, true}q ïîðîæäàåò rx ÞÑ {5, true}s, à
matchp{x}, {5, true}q òåðïèò íåóäà÷ó. Ïðàâèëî E-LetV ñ ïîìîùüþ match
âû÷èñëÿåò ïîäñòàíîâêó äëÿ ïåðåìåííûõ â p.

Ñàìà ôóíêöèÿ match îïðåäåëÿåòñÿ îòäåëüíûì íàáîðîì ïðàâèë âûâîäà.
Ïðàâèëî M-Var óòâåðæäàåò, ÷òî ñîïîñòàâëåíèå ñ ïåðåìåííîé âñåãäà çà-
âåðøàåòñÿ óñïåøíî, è âîçâðàùàåò ïîäñòàíîâêó, ïåðåâîäÿùóþ ïåðåìåííóþ â
çíà÷åíèå, ñ êîòîðûì ïðîèçâîäèòñÿ ñîïîñòàâëåíèå. ÏðàâèëîM-Rcd ãîâîðèò,
÷òî ÷òîáû ñîïîñòàâèòü îáðàçåö-çàïèñü {li=pi

iP1..n} ñî çíà÷åíèåì-çàïèñüþ
{li=vi

iP1..n} (îäèíàêîâîé äëèíû, ñ îäèíàêîâûìè ìåòêàìè ïîëåé), íóæíî ïî
îòäåëüíîñòè ñîïîñòàâèòü êàæäûé ïîäîáðàçåö pi ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ïîä-
çíà÷åíèåì vi, ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì ïîäñòàíîâêó σi, è ïîñòðîèòü îêîí÷àòåëü-
íûé ðåçóëüòàò â âèäå êîìïîçèöèè âñåõ òàêèõ ïîäñòàíîâîê. (Ìû òðåáóåì,
÷òîáû íè îäíà ïåðåìåííàÿ íå âñòðå÷àëàñü â îáðàçöå áîëåå îäíîãî ðàçà, òàê
÷òî êîìïîçèöèÿ ïîäñòàíîâîê áóäåò ïðîñòî èõ îáúåäèíåíèåì.)

Ïîêàæèòå, êàê ê ýòîé ñèñòåìå äîáàâèòü òèïû.

1. Ââåäèòå ïðàâèëà òèïèçàöèè äëÿ íîâûõ êîíñòðóêöèé (ïðè ýòîì ìîæíî
âíîñèòü â ñèíòàêñèñ ëþáûå íóæíûå èçìåíåíèÿ).

2. Ïîñòðîéòå ñõåìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì î ñîõðàíåíèè è ïðî-
äâèæåíèè äëÿ âñåãî ïîëó÷åííîãî èñ÷èñëåíèÿ. (Ñòðîèòü ïîëíûå äîêà-
çàòåëüñòâà íåîáÿçàòåëüíî; äîñòàòî÷íî ñôîðìóëèðîâàòü òðåáóåìûå
ëåììû è ðàñïîëîæèòü èõ â ïðàâèëüíîì ïîðÿäêå.)
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Âî ìíîãèõ ïðîãðàììàõ òðåáóåòñÿ ðàáîòàòü ñ ðàçíîðîäíûìè (heterogeneous)
íàáîðàìè äàííûõ. Ê ïðèìåðó, âåðøèíà â áèíàðíîì äåðåâå ìîæåò áûòü ëèáî
¾ëèñòîì¿, ëèáî âíóòðåííåé âåðøèíîé ñ äâóìÿ äî÷åðíèìè; àíàëîãè÷íî, ÿ÷åéêà
ñïèñêà ìîæåò áûòü ëèáî ïóñòîé (nil), ëèáî cons-ÿ÷åéêîé, ñîñòîÿùåé èç ãîëî-
âû è õâîñòà;5 âåðøèíà àáñòðàêòíîãî ñèíòàêñè÷åñêîãî äåðåâà âíóòðè êîìïèëÿ-
òîðà ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïåðåìåííîé, àáñòðàêöèè, ïðèìåíåíèþ ôóíêöèè
è ò. ä. Ìåõàíèçì òåîðèè òèïîâ, ïîääåðæèâàþùèé ïðîãðàììèðîâàíèå òàêîãî
ðîäà, íàçûâàåòñÿ òèïàìè-âàðèàíòàìè (variant types).

Ïðåæäå ÷åì ââåñòè âàðèàíòû â îáùåì ñëó÷àå (â �11.10), ðàññìîòðèì áî-
ëåå ïðîñòîé ñëó÷àé áèíàðíûõ òèïîâ-ñóìì (sum types). Òèï-ñóììà îïèñûâàåò
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, âûáèðàåìûõ èç ðîâíî äâóõ äàííûõ òèïîâ. Äîïóñòèì,
íàïðèìåð, ÷òî ó íàñ åñòü òèïû

PhysicalAddr = {firstlast:String , addr:String };

VirtualAddress = {name:String , email:String };

ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ðàçëè÷íûå âèäû çàïèñåé â àäðåñíîé êíèãå. Åñëè ìû
õîòèì îáðàáàòûâàòü îáà âèäà çàïèñåé åäèíîîáðàçíî (íàïðèìåð, åñëè íàì òðå-
áóåòñÿ ïîñòðîèòü ñïèñîê, ñîäåðæàùèé çàïèñè îáîèõ âèäîâ), ìîæíî ââåñòè òèï-
ñóììó,6

Addr = PhysicalAddr + VirtualAddress;

êàæäûé èç ýëåìåíòîâ êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèáî PhysicalAddr, ëèáî
VirtualAddress.

Ýëåìåíòû ýòîãî òèïà ñîçäàþòñÿ ïóòåì ïîñòàíîâêè òåãîâ (tagging) íà ýëå-
ìåíòû òèïîâ-êîìïîíåíò PhysicalAddr è VirtualAddress. Íàïðèìåð, åñëè pa

èìååò òèï PhysicalAddr, òî inl pa áóäåò èìåòü òèï Addr. (Èìåíà òåãîâ inl è
inr ñòàíîâÿòñÿ ïîíÿòíû, åñëè ïðåäñòàâèòü èõ êàê ôóíêöèè:

inl: PhysicalAddr Ñ PhysicalAddr+VirtualAddress;

inr: VirtualAddress Ñ PhysicalAddr+VirtualAddress;

ïðîèçâîäÿùèå ¾èíúåêöèþ¿ (âëîæåíèå) ýëåìåíòîâ PhysicalAddr èëè
VirtualAddress â ëåâîå èëè ïðàâîå ïîäìíîæåñòâî òèïà-ñóììû Addr.
Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî â íàøåì ôîðìàëüíîì îïèñàíèè îíè ôóíêöèÿìè íå
ÿâëÿþòñÿ.)

Â îáùåì ñëó÷àå, ýëåìåíòû òèïà T1 + T2 ñîñòîÿò èç ýëåìåíòîâ T1, ñíàáæåí-
íûõ òåãîì inl, è ýëåìåíòîâ T2, ñíàáæåííûõ òåãîì inr.

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ òèïîâ-ñóìì ìû ââîäèì êîíñòðóêöèþ case, ïîçâîëÿþ-
ùóþ ðàçëè÷àòü, ïðèíàäëåæèò ëè äàííîå çíà÷åíèå ëåâîìó èëè ïðàâîìó ïîä-
ìíîæåñòâó ñóììû. Íàïðèìåð, èìÿ èç çíà÷åíèÿ òèïà Addr ìîæíî èçâëå÷ü òàê:

5Ýòè ïðèìåðû, ïîäîáíî áîëüøèíñòâó ñëó÷àåâ ðåàëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ âàðèàíòíûõ òè-
ïîâ, èñïîëüçóþò òàêæå ðåêóðñèâíûå òèïû (recursive types) � õâîñò ñïèñêà ñàì ÿâëÿåòñÿ
ñïèñêîì, è ò. ä. Ê ðåêóðñèâíûì òèïàì ìû âåðíåìñÿ â ãëàâå 20.

6Ðåàëèçàöèÿ fullsimple íà ñàìîì äåëå íå ïîääåðæèâàåò îïèñàííûå çäåñü êîíñòðóêöèè ñ
áèíàðíûìè ñóììàìè � âìåñòî ýòîãî åñòü áîëåå îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ ñ âàðèàíòàìè, îïèñàííàÿ
íèæå.
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getName = λa:Addr.
case a of

inl x ñ x.firstlast

| inr y ñ y.name;

Åñëè â âèäå ïàðàìåòðà a âûñòóïàåò PhysicalAddr ñ òåãîì inl, âûðàæåíèå
case âûïîëíÿåò ïåðâóþ âåòâü è ñâÿçûâàåò ïåðåìåííóþ x ñî çíà÷åíèåì òèïà
PhysicalAddr; òåëî ïåðâîé âåòâè èçâëåêàåò èç x ïîëå firstlast è âîçâðàùà-
åò åãî. Àíàëîãè÷íî, åñëè a åñòü VirtualAddress ñ òåãîì inr, áóäåò âûáðàíà
âòîðàÿ âåòâü è âîçâðàùåíî ïîëå name â çíà÷åíèè òèïà VirtualAddress. Òàêèì
îáðàçîì, òèï âñåé ôóíêöèè getName � AddrÑString.

Îïèñàííûå íàìè êîíñòðóêöèè ôîðìàëüíî ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 11.9. Ìû
äîáàâëÿåì ê ñèíòàêñèñó òåðìîâ ëåâóþ è ïðàâóþ èíúåêöèè, à òàêæå êîíñòðóê-
öèþ case. Ê òèïàì ìû äîáàâëÿåì êîíñòðóêòîð ñóììû. Ê ïðàâèëàì âû÷èñ-
ëåíèÿ ìû äîáàâëÿåì äâà âàðèàíòà ¾áåòà-ðåäóêöèè¿ äëÿ êîíñòðóêöèè case:
îäèí äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïåðâûé ïîäòåðì ñâåäåí ê çíà÷åíèþ v0 ñ òåãîì inl,
à âòîðîé � äëÿ çíà÷åíèÿ v0 ñ òåãîì inr. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû âûáèðàåì ñî-
îòâåòñòâóþùóþ âåòâü è âûïîëíÿåì åå òåëî, ïîäñòàâëÿÿ v0 âìåñòî ñâÿçàííîé
ïåðåìåííîé. Îñòàëüíûå ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ äåëàþò øàã â ïåðâîì ïîäòåðìå
âûðàæåíèÿ case, ëèáî âíóòðè òåãîâ inl èëè inr.

Ïðàâèëà òèïèçàöèè äëÿ òåãîâ ïðîñòû: ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî inl t1 èìååò
òèï-ñóììó T1 + T2, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî t1 ïðèíàäëåæèò ïåðâîìó ñëàãà-
åìîìó òèïó, T1, è ñäåëàòü òî æå ñàìîå äëÿ inr. Â ñëó÷àå êîíñòðóêöèè case

íóæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïåðâûé ïîäòåðì èìååò òèï T1 + T2, à òàêæå ÷òî
òåëà îáåèõ âåòâåé t1 è t2 èìåþò îäèí è òîò æå òèï T, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñâÿçàí-
íûå ïåðåìåííûå x1 è x2 èìåþò òèïû T1 è T2, ñîîòâåòñòâåííî; ðåçóëüòàò âñåãî
case-âûðàæåíèÿ èìååò òèï T. Ñëåäóÿ ñîãëàøåíèÿì èç ïðåäûäóùèõ îïðåäå-
ëåíèé, ðèñ. 11.9 íå óòâåðæäàåò ÿâíî, ÷òî îáëàñòü âèäèìîñòè ïåðåìåííûõ x1

è x2 îãðàíè÷åíà òåëàìè âåòâåé t1 è t2, íî ýòî ìîæíî ïîíÿòü ïî òîìó, êàê
ðàñøèðÿþòñÿ êîíòåêñòû â ïðàâèëå òèïèçàöèè T-Case.

Óïðàæíåíèå 11.9.1 r��s: Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ñõîäñòâî ìåæäó ïðàâèëîì
òèïèçàöèè äëÿ case è ïðàâèëîì äëÿ if íà ðèñ. 8.1: if ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ñâîåãî ðîäà âûðîæäåííóþ ôîðìó case, â êîòîðîé â âåòâè íå ïåðåäàåò-
ñÿ íèêàêàÿ èíôîðìàöèÿ. Ôîðìàëèçóéòå ýòî èíòóèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå,
îïðåäåëèâ true, false è if â âèäå ïðîèçâîäíûõ ôîðì íà îñíîâå òèïîâ-ñóìì
è Unit.

Ñóììû è åäèíñòâåííîñòü òèïîâ

Áîëüøèíñòâî ïîëåçíûõ ñâîéñòâ îòíîøåíèÿ òèïèçàöèè ÷èñòîãî λÑ
(ñì. �9.3) ñîõðàíÿþòñÿ è â ñèñòåìå ñ òèïàìè-ñóììàìè. Îäíàêî, òåðÿåòñÿ îäíî
âàæíîå ñâîéñòâî: òåîðåìà î åäèíñòâåííîñòè òèïîâ (9.3.3). Ñëîæíîñòü âîçíè-
êàåò èç-çà êîíñòðóêöèé ïîñòàíîâêè òåãîâ inl è inr. Íàïðèìåð, ïðàâèëî òè-
ïèçàöèè T-Inl ãîâîðèò, ÷òî çíàÿ, ÷òî t1 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì T1, ìû ìîæåì
âûâåñòè óòâåðæäåíèå, ÷òî inl t1 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì T1 + T2, äëÿ ëþáîãî
òèïà T2. Íàïðèìåð, ìîæíî âûâåñòè inl 5 : Nat+Nat è inl 5 : Nat+Bool (è
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî äðóãèõ òèïîâ). Íåñîáëþäåíèå åäèíñòâåííîñòè òèïîâ îçíà-
÷àåò, ÷òî íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü àëãîðèòì ïðîâåðêè òèïîâ ïóòåì ¾ñ÷èòûâàíèÿ
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ïðàâèë ñíèçó ââåðõ¿, êàê ìû ýòî äåëàëè äëÿ âñåõ êîíñòðóêöèé, ðàññìîòðåííûõ
äî ñèõ ïîð. Ìû ìîæåì âûáðàòü îäèí èç íåñêîëüêèõ âàðèàíòîâ:

1. Ìîæíî óñëîæíèòü àëãîðèòì ïðîâåðêè òèïîâ, ÷òîáû îí êàê-òî ¾äîãàäû-
âàëñÿ¿, êàêîå çíà÷åíèå T2 òðåáóåòñÿ. Ìû ìîæåì ñîõðàíÿòü T2 íåîïðåäå-
ëåííûì è ïîïûòàòüñÿ âïîñëåäñòâèè îïðåäåëèòü, êàêîé èç òèïîâ äîëæåí
áûòü íà åãî ìåñòå. Òàêèå ìåòîäû áóäóò ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû, êîãäà ìû
áóäåì èçó÷àòü ðåêîíñòðóêöèþ òèïîâ (ãëàâà 22).

2. Ìîæíî ðàñøèðèòü ÿçûê òèïîâ è åäèíîîáðàçíî ïðåäñòàâëÿòü âñå òèïû
T2 îäíîâðåìåííî. Ýòîò âàðèàíò áóäåò èçó÷åí ïðè îáñóæäåíèè ïîäòèïîâ
(ãëàâà 15).

3. Ìîæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïðîãðàììèñò îáåñïå÷èâàë ÿâíóþ àííîòàöèþ
(annotation), óêàçûâàÿ, êàêîé òèï T2 èìååòñÿ â âèäó. Ýòà àëüòåðíàòèâà
ñàìàÿ ïðîñòàÿ � è, íà ñàìîì äåëå, íå ñòîëü íåïðàêòè÷íàÿ, êàê ìîãëî áû
ïîêàçàòüñÿ, ïîñêîëüêó â ïîëíîöåííûõ ÿçûêàõ ÿâíûå àííîòàöèè ÷àñòî
ìîæíî ¾ïðèöåïèòü¿ ê äðóãèì êîíñòðóêöèÿì è ñäåëàòü ïî÷òè íåâèäèìû-
ìè (ìû âåðíåìñÿ ê ýòîìó âîïðîñó â ñëåäóþùåì ðàçäåëå). Ïîêà ÷òî ìû
âûáèðàåì èìåííî ýòîò âàðèàíò.

Íà ðèñ. 11.10 ïîêàçàíû òðåáóåìûå ðàñøèðåíèÿ ÿçûêà ïî îòíîøåíèþ ê
ðèñ. 11.9. Âìåñòî ïðîñòîãî inl t èëè inr t ìû ïèøåì inl t as T èëè inr

t as T, ãäå T îáîçíà÷àåò ïîëíîñòüþ òîò òèï-ñóììó, ê êîòîðîìó ìû íàìåðåâà-
åìñÿ îòíåñòè ñíàáæåííûé òåãîì ýëåìåíò. Ïðàâèëà òèïèçàöèè T-Inl è T-Inr
èñïîëüçóþò óêàçàííûé òèï-ñóììó êàê òèï ðåçóëüòàòà èíúåêöèè, ïðåäâàðè-
òåëüíî ïðîâåðÿÿ, ÷òî îáðàç òåðìà äåéñòâèòåëüíî ïðèíàäëåæèò ñîîòâåòñòâóþ-
ùåìó ïîäìíîæåñòâó ñóììû (÷òîáû íå ïîâòîðÿòü â ïðàâèëàõ T1 + T2 ïî ìíîãó
ðàç, ñèíòàêñè÷åñêèå ïðàâèëà ïîçâîëÿþò ïðè èíúåêöèè óêàçûâàòü ëþáîé òèï
êàê àííîòàöèþ. Ïðàâèëà òèïèçàöèè ïîçàáîòÿòñÿ î òîì, ÷òîáû ýòîò òèï âñå-
ãäà áûë òèïîì-ñóììîé, ïðè óñëîâèè, ÷òî èíúåêöèÿ ïðàâèëüíî òèïèçèðóåòñÿ.)
Ñèíòàêñèñ àííîòàöèé òèïîâ ñïåöèàëüíî ïîõîæ íà êîíñòðóêöèþ ïðèïèñûâàíèÿ
òèïîâ èç �11.4: â ñóùíîñòè, ýòè àííîòàöèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèíòàê-
ñè÷åñêè îáÿçàòåëüíîå ïðèïèñûâàíèå òèïîâ.

11.10. Âàðèàíòû

Áèíàðíûå òèïû-ñóììû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òèïîâ-âàðèàíòîâ
(variant type) ñ ìåòêàìè, ïîäîáíî òîìó, êàê áèíàðíûå òèïû-ïðîèçâåäåíèÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàïèñåé ñ ìåòêàìè ïîëåé. Âìåñòî T1+T2 ìû áóäåì
ïèñàòü <l1:T1, l2:T2>, ãäå l1 è l2 � ìåòêè ïîëåé. Âìåñòî inl t as T1+T2

áóäåì ïèñàòü <l1=t> as <l1:T1, l2:T2>. À âìåñòî îáîçíà÷åíèé inl è inr â
âàðèàíòàõ êîíñòðóêöèè case ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òå æå ìåòêè, ÷òî è â ñî-
îòâåòñòâóþùåì òèïå-ñóììå. Ñ òàêèìè îáîáùåíèÿìè ïðèìåð ôóíêöèè getName

èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

Addr = <physical:PhysicalAddr , virtual:VirtualAddress >;

a = <physical=pa> as Addr;

� a: Addr
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getName = λa:Addr.
case a of

<physical=x> ñ x.firstlast

| <virtual=y> ñ y.name;

� getName: Addr Ñ String

Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå òèïîâ-âàðèàíòîâ ïðèâîäèòñÿ íà ðèñ. 11.11. Îá-
ðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî, êàê è â çàïèñÿõ â �11.8, ïîðÿäîê ìåòîê â âàðèàíòíîì
òèïå ñ÷èòàåòñÿ ñóùåñòâåííûì.

Íåîáÿçàòåëüíûå çíà÷åíèÿ

Îäíà èç âåñüìà ïîëåçíûõ èäèîì ñ èñïîëüçîâàíèåì âàðèàíòîâ � íåîáÿçà-
òåëüíûå çíà÷åíèÿ (optional values). Íàïðèìåð, ýëåìåíòîì òèïà

OptionalNat = <none:Unit , some:Nat >;

ìîæåò áûòü ëèáî òðèâèàëüíîå çíà÷åíèå unit ñ òåãîì none, ëèáî öåëîå ÷èñ-
ëî ñ òåãîì some. Äðóãèìè ñëîâàìè, òèï OptionalNat èçîìîðôåí òèïó Nat, ê
êîòîðîìó äîáàâëåíî âûäåëåííîå çíà÷åíèå none. Òèï

Table = Nat Ñ OptionalNat;

ïðåäñòàâëÿåò êîíå÷íûå îòîáðàæåíèÿ èç ÷èñåë â ÷èñëà: îáëàñòüþ îïðåäåëå-
íèÿ òàêîãî îòîáðàæåíèÿ ñëóæèò ìíîæåñòâî àðãóìåíòîâ, íà êîòîðûõ ðåçóëüòàò
èìååò âèä <some=n> äëÿ íåêîòîðîãî n. Ïóñòàÿ òàáëèöà

emptyTable = λn:Nat. <none=unit > as OptionalNat;

� emptyTable : Table

ýòî êîíñòàíòíàÿ ôóíêöèÿ, âîçâðàùàþùàÿ none â îòâåò íà ëþáîå âõîäíîå çíà-
÷åíèå. Êîíñòðóêòîð

extendTable =

λt:Table. λm:Nat. λv:Nat.
λn:Nat.

if equal n m then <some=v> as OptionalNat

else t n;

� extendTable: Table Ñ Nat Ñ Nat Ñ Table

áåðåò òàáëèöó è äîáàâëÿåò â íåå (èëè èçìåíÿåò èìåþùóþñÿ) ÿ÷åéêó, îòîáðà-
æàþùóþ âõîä m â âûõîä <some=v>. (Ôóíêöèÿ equal îïðåäåëåíà â ðåøåíèè
óïðàæíåíèÿ 11.11.1 íà ñ. 542.)

Ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé ïîèñêîì â òàáëèöå òèïà Table, ìîæíî èñïîëüçîâàòü
â âûðàæåíèè case. Íàïðèìåð, åñëè ó íàñ åñòü òàáëèöà t, è ìû õîòèì ïîëó÷èòü
çíà÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëó 5, ìû ìîæåì íàïèñàòü

x = case t(5) of

<none=u> ñ 999

| <some=v> ñ v;

âûäàâàÿ 999 â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ x ïî óìîë÷àíèþ íà ñëó÷àé, åñëè t íå îïðå-
äåëåíà äëÿ çíà÷åíèÿ 5.

Âî ìíîãèõ ÿçûêàõ èìååòñÿ âñòðîåííàÿ ïîääåðæêà íåîáÿçàòåëüíûõ çíà÷å-
íèé. Íàïðèìåð, â OCaml åñòü ïðåäîïðåäåëåííûé êîíñòðóêòîð òèïîâ option, è
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ìíîãèå ôóíêöèè â òèïè÷íûõ ïðîãðàììàõ íà OCaml âîçâðàùàþò íåîáÿçàòåëü-
íûå çíà÷åíèÿ. Íàïðèìåð, null â ÿçûêàõ âðîäå C, C++ è Java, â ñóùíîñòè,
òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìàñêèðîâàííîå íåîáÿçàòåëüíîå çíà÷åíèå. Â ýòèõ
ÿçûêàõ ïåðåìåííàÿ òèïà T (â ñëó÷àå, åñëè T � ¾ññûëî÷íûé òèï¿, òî åñòü åãî
çíà÷åíèÿ âûäåëÿþòñÿ â êó÷å) ìîæåò ñîäåðæàòü ëèáî îñîáîå çíà÷åíèå null,
ëèáî óêàçàòåëü íà çíà÷åíèå òèïà T. Òî åñòü, òèï òàêîé ïåðåìåííîé íà ñàìîì
äåëå åñòü Ref(Option(T)), ãäå Option(T)=<none:Unit,some:T>. Êîíñòðóêöèÿ
Ref ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ â ãëàâå 13.

Ïåðå÷èñëåíèÿ

Äâà ¾âûðîæäåííûõ ñëó÷àÿ¿ òèïîâ-âàðèàíòîâ äîñòàòî÷íî ïîëåçíû, ÷òîáû
óïîìÿíóòü èõ îòäåëüíî: òèïû ïåðå÷èñëåíèé è âàðèàíòû ñ îäíèì ïîëåì.

Òèï-ïåðå÷èñëåíèå (enumeration) � ýòî âàðèàíòíûé òèï, â êîòîðîì ñ êàæ-
äûì ïîëåì àññîöèèðîâàí òèï Unit. Íàïðèìåð, òèï, ïðåäñòàâëÿþùèé ðàáî÷èå
äíè íåäåëè, ìîæíî îïðåäåëèòü òàê:

Weekday = <monday:Unit , tuesday:Unit , wednesday:Unit ,

thursday:Unit , friday:Unit >;

Ýëåìåíòàìè ýòîãî òèïà ÿâëÿþòñÿ òåðìû âðîäå <monday:Unit> as Weekday.
Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó â òèïå Unit âñåãî îäèí ýëåìåíò, òèï Weekday èìååò
ðîâíî ïÿòü çíà÷åíèé, îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþùèõ äíÿì íåäåëè. Ïðè ïîìîùè
êîíñòðóêöèè case ìîæíî îïðåäåëÿòü âû÷èñëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðå÷èñ-
ëåíèé.

nextBusinessDay = λw:Weekday.
case w of <monday=x> ñ <tuesday=unit > as Weekday

| <tuesday=x> ñ <wednesday=unit > as Weekday

| <wednesday=x> ñ <thursday=unit > as Weekday

| <thursday=x> ñ <friday=unit > as Weekday

| <friday=x> ñ <monday=unit > as Weekday;

Ðàçóìååòñÿ, èñïîëüçóåìûé íàìè êîíêðåòíûé ñèíòàêñèñ ïëîõî ïðèñïîñîá-
ëåí ê íàïèñàíèþ è ÷òåíèþ òàêèõ ïðîãðàìì. Íåêîòîðûå ÿçûêè (íà÷èíàÿ ñ Ïàñ-
êàëÿ) îáëàäàþò îñîáûì ñèíòàêñèñîì äëÿ îáúÿâëåíèÿ ïåðå÷èñëåíèé è ðàáîòû
ñ íèìè. Äðóãèå � íàïðèìåð, ML, ñì. ñ. 159, � ïðåäñòàâëÿþò ïåðå÷èñëåíèÿ â
âèäå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ âàðèàíòíûõ òèïîâ.

Âàðèàíòû ñ îäíèì ïîëåì

Åùå îäèí èíòåðåñíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âàðèàíòíûå
òèïû ñ åäèíñòâåííîé ìåòêîé l:

V = <l:T>;

Íà ïåðâûé âçãëÿä, òàêîé òèï íå êàæåòñÿ îñîáåííî ïîëåçíûì: â êîíöå êîí-
öîâ, âñå ýëåìåíòû V íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ýëå-
ìåíòàìè òèïà ïîëÿ T, ïîñêîëüêó âñÿêèé ýëåìåíò V èìååò â òî÷íîñòè ôîðìó
<l=t> äëÿ íåêîòîðîãî t : T. Ñóùåñòâåííî, îäíàêî, òî, ÷òî ñòàíäàðòíûå îïåðà-
öèè íàä T íåïðèìåíèìû ê ýëåìåíòàì V áåç ðàñïàêîâêè: íåâîçìîæíî ñëó÷àéíî
ïåðåïóòàòü V è T.
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Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî ìû ïèøåì ïðîãðàììó äëÿ äåíåæíûõ ðàñ-
÷åòîâ â ðàçëè÷íûõ âàëþòàõ. Â òàêîé ïðîãðàììå ìîãóò âñòðåòèòüñÿ ôóíêöèè
äëÿ ïåðåâîäà äîëëàðîâ â åâðî. Åñëè è òå, è äðóãèå ïðåäñòàâëåíû êàê Float,
ýòè ôóíêöèè ìîãóò âûãëÿäåòü òàê:

dollars2euros = λd:Float. timesfloat d 1.1325;

� dollars2euros: Float Ñ Float

euros2dollars = λe:Float. timesfloat e 0.883;

� euros2dollars: Float Ñ Float

(ãäå ôóíêöèÿ timesfloat: Float -> Float -> Float ñëóæèò äëÿ ïåðåìíî-
æåíèÿ ÷èñåë ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé). Åñëè ìû íà÷íåì ñ ñóììû â äîëëàðàõ,

mybankbalance = 39.50;

òî åå ìîæíî ïåðåâåñòè â åâðî è çàòåì îáðàòíî â äîëëàðû òàê:

euros2dollars (dollars2euros mybankbalance)

� 39.49990125 : Float

Âñå ýòî âûãëÿäèò âïîëíå ðàçóìíî. Íî ñ òàêîé æå ëåãêîñòüþ ìû ìîæåì ïðî-
èçâîäèòü è ñîâåðøåííî áåññìûñëåííûå äåéñòâèÿ. Íàïðèìåð, ìîæíî ïåðåâåñòè
ñóììó íà ñ÷åòå â åâðî äâàæäû:

dollars2euros (dollars2euros mybankbalance );

� 50.660971875 : Float

Ïîñêîëüêó äåíåæíûå ñóììû ïðåäñòàâëåíû çäåñü ïðîñòî êàê ÷èñëà, ñèñòåìà
òèïîâ íå ìîæåò ïðåäîòâðàòèòü áåññìûñëèöó òàêîãî ðîäà. Îäíàêî, åñëè ìû
îïðåäåëèì äîëëàðû è åâðî êàê ðàçëè÷íûå âàðèàíòíûå òèïû (âçÿâ ÷èñëà ñ
ïëàâàþùåé òî÷êîé â êà÷åñòâå âíóòðåííåãî ïðåäñòàâëåíèÿ),

DollarAmount = <dollars:Float >;

EuroAmount = <euros:Float >;

òî ìû ñìîæåì îïðåäåëèòü áåçîïàñíûå âåðñèè ôóíêöèé ïðåîáðàçîâàíèÿ âàëþò,
â êîòîðûõ íà âõîä íåïðåìåííî äîëæíà ïîäàâàòüñÿ ñóììà â ñîîòâåòñòâóþùåé
âàëþòå:

dollars2euros =

λd:DollarAmount.
case d of <dollars=x> ñ

<euros = timesfloat x 1.1325 > as EuroAmount;

� dollars2euros : DollarAmount Ñ EuroAmount

euros2dollars =

λe:EuroAmount.
case e of <euros=x> ñ

<dollars = timesfloat x 0.883 > as DollarAmount;

� euros2dollars : EuroAmount Ñ DollarAmount

Òåïåðü ïðîöåäóðà ïðîâåðêè òèïîâ ñïîñîáíà ñëåäèòü çà òåì, êàêèå âàëþòû
èñïîëüçóþòñÿ â âû÷èñëåíèÿõ, è íàïîìèíàåò, êàê èìåííî ñëåäóåò èíòåðïðåòè-
ðîâàòü îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò:

mybankbalance = <dollars =39.50 > as DollarAmount;

euros2dollars (dollars2euros mybankbalance );

� <dollars =39.49990125 > as DollarAmount : EuroAmount
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Áîëåå òîãî, åñëè íàïèñàòü áåññìûñëåííîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî òèïû
íå ñîéäóòñÿ è ïðîãðàììà áóäåò îòâåðãíóòà (êàê è äîëæíî áûòü):

dollars2euros (dollars2euros mybankbalance );

� Error: parameter type mismatch

Âàðèàíòû è òèïû äàííûõ

Âàðèàíòíûé òèï <li:Ti
iP1..n> ïðèáëèçèòåëüíî ñîîòâåòñòâóåò òèïó ML, êî-

òîðûé îïðåäåëÿåòñÿ òàê:7

type T = l1 of T1

| l2 of T2

| ...

| ln of Tn

Îäíàêî ñòîèò óïîìÿíóòü íåñêîëüêî îòëè÷èé.

1. Èìååòñÿ òðèâèàëüíîå, íî ñïîñîáíîå âíîñèòü ïóòàíèöó ðàñõîæäåíèå ìåæ-
äó íàøèìè ñîãëàøåíèÿìè ïî èñïîëüçîâàíèþ ïðîïèñíûõ áóêâ è ñîãëàøå-
íèÿìè, ïðèíÿòûìè â OCaml. Â OCaml èìåíà òèïîâ äîëæíû íà÷èíàòüñÿ
ñî ñòðî÷íîé áóêâû, à èìåíà êîíñòðóêòîðîâ (â íàøåé òåðìèíîëîãèè, ìåò-
êè âàðèàíòîâ) � ñ ïðîïèñíîé, òàê ÷òî, ñòðîãî ãîâîðÿ, îáúÿâëåíèå òèïà
äîëæíî çàïèñûâàòüñÿ òàê:

type t = L1 of t1 | ... | Ln of tn

×òîáû íå ñìåøèâàòü òåðìû t è òèïû T, ìû áóäåì â ýòîì îáñóæäåíèè
èãíîðèðîâàòü ñîãëàøåíèÿ ÿçûêà OCaml è ïðîäîëæèì ïîëüçîâàòüñÿ íà-
øèìè ñîáñòâåííûìè.

2. Ñàìîå èíòåðåñíîå ðàçëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî OCaml íå òðåáóåò àííî-
òàöèè òèïà, êîãäà ýëåìåíò òèïà Ti ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêòîðà li ïåðåâî-
äèòñÿ â òèï T: ìîæíî ïðîñòî ïèñàòü li(t). OCaml ïîçâîëÿåò òàê äåëàòü,
ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì åäèíñòâåííîñòü òèïîâ, òðåáóÿ, ÷òîáû òèï T áûë îáúÿâ-
ëåí (be declared) ïåðåä èñïîëüçîâàíèåì. Áîëåå òîãî, ìåòêè âàðèàíòîâ T

íå äîëæíû èñïîëüçîâàòüñÿ íèêàêèìè äðóãèìè òèïàìè â òîé æå îáëàñòè
âèäèìîñòè. Òàêèì îáðàçîì, êîãäà ïðîöåäóðà ïðîâåðêè òèïîâ âñòðå÷àåò
òåðì li(t), îíà çíàåò, ÷òî ïðàâèëüíîé àííîòàöèåé ìîæåò áûòü òîëüêî T.
Â ñóùíîñòè, àííîòàöèÿ ¾ñïðÿòàíà¿ âíóòðè ìåòêè âàðèàíòà.

Òàêîé ïðèåì ïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ îò ìíîæåñòâà íåíóæíûõ àííîòàöèé,
íî âûçûâàåò è íåêîòîðîå íåäîâîëüñòâî ïîëüçîâàòåëåé, ïîñêîëüêó îäíó
ìåòêó âàðèàíòà íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü â íåñêîëüêèõ òèïàõ � ïî êðàéíåé
ìåðå, â ðàìêàõ îäíîãî ìîäóëÿ. Â ãëàâå 15 ìû ðàññìîòðèì äðóãîé ñïîñîá
èçáåæàòü àííîòàöèé, ëèøåííûé ýòîãî íåäîñòàòêà.

7Â ýòîì ðàçäåëå èñïîëüçóåòñÿ êîíêðåòíûé ñèíòàêñèñ òèïîâ äàííûõ OCaml, ÷òîáû ñîîò-
âåòñòâîâàòü òåì ãëàâàì êíèãè, â êîòîðûõ îáñóæäàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ èíòåðïðåòàòîðîâ. Îäíàêî
òàêèå òèïû âîçíèêëè â ðàííèõ äèàëåêòàõ ML, è èõ ïðèìåðíî â òîé æå ôîðìå ìîæíî íàé-
òè â Standard ML è â ðîäñòâåííûõ ÿçûêàõ âðîäå Haskell. Òèïû äàííûõ è ñîïîñòàâëåíèå ñ
îáðàçöîì � âåðîÿòíî, ñàìûå áîëüøèå ïðåèìóùåñòâà ýòèõ ÿçûêîâ â åæåäíåâíîé ðàáîòå.
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3. Åùå îäíà õèòðîñòü OCaml çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, åñëè ñ âàðèàíòîì ñâÿçàí
òèï äàííûõ Unit, òî åãî ìîæíî íå óêàçûâàòü. Â ðåçóëüòàòå ïåðå÷èñëåíèÿ
ìîæíî îïðåäåëÿòü òàê:

type Weekday = monday | tuesday | wednesday | thursday |friday

âìåñòî òàêîé çàïèñè:

type Weekday = monday of Unit

| tuesday of Unit

| wednesday of Unit

| thursday of Unit

| friday of Unit

Êðîìå òîãî, ìåòêà âàðèàíòà monday ñàìà ïî ñåáå (à íå ìåòêà monday,
ïðèìåíåííàÿ ê âûðîæäåííîìó çíà÷åíèþ unit) ñ÷èòàåòñÿ çíà÷åíèåì òèïà
Weekday.

4. Íàêîíåö, òèïû äàííûõ OCaml óâÿçûâàþò âàðèàíòíûå òèïû ñ íåñêîëü-
êèìè äîïîëíèòåëüíûìè êîíñòðóêöèÿìè, êîòîðûå ìû èññëåäóåì ïî îò-
äåëüíîñòè â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ.

• Îïðåäåëåíèå òèïà äàííûõ ìîæåò áûòü ðåêóðñèâíûì (recursive), ò. å.
èìÿ îïðåäåëÿåìîãî òèïà ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ â òåëå îïðåäåëåíèÿ. Íà-
ïðèìåð, ïðè ñòàíäàðòíîì îïðåäåëåíèè ñïèñêà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
çíà÷åíèå ñ òåãîì cons � ýòî ïàðà, âòîðîé ýëåìåíò êîòîðîé èìååò
òèï NatList.

type NatList = nil

| cons of Nat * NatList

• Òèï OCaml ìîæåò áûòü ïàðàìåòðèçîâàí (parametrized) òèïîâîé ïå-
ðåìåííîé, êàê, íàïðèìåð, â îáîáùåííîì îïðåäåëåíèè òèïà ñïèñêà
List:

type 'a List = nil

| cons of 'a * 'a List

Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè òèïîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü List êàê îñî-
áîãî ðîäà ôóíêöèþ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì íàä òèïàìè
(type operator), è êîòîðàÿ ïåðåâîäèò êàæäûé òèï-àðãóìåíò 'a â êîí-
êðåòíûé òèï äàííûõ: Nat â NatList, è ò. ä. Òèïîâûå îïåðàòîðû îá-
ñóæäàþòñÿ â ãëàâå 29.

Âàðèàíòû êàê íåïåðåñåêàþùèåñÿ îáúåäèíåíèÿ

Òèïû-ñóììû è âàðèàíòíûå òèïû èíîãäà íàçûâàþò íåïåðåñåêàþùèìèñÿ
îáúåäèíåíèÿìè (disjoint unions). Òèï T1+T2 åñòü ¾îáúåäèíåíèå¿ T1 è T2 â òîì
ñìûñëå, ÷òî ýëåìåíòû ýòîãî òèïà âêëþ÷àþò â ñåáÿ âñå ýëåìåíòû T1 è T2. Ýòî
íåïåðåñåêàþùååñÿ îáúåäèíåíèå, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ T1 è T2 ïåðåä
ñîáñòâåííî îáúåäèíåíèåì ïîìå÷åíû òåãàìè, ñîîòâåòñòâåííî, inl è inr. Òàêèì
îáðàçîì, âñåãäà ìîæíî ëåãêî óçíàòü, ïðîèñõîäèò ëè òîò èëè èíîé ýëåìåíò èç
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T1 èëè èç T2. Âûðàæåíèå òèï-îáúåäèíåíèå (union type) òàêæå ïðèìåíÿåòñÿ
ê íåïîìå÷åííûì (ïåðåñåêàþùèìñÿ) òèïàì îáúåäèíåíèé, êîòîðûå îïèñàíû â
�15.7.

Òèï Dynamic

Äàæå â ÿçûêàõ ñî ñòàòè÷åñêîé òèïèçàöèåé áûâàåò íåîáõîäèìî èìåòü äåëî ñ
äàííûìè, òèï êîòîðûõ íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü íà ýòàïå êîìïèëÿöèè. Â ÷àñò-
íîñòè, òàêîå ïðîèñõîäèò, êîãäà äàííûå ñóùåñòâóþò íà íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ
ìàøèíàõ èëè â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ çàïóñêîâ ïðîãðàììû � íàïðèìåð, êîãäà
ýòè äàííûå õðàíÿòñÿ â áàçå äàííûõ èëè ïåðåäàþòñÿ ïî êîìïüþòåðíîé ñåòè.
×òîáû ñïðàâëÿòüñÿ ñ òàêèìè ñèòóàöèÿìè áåçîïàñíûì îáðàçîì, âî ìíîãèõ ÿçû-
êàõ ïðèñóòñòâóþò ñðåäñòâà, ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëèòü òèï çíà÷åíèé âî âðåìÿ
ðàáîòû ïðîãðàììû.

Îäèí èç õîðîøèõ ñïîñîáîâ äîáèòüñÿ ýòîãî çàêëþ÷àåòñÿ â äîáàâëåíèè òèïà
Dynamic, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïàðû èç çíà÷åíèé v è ìåòîê
òèïà T, ãäå v èìååò òèï T. Ýëåìåíòû òèïà Dynamic ñòðîÿòñÿ ïðè ïîìîùè îñîáîé
êîíñòðóêöèè ïðèñâàèâàíèÿ ìåòîê, à àíàëèçèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ áåçîïàñíîé
êîíñòðóêöèè îïðåäåëåíèÿ òèïà typecase. Â ñóùíîñòè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
Dynamic êàê íåïåðåñåêàþùååñÿ îáúåäèíåíèå áåñêîíå÷íîãî ðàçìåðà, â êîòîðîì
ìåòêàìè ñëóæàò òèïû. Ñì. ðàáîòû Ãîðäîíà (Gordon, circa 1980), Ìàéêðîôòà
(Mycroft, 1983), Àáàäè, Êàðäåëëè, Ïèðñà è Ïëîòêèíà (Abadi, Cardelli, Pierce,
and Plotkin, 1991b), Ëåðóà è Ìîíè (Leroy and Mauny, 1991), Àáàäè, Êàðäåëëè,
Ïèðñà è Ðåìè (Abadi, Cardelli, Pierce, and R�emy, 1995), à òàêæå Õåíãëåéíà
(Henglein, 1994).

11.11. Ðåêóðñèÿ îáùåãî âèäà

Åùå îäíà âîçìîæíîñòü, äîñòóïíàÿ âî ìíîãèõ ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ �
îïðåäåëåíèå ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé. Ìû óæå âèäåëè (ãëàâà 5, ñ. 84), ÷òî â
áåñòèïîâîì ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèè òàêèå ôóíêöèè ìîæíî îïðåäåëÿòü ñ ïîìîùüþ
êîìáèíàòîðà fix.

Â òèïèçèðîâàííîì ÿçûêå ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè ìîæíî îïðåäåëÿòü àíà-
ëîãè÷íî. Âîò, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ iseven, êîòîðàÿ âîçâðàùàåò true, áóäó÷è
âûçâàíà ñ ÷åòíûì àðãóìåíòîì, è false â ïðîòèâíîì ñëó÷àå:

ff = λie:Nat ÑBool.

λx:Nat.
if iszero x then true

else if iszero (pred x) then false

else ie (pred (pred x));

� ff : (Nat Ñ Bool) Ñ Nat Ñ Bool

iseven = fix ff;

� iseven : Nat Ñ Bool
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iseven 7;

� false : Bool

Èíòóèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå çäåñü òàêîâî: ôóíêöèÿ âûñøåãî ïîðÿäêà ff,
ïåðåäàâàåìàÿ àðãóìåíòîì â fix, ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì (generator) äëÿ ôóíê-
öèè iseven: åñëè ff ïðèìåíÿåòñÿ ê ôóíêöèè ie, ïîâåäåíèå êîòîðîé ïðèáëè-
æåííî ñîîòâåòñòâóåò òðåáóåìîìó ïîâåäåíèþ iseven âïëîòü äî íåêîòîðîãî ÷èñ-
ëà n (òî åñòü, ê ôóíêöèè, âîçâðàùàþùåé ïðàâèëüíûå ðåçóëüòàòû, êîãäà åå àð-
ãóìåíò ìåíüøå èëè ðàâåí n), òî îíà âîçâðàùàåò áîëåå òî÷íîå ïðèáëèæåíèå ê
iseven � ôóíêöèþ, âûäàþùóþ ïðàâèëüíûå ðåçóëüòàòû âïëîòü äî àðãóìåíòà
n� 2. Ïðèìåíåíèå fix ê ýòîìó ãåíåðàòîðó âîçâðàùàåò åãî íåïîäâèæíóþ òî÷-
êó � ôóíêöèþ, âîçâðàùàþùóþ ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò äëÿ ëþáîãî âõîäíîãî
çíà÷åíèÿ n.

Åñòü, îäíàêî, îäíî âàæíîå îòëè÷èå îò áåñòèïîâîãî ÿçûêà: ñàìà ôóíêöèÿ
fix íå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà â ðàìêàõ ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-
èñ÷èñëåíèÿ. Áîëåå òîãî, â ãëàâå 12 ìû ïîêàæåì, ÷òî íèêàêîå âûðàæåíèå, ñïî-
ñîáíîå ïðèâåñòè ê íåçàâåðøàþùåìóñÿ âû÷èñëåíèþ, íå ìîæåò áûòü òèïèçèðî-
âàíî èñêëþ÷èòåëüíî ñðåäñòâàìè ïðîñòûõ òèïîâ.8 Ïîýòîìó âìåñòî òîãî, ÷òîáû
îïðåäåëÿòü fix êàê òåðì íàøåãî ÿçûêà, ìû ïðîñòî äîáàâëÿåì åãî â êà÷åñòâå
íîâîãî ïðèìèòèâà, âìåñòå ñ ïðàâèëàìè âû÷èñëåíèÿ, èìèòèðóþùèìè ïîâåäå-
íèå áåñòèïîâîãî êîìáèíàòîðà fix, è ïðàâèëîì òèïèçàöèè, îòðàæàþùèì åãî
ðåàëüíîå èñïîëüçîâàíèå. Ýòè ïðàâèëà èçîáðàæåíû íà ðèñ. 11.12. (Ñîêðàùåí-
íàÿ ôîðìà letrec áóäåò îïèñàíà äàëåå.)

Ïðîñòîå òèïèçèðîâàííîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå ñ äîáàâëåíèåì ÷èñåë è êîì-
áèíàòîðà fix äàâíî óæå ñëóæèò ëþáèìûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèé äëÿ ñïå-
öèàëèñòîâ ïî ÿçûêàì ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîñêîëüêó ýòî ïðîñòåéøèé ÿçûê,
â êîòîðîì âîçíèêàåò ìíîæåñòâî òîíêèõ ñåìàíòè÷åñêèõ ÿâëåíèé, íàïðèìåð,
ïîëíàÿ àáñòðàêöèÿ (full abstraction) (Plotkin, 1977, Hyland and Ong, 2000,
Abramsky, Jagadeesan, and Malacaria, 2000). ×àñòî ýòî èñ÷èñëåíèå íàçûâàþò
PCF (¾Programming language for Computable Functions¿, ¾ßçûê ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé¿).

Óïðàæíåíèå 11.11.1 r��s: Îïðåäåëèòå ñ ïîìîùüþ fix ôóíêöèè equal, plus,
times è factorial.

Êàê ïðàâèëî, êîíñòðóêöèÿ fix èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé (â
êà÷åñòâå íåïîäâèæíûõ òî÷åê ôóíêöèé, ïåðåâîäÿùèõ ôóíêöèè â ôóíêöèè), îä-
íàêî èìååò ñìûñë çàìåòèòü, ÷òî òèï T â ïðàâèëå T-Fix íå îáÿçàòåëüíî äîëæåí
áûòü ôóíêöèîíàëüíûì. Èíîãäà ýòà äîïîëíèòåëüíàÿ ãèáêîñòü îêàçûâàåòñÿ ïî-
ëåçíîé. Íàïðèìåð, îíà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü çàïèñü, ñîñòîÿùóþ èç âçàèìíî
ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé, êàê íåïîäâèæíóþ òî÷êó ôóíêöèè, ðàáîòàþùåé ñ çà-
ïèñÿìè (ñîäåðæàùèìè ôóíêöèè). Ñëåäóþùàÿ ðåàëèçàöèÿ iseven èñïîëüçóåò
âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ isodd; ýòè äâå ôóíêöèè îïðåäåëåíû êàê ïîëÿ â
çàïèñè, ïðè÷åì îïðåäåëåíèå ýòîé çàïèñè àáñòðàãèðóåòñÿ îò çàïèñè ieio, è åå
êîìïîíåíòû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ èç òåë ïîëåé iseven è
isodd.

8Â äàëüíåéøåì, â ãëàâå 13 è ãëàâå 20, ìû ââåäåì â ñèñòåìó ïðîñòûõ òèïîâ íåêîòîðûå
ðàñøèðåíèÿ, âîçâðàùàþùèå ñïîñîáíîñòü îïðåäåëèòü fix ñðåäñòâàìè ñàìîé ñèñòåìû.
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ff = λieio:{ iseven:Nat ÑBool , isodd:Nat Ñ Bool}.

{iseven = λx:Nat.
if iszero x then true

else ieio.isodd (pred x),

isodd = λx:Nat.
if iszero x then false

else ieio.iseven (pred x)};

� ff : {iseven:Nat Ñ Bool , isodd:Nat Ñ Bool} Ñ

{iseven:Nat Ñ Bool , isodd:Nat Ñ Bool}

Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ôóíêöèè ff � ýòî çàïèñü èç äâóõ ôóíêöèé,

r = fix ff;

� r : {iseven:Nat Ñ Bool , isodd:Nat Ñ Bool}

è îáðàùåíèå ê ïåðâîé èç íèõ äàåò íàì ñàìó ôóíêöèþ iseven:

iseven = r.iseven;

� iseven : Nat Ñ Bool

iseven 7;

� false : Bool

Âîçìîæíîñòü ñîçäàíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè ôóíêöèè òèïà TÑT äëÿ ëþáî-
ãî T ïðèâîäèò ê íåêîòîðûì íåîæèäàííûì ïîñëåäñòâèÿì. Â ÷àñòíîñòè, îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî êàæäûé òèï èìååò õîòÿ áû îäèí òåðì ýòîãî òèïà. ×òîáû ïîêà-
çàòü ýòî, çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî òèïà T ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ôóíêöèþ
divergeT :

divergeT = λ_:Unit. fix (λx:T.x);
� divergeT : Unit ÑT

Êàæäûé ðàç, êîãäà divergeT ïðèìåíÿåòñÿ ê àðãóìåíòó unit, ìû ïîëó÷àåì
áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âû÷èñëåíèé, â êîòîðîé ñíîâà è ñíîâà ïðèìå-
íÿåòñÿ ïðàâèëî E-FixBeta, âñåãäà äàâàÿ îäèí è òîò æå òåðì. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
äëÿ êàæäîãî òèïà T òåðì divergeT unit ñëóæèò íåîïðåäåëåííûì ýëåìåíòîì
(unde�ned element).

Ïîñëåäíåå óñîâåðøåíñòâîâàíèå, êîòîðîå ìû ðàññìîòðèì � áîëåå óäîáíûé
êîíêðåòíûé ñèíòàêñèñ äëÿ ÷àñòî âñòðå÷àþùåéñÿ ñèòóàöèè, â êîòîðîé òðåáóåò-
ñÿ ñâÿçàòü ïåðåìåííóþ ñ ðåçóëüòàòîì ðåêóðñèâíîãî îïðåäåëåíèÿ. Â áîëüøèí-
ñòâå âûñîêîóðîâíåâûõ ÿçûêîâ ïåðâîå ïðèâåäåííîå íàìè îïðåäåëåíèå iseven

áûëî áû çàïèñàíî ïðèìåðíî òàê:

letrec iseven : Nat Ñ Bool =

λx:Nat.
if iszero x then true

else if iszero (pred x) then false

else iseven (pred (pred x))

in

iseven 7;

� false : Bool

Êîíñòðóêöèþ ðåêóðñèâíîãî ñâÿçûâàíèÿ letrec íåñëîæíî îïðåäåëèòü â êà÷å-
ñòâå ïðîèçâîäíîé ôîðìû:

letrec x:T1=t1 in t2
def

� let x = fix (λx:T1.t1) in t2
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Óïðàæíåíèå 11.11.2 r�s: Ïåðåïèøèòå ñâîè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé plus, times
è factorial èç óïðàæíåíèÿ 11.11.1 ÷åðåç letrec âìåñòî fix.

Áîëåå ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ îá îïåðàòîðàõ íåïîäâèæíîé òî÷êè ìîæíî
íàéòè ó Êëîïà (Klop, 1980) è Âèíñêåëÿ (Winskel, 1993).

11.12. Ñïèñêè

Ðàññìîòðåííûå íàìè êîíñòðóêöèè ìîæíî ðàçäåëèòü íà áàçîâûå òèïû (base
types), òàêèå êàê Bool è Unit, è êîíñòðóêòîðû òèïîâ (type constructors),
íàïðèìåð, Ñ è �, êîòîðûå ñòðîÿò íîâûå òèïû íà îñíîâå ñòàðûõ. Åùå îäèí
ïîëåçíûé êîíñòðóêòîð � List. Äëÿ êàæäîãî òèïà T, òèï List T îïèñûâàåò
ñïèñêè êîíå÷íîé äëèíû, ñîñòîÿùèå èç ýëåìåíòîâ òèïà T.

Íà ðèñ. 11.13 ïîêàçàíû ñèíòàêñèñ, ñåìàíòèêà è ïðàâèëà òèïèçàöèè äëÿ
ñïèñêîâ. Ñ òî÷íîñòüþ äî ñèíòàêñè÷åñêèõ ðàñõîæäåíèé (List T âìåñòî T list

è ò. ï.), à òàêæå òîãî, ÷òî â íàøåì âàðèàíòå âñå ñèíòàêñè÷åñêèå ôîðìû òðåáó-
þò ÿâíîé àííîòàöèè òèïîâ, íàøè ñïèñêè, ïî ñóùåñòâó, ñîâïàäàþò ñî ñïèñêà-
ìè, èìåþùèìèñÿ â ML è äðóãèõ ôóíêöèîíàëüíûõ ÿçûêàõ. Ïóñòîé ñïèñîê (ñ
ýëåìåíòàìè òèïà T) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå nil[T]. Ñïèñîê, ïîðîæäàåìûé ïðè
äîáàâëåíèè íîâîãî ýëåìåíòà t1 (òèïà T) â íà÷àëî ñïèñêà t2, çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå cons[T] t1 t2. Ãîëîâà è õâîñò ñïèñêà t çàïèñûâàþòñÿ êàê head[T] t è
tail[T] t. Áóëåâñêèé ïðåäèêàò isnil[T] t âûäàåò true òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñïèñîê t ïóñò.9

Óïðàæíåíèå 11.12.1 r� � �s: Ïîêàæèòå, ÷òî â ïðîñòîì òèïèçèðîâàííîì
ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèè ñ áóëåâñêèìè çíà÷åíèÿìè è ñïèñêàìè âûïîëíÿþòñÿ òåî-
ðåìû î ïðîäâèæåíèè è ñîõðàíåíèè.

Óïðàæíåíèå 11.12.2 r��s: Ïðåäñòàâëåííûé çäåñü ñèíòàêñèñ ñïèñêîâ âêëþ-
÷àåò ìíîæåñòâî àííîòàöèé, êîòîðûå íà ñàìîì äåëå íå íóæíû, ïîñêîëüêó
ïðàâèëà òèïèçàöèè ëåãêî ìîãëè áû âûâåñòè íóæíûé òèï èç êîíòåêñòà.
(Ýòè àííîòàöèè ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ îáëåã÷åíèÿ ñðàâíåíèÿ ñ êîäèðîâàíèåì
ñïèñêîâ â �23.4). Ìîæíî ëè èçáàâèòüñÿ îò âñåõ àííîòàöèé?

9Ìû ïðèíÿëè ¾ïðåäñòàâëåíèå ñïèñêîâ ÷åðåç head/tail/isnil¿ ðàäè ïðîñòîòû. Ñ òî÷êè
çðåíèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ ÿçûêîâ, âåðîÿòíî, ïðàâèëüíåå áûëî áû ðàññìàòðèâàòü ñïèñêè êàê
òèï äàííûõ è îáðàùàòüñÿ ê èõ êîìïîíåíòàì ÷åðåç âûðàæåíèÿ case, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì
áîëüøåå ÷èñëî ïðîãðàììèñòñêèõ îøèáîê ñòàíîâÿòñÿ îøèáêàìè òèïèçàöèè.

�source�le� 163 Rev: �revision�, November 28, 2010



164 11.12. Ñïèñêè

Ñ � Ðàñøèðÿåò λÑ (9.1)

Íîâûå ñèíòàêñè÷åñêèå ôîðìû
t ::= . . . òåðìû:

inl t ïîñòàíîâêà òåãà
(ëåâîãî)
inr t ïîñòàíîâêà òåãà
(ïðàâîãî)
case t of inl x=>t | inr x=>t

case

v ::= . . . çíà÷åíèÿ:
inl v çíà÷åíèå ñ òåãîì
(ëåâûì)
inr v çíà÷åíèå ñ òåãîì
(ïðàâûì)

T ::= . . . òèïû:
T+T òèï-ñóììà

Íîâûå ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ tÑ t1

case (inl v0)

of inl x1=>t1 | inr x2=>t2

Ñ rx1 ÞÑ v0st1

(E-CaseInl)

case (inr v0)

of inl x1=>t1 | inr x2=>t2

Ñ rx2 ÞÑ v0st2

(E-CaseInr)

t0 Ñ t10

case t0 of inl x1=>t1 | inr x2=>t2

Ñ case t10 of inl x1=>t1 | inr x2=>t2

(E-Case)

t1 Ñ t11

inl t1 Ñ inl t11
(E-Inl)

t1 Ñ t11

inr t1 Ñ inr t11
(E-Inr)

Íîâûå ïðàâèëà òèïèçàöèè Γ $ t : T

Γ $ t1 : T1

Γ $ inl t1 : T1 + T2

(T-Inl)

Γ $ t1 : T2

Γ $ inr t1 : T1 + T2

(T-Inr)

Γ $ t0 : T1 + T2

Γ, x1:T1 $ t1 : T Γ, x2:T2 $ t2 : T

Γ $ case t0 of inl x1=>t1 | inr x2=>t2 : T

(T-Case)

Ðèñ. 11.9. Òèïû-ñóììû
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Ñ � Ðàñøèðÿåò λÑ (11.9)

Íîâûå ñèíòàêñè÷åñêèå ôîðìû
t ::= . . . òåðìû:

inl t as T ïîñòàíîâêà òåãà
(ëåâîãî)
inr t as T ïîñòàíîâêà òåãà
(ïðàâîãî)

v ::= . . . çíà÷åíèÿ:
inl v as T çíà÷åíèå ñ
òåãîì (ëåâûì)
inr v as T çíà÷åíèå ñ
òåãîì (ïðàâûì)

Íîâûå ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ tÑ t1

case (inl v0 as T0 )

of inl x1=>t1 | inr x2=>t2

Ñ rx1 ÞÑ v0st1

(E-CaseInl)

case (inr v0 as T0 )

of inl x1=>t1 | inr x2=>t2

Ñ rx2 ÞÑ v0st2

(E-CaseInr)

t1 Ñ t11

inl t1 as T2 Ñ inl t11 as T2

(E-Inl)

t1 Ñ t11

inr t1 as T2 Ñ inr t11 as T2

(E-Inr)
Íîâûå ïðàâèëà òèïèçàöèè Γ $ t : T

Γ $ t1 : T1

Γ $ inl t1 as T1 + T2 : T1 + T2

(T-Inl)

Γ $ t1 : T2

Γ $ inr t1 as T1 + T2 : T1 + T2

(T-Inr)

Ðèñ. 11.10. Ñóììû (ñ åäèíñòâåííîñòüþ òèïèçàöèè)
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Ñ <> Ðàñøèðÿåò λÑ (9.1)

Íîâûå ñèíòàêñè÷åñêèå ôîðìû
t ::= . . . òåðìû:

<l=t> as T ïîñòàíîâêà òåãà

case t of <li=xi>ñti
iP1..n>

case

v ::= . . . çíà÷åíèÿ:
<l=v> as T çíà÷åíèå ñ
òåãîì

T ::= . . . òèïû:

<li:Ti
iP1..n> òèï âàðèàíòîâ

Íîâûå ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ tÑ t1

case (<lj=vj> as T) of

<li=xi>ñti
iP1..n

Ñ rxj ÞÑ vjstj

(E-CaseVariant)

t0 Ñ t10

case t0 of <li=xi>ñti
iP1..n

Ñ case t10 of <li=xi>ñti
iP1..n

(E-Case)

ti Ñ t1i

<li=ti> as TÑ <li=t
1
i> as T

(E-Variant)
Íîâûå ïðàâèëà òèïèçàöèè Γ $ t : T

Γ $ tj : Tj

Γ $ <lj=tj> as <li:Ti
iP1..n> : <li:Ti

iP1..n>

(T-Variant)

Γ $ t0 : <li:Ti
iP1..n>

äëÿ êàæäîãî i: Γ, xi:Ti $ ti:T

Γ $ case t0 of <li=xi> ñ ti
iP1..n : T

(T-Case)

Ðèñ. 11.11. Âàðèàíòû
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Ñ fix Ðàñøèðÿåò λÑ (9.1)

Íîâûå ñèíòàêñè÷åñêèå ôîðìû
t ::= . . . òåðìû:

fix t íåïîäâèæíàÿ òî÷êà t

Íîâûå ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ tÑ t1

fix (λx:T1.t2)

Ñ rx ÞÑ (fix (λx:T1.t2))st2

(E-FixBeta)

t1 Ñ t11

fix t1 Ñ fix t11
(E-Fix)

Íîâûå ïðàâèëà òèïèçàöèè Γ $ t : T

Γ $ t1 : T1 Ñ T1

Γ $ fix t1 : T1

(T-Fix)

Íîâûå ïðîèçâîäíûå ôîðìû

letrec x:T1=t1 in t2

def

� let x = fix (λx:T1.t1) in t2

Ðèñ. 11.12. Ðåêóðñèÿ îáùåãî âèäà
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Ñ B List Ðàñøèðÿåò λÑ (9.1) ñ áóëåâñêèìè çíà÷åíèÿìè (8.1)

Íîâûå ñèíòàêñè÷åñêèå ôîðìû
t ::= . . . òåðìû:

nil[T] ïóñòîé ñïèñîê
cons[T] t t êîíñòðóêòîð
ñïèñêà
isnil[T] t ïðîâåðêà íà
ïóñòîé ñïèñîê
head[T] t ãîëîâà ñïèñêà
tail[T] t õâîñò ñïèñêà

v ::= . . . çíà÷åíèÿ:
nil[T] ïóñòîé ñïèñîê
cons[T] v v êîíñòðóêòîð
ñïèñêà

T ::= . . . òèïû:
List T òèï ñïèñêîâ

Íîâûå ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ tÑ t1

t1 Ñ t11

cons[T] t1 t2 Ñ cons[T] t11 t2

(E-Cons1)

t2 Ñ t12

cons[T] v1 t2 Ñ cons[T] v1 t12

(E-Cons2)

isnil[S] (nil[T])Ñ true

(E-IsnilNil)

isnil[S] (cons[T] v1 v2)Ñ false

(E-IsnilCons)

t1 Ñ t11

isnil[T] t1 Ñ isnil[T] t11

(E-Isnil)

head[S] (cons[T] v1 v2)Ñ v1

(E-HeadCons)

t1 Ñ t11

head[T] t1 Ñ head[T] t11

(E-Head)

tail[S] (cons[T] v1 v2)Ñ v2

(E-TailCons)

t1 Ñ t11

tail[T] t1 Ñ tail[T] t11

(E-Tail)
Íîâûå ïðàâèëà òèïèçàöèè Γ $ t : T

Γ $ nil[T1] : List T1 (T-Nil)

Γ $ t1 : T1 Γ $ t2 : List T1

Γ $ cons[T1] t1 t2 : List T1

(T-Cons)

Γ $ t1 : List T11

Γ $ isnil[T11] t1 : Bool

(T-Isnil)

Γ $ t1 : List T11

Γ $ head[T11] t1 : T11

(T-Head)

Γ $ t1 : List T11

Γ $ tail[T11] t1 : List T11

(T-Tail)

Ðèñ. 11.13. Ñïèñêè
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Ãëàâà 12

Íîðìàëèçàöèÿ

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì åùå îäíî ôóíäàìåíòàëüíîå òåîðåòè÷åñêîå
ñâîéñòâî ÷èñòîãî ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ: òî, ÷òî âû-
÷èñëåíèå ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííîé ïðîãðàììû ãàðàíòèðîâàííî îñòàíàâëè-
âàåòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ � ò. å., êàæäûé ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûé
òåðì íîðìàëèçóåì (normalizable).

Ïîëíîöåííûå ÿçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì íîðìàëè-
çàöèè, â îòëè÷èå îò äðóãèõ ñâîéñòâ òèïîâîé áåçîïàñíîñòè, ðàññìîòðåííûõ íà-
ìè ðàíåå. Ýòî ïîòîìó, ÷òî òàêèå ÿçûêè ïî÷òè âñåãäà ðàñøèðÿþò ïðîñòîå òè-
ïèçèðîâàííîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå êîíñòðóêöèÿìè âðîäå ðåêóðñèè îáùåãî âèäà
(�11.11) èëè ðåêóðñèâíûõ òèïîâ (ãë. 20), ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî ñîçäàâàòü
çàöèêëèâàþùèåñÿ ïðîãðàììû. Îäíàêî ïîíÿòèå íîðìàëèçàöèè ñíîâà âîçíèê-
íåò, óæå íà óðîâíå òèïîâ, êîãäà â �30.3 ìû áóäåì îáñóæäàòü ìåòàòåîðèþ
Ñèñòåìû Fω: â ýòîé ñèñòåìå ÿçûê òèïîâ, ïî ñóùåñòâó, äóáëèðóåò ïðîñòîå òè-
ïèçèðîâàííîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå, è çàâåðøèìîñòü àëãîðèòìà ïðîâåðêè òèïîâ
ïîëàãàåòñÿ íà òî, ÷òî îïåðàöèÿ ¾íîðìàëèçàöèè¿ íà âûðàæåíèÿõ, ñîñòàâëåí-
íûõ èç òèïîâ, ãàðàíòèðîâàííî çàâåðøàåòñÿ.

Åùå îäèí ïîâîä èçó÷àòü äîêàçàòåëüñòâà íîðìàëèçàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî ýòî åäâà ëè íå ñàìûå èçÿùíûå è âîñõèòèòåëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå êîí-
ñòðóêöèè âî âñåé ëèòåðàòóðå ïî òåîðèè òèïîâ. Çà÷àñòóþ (êàê â äàííîì ñëó-
÷àå), îíè èñïîëüçóþò áàçîâûé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâ ÷åðåç ëîãè÷åñêèå îòíîøå-
íèÿ (logical relations).

Íåêîòîðûì ÷èòàòåëÿì áóäåò ïðîùå ïðîïóñòèòü äàííóþ ãëàâó ïðè ïåðâîì
÷òåíèè; â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ íèêàêèõ ñëîæíîñòåé èç-çà ýòîãî íå âîçíèêíåò.
(Ïîëíàÿ òàáëèöà çàâèñèìîñòåé ìåæäó ãëàâàìè ïðèâåäåíà íà ñ. 14.)

12.1. Íîðìàëèçàöèÿ äëÿ ïðîñòûõ òèïîâ

Ðàññìàòðèâàåìûé çäåñü ÿçûê � ïðîñòîå òèïèçèðîâàííîå ëÿìáäà-
èñ÷èñëåíèå ñ åäèíñòâåííûì áàçîâûì òèïîì A. Äîêàçàòåëüñòâî íîðìàëèçàöèè

Â ýòîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ÿçûê ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ (ðèñ. 9.1) ñ
îäíèì áàçîâûì òèïîì A (11.1).

�source�le� 169 Rev: �revision�, November 28, 2010



170 12.1. Íîðìàëèçàöèÿ äëÿ ïðîñòûõ òèïîâ

äëÿ ýòîãî èñ÷èñëåíèÿ íå âïîëíå òðèâèàëüíî, ïîñêîëüêó ïðè êàæäîé ðåäóêöèè
òåðìà â ïîäòåðìàõ ìîãóò ñîçäàâàòüñÿ ìíîæåñòâåííûå ðåäåêñû.

Óïðàæíåíèå 12.1.1 r�s: Ãäå èìåííî òåðïèò íåóäà÷ó ïîïûòêà äîêàçàòü íîð-
ìàëèçàöèþ ïðè ïîìîùè ïðîñòîé èíäóêöèè ïî ðàçìåðó ïðàâèëüíî òèïèçèðî-
âàííîãî òåðìà?

Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü çäåñü (êàê è âî ìíîãèõ äðóãèõ äîêàçàòåëüñòâàõ ïî
èíäóêöèè) â òîì, ÷òîáû íàéòè äîñòàòî÷íî ñèëüíîå ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè.
Ñ ýòîé öåëüþ îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî òèïà T ìíîæåñòâî RT çàìêíóòûõ òåðìîâ
òèïà T. Ðàññìàòðèâàÿ ýòè ìíîæåñòâà êàê ïðåäèêàòû, ââåäåì îáîçíà÷åíèåRTptq
äëÿ t P RT.1

Îïðåäåëåíèå 12.1.2

• RAptq òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà t çàâåðøàåòñÿ.

• RT1 Ñ T2
ptq òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà t çàâåðøàåòñÿ è äëÿ âñÿêîãî

s òàêîãî, ÷òî RT1
psq, âûïîëíÿåòñÿ RT2

pt sq.

Ýòî îïðåäåëåíèå äàåò íàì òðåáóåìîå óñèëåíèå ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè.
Íàøà ãëàâíàÿ öåëü � äîêàçàòü, ÷òî çàâåðøàþòñÿ âñå ïðîãðàììû, ò. å. âñå çà-
ìêíóòûå òåðìû áàçîâîãî òèïà. Îäíàêî çàìêíóòûå òåðìû áàçîâîãî òèïà ìîãóò
ñîäåðæàòü ïîäòåðìû ôóíêöèîíàëüíîãî òèïà, òàê ÷òî è îá ýòèõ òåðìàõ íóæíî
êîå-÷òî çíàòü. Áîëåå òîãî, íåäîñòàòî÷íî çíàòü, ÷òî ýòè ïîäòåðìû çàâåðøàþò-
ñÿ, ïîñêîëüêó ïðè ïðèìåíåíèè íîðìàëèçîâàííîé ôóíêöèè ê íîðìàëèçîâàííî-
ìó àðãóìåíòó ïðîèñõîäèò ïîäñòàíîâêà, è ýòà ïîäñòàíîâêà ìîæåò ïðèâåñòè ê
íîâûì øàãàì âû÷èñëåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òåðìîâ ôóíêöèîíàëüíîãî òèïà
íåîáõîäèìî áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå: îíè íå òîëüêî äîëæíû çàâåðøàòüñÿ ñàìè,
íî è, áóäó÷è ïðèìåíåííûìè ê çàâåðøàþùèìñÿ àðãóìåíòàì, òàêæå äîëæíû
äàâàòü çàâåðøàþùèåñÿ ðåçóëüòàòû.

Ôîðìà îïðåäåëåíèÿ 12.1.2 õàðàêòåðíà äëÿ ìåòîäà äîêàçàòåëüñòâ ÷åðåç ëî-
ãè÷åñêèå îòíîøåíèÿ (logical relations). (Ïîñêîëüêó ñåé÷àñ ìû ðàáîòàåì òîëüêî
ñ îäíîìåñòíûìè îòíîøåíèÿìè, ïðàâèëüíåå áûëî áû ñêàçàòü ëîãè÷åñêèå ïðå-
äèêàòû, logical predicates.) Åñëè ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî íåêîòîðîå ñâîéñòâî
P âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ çàìêíóòûõ òåðìîâ òèïà A, ìû ñ ïîìîùüþ èíäóê-
öèè íà òèïàõ äîêàçûâàåì, ÷òî âñå òåðìû òèïà A îáëàäàþò ñâîéñòâîì P , ÷òî
âñå òåðìû òèïà AÑA ñîõðàíÿþò ñâîéñòâî P , ÷òî âñå òåðìû òèïà (AÑA) Ñ
(AÑA) ñîõðàíÿþò ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ ñâîéñòâà P , è òàê äàëåå. Ìû äîáè-
âàåìñÿ ýòîãî, îïðåäåëÿÿ ñåìåéñòâî ïðåäèêàòîâ, ïðîèíäåêñèðîâàííûõ òèïàìè.
Äëÿ áàçîâîãî òèïà A ýòîò ïðåäèêàò � ïðîñòî P . Äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ òèïîâ
ïðåäèêàò óòâåðæäàåò, ÷òî ôóíêöèÿ äîëæíà ïåðåâîäèòü çíà÷åíèÿ, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå ïðåäèêàòó äëÿ âõîäíîãî òèïà, â çíà÷åíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå ïðåäè-
êàòó äëÿ òèïà-ðåçóëüòàòà.

1Èíîãäà ìíîæåñòâà RT íàçûâàþò íàñûùåííûìè ìíîæåñòâàìè (saturated sets) èëè ìíî-
æåñòâàìè êàíäèäàòîâ íà ðåäóöèðóåìîñòü (reducibility candidates).
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Ïðè ïîìîùè ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ìû ïðîâîäèì äîêàçàòåëüñòâî íîðìàëèçà-
öèè â äâà øàãà. Ñíà÷àëà óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò êàæäîãî ìíî-
æåñòâà RT íîðìàëèçóåì. Çàòåì ïîêàæåì, ÷òî êàæäûé ïðàâèëüíî òèïèçèðî-
âàííûé òåðì òèïà T ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì RT.

Ïåðâûé øàã íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ RT:

Ëåììà 12.1.3 Åñëè âåðíî RTptq, òî t çàâåðøàåòñÿ.

Âòîðîé øàã ðàçáèò íà äâå ëåììû. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ïðèíàäëåæíîñòü
ìíîæåñòâó RT ñîõðàíÿåòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè.

Ëåììà 12.1.4 Åñëè t : T è t Ñ t1, òî RTptq òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
RTpt

1q.
Äîêàçàòåëüñòâî: Èíäóêöèÿ ïî ñòðóêòóðå òèïà T. Âî-ïåðâûõ, î÷åâèäíî, ÷òî
t çàâåðøàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà çàâåðøàåòñÿ t1. Åñëè T � A, äî-
êàçûâàòü áîëüøå íå÷åãî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäïîëîæèì, ÷òî T � T1 Ñ T2

äëÿ íåêîòîðûõ T1 è T2. Äëÿ íàïðàâëåíèÿ ¾òîëüêî òîãäà¿ (ñ) ïðåäïîëîæèì,
÷òî RTptq, è ÷òî RT1

psq äëÿ íåêîòîðîãî ïðîèçâîëüíîãî s : T1. Ïî îïðåäå-
ëåíèþ, èìååì RT2

pt sq. Îäíàêî t s Ñ t1 s, è îòñþäà, ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè äëÿ òèïà T2, ïîëó÷àåì RT2

pt1 sq. Ïîñêîëüêó ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî
s, îïðåäåëåíèå RT äàåò íàì RTpt

1q. Ðàññóæäåíèå â íàïðàâëåíèè ¾òîãäà¿ (ð)
ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òåïåðü íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäûé òåðì òèïà T ïðèíàäëåæèò ìíîæå-
ñòâó RT. Çäåñü èíäóêöèÿ áóäåò ïðîâîäèòüñÿ ïî äåðåâüÿì âûâîäà òèïîâ (áû-
ëî áû ñòðàííî, åñëè áû êàêîå-ëèáî äîêàçàòåëüñòâî, ñâÿçàííîå ñ ïðàâèëüíî
òèïèçèðîâàííûìè òåðìàìè, íå ñîäåðæàëî èíäóêöèè ïî äåðåâüÿì âûâîäà òè-
ïîâ!). Åäèíñòâåííàÿ ñëîæíîñòü çäåñü çàêëþ÷àåòñÿ â îáðàáîòêå ñëó÷àÿ ñ λ-
àáñòðàêöèåé. Ïîñêîëüêó ìû ïðîâîäèì èíäóêöèþ, äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî
òåðì λx:T1.t2 ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó RT1 Ñ T2 , äîëæíî èñïîëüçîâàòü ïðåä-
ïîëîæåíèå èíäóêöèè, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî t2 ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó RT2 .
Îäíàêî RT2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ òåðìîâ, â òî âðåìÿ êàê
ïåðåìåííàÿ x ìîæåò áûòü ñâîáîäíà â t2, òàê ÷òî ýòîò ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà
íå ðàáîòàåò.

Ýòà ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî ïðèåìà: íóæíî íàéòè
ïîäõîäÿùåå îáîáùåíèå ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè. Âìåñòî òîãî, ÷òîáû äîêà-
çûâàòü óòâåðæäåíèå î çàìêíóòûõ òåðìàõ, äîêàæåì åãî îáîáùåííóþ ôîðìó,
âêëþ÷àþùóþ âñå çàìêíóòûå ýêçåìïëÿðû îòêðûòîãî òåðìà t.

Ëåììà 12.1.5 Åñëè x1:T1, . . . , xn:Tn $ t : T, à v1, . . . , vn � çàìêíóòûå çíà÷å-
íèÿ òèïîâ T1, . . . , Tn ñ RTipviq äëÿ êàæäîãî i, òî RTprx1 ÞÑ v1s � � � rxn ÞÑ vnstq.
Äîêàçàòåëüñòâî: Èíäóêöèÿ ïî äåðåâó âûâîäà óòâåðæäåíèÿ
x1:T1, . . . , xn:Tn $ t : T. (Íàèáîëåå èíòåðåñåí âàðèàíò ñ àáñòðàêöèåé.)

Âàðèàíò T-Var: t � xi T � Ti
Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò íåìåäëåííî.

Âàðèàíò T-Abs: t � λx:S1.s2 x1:T1, . . . , xn:Tn, x:S1 $ s2 : S2

T � S1 Ñ S2

Î÷åâèäíî, rx1 ÞÑ v1s � � � rxn ÞÑ vnst äàåò ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèå, ïî-
ñêîëüêó óæå ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî RS2

pprx1 ÞÑ
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v1s � � � rxn ÞÑ vnstqsq äëÿ âñÿêîãî òåðìà s : S1 òàêîãî, ÷òî RS1psq. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî s � òàêîé òåðì. Ñîãëàñíî ëåììå 12.1.3, èìååì s Ñ� v äëÿ
íåêîòîðîãî v. Ñîãëàñíî ëåììå 12.1.4, RS1

pvq. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè,
RS2

prx1 ÞÑ v1s � � � rxn ÞÑ vnsrx ÞÑ vss2q. Îäíàêî

(λx:S1. rx1 ÞÑ v1s � � � rxn ÞÑ vnss2) s

Ñ� rx1 ÞÑ v1s � � � rxn ÞÑ vnsrx ÞÑ vss2,

à îòñþäà, ïî ëåììå 12.1.4,

RS2p(λx:S1. rx1 ÞÑ v1s � � � rxn ÞÑ vnss2) sq,

òî åñòü, RS2prx1 ÞÑ v1s � � � rxn ÞÑ vns(λx:S1. s2) sq. Ïîñêîëüêó s áûë âûáðàí
ïðîèçâîëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ RS1ÑS2

, èìååì

RS1ÑS2
prx1 ÞÑ v1s � � � rxn ÞÑ vns(λx:S1.s2)q.

Âàðèàíò T-App: t � t1 t2

x1:T1, . . . xn:Tn $ t1 : T11ÑT12

x1:T1, . . . xn:Tn $ t2 : T11

T � T12

Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äàåò íàì RT11ÑT12
prx1 ÞÑ v1s � � � rxn ÞÑ vnst1q è

RT11prx1 ÞÑ v1s � � � rxn ÞÑ vnst2q. Ïî îïðåäåëåíèþ RT11ÑT12 ,

RT12p(rx1 ÞÑ v1s � � � rxn ÞÑ vnst1) (rx1 ÞÑ v1s � � � rxn ÞÑ vnst2)q

ò. å.,
RT12

prx1 ÞÑ v1s � � � rxn ÞÑ vns(t1 t2)q

Òåïåðü ñâîéñòâî íîðìàëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì, åñëè ñ÷è-
òàòü, ÷òî òåðì t â ëåììå 12.1.5 çàìêíóò, à çàòåì èñïîëüçîâàòü òî îáñòîÿòåëü-
ñòâî, ÷òî âñå ýëåìåíòû RT íîðìàëèçóþùèå äëÿ âñÿêîãî T.

Òåîðåìà 12.1.6 rÍîðìàëèçàöèÿs: Åñëè $ t : T, òî t íîðìàëèçóåì.
Äîêàçàòåëüñòâî: RTptq ïî ëåììå 12.1.5; ñëåäîâàòåëüíî, t íîðìàëèçóåì ïî
ëåììå 12.1.3.

Óïðàæíåíèå 12.1.7 rÐåêîìåíäóåòñÿ,���s: Ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ýòîé ãëà-
âû ïîêàæèòå, ÷òî ïðîñòîå òèïèçèðîâàííîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå ñîõðàíÿåò
ñâîéñòâî íîðìàëèçàöèè, áóäó÷è ðàñøèðåíî áóëåâñêèìè çíà÷åíèÿìè (ðèñ. 3.1)
è òèïàìè-ïðîèçâåäåíèÿìè (ðèñ. 11.5).

12.2. Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Â òåîðåòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ñâîéñòâî íîðìàëèçàöèè ÷àùå âñåãî ôîðìó-
ëèðóåòñÿ êàê ñòðîãàÿ íîðìàëèçàöèÿ (strong normalization) äëÿ èñ÷èñëåíèé ñ
ïîëíîé (íåäåòåðìèíèñòñêîé) áåòà-ðåäóêöèåé. Ñòàíäàðòíûé ìåòîä äîêàçàòåëü-
ñòâà áûë èçîáðåòåí Òåéòîì (1967); Æèðàð îáîáùèë åãî íà Ñèñòåìó F (1972,
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1989, ñð. ãë. 23); çàòåì Òåéò óïðîñòèë äîêàçàòåëüñòâî (Tait, 1975). Â ýòîé
êíèãå ìû àäàïòèðóåì ìåòîä Òåéòà äëÿ âûçîâà ïî çíà÷åíèþ, êàê ýòî ñäåëàë
Ìàðòèí Õîôìàí (÷àñòíîå ñîîáùåíèå). Ñðåäè êëàññè÷åñêèõ ñïðàâî÷íèêîâ ïî
ìåòîäó ëîãè÷åñêèõ îòíîøåíèé � ðàáîòû Ãîâàðäà (Howard, 1973), Òåéòà (Tait,
1967), Ôðèäìàíà (Friedman, 1975), Ïëîòêèíà (Plotkin, 1973, 1980) è Ñòýòìàíà
(Statman, 1982, 1985a,b). Ýòîò ìåòîä òàêæå îïèñûâàåòñÿ âî ìíîãèõ ðàáîòàõ ïî
ñåìàíòèêå, íàïðèìåð, â êíèãàõ Ìèò÷åëëà (Mitchell, 1996) è Ãàíòåðà (Gunter,
1992).

Äîêàçàòåëüñòâî ñòðîãîé íîðìàëèçàöèè ïî Òåéòó â òî÷íîñòè ñîîòâåò-
ñòâóåò àëãîðèòìó âû÷èñëåíèÿ òåðìîâ ñ ïðîñòîé òèïèçàöèåé, èçâåñòíîìó
êàê íîðìàëèçàöèÿ âû÷èñëåíèåì (normalization by evaluation) èëè ÷àñòè÷íîå
âû÷èñëåíèå, óïðàâëÿåìîå òèïàìè (type-directed partial evaluation) (Berger,
1993; Danvy, 1998); ñì. òàêæå ðàáîòû Áåðãåðà è Øâèõòåíáåðãà (Berger and
Schwichtenberg, 1991), Ôèëèíñêè (Filinski, 1999, 2001) è Ðåéíîëüäñà (Reynolds,
1998a).
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Ãëàâà 13

Ññûëêè

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ðàçëè÷íûå ÷èñòûå (pure) ÿçûêîâûå êîí-
ñòðóêöèè, â òîì ÷èñëå ôóíêöèîíàëüíóþ àáñòðàêöèþ, áàçîâûå òèïû, òàêèå
êàê ÷èñëà è áóëåâñêèå çíà÷åíèÿ, è ñòðóêòóðèðîâàííûå òèïû, òàêèå êàê çàïèñè
è âàðèàíòíûå òèïû. Ýòè êîíñòðóêöèè ñîñòàâëÿþò îñíîâó áîëüøèíñòâà ÿçû-
êîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, âêëþ÷àÿ ÷èñòî ôóíêöèîíàëüíûå, òàêèå, êàê Haskell,
¾ôóíêöèîíàëüíûå ïî áîëüøåé ÷àñòè¿, òàêèå, êàê ML, èìïåðàòèâíûå (êàê C)
è îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûå (êàê Java).

Â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ èìåþòñÿ òàêæå
ðàçëè÷íûå íå÷èñòûå (impure) êîíñòðóêöèè, êîòîðûå íåâîçìîæíî îïèñàòü â
ðàìêàõ ïðîñòîé ñåìàíòè÷åñêîé ìîäåëè, èñïîëüçîâàâøåéñÿ íàìè äî ñèõ ïîð. Â
÷àñòíîñòè, ïîìèìî ïîðîæäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, âû÷èñëåíèå òåðìîâ â ýòèõ ÿçû-
êàõ ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïðèñâàèâàíèþ çíà÷åíèé èçìåíÿåìûì ïåðåìåííûì (àä-
ðåñóåìûì ÿ÷åéêàì, ìàññèâàì, èçìåíÿåìûì ïîëÿì çàïèñåé, è ò. ï.); ââîäó è
âûâîäó â ôàéëû, íà äèñïëåè, ïî ñåòåâûì ñîåäèíåíèÿì; íåëîêàëüíîé ïåðåäà÷å
óïðàâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ èñêëþ÷åíèé, ïåðåõîäîâ èëè ïðîäîëæåíèé; ñèíõðîíèçà-
öèè è îáìåíó èíôîðìàöèåé ìåæäó ïðîöåññàìè, è òàê äàëåå. Â ëèòåðàòóðå ïî
ÿçûêàì ïðîãðàììèðîâàíèÿ òàêèå ¾ïîáî÷íûå ýôôåêòû¿ âû÷èñëåíèÿ îáû÷íî
íàçûâàþò âû÷èñëèòåëüíûìè ýôôåêòàìè (computational e�ects).

Â ýòîé ãëàâå ìû óâèäèì, êàê îäíà èç ðàçíîâèäíîñòåé âû÷èñëèòåëüíûõ
ýôôåêòîâ � èçìåíÿåìûå ññûëêè � ìîæåò áûòü äîáàâëåíà â èçó÷àåìûå íàìè
èñ÷èñëåíèÿ. Îñíîâíîå äîáàâëåíèå áóäåò çàêëþ÷àòüñÿ â ÿâíûõ îïåðàöèÿõ ñ ïà-
ìÿòüþ (store) (èëè êó÷åé, heap). Ýòî ðàñøèðåíèå íåòðóäíî îïðåäåëèòü; ñàìîå
èíòåðåñíîå íà÷íåòñÿ, êîãäà âîçíèêíåò íåîáõîäèìîñòü óòî÷íèòü òåîðåìó î ñî-
õðàíåíèè òèïîâ (13.5.3). Åùå îäèí âèä ýôôåêòîâ, èñêëþ÷åíèÿ è íåëîêàëüíóþ
ïåðåäà÷ó óïðàâëåíèÿ, ìû ðàññìîòðèì â ãëàâå 14.

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòîå òèïèçèðîâàííîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå ñ òèïîì Unit

è ññûëêàìè (ðèñ. 13.1). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåàëèçàöèÿ íà OCaml íàçûâàåòñÿ fullref.
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Ïî÷òè âñå ÿçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ1 îáëàäàþò â òîì èëè èíîì âèäå îïå-
ðàöèåé ïðèñâàèâàíèÿ (assignment), êîòîðàÿ èçìåíÿåò ñîäåðæèìîå çàðàíåå âû-
äåëåííîãî ôðàãìåíòà ïàìÿòè. Â íåêîòîðûõ ÿçûêàõ, â ÷àñòíîñòè, â ML è ðîä-
ñòâåííûõ åìó, ìåõàíèçìû ñâÿçûâàíèÿ èìåí è ïðèñâàèâàíèÿ ðàçäåëåíû. Ìîæ-
íî èìåòü ïåðåìåííóþ x, çíà÷åíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 5, à ìîæíî èìåòü
ïåðåìåííóþ y, çíà÷åíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ññûëêà (reference) (èëè óêàçàòåëü,
pointer) íà èçìåíÿåìóþ ÿ÷åéêó ñ òåêóùèì ñîäåðæèìûì 5, è ïðîãðàììèñòó
âèäíî ýòî ðàçëè÷èå. Ìîæíî ñëîæèòü x ñ äðóãèì ÷èñëîì, íî ïðèñâîèòü åìó
íîâîå çíà÷åíèå íåëüçÿ. Ïåðåìåííóþ y ìîæíî íàïðÿìóþ èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðè-
ñâàèâàíèÿ íîâîãî çíà÷åíèÿ ÿ÷åéêå, íà êîòîðóþ îíà óêàçûâàåò (ýòî çàïèñûâà-
åòñÿ â âèäå y := 84), íî åå íåëüçÿ ïðîñòî óïîòðåáèòü â êà÷åñòâå àðãóìåíòà
plus. Äëÿ ýòîé öåëè òðåáóåòñÿ ÿâíî ðàçûìåíîâàòü (dereference) ññûëêó, íà-
ïèñàâ !y äëÿ îáðàùåíèÿ ê åå òåêóùåìó ñîäåðæèìîìó. Â áîëüøèíñòâå äðóãèõ
ÿçûêîâ � â ÷àñòíîñòè, âî âñåõ ÷ëåíàõ ñåìåéñòâà C, âêëþ÷àÿ Java, � êàæäîå
èìÿ ïåðåìåííîé îáîçíà÷àåò èçìåíÿåìóþ ÿ÷åéêó, è îïåðàöèÿ ðàçûìåíîâàíèÿ
ïåðåìåííîé ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ åå òåêóùåãî çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ íåÿâíî.2

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ôîðìàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ïîëåçíî ðàçäåëÿòü ýòè ìåõà-
íèçìû;3 íàøå îïèñàíèå â ýòîé ãëàâå áóäåò áëèçêî ñëåäîâàòü ìîäåëè ML. Óðî-
êè ýòîãî îïèñàíèÿ ëåãêî ìîæíî ïåðåíåñòè íà ÿçûêè ñåìåéñòâà C, åñëè çàáûòü
íåêîòîðûå ðàçëè÷èÿ è ñäåëàòü êîå-êàêèå îïåðàöèè, âðîäå îáðàùåíèÿ ïî ññûë-
êå, íåÿâíûìè.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Îñíîâíûå îïåðàöèè íàä ññûëêàìè � âûäåëåíèå ïàìÿòè (allocation), ðàçû-
ìåíîâàíèå (dereferencing) è ïðèñâàèâàíèå (assignment). Äëÿ âûäåëåíèÿ ïàìÿ-
òè äëÿ ññûëêè èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð ref, êîòîðîìó â êà÷åñòâå àðãóìåíòà
äàåòñÿ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå íîâîé ÿ÷åéêè.

r = ref 5;

� r : Ref Nat

Îòâåò ïðîãðàììû ïðîâåðêè òèïîâ óêàçûâàåò, ÷òî çíà÷åíèåì r ÿâëÿåòñÿ
ññûëêà íà ÿ÷åéêó, êîòîðàÿ âñåãäà áóäåò ñîäåðæàòü ÷èñëî. ×òîáû ïðî÷èòàòü òå-
êóùåå çíà÷åíèå ýòîé ÿ÷åéêè, ìû èñïîëüçóåì îïåðàòîð ðàçûìåíîâàíèÿ ! (¾âîñ-
êëèöàòåëüíûé çíàê¿).

1Äàæå ¾÷èñòî ôóíêöèîíàëüíûå¿ ÿçûêè, òàêèå êàê Haskell, ÷åðåç ðàñøèðåíèÿ âðîäå
ìîíàä.

2Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïðàâèëüíåå ðàññìàòðèâàòü áîëüøèíñòâî ïåðåìåííûõ òèïà T â C èëè Java
êàê óêàçàòåëè íà ÿ÷åéêè, ñîäåðæàùèå çíà÷åíèÿ òèïà Option(T), ïîñêîëüêó ñîäåðæèìûì
ïåðåìåííîé ìîæåò áûòü ëèáî îáûêíîâåííîå çíà÷åíèå, ëèáî îñîáîå çíà÷åíèå null.

3Ìîæíî òàêæå ïðèâåñòè äîâîäû â ïîëüçó òîãî, ÷òî òàêîå ðàçäåëåíèå áëàãîòâîðíî è ñ
òî÷êè çðåíèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ ÿçûêîâ. Êîãäà èñïîëüçîâàíèå èçìåíÿåìûõ ÿ÷ååê ïàìÿòè îêà-
çûâàåòñÿ ÿâíîé îïåðàöèåé, à íå óìîë÷àíèåì, ýòî ñòèìóëèðóåò ïî áîëüøåé ÷àñòè ôóíêöè-
îíàëüíûé ñòèëü ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â êîòîðîì ññûëêè èñïîëüçóþòñÿ îòíîñèòåëüíî ðåäêî;
òàêàÿ ïðàêòèêà çíà÷èòåëüíî îáëåã÷àåò íàïèñàíèå, ïîääåðæêó è àíàëèç ïðîãðàìì, îñîáåííî
åñëè â ÿçûêå åñòü êîíñòðóêöèè âðîäå ïàðàëëåëèçìà.
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!r;

� 5 : Nat

×òîáû èçìåíèòü çíà÷åíèå, ñîäåðæàùååñÿ â ÿ÷åéêå, èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð
ïðèñâàèâàíèÿ.

r := 7;

� unit : Unit

(Ðåçóëüòàòîì ïðèñâàèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîå çíà÷åíèå unit; ñì. �11.2.)
Åñëè ìû ñíîâà ðàçûìåíóåì r, ìû ïîëó÷èì íîâîå çíà÷åíèå.

!r;

� 7 : Nat

Ïîáî÷íûå ýôôåêòû è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé

Òî, ÷òî ðåçóëüòàòîì âûðàæåíèÿ ïðèñâàèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîå çíà-
÷åíèå unit, õîðîøî ñî÷åòàåòñÿ ñ íîòàöèåé ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñïîëíåíèÿ
(sequencing), îïðåäåëåííîé â �11.3, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïèñàòü

(r:=succ(!r); !r);

� 8 : Nat

âìåñòî ýêâèâàëåíòíîãî, íî áîëåå ãðîìîçäêîãî

(λ_:Unit. !r) (r := succ(!r));

� 9 : Nat

äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïîëíèòü ïî ïîðÿäêó äâà âûðàæåíèÿ è âåðíóòü çíà÷åíèå
âòîðîãî. Òðåáîâàíèå, ãëàñÿùåå, ÷òî òèï ïåðâîãî âûðàæåíèÿ äîëæåí áûòü
Unit, ïîìîãàåò ïðîãðàììå ïðîâåðêè òèïîâ âûëîâèòü íåêîòîðûå ãëóïûå îøèá-
êè: ïåðâîå çíà÷åíèå ðàçðåøàåòñÿ îòáðîñèòü, òîëüêî åñëè îíî äåéñòâèòåëüíî
ãàðàíòèðîâàííî âûðîæäåíî.

Çàìåòèì, ÷òî, åñëè âòîðîå âûðàæåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðèñâàèâàíèåì, òî
òèï âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñíîâà áóäåò Unit. Ïîýòîìó ìû èìååì ïðàâî îïÿòü
èñïîëüçîâàòü åãî ñëåâà îò òî÷êè ñ çàïÿòîé è ïîñòðîèòü åùå áîëåå äëèííóþ
öåïî÷êó ïðèñâàèâàíèé:

(r:=succ(!r); r:=succ(!r); r:=succ(!r); r:=succ(!r); !r);

� 13 : Nat

Ññûëêè è ïñåâäîíèìû

Íåîáõîäèìî ïîìíèòü î ðàçëè÷èè ìåæäó ññûëêîé (reference), ïðèâÿçàííîé
ê èìåíè r, è ÿ÷åéêîé ïàìÿòè (cell), íà êîòîðóþ óêàçûâàåò ýòà ññûëêà.

r =

13
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Åñëè ìû ñäåëàåì êîïèþ r, íàïðèìåð, ñâÿçàâ åå çíà÷åíèå ñ äðóãîé ïåðåìåí-
íîé, s:

s = r;

� s : Ref Nat

òî ñêîïèðóåòñÿ òîëüêî ññûëêà (ñòðåëêà íà äèàãðàììå), à íå ÿ÷åéêà:

r =

��.
..... s =

~~||||||||

13

Ýòî ìîæíî ïðîâåðèòü, ïðèñâîèâ s íîâîå çíà÷åíèå:

s := 82;

� unit : Unit

è ñ÷èòàâ åãî ÷åðåç r:

!r;

� 82 : Nat

Ññûëêè r è s íàçûâàþòñÿ ïñåâäîíèìàìè (aliases) îäíîé è òîé æå ÿ÷åéêè.

Óïðàæíåíèå 13.1.1 r�s: Íàðèñóéòå àíàëîãè÷íóþ äèàãðàììó, ïîêàçûâàþùóþ
ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ âûðàæåíèé a = {ref 0, ref 0} è b = (λx:Ref
Nat. {x,x}) (ref 0).

Ðàçäåëÿåìîå ñîñòîÿíèå

Íàëè÷èå ïñåâäîíèìîâ ñèëüíî óñëîæíÿåò ðàññóæäåíèÿ î ïðîãðàììàõ, èñ-
ïîëüçóþùèõ ññûëêè. Íàïðèìåð, âûðàæåíèå (r:=1;r:=!s), êîòîðîå ïðèñâà-
èâàåò çíà÷åíèå 1 ïåðåìåííîé r, à çàòåì íåìåäëåííî çàòèðàåò ýòî çíà÷åíèå
òåêóùèì çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé s, ðàáîòàåò òî÷íî òàê æå, êàê ïðîñòîå ïðè-
ñâàèâàíèå r:=!s, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà r è s ÿâëÿþòñÿ ññûëêàìè íà
îäíó è òó æå ÿ÷åéêó.

Ðàçóìååòñÿ, âìåñòå ñ ýòèì, ïñåâäîíèìû � îäíî èç îñíîâíûõ ïîëåçíûõ
ñâîéñòâ ññûëîê. Â ÷àñòíîñòè, îíè ïîçâîëÿþò îðãàíèçîâûâàòü ¾íåÿâíûå êà-
íàëû ñâÿçè¿ � ðàçäåëÿåìîå ñîñòîÿíèå � ìåæäó ðàçëè÷íûìè ÷àñòÿìè ïðî-
ãðàììû. Íàïðèìåð, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ åñòü ññûëî÷íàÿ ÿ÷åéêà è äâå
ôóíêöèè, ðàáîòàþùèå ñ åå ñîñòîÿíèåì:

c = ref 0;

� c : Ref Nat

incc = λx:Unit. (c := succ (!c); !c);

� incc : Unit Ñ Nat

decc = λx:Unit. (c := pred (!c); !c);

� decc : Unit Ñ Nat

Âûçîâ incc

incc unit;

� 1 : Nat
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ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ çíà÷åíèÿ c, è ýòî èçìåíåíèå ìîæíî íàáëþäàòü ïðè
âûçîâå decc:

decc unit;

� 0 : Nat

Åñëè ìû óïàêóåì incc è decc â âèäå çàïèñè

o = {i = incc , d = decc};

� o : {i:Unit Ñ Nat , d:Unit Ñ Nat}

òî âñþ ýòó ñòðóêòóðó ìîæíî ïåðåäàâàòü èç ôóíêöèè â ôóíêöèþ êàê åäèíîå
öåëîå è ñ ïîìîùüþ åå êîìïîíåíò óâåëèâàòü è óìåíüøàòü ðàçäåëÿåìóþ ÿ÷åé-
êó ïàìÿòè c. Â ñóùíîñòè, ìû ïîñòðîèëè ïðîñòîé âàðèàíò îáúåêòà (object).
Ïîäðîáíî ýòà èäåÿ áóäåò èçó÷åíà â ãëàâå 18.

Ññûëêè íà ñîñòàâíûå òèïû

Ññûëî÷íàÿ ÿ÷åéêà íå îáÿçàíà ñîäåðæàòü âñåãî ëèøü ÷èñëî: íàøè ïðèìè-
òèâû ïîçâîëÿþò ñîçäàâàòü ññûëêè íà çíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîãî òèïà, âêëþ-
÷àÿ ôóíêöèè. Ìîæíî, íàïðèìåð, ïðè ïîìîùè ññûëîê ðåàëèçîâàòü (ïðàâäà,
íå î÷åíü ýôôåêòèâíî) ìàññèâû ÷èñåë. Îáîçíà÷èì èìåíåì NatArray òèï Ref

(NatÑNat).

NatArray = Ref (Nat Ñ Nat);

×òîáû ñîçäàòü íîâûé ìàññèâ, âûäåëèì ññûëî÷íóþ ÿ÷åéêó è çàïèøåì â íåå
ôóíêöèþ, êîòîðàÿ â îòâåò íà ëþáîé èíäåêñ âîçâðàùàåò 0.

newarray = λ_:Unit. ref (λn:Nat .0);
� newarray : Unit Ñ NatArray

×òîáû ïîëó÷èòü ýëåìåíò ìàññèâà, ïðîñòî ïðèìåíèì ôóíêöèþ ê íóæíîìó èí-
äåêñó.

lookup = λa:NatArray. λn:Nat. (!a) n;

� lookup : NatArray Ñ Nat Ñ Nat

Èíòåðåñ â ýòîì êîäèðîâàíèè ïðåäñòàâëÿåò ôóíêöèÿ update. Îíà ïðèíèìàåò
ìàññèâ, èíäåêñ è íîâîå çíà÷åíèå, êîòîðîå íóæíî ñîõðàíèòü â ÿ÷åéêå ñ ýòèì èí-
äåêñîì. Çàäà÷ó ñâîþ îíà âûïîëíÿåò, ñîçäàâàÿ (è ñîõðàíÿÿ â ññûëî÷íîé ÿ÷åéêå)
íîâóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ, áóäó÷è ñïðîøåíà î çíà÷åíèè ïî äàííîìó èíäåêñó,
âåðíåò íîâîå çíà÷åíèå, äàííîå â êà÷åñòâå àðãóìåíòà update, à äëÿ âñåõ îñòàëü-
íûõ çíà÷åíèé èíäåêñà ïåðåäàñò çàäà÷ó ïîèñêà ôóíêöèè, êîòîðàÿ äî ñèõ ïîð
õðàíèëàñü â ññûëî÷íîé ÿ÷åéêå.

update = λa:NatArray. λm:Nat. λv:Nat.
let oldf = !a in

a := (λn:Nat. if equal m n then v else oldf n;)

� update : NatArray Ñ Nat Ñ Nat Ñ Unit

Óïðàæíåíèå 13.1.2 r��s: Åñëè áû ìû îïðåäåëèëè ôóíêöèþ update áîëåå êîì-
ïàêòíî:
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update = λa:NatArray. λm:Nat. λv:Nat.
a := (λn:Nat. if equal m n then v else (!a) n;)

áûëî áû åå ïîâåäåíèå òåì æå ñàìûì?

Ññûëêè íà çíà÷åíèÿ, ñîäåðæàùèå äðóãèå ññûëêè, òàêæå ìîãóò áûòü î÷åíü
ïîëåçíû, è ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî îïðåäåëÿòü òàêèå ñòðóêòóðû äàííûõ, êàê
èçìåíÿåìûå ñïèñêè è äåðåâüÿ. (Êàê ïðàâèëî, òàêèå ñòðóêòóðû òàêæå èñïîëü-
çóþò ðåêóðñèâíûå òèïû (recursive types), î êîòîðûõ ìû ïîãîâîðèì â ãëàâå 20.)

Ñáîðêà ìóñîðà

Ïîñëåäíèé âîïðîñ, êîòîðûé ñëåäóåò óïîìÿíóòü, ïðåæäå ÷åì ìû ïåðåéäåì
ê ôîðìàëüíîìó îïðåäåëåíèþ ññûëîê � îñâîáîæäåíèå (deallocation) ïàìÿòè.
Ìû íå ââîäèì â ÿçûê íèêàêèõ ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé äëÿ îñâîáîæäåíèÿ
íåíóæíûõ ññûëî÷íûõ ÿ÷ååê. Âìåñòî ýòîãî, êàê âî ìíîãèõ ñîâðåìåííûõ ÿçûêàõ
(âêëþ÷àÿ ML è Java), ìû ïîëàãàåìñÿ íà òî, ÷òî ñðåäà èñïîëíåíèÿ ïðîãðàìì
ïðîâîäèò ñáîðêó ìóñîðà (garbage collection), ñîáèðàÿ è îñâîáîæäàÿ ÿ÷åéêè, êî-
òîðûå ïåðåñòàëè áûòü äîñòóïíûìè èç ïðîãðàììû. Ýòî íå ïðîñòî âîïðîñ âêóñà
â ïðîåêòèðîâàíèè ÿçûêîâ: åñëè â ÿçûêå èìååòñÿ ÿâíàÿ îïåðàöèÿ îñâîáîæäå-
íèÿ ïàìÿòè, òî äîñòèæåíèå òèïîâîé áåçîïàñíîñòè ñòàíîâèòñÿ êðàéíå ñëîæíîé
çàäà÷åé. Ïðè÷èíà ýòîìó êðîåòñÿ â øèðîêî èçâåñòíîé ïðîáëåìå âèñÿ÷èõ ññû-
ëîê (dangling references): ìû âûäåëÿåì ïàìÿòü ïîä ÿ÷åéêó, ñîäåðæàùóþ ÷èñëî,
ñîõðàíÿåì ññûëêó íà íåå â íåêîòîðîé ñòðóêòóðå äàííûõ, êàêîå-òî âðåìÿ åé
ïîëüçóåìñÿ, çàòåì îñâîáîæäàåì åå è âûäåëÿåì íîâóþ ÿ÷åéêó, ñîäåðæàùóþ
áóëåâñêîå çíà÷åíèå. Ïðè ýòîì, âîçìîæíî, èñïîëüçóåòñÿ òî æå ñàìîå ìåñòî â
ïàìÿòè. Òåïåðü ó íàñ ìîæåò îêàçàòüñÿ äâà èìåíè äëÿ îäíîé è òîé æå ÿ÷åéêè
ïàìÿòè � îäíà ñ òèïîì Ref Nat, à äðóãàÿ ñ òèïîì Ref Bool.

Óïðàæíåíèå 13.1.3 Ïîêàæèòå, êàê ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê íàðóøåíèþ òè-
ïîâîé áåçîïàñíîñòè.

13.2. Òèïèçàöèÿ

Ïðàâèëà òèïèçàöèè äëÿ ref, := è ! ïðÿìî ñëåäóþò èç ïîâåäåíèÿ, êîòîðîãî
ìû îò íèõ îæèäàåì:

Γ $ t1 : T1

Γ $ ref t1 : Ref T1

(T-Ref)

Γ $ t1 : Ref T1

Γ $ !t1 : T1

(T-Deref)

Γ $ t1 : Ref T1 Γ $ t2 : T1

Γ $ t1:=t2 : Unit
(T-Assign)
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13.3. Âû÷èñëåíèå

Áîëåå òîíêèå âîïðîñû ñåìàíòèêè ññûëîê âîçíèêàþò, êîãäà ìû íà÷èíàåì
ôîðìàëèçîâûâàòü èõ îïåðàöèîííîå ïîâåäåíèå. Íàïðèìåð, çàäàäèì ñåáå âî-
ïðîñ: ¾Êàê äîëæíû âûãëÿäåòü çíà÷åíèÿ òèïà Ref T?¿ Îñíîâíîé ìîìåíò, êî-
òîðûé íàì ïðèäåòñÿ ó÷åñòü, ñîñòîèò â òîì, ÷òî âû÷èñëåíèå îïåðàòîðà ref

äîëæíî ÷òî-òî äåëàòü (à èìåííî, âûäåëÿòü ïàìÿòü) è ðåçóëüòàòîì îïåðàöèè
äîëæíà áûòü ññûëêà íà ýòó ïàìÿòü.

Òàê ÷òî æå òàêîå ññûëêà?
Ïàìÿòü âðåìåíè èñïîëíåíèÿ â áîëüøèíñòâå ðåàëèçàöèé ÿçûêîâ ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, â ñóùíîñòè, ïðîñòî áîëüøîé ìàññèâ áàéòîâ.
Ñðåäà âðåìåíè èñïîëíåíèÿ ñëåäèò çà òåì, êàêèå îáëàñòè â ýòîì ìàññèâå èñ-
ïîëüçóþòñÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè. Êîãäà òðåáóåòñÿ ñîçäàòü íîâóþ ññû-
ëî÷íóþ ÿ÷åéêó, ìû âûäåëÿåì èç ñâîáîäíîé îáëàñòè ïàìÿòè ñåãìåíò íóæíîãî
ðàçìåðà (4 áàéòà äëÿ ÿ÷ååê ñ öåëûìè çíà÷åíèÿìè, 8 áàéòîâ äëÿ ÿ÷ååê ñî çíà-
÷åíèÿìè òèïà Float, è ò. ä.), îòìå÷àåì ýòîò ñåãìåíò êàê èñïîëüçóåìûé, è âîç-
âðàùàåì èíäåêñ åãî íà÷àëà (êàê ïðàâèëî, â âèäå 32- èëè 64-áèòíîãî öåëîãî).
Ýòè èíäåêñû è ñëóæàò ññûëêàìè.

Äëÿ íàøèõ öåëåé òàêàÿ êîíêðåòèêà ïîêà íå íóæíà. Ìû ìîæåì ðàññìàò-
ðèâàòü ïàìÿòü êàê ìàññèâ çíà÷åíèé, à íå áàéòîâ, àáñòðàãèðóÿñü îò òîãî, ÷òî
ïðè èñïîëíåíèè ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ èìåþò ðàçíûå ðàçìåðû â áàéòàõ. Êðî-
ìå òîãî, ìîæíî àáñòðàãèðîâàòüñÿ îò òîãî, ÷òî ññûëêè (ò. å., èíäåêñû ìàññèâà)
ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè. Òàêèì îáðàçîì, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ññûëêè ÿâëÿþòñÿ ýëå-
ìåíòàìè íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà L àäðåñîâ ïàìÿòè (store locations), òî÷íàÿ
ïðèðîäà êîòîðîãî íåâàæíà. Âñ¼ ñîñòîÿíèå ïàìÿòè ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîñòî
êàê ÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ èç àäðåñîâ l â çíà÷åíèÿ. Äëÿ ñîñòîÿíèé ïàìÿòè ìû
èñïîëüçóåì ìåòàïåðåìåííóþ µ. Òàêèì îáðàçîì, ññûëêà ÿâëÿåòñÿ àäðåñîì �
àáñòðàêòíûì óêàçàòåëåì íà ïàìÿòü. Ñ ýòîãî ìîìåíòà ìû èñïîëüçóåì òåðìèí
àäðåñ (location), à íå ññûëêà (reference) èëè óêàçàòåëü (pointer), ñ÷èòàÿ åãî
áîëåå àáñòðàêòíûì.4

Òåïåðü íóæíî ðàñøèðèòü íàøó îïåðàöèîííóþ ñåìàíòèêó è âêëþ÷èòü â íåå
èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïàìÿòè. Ïîñêîëüêó ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèÿ â
îáùåì ñëó÷àå áóäåò çàâèñåòü îò ñîäåðæèìîãî ïàìÿòè â ìîìåíò âû÷èñëåíèÿ,
ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ äîëæíû â êà÷åñòâå àðãóìåíòà ïðèíèìàòü íå òîëüêî òåðì,
íî è ñîñòîÿíèå ïàìÿòè. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèå òåðìà ìîæåò âû-
çâàòü ïîáî÷íûå ýôôåêòû â ïàìÿòè, è ýòè ýôôåêòû ìîãóò çàòåì ïîâëèÿòü íà
âû÷èñëåíèå äðóãèõ òåðìîâ, ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ äîëæíû âîçâðàùàòü íîâîå
ñîñòîÿíèå ïàìÿòè. Òàêèì îáðàçîì, îáùèé âèä îäíîøàãîâîãî âû÷èñëåíèÿ èç
t Ñ t1 ïðåâðàùàåòñÿ â t | µ Ñ t1 | µ1, ãäå µ è µ1 � íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå
ñîñòîÿíèå ïàìÿòè. Â ñóùíîñòè, ìû óñëîæíèëè ñâîå ïîíÿòèå àáñòðàêòíîé ìà-

4Òàêîé àáñòðàêòíûé ïîäõîä ê àäðåñàì íå ïîçâîëÿåò íàì ñìîäåëèðîâàòü àðèôìåòèêó
óêàçàòåëåé (pointer arithmetic) â íèçêîóðîâíåâûõ ÿçûêàõ âðîäå C. Ýòî íàìåðåííîå îãðàíè-
÷åíèå. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî àðèôìåòèêà óêàçàòåëåé èíîãäà áûâàåò î÷åíü ïîëåçíà (îñîáåííî
ïðè ðåàëèçàöèè íèçêîóðîâíåâûõ êîìïîíåíòîâ ñðåäû âðåìåíè èñïîëíåíèÿ, ñêàæåì, ñáîðùè-
êîâ ìóñîðà), áîëüøèíñòâî ñèñòåì òèïîâ íå ìîãóò ñ íåé ôîðìàëüíî ðàáîòàòü: äàæå åñëè ìû
çíàåì, ÷òî àäðåñ n â ïàìÿòè ñîäåðæèò Float, ýòî íè÷åãî íå ãîâîðèò î òèïå çíà÷åíèÿ ïî àä-
ðåñó n� 4. Â ÿçûêå C àðèôìåòèêà óêàçàòåëåé � ïå÷àëüíî èçâåñòíûé èñòî÷íèê íàðóøåíèé
áåçîïàñíîñòè òèïîâ.
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øèíû (abstract machine) òàê, ÷òî ñîñòîÿíèå ìàøèíû ñîñòîèò òåïåðü íå òîëüêî
èç óêàçàòåëÿ êîìàíä (ïðåäñòàâëåííîãî â âèäå òåðìà), íî åùå è èç òåêóùåãî
ñîäåðæèìîãî ïàìÿòè.

×òîáû îñóùåñòâèòü ýòî èçìåíåíèå, ïðåæäå âñåãî íóæíî äîïîëíèòü ñîñòî-
ÿíèÿìè ïàìÿòè âñå èìåþùèåñÿ ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ:

(λx:T11.t12) v2 | µÑ rx ÞÑ v2st12 | µ (E-AppAbs)

t1 | µÑ t11 | µ
1

t1 t2 | µÑ t11 t2 | µ
1 (E-App1)

t2 | µÑ t12 | µ
1

v1 t2 | µÑ v1 t12 | µ
1 (E-App2)

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ïåðâîå èç ýòèõ ïðàâèë âîçâðàùàåò ñîñòîÿíèå ïàìÿòè
µ íåèçìåííûì: ïðèìåíåíèå ôóíêöèè ñàìî ïî ñåáå íèêàêèõ ïîáî÷íûõ ýôôåê-
òîâ íå èìååò. Îñòàëüíûå äâà ïðàâèëà ïðîñòî ïåðåíîñÿò ïîáî÷íûå ýôôåêòû èç
ïðåäïîñûëêè â çàêëþ÷åíèå.

Çàòåì òðåáóåòñÿ ñäåëàòü íåáîëüøîå äîïîëíåíèå ñèíòàêñèñà òåðìîâ. Ðå-
çóëüòàòîì âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèÿ ref áóäåò íîâûé àäðåñ, ïîýòîìó íóæíî
âêëþ÷èòü àäðåñà â ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèÿ, ò. å. â
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé:
v ::= çíà÷åíèÿ:

λx:T.t çíà÷åíèå-àáñòðàêöèÿ
unit çíà÷åíèå åäèíè÷íîãî òèïà
l àäðåñ â ïàìÿòè

Ïîñêîëüêó âñå çíà÷åíèÿ òàêæå ÿâëÿþòñÿ òåðìàìè, ìíîæåñòâî òåðìîâ òîæå
äîëæíî âêëþ÷àòü àäðåñà.
t ::= òåðìû

x ïåðåìåííàÿ
λx:T.t àáñòðàêöèÿ
t t ïðèìåíåíèå
unit êîíñòàíòà unit

ref t ïîðîæäåíèå ññûëêè
!t ðàçûìåíîâàíèå
t:=t ïðèñâàèâàíèå
l àäðåñ â ïàìÿòè

Ðàçóìååòñÿ, òàêîå ðàñøèðåíèå ñèíòàêñèñà òåðìîâ íå îçíà÷àåò, ÷òî ìû õîòèì,
÷òîáû ïðîãðàììèñòû ïèñàëè òåðìû, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ êîíêðåòíûå àä-
ðåñà: òàêèå òåðìû âîçíèêàþò òîëüêî â êà÷åñòâå ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ
âû÷èñëåíèÿ. Â ñóùíîñòè, ñëîâî ¾ÿçûê¿ â ýòîé ãëàâå íóæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ôîðìàëèçàöèþ ïðîìåæóòî÷íîãî ÿçûêà (intermediate language), íåêîòî-
ðûå âîçìîæíîñòè êîòîðîãî íàïðÿìóþ ïðîãðàììèñòàì íåäîñòóïíû.

Ïîëüçóÿñü ðàñøèðåííûì ñèíòàêñèñîì, ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü ïðàâè-
ëà âû÷èñëåíèÿ äëÿ íîâûõ êîíñòðóêöèé, êîòîðûå ðàáîòàþò ñ àäðåñàìè è ñî-
äåðæèìûì ïàìÿòè. Âî-ïåðâûõ, ÷òîáû âû÷èñëèòü âûðàæåíèå ðàçûìåíîâàíèÿ
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!t1, íóæíî ñíà÷àëà ðåäóöèðîâàòü òåðì t1, ïîêà îí íå ïðåâðàòèòñÿ â çíà÷åíèå:

t1 | µÑ t11 | µ
1

!t1 | µÑ !t11 | µ
1 (E-Deref)

Êîãäà t1 áóäåò ñâåäåí ê çíà÷åíèþ, ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèå âèäà !l, ãäå l �
íåêîòîðûé àäðåñ. Òåðì, ïûòàþùèéñÿ ðàçûìåíîâàòü ëþáîå äðóãîå âûðàæåíèå,
ñêàæåì, ôóíêöèþ èëè unit, îøèáî÷åí. Ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå
ïðîñòî îáúÿâëÿþò òåðì òóïèêîâûì. Òåîðåìû î òèïîâîé áåçîïàñíîñòè èç �13.5
ãàðàíòèðóþò íàì, ÷òî ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûå òåðìû íèêîãäà íå îêàæóòñÿ
â òàêîé ñèòóàöèè.

µplq � v

!l | µÑ v | µ
(E-DerefLoc)

×òîáû âû÷èñëèòü âûðàæåíèå ïðèñâàèâàíèÿ t1 := t2, ìû ñíà÷àëà âû÷èñëÿåì
t1, ïîêà îí íå ñòàíåò çíà÷åíèåì (ò. å., àäðåñîì),

t1 | µÑ t11 | µ
1

t1 := t2 | µÑ t11 := t2 | µ
1 (E-Assign1)

à çàòåì âû÷èñëÿåì t2, ïîêà îíî òîæå íå ñòàíåò çíà÷åíèåì (ëþáîãî âèäà):

t2 | µÑ t12 | µ
1

v1 := t2 | µÑ v1 := t12 | µ
1 (E-Assign2)

Êîãäà ìû çàêîí÷èì âû÷èñëÿòü t1 è t2, òî ïîëó÷èì âûðàæåíèå âèäà l :=

v2, êîòîðîå ìû âûïîëíÿåì, èçìåíÿÿ ñîäåðæèìîå ïàìÿòè òàê, ÷òîáû ïî àäðåñó l
ñîäåðæàëîñü çíà÷åíèå v2:

l := v2 | µÑ unit | rl ÞÑ v2sµ (E-Assign)

(Çàïèñü rl ÞÑ v2sµ çäåñü îçíà÷àåò ¾ñîñòîÿíèå ïàìÿòè, ãäå â l ñîäåðæèòñÿ v2, à
ïî îñòàëüíûì àäðåñàì � òî æå, ÷òî è â µ¿. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî íà ýòîì
øàãå âû÷èñëåíèÿ ðåçóëüòèðóþùèì òåðìîì ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî unit; èíòåðåñíàÿ
÷àñòü ðåçóëüòàòà � îáíîâëåííîå ñîñòîÿíèå ïàìÿòè.)

Íàêîíåö, ÷òîáû âû÷èñëèòü âûðàæåíèå âèäà ref t1, ìû ñíà÷àëà âû÷èñëÿ-
åì òåðì t1, ïîêà îí íå ïðåâðàòèòñÿ â çíà÷åíèå:

t1 | µÑ t11 | µ
1

ref t1 | µÑ ref t11 | µ
1 (E-Ref)

Çàòåì, ÷òîáû âû÷èñëèòü ñàì øàã ref, ìû âûáèðàåì íîâûé àäðåñ l (ò. å., àäðåñ,
êîòîðûé íå âõîäèò â òåêóùóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ µ), è ïîðîæäàåì íîâîå
ñîñòîÿíèå ïàìÿòè, ðàñøèðÿþùåå µ íîâûì ñâÿçûâàíèåì l ÞÑ v1.

l R dompµq

ref v1 | µÑ l | rl ÞÑ v1sµ
(E-RefV)

Òåðì, ïîëó÷àþùèéñÿ â ðåçóëüòàòå òàêîãî øàãà, � ýòî èìÿ l ñâåæåâûäåëåííîãî
àäðåñà â ïàìÿòè.
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Çàìåòèì, ÷òî íàøè ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ íå ïðîèçâîäÿò íèêàêîé ñáîðêè
ìóñîðà: ìû ïðîñòî ïîçâîëÿåì ïàìÿòè áåñêîíå÷íî ðàñòè ïî ìåðå âû÷èñëåíèÿ.
Ýòî íå âëèÿåò íà ïðàâèëüíîñòü ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèÿ (â êîíöå êîíöîâ, ñà-
ìî îïðåäåëåíèå ¾ìóñîðà¿ ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ýòà ÷àñòü ñîäåðæèìîãî ïàìÿòè
óæå íåäîñòèæèìà è íå èãðàåò íèêàêîé ðîëè â äàëüíåéøåì âû÷èñëåíèè). Îä-
íàêî, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàèâíàÿ ðåàëèçàöèÿ íàøåãî âû÷èñëèòåëÿ èíîãäà áóäåò
èñ÷åðïûâàòü èìåþùóþñÿ ïàìÿòü, â òî âðåìÿ êàê áîëåå ðàçóìíî óñòðîåííûé
âû÷èñëèòåëü ñìîã áû ïðîäîëæèòü ðàáîòó, çàíîâî èñïîëüçóÿ àäðåñà, ñîäåðæè-
ìîå êîòîðûõ ïðåâðàòèëîñü â ìóñîð.

Óïðàæíåíèå 13.3.1 r� � �s: Êàê ìîæíî óòî÷íèòü íàøè ïðàâèëà âû÷èñëå-
íèÿ, ÷òîáû ñìîäåëèðîâàòü ñáîðêó ìóñîðà? Êàêóþ òåîðåìó ïîòðåáóåòñÿ äî-
êàçàòü, ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî òàêîå óòî÷íåíèå ðàáîòàåò ïðà-
âèëüíî?

13.4. Òèïèçàöèÿ ñîäåðæèìîãî ïàìÿòè

Ïîñëå òîãî, êàê ìû ðàñøèðèëè ñèíòàêñèñ è ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ, äîáàâèâ
ê íèì ïîääåðæêó ññûëîê, íàøåé ñëåäóþùåé çàäà÷åé áóäåò íàïèñàíèå ïðàâèë
òèïèçàöèè äëÿ íîâûõ êîíñòðóêöèé � è, ðàçóìååòñÿ, ïðîâåðêà èõ íåïðîòèâî-
ðå÷èâîñòè. Åñòåñòâåííî, ïåðâûé âîïðîñ áóäåò: ¾Êàêîâ òèï àäðåñà?¿.

Ïðè âû÷èñëåíèè òåðìà, ñîäåðæàùåãî êîíêðåòíûå àäðåñà, òèï ðåçóëüòàòà
çàâèñèò îò ñîäåðæèìîãî ïàìÿòè â íà÷àëå âû÷èñëåíèÿ. Íàïðèìåð, åñëè ìû
âû÷èñëÿåì òåðì !l2 ïðè ñîñòîÿíèè ïàìÿòè pl1 ÞÑ unit, l2 ÞÑ unitq, òî ðåçóëü-
òàòîì áóäåò unit; åñëè òîò æå ñàìûé òåðì âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ñîñòîÿíèè ïàìÿòè
pl1 Ñ unit, l2 Ñ λx:Unit.xq, òî ðåçóëüòàòîì áóäåò λx:Unit.x. Ïî îòíîøåíèþ
ê ïåðâîìó èç ýòèõ ñîñòîÿíèé ñîäåðæèìîå àäðåñà l2 èìååò òèï Unit, ïî îòíîøå-
íèþ êî âòîðîìó � òèï Unit Ñ Unit. Ýòî íàáëþäåíèå íåìåäëåííî ïðèâîäèò
ê ïåðâîé ïîïûòêå ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëà òèïèçàöèè äëÿ àäðåñîâ:

Γ $ µplq : T1

Γ $ l : Ref T1

Òî åñòü, ÷òîáû íàéòè òèï àäðåñà l, ìû ñìîòðèì íà òåêóùåå ñîäåðæèìîå ÿ÷åéêè
ñ ýòèì àäðåñîì è âû÷èñëÿåì òèï T1 ýòîãî ñîäåðæèìîãî. Òèïîì àäðåñà â ýòîì
ñëó÷àå áóäåò Ref T1.

Íà÷àâ òàêèì îáðàçîì, íàì ïðèäåòñÿ åùå íåìíîãî ïîðàáîòàòü, ÷òîáû äî-
áèòüñÿ íåïðîòèâîðå÷èâîãî îïèñàíèÿ. Â ñóùíîñòè, ñäåëàâ òèï òåðìà çàâèñè-
ìûì îò ñîñòîÿíèÿ ïàìÿòè, ìû ïðåâðàòèëè òðåõìåñòíîå îòíîøåíèå òèïèçàöèè
(ìåæäó êîíòåêñòàìè, òåðìàìè è òèïàìè) â ÷åòûðåõìåñòíîå (ìåæäó êîíòåê-
ñòàìè, ñîäåðæèìûì ïàìÿòè, òåðìàìè è òèïàìè). Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ñî-
ñòîÿíèå ïàìÿòè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ êîíòåêñòà, â êîòîðîì ìû âû÷èñëÿåì òèï
òåðìà. Ïîýòîìó ìû áóäåì çàïèñûâàòü ýòî ñîñòîÿíèå ñëåâà îò ñèìâîëà $:
Γ | µ $ t : T. Ïðàâèëî òèïèçàöèè äëÿ ññûëîê òåïåðü èìååò òàêîé âèä:

Γ | µ $ µplq : T1

Γ | µ $ l : Ref T1
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è âñå ïðî÷èå ïðàâèëà òèïèçàöèè â ñèñòåìå òàêæå äîïîëíÿþòñÿ, ÷òîáû ó÷åñòü
ñîñòîÿíèå ïàìÿòè. Îñòàëüíûå ïðàâèëà íå äåëàþò ñ ýòèì ñîñòîÿíèåì íè÷åãî
èíòåðåñíîãî � îíè ïðîñòî ïåðåäàþò åãî îò ïðåäïîñûëêè ê çàêëþ÷åíèþ.

Îäíàêî ñ ýòèì ïðàâèëîì âîçíèêàþò äâå ïðîáëåìû. Âî-ïåðâûõ, ïðîâåðêà
òèïîâ ñòàíîâèòñÿ äîâîëüíî íåýôôåêòèâíîé, ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèå òèïà àä-
ðåñà l âêëþ÷àåò âû÷èñëåíèå òèïà òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ v ïî àäðåñó l. Åñëè l
âñòðå÷àåòñÿ â òåðìå t ìíîãî ðàç, ìû áóäåì ìíîãîêðàòíî ïåðåñ÷èòûâàòü òèï v

â ïðîöåññå âûâîäà äåðåâà òèïèçàöèè äëÿ t. Õóæå òîãî, åñëè ñàì v ñîäåðæèò
àäðåñà, íàì ïðèäåòñÿ è èõ òèï ïåðåñ÷èòûâàòü êàæäûé ðàç, êîãäà ìû èõ âñòðå-
òèì. Íàïðèìåð, åñëè ñîñòîÿíèå ïàìÿòè òàêîâî:

pl1 ÞÑ λx:Nat. 999,
l2 ÞÑ λx:Nat. (!l1) x,
l3 ÞÑ λx:Nat. (!l2) x,
l4 ÞÑ λx:Nat. (!l3) x,
l5 ÞÑ λx:Nat. (!l4) xq,

òî âû÷èñëåíèå òèïà l5 òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ òèïîâ l4, l3, l2 è l1.
Âî-âòîðûõ, ïðåäëîæåííîå ïðàâèëî òèïèçàöèè ìîæåò âîîáùå îêàçàòüñÿ

íåñïîñîáíûì ÷òî-ëèáî âûâåñòè, åñëè â ïàìÿòè èìååòñÿ öèêë (cycle). Íàïðè-
ìåð, íåò íè îäíîãî êîíå÷íîãî äåðåâà âûâîäà òèïèçàöèè äëÿ àäðåñà l2, åñëè
ñîäåðæèìîå ïàìÿòè òàêîâî:

pl1 ÞÑ λx:Nat. (!l2) x

l2 ÞÑ λx:Nat. (!l1) x),

ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèå òèïà äëÿ l2 òðåáóåò íàõîæäåíèÿ òèïà äëÿ l1, êîòîðûé,
â ñâîþ î÷åðåäü, îáðàùàåòñÿ ê l2, è ò. ä. Òàêèå öèêëè÷åñêèå ñòðóêòóðû ññûëîê
äåéñòâèòåëüíî èíîãäà âñòðå÷àþòñÿ íà ïðàêòèêå (ñêàæåì, ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî
ïîñòðîèòü äâóñâÿçíûå ñïèñêè), à íàì õîòåëîñü áû, ÷òîáû íàøà ñèñòåìà òèïîâ
óìåëà ðàáîòàòü ñ òàêèìè äàííûìè.

Óïðàæíåíèå 13.4.1 r�s: Ìîæåòå ëè âû íàéòè òåðì, êîòîðûé ïðè âû÷èñëå-
íèè ñîçäàë áû òàêîå öèêëè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ïàìÿòè?

Îáå ýòè ïðîáëåìû âîçíèêàþò èç-çà òîãî, ÷òî ïðåäëîæåííîå íàìè ïðàâèëî
òèïèçàöèè äëÿ àäðåñîâ òðåáóåò ïåðåñ÷èòûâàòü òèï àäðåñà êàæäûé ðàç, êîãäà
îí óïîìèíàåòñÿ â òåðìå. Îäíàêî èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ýòî íåîáÿçàòåëüíî. Â
êîíöå êîíöîâ, êîãäà àäðåñ âïåðâûå ñîçäàåòñÿ, ìû çíàåì, êàêîâ òèï íà÷àëüíîãî
çíà÷åíèÿ, êîòîðîå ìû çàïèñûâàåì ïî ýòîìó àäðåñó. Áîëåå òîãî, íåñìîòðÿ íà
òî, ÷òî âïîñëåäñòâèè ìû ìîæåì ñîõðàíÿòü â òîé æå ÿ÷åéêå äðóãèå çíà÷åíèÿ,
ýòè äðóãèå çíà÷åíèÿ âñåãäà áóäóò òîãî æå òèïà, ÷òî è íà÷àëüíîå. Äðóãèìè
ñëîâàìè, äëÿ êàæäîãî àäðåñà â ïàìÿòè ìû âñåãäà èìååì â âèäó îäèí êîí-
êðåòíûé òèï, îïðåäåëÿåìûé â ìîìåíò âûäåëåíèÿ ïàìÿòè. Ýòè òèïû ìîæíî
ñîáðàòü âìåñòå â ñòðóêòóðó òèïèçàöèè ïàìÿòè (store typing) � êîíå÷íóþ
ôóíêöèþ, îòîáðàæàþùóþ àäðåñà â òèïû. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òàêèõ ôóíêöèé
ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòàïåðåìåííóþ Σ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì äàíà ñòðóêòóðà òèïèçàöèè ïàìÿòè Σ, îïèñûâàþ-
ùàÿ ñîñòîÿíèå ïàìÿòè µ, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðîìó áóäåò âû÷èñëåí òåðì t.
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Òîãäà ñ ïîìîùüþ Σ ìû ìîæåì âû÷èñëèòü òèï ðåçóëüòàòà t, íå îáðàùàÿñü ïðÿ-
ìî ê µ. Íàïðèìåð, åñëè Σ òàêîâà: pl1 ÞÑ Unit, l2 ÞÑ Unit Ñ Unitq, òî ìû ìî-
æåì íåìåäëåííî çàêëþ÷èòü, ÷òî !l2 èìååò òèï Unit Ñ Unit. Â îáùåì ñëó÷àå,
ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ïðàâèëî òèïèçàöèè äëÿ àäðåñîâ ÷åðåç ñòðóêòóðû
òèïèçàöèè ïàìÿòè òàêèì îáðàçîì:

Σplq � T1

Γ | Σ $ l : Ref T1

(T-Loc)

Òèïèçàöèÿ îïÿòü îêàçûâàåòñÿ ÷åòûðåõìåñòíûì îòíîøåíèåì, íî ïàðàìåò-
ðîì ñëóæèò ñòðóêòóðà òèïèçàöèè ïàìÿòè, à íå êîíêðåòíîå åå ñîäåðæèìîå.
Îñòàëüíûå ïðàâèëà òèïèçàöèè äîïîëíÿþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñ ó÷åòîì
ñòðóêòóð òèïèçàöèè ïàìÿòè.

Ðàçóìååòñÿ, òàêèå ïðàâèëà òèïèçàöèè áóäóò ïðàâèëüíî ïðåäñêàçûâàòü ðå-
çóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè êîíêðåòíîå ñîñòîÿíèå ïàìÿòè
âî âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ äåéñòâèòåëüíî áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü òèïèçàöèè ïàìÿ-
òè, êîòîðóþ ìû ïðåäïîëàãàåì â ðàìêàõ çàäà÷è ïðîâåðêè òèïîâ. Ýòî óñëîâèå
â òî÷íîñòè ïîâòîðÿåò ñèòóàöèþ ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè âî âñåõ èñ÷èñ-
ëåíèÿõ, ðàññìîòðåííûõ íàìè äî ñèõ ïîð: ëåììà î ïîäñòàíîâêå (9.3.8) ãîâîðèò
íàì, ÷òî, åñëè Γ $ t : T, òî ìû ìîæåì çàìåíèòü ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå t çíà-
÷åíèÿìè òèïîâ, óêàçàííûõ â Γ, è ïîëó÷èì çàìêíóòûé òåðì òèïà T, êîòîðûé,
ñîãëàñíî òåîðåìå î ñîõðàíåíèè òèïîâ (9.3.9), ïðè âû÷èñëåíèè äàñò îêîí÷àòåëü-
íûé ðåçóëüòàò òèïà T (åñëè êàêîé-ëèáî ðåçóëüòàò âîîáùå ïîëó÷èòñÿ). Â �13.5
ìû óâèäèì, êàê ôîðìàëèçîâàòü ïîäîáíóþ èíòóèöèþ äëÿ ñîñòîÿíèé ïàìÿòè è
ñòðóêòóð òèïèçàöèè ïàìÿòè.

Çàìåòèì, íàêîíåö, ÷òî ïðè ïðîâåðêå òèïîâ äëÿ òåðìîâ, êîòîðûå ïèøóò
ïðîãðàììèñòû, íàì íå òðåáóåòñÿ ïðèáåãàòü íè ê êàêèì õèòðîñòÿì, ÷òîáû âû-
÷èñëèòü, êàêóþ òèïèçàöèþ ïàìÿòè íóæíî èñïîëüçîâàòü. Êàê óêàçàíî âûøå,
êîíêðåòíûå àäðåñà-êîíñòàíòû âîçíèêàþò òîëüêî â òåðìàõ-ïðîìåæóòî÷íûõ ðå-
çóëüòàòàõ âû÷èñëåíèé; îíè íàõîäÿòñÿ âíå ÿçûêà, èñïîëüçóåìîãî ïðîãðàììè-
ñòàìè ïðè íàïèñàíèè ïðîãðàìì. Òàêèì îáðàçîì, â òåðìàõ ïðîãðàììèñòîâ ìû
ìîæåì ïðîâåðÿòü òèïèçàöèþ îòíîñèòåëüíî ïóñòîé ñòðóêòóðû òèïèçàöèè ïà-
ìÿòè. Ïî ìåðå õîäà âû÷èñëåíèÿ è ñîçäàíèÿ íîâûõ àäðåñîâ âñåãäà ìîæíî óâè-
äåòü, êàê ðàñøèðèòü òèïèçàöèþ ïàìÿòè, ãëÿäÿ íà òèïû íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé,
ðàçìåùàåìûõ â ñâåæåâûäåëåííûõ ÿ÷åéêàõ; ýòî èíòóèòèâíîå ðàññóæäåíèå áó-
äåò ôîðìàëèçîâàíî â òåîðåìå î ñîõðàíåíèè òèïîâ (13.5.3).

Òåïåðü, êîãäà ìû ðàçîáðàëèñü ñ àäðåñàìè, ñôîðìóëèðîâàòü ïðàâèëà òèïè-
çàöèè äëÿ îñòàëüíûõ íîâûõ ñèíòàêñè÷åñêèõ ôîðì äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Êîãäà
ìû ñîçäàåì ññûëêó íà çíà÷åíèå òèïà T1, ñàìà ññûëêà èìååò òèï Ref T1.

Γ | Σ $ t1 : T1

Γ | Σ $ ref t1 : Ref T1

(T-Ref)

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü íàì íå íóæíî ðàñøèðÿòü ñòðóêòóðó òèïèçàöèè ïàìÿòè,
ïîñêîëüêó èìÿ íîâîé ÿ÷åéêè íå áóäåò îïðåäåëåíî âïëîòü äî âðåìåíè èñïîëíå-
íèÿ, à â Σ çàïèñûâàåòñÿ òîëüêî ñîîòíîøåíèå ìåæäó óæå âûäåëåííûìè ÿ÷åé-
êàìè ïàìÿòè è èõ òèïàìè.

Rev: �revision�, November 28, 2010 186 �source�le�



13.5. Áåçîïàñíîñòü 187

Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè t1 èìååò çíà÷åíèåì àäðåñ òèïà Ref T11, òî ðàçûìå-
íîâàíèå ýòîãî òåðìà âñåãäà äàñò çíà÷åíèå òèïà T11.

Γ | Σ $ t1 : Ref T11

Γ | Σ $ !t1 : T11

(T-Deref)

Íàêîíåö, åñëè t1 îáîçíà÷àåò ÿ÷åéêó òèïà Ref T11, â ýòîé ÿ÷åéêå ìîæíî
ñîõðàíèòü t2 ïðè óñëîâèè, ÷òî t2 òàêæå èìååò òèï T11:

Γ | Σ $ t1 : Ref T11 Γ | Σ $ t2 : T11

Γ | Σ $ t1 := t2 : Unit
(T-Assign)

Íà ðèñ. 13.1 èçîáðàæåíû ïðàâèëà òèïèçàöèè (à òàêæå, äëÿ ñïðàâêè,
ñèíòàêñè÷åñêèå ïðàâèëà è ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ) ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî
ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ ñî ññûëêàìè.

13.5. Áåçîïàñíîñòü

Ïîñëåäíÿÿ íàøà çàäà÷à â ýòîé ãëàâå � óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñòàíäàðò-
íûå õàðàêòåðèñòèêè òèïîâîé áåçîïàñíîñòè ïðîäîëæàþò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ èñ-
÷èñëåíèÿ, âêëþ÷àþùåãî â ñåáÿ ññûëêè. Òåîðåìó î ïðîäâèæåíèè (¾ïðàâèëüíî
òèïèçèðîâàííûå òåðìû íå íàõîäÿòñÿ â òóïèêå¿) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è äî-
êàçàòü ïî÷òè òàê æå, êàê è ðàíåå (ñì. 13.5.7); òðåáóåòñÿ ëèøü ðàññìîòðåòü â
äîêàçàòåëüñòâå íåñêîëüêî íîâûõ íåñëîæíûõ âàðèàíòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê íîâûì
êîíñòðóêöèÿì. Òåîðåìà î ñîõðàíåíèè íåìíîãî èíòåðåñíåå, òàê ÷òî ìû ñíà÷àëà
îáðàòèìñÿ ê íåé.

Ïîñêîëüêó ìû ðàñøèðèëè êàê îòíîøåíèå âû÷èñëåíèÿ (íà÷àëüíûì è êî-
íå÷íûì ñîñòîÿíèÿìè ïàìÿòè), òàê è îòíîøåíèå òèïèçàöèè (ñòðóêòóðîé òèïè-
çàöèè ïàìÿòè), òðåáóåòñÿ èçìåíèòü òåêñò òåîðåìû î ñîõðàíåíèè, óïîìÿíóâ ýòè
ïàðàìåòðû. ßñíî, âïðî÷åì, ÷òî íåëüçÿ ïðîñòî äîáàâèòü ñîñòîÿíèÿ ïàìÿòè è
ñòðóêòóðû òèïèçàöèè, íå ñêàçàâ íè÷åãî î òîì, êàê îíè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé.

Åñëè Γ | Σ $ t : T è t | µÑ t1 | µ1, òî Γ | Σ $ t1 : T (Íåâåðíî!)

Åñëè ìû ïðîâåðèì òèïû, èñõîäÿ èç íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèé î òèïàõ çíà÷å-
íèé â ïàìÿòè, à çàòåì íà÷íåì èñïîëíÿòü ïðîãðàììó ïî îòíîøåíèþ ê ïàìÿòè,
ãäå ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ íàðóøàþòñÿ, ðåçóëüòàò áóäåò êàòàñòðîôè÷åñêèì. Ñëå-
äóþùåå òðåáîâàíèå âûðàæàåò íóæíîå íàì îãðàíè÷åíèå:

Îïðåäåëåíèå 13.5.1 Ñîñòîÿíèå ïàìÿòè µ íàçûâàþò ïðàâèëüíî òèïèçèðî-
âàííûì (well typed) îòíîñèòåëüíî òèïîâîãî êîíòåêñòà Γ è ñòðóêòóðû òè-
ïèçàöèè ïàìÿòè Σ, ÷òî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå Γ | Σ $ µ, åñëè dompµq �
dompΣq è Γ | Σ $ µplq : Σplq äëÿ êàæäîãî l P dompµq.

Ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, ñîñòîÿíèå ïàìÿòè µ êîððåêòíî ïî îòíîøåíèþ ê
ñòðóêòóðå òèïèçàöèè Σ, åñëè êàæäîå çíà÷åíèå â ïàìÿòè èìååò òèï, ïðåäïè-
ñûâàåìûé åìó ñòðóêòóðîé òèïèçàöèè.
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Óïðàæíåíèå 13.5.2 r��s: Ìîæåòå ëè âû íàéòè êîíòåêñò Γ, ñîñòîÿíèå ïà-
ìÿòè µ è äâå ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóðû òèïèçàöèè Σ1 è Σ2, òàê, ÷òîáû îäíî-
âðåìåííî âûïîëíÿëîñü Γ | Σ1 $ µ è Γ | Σ2 $ µ?

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü óòâåðæäåíèå, áîëåå áëèçêîå ê íåîáõî-
äèìîìó ñâîéñòâó ñîõðàíåíèÿ:

Åñëè
Γ | Σ $ t : T

t | µÑ t1 | µ1

Γ | Σ $ µ
òî Γ | Σ $ t1 : T. (Ëó÷øå, íî âñå åùå íåâåðíî.)

Ýòî óòâåðæäåíèå ðàáîòàåò äëÿ âñåõ ïðàâèë âû÷èñëåíèÿ, êðîìå ïðàâèëà âûäå-
ëåíèÿ ïàìÿòè E-RefV. Ïðîáëåìà çäåñü â òîì, ÷òî â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ
ïðàâèëà ïîëó÷àåòñÿ ñîñòîÿíèå ïàìÿòè ñ áîëåå øèðîêîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ,
÷åì â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè, è èç-çà ýòîãî îêàçûâàåòñÿ ëîæíûì çàêëþ÷åíèå íà-
øåãî óòâåðæäåíèÿ: åñëè µ1 âêëþ÷àåò ñâÿçûâàíèå ñ íîâûì àäðåñîì l, òî l íå
ìîæåò áûòü â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ Σ, è óòâåðæäåíèå, ÷òî òåðì t1 (êîòîðûé
íàâåðíÿêà óïîìèíàåò l) òèïèçèðóåì îòíîñèòåëüíî Σ, áóäåò íåâåðíûì.

ßñíî, ÷òî ïîñêîëüêó ñîñòîÿíèå ïàìÿòè â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ ìîæåò ðàñ-
øèðÿòüñÿ, íóæíî ðàçðåøèòü ðàñøèðåíèå è äëÿ ñòðóêòóðû òèïèçàöèè Σ. Îò-
ñþäà ñëåäóåò îêîí÷àòåëüíàÿ (âåðíàÿ) ôîðìóëèðîâêà ñâîéñòâà ñîõðàíåíèÿ:

Òåîðåìà 13.5.3 rÑîõðàíåíèås: Åñëè
Γ | Σ $ t : T

Γ | Σ $ µ
t | µÑ t1 | µ1

òî äëÿ íåêîòîðîãî Σ1 � Σ,
Γ | Σ1 $ t1 : T

Γ | Σ1 $ µ.

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà î ñîõðàíåíèè óòâåðæäàåò òîëüêî, ÷òî ñóùåñòâóåò
íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå ïàìÿòè Σ1 � Σ (ò. å., ñîâïàäàþùåå ñ Σ íà âñåõ ñòàðûõ
àäðåñàõ), òàêîå, ÷òî íîâûé òåðì t1 ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàí îòíîñèòåëüíî Σ1;
îíà íè÷åãî íå ãîâîðèò î òîì, êàê èìåííî Σ1 âûãëÿäèò. Íåôîðìàëüíî, ðàçóìååò-
ñÿ, ïîíÿòíî, ÷òî Σ1 ëèáî ñîâïàäàåò ñ Σ, ëèáî ðàâíÿåòñÿ â òî÷íîñòè pΣ, l ÞÑ T1q,
ãäå l � âíîâü âûäåëåííûé àäðåñ (íîâûé ýëåìåíò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ µ1), à
T1 � òèï íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ, õðàíèìîãî ïî àäðåñó l â ðàñøèðåííîì ñîñòîÿ-
íèè ïàìÿòè pµ, l ÞÑ v1q, îäíàêî ÿâíîå âíåñåíèå ýòèõ ïîäðîáíîñòåé óñëîæíèëî
áû óòâåðæäåíèå òåîðåìû, íå ïðèíîñÿ íèêàêîé äîïîëíèòåëüíîé ïîëüçû: áî-
ëåå ñëàáàÿ âåðñèÿ, ïðèâåäåííàÿ âûøå, óæå ñôîðìóëèðîâàíà âåðíî (ïîñêîëüêó
åå çàêëþ÷åíèå ñëåäóåò èç ïðåäïîñûëîê) è äîñòàòî÷íà äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷åðåç
åå ìíîãîêðàòíîå ïðèìåíåíèå çàêëþ÷èòü, ÷òî âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øà-
ãîâ âû÷èñëåíèÿ ñîõðàíÿåò ïðàâèëüíóþ òèïèçàöèþ. Â ñî÷åòàíèè ñî ñâîéñòâîì
ïðîäâèæåíèÿ ìû ïîëó÷àåì îáû÷íóþ ãàðàíòèþ òîãî, ÷òî ¾ïðàâèëüíî òèïèçè-
ðîâàííûå ïðîãðàììû íèêîãäà íå ëîìàþòñÿ¿.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîõðàíåíèÿ íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå íåñêîëüêî ïðîìåæó-
òî÷íûõ ëåìì. Ïåðâàÿ èç íèõ � íåñëîæíîå ðàñøèðåíèå ñòàíäàðòíîé ëåììû î
ïîäñòàíîâêå (9.3.8).
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Ëåììà 13.5.4 rÏîäñòàíîâêàs: Åñëè Γ, x:S | Σ $ t : T è Γ | Σ $ s : S, òî
Γ | Σ $ rx ÞÑ sst : T.
Äîêàçàòåëüñòâî: Â òî÷íîñòè êàê â ëåììå 9.3.8.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà óòâåðæäàåò, ÷òî çàìåíà ñîäåðæèìîãî ÿ÷åéêè ïàìÿòè
íîâûì çíà÷åíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà íå èçìåíÿåò îáùóþ ñòðóêòóðó òè-
ïèçàöèè ïàìÿòè.

Ëåììà 13.5.5 Åñëè
Γ | Σ $ µ
Σplq � T

Γ | Σ $ v : T

òî Γ | Σ $ rl ÞÑ vsµ.
Äîêàçàòåëüñòâî: Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ Γ | Σ $ µ.

Íàêîíåö, íóæíà ñâîåãî ðîäà ëåììà îá îñëàáëåíèè äëÿ ñîñòîÿíèé ïàìÿòè,
óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî, åñëè ïàìÿòü ðàñøèðåíà íîâûì àäðåñîì, ðàñøèðåííîå
ñîñòîÿíèå ïàìÿòè ïî-ïðåæíåìó ïîçâîëÿåò ïðèïèñûâàòü ñòàðûì òåðìàì òå æå
òèïû, ÷òî è èñõîäíîå.

Ëåììà 13.5.6 Åñëè Γ | Σ $ t : T è Σ1 � Σ, òî Γ | Σ1 $ t : T.
Äîêàçàòåëüñòâî: Íåñëîæíàÿ èíäóêöèÿ.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü îñíîâíóþ òåîðåìó î ñîõðàíåíèè:
Äîêàçàòåëüñòâî 13.5.3: Íåñëîæíàÿ èíäóêöèÿ ïî äåðåâüÿì âûâîäà âû÷èñëå-
íèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âûøåïðèâåäåííûõ ëåìì è ñâîéñòâà èíâåðñèè äëÿ ïðà-
âèë òèïèçàöèè (ýòî ïðÿìîëèíåéíîå ðàñøèðåíèå ñâîéñòâà 9.3.1).

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû î ïðîäâèæåíèè (9.3.5) òàêæå òðåáóåòñÿ ðàñøèðèòü,
÷òîáû ó÷åñòü ñîñòîÿíèÿ ïàìÿòè è ñòðóêòóðû òèïèçàöèè:

Òåîðåìà 13.5.7 rÏðîäâèæåíèås: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî t � çàìêíóòûé, ïðà-
âèëüíî òèïèçèðîâàííûé òåðì (òî åñòü, H | Σ $ t : T) äëÿ íåêîòîðûõ T è
Σ. Òîãäà ëèáî t ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì, ëèáî äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ïàìÿòè µ,
òàêîãî ÷òî H | Σ $ µ, ñóùåñòâóþò òåðì t1 è ñîñòîÿíèå ïàìÿòè µ1, òàêèå,
÷òî t | µÑ t1 | µ1.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðÿìîëèíåéíàÿ èíäóêöèÿ ïî äåðåâüÿì âûâîäà òèïîâ, ïî
òîé æå ñõåìå, ÷òî è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.3.5. (Ëåììà î êàíîíè÷å-
ñêèõ ôîðìàõ 9.3.4 òðåáóåò äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ óòâåðæäåíèé: óòâåðæäå-
íèÿ î òîì, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ òèïà Ref T ÿâëÿþòñÿ àäðåñàìè, è àíàëîãè÷íîãî
óòâåðæäåíèÿ äëÿ Unit.)

Óïðàæíåíèå 13.5.8 rÐåêîìåíäóåòñÿ,� � �s: ßâëÿåòñÿ ëè îòíîøåíèå âû-
÷èñëåíèÿ èç ýòîé ãëàâû íîðìàëèçóþùèì äëÿ ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûõ
òåðìîâ? Åñëè äà, äîêàæèòå ýòî. Åñëè íåò, íàïèøèòå ïðàâèëüíî òèïèçè-
ðîâàííóþ ôóíêöèþ âû÷èñëåíèÿ ôàêòîðèàëà â íàøåì òåêóùåì èñ÷èñëåíèè
(ðàñøèðåííîì ÷èñëàìè è áóëåâñêèìè çíà÷åíèÿìè).
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Ñïîñîá ïîäà÷è ìàòåðèàëà, âûáðàííûé â ýòîé ãëàâå, îñíîâàí íà ïîäõîäå
Õàðïåðà (Harper, 1994, 1996). Îïèñàíèå â àíàëîãè÷íîì ñòèëå äàíî â ñòàòüå
Ðàéòà è Ôåëëåéñåíà (Wright and Felleisen, 1994).

Ñî÷åòàíèå ññûëîê (èëè äðóãèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýôôåêòîâ) ñ ïîëèìîðô-
íûì âûâîäîì òèïîâ â ñòèëå ML âåäåò ê íåêîòîðûì äîâîëüíî òîíêèì ïðîáëå-
ìàì (ñì. �22.7). Ýòèì âîïðîñàì óäåëÿëîñü íåìàëîå âíèìàíèå â òåîðåòè÷åñêîé
ëèòåðàòóðå. Ñì. òðóäû Òîôòå (Tofte, 1990), Õîàíãà è äð. (Hoang, Mitchell, and
Viswanathan, 1993), Æóâåëî è Ãèôôîðäà (Jouvelot and Gi�ord, 1991), Òàëïèíà
è Æóâåëî (Talpin and Jouvelot, 1992), Ëåðóà è Âàéñà (Leroy and Weis, 1991),
Ðàéòà (Wright, 1992), Õàðïåðà (Harper, 1994, 1996), à òàêæå óïîìÿíóòûå â íèõ
èñòî÷íèêè.

Ñòàòè÷åñêîå ïðåäñêàçàíèå âîçìîæíîãî íàëè÷èÿ ïñåâäîíèìîâ � äàâíî èç-
âåñòíàÿ ïðîáëåìà êàê â ïîñòðîåíèè êîìïèëÿòîðîâ (èçâåñòíàÿ êàê àíàëèç ïñåâ-
äîíèìîâ, alias analysis), òàê è â òåîðèè ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â îêàçàâ-
øåé áîëüøîå âëèÿíèå ðàííåé ðàáîòå Ðåéíîëüäñà ïî ýòîé ïðîáëåìå (Reynolds,
1978, 1989) ââåäåí òåðìèí ñèíòàêñè÷åñêèé êîíòðîëü ïàðàçèòíûõ âçàèìî-
äåéñòâèé (syntactic control of interference). Åãî èäåè íåäàâíî âûçâàëè íîâûé
âñïëåñê àêòèâíîñòè � ñì. ðàáîòû Î'Õåðíà è äð. (O'Hearn, Takeyama, Power,
and Tennent, 1995), à òàêæå Ñìèòà è äð. (Smith, Walker, and Morrisett, 2000).
Áîëåå îáùèå ïîäõîäû ê èññëåäîâàíèþ ïñåâäîíèìîâ îïèñûâàþòñÿ â ðàáîòàõ
Ðåéíîëüäñà (Reynolds, 1981) è Èøòèàêà è Î'Õåðíà (Ishtiaq and O'Hearn, 2001).
Ñì. òàêæå ëèòåðàòóðó, ïðîöèòèðîâàííóþ â ýòèõ ðàáîòàõ.

Ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ìåòîäîâ ñáîðêè ìóñîðà ìîæíî íàéòè ó Äæîíñà è
Ëèíñà (Jones and Lins, 1996). Áîëåå ñåìàíòè÷åñêè-îðèåíòèðîâàííûé ïîäõîä
ïðåäñòàâëåí ðàáîòîé Ìîððèñåòà è äð. (Morrisett, Felleisen, and Harper, 1995).

Íàéòè ïðè÷èíó ýòîãî ýôôåêòà
Èëè, âåðíåé, äåôåêòà, ïîòîìó
÷òî
Äåôåêòíûé ñåé ýôôåêò
íåáåñïðè÷èíåí.

Ãàìëåò II, ii, 101 (ïåðåâîä
Ì. Ëîçèíñêîãî)

Ïàëåö, óêàçûâàþùèé íà ëóíó �
íå ëóíà.

Áóääèñòñêàÿ ïîñëîâèöà
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Ñ Unit Ref Ðàñøèðÿåò λÑ ñ òèïîì Unit (9.1 è 11.2)

Ñèíòàêñèñ
t ::= òåðìû

x ïåðåìåííàÿ
λx:T.t àáñòðàêöèÿ
t t ïðèìåíåíèå
unit êîíñòàíòà unit

ref t ñîçäàíèå ññûëêè
!t ðàçûìåíîâàíèå
t:=t ïðèñâàèâàíèå
l àäðåñ â ïàìÿòè

v ::= çíà÷åíèÿ:
λx:T.t çíà÷åíèå-àáñòðàêöèÿ
unit êîíñòàíòà unit

l àäðåñ â ïàìÿòè

T ::= òèïû:
T Ñ T òèï ôóíêöèé
Unit åäèíè÷íûé òèï
Ref T òèï ññûëî÷íûõ ÿ÷ååê

Γ ::= êîíòåêñòû:
H ïóñòîé êîíòåêñò
Γ, x:T ñâÿçûâàíèå òåðìîâîé
ïåðåìåííîé

µ ::= ñîñòîÿíèÿ ïàìÿòè:

H ïóñòîå

µ, lÑ v ñâÿçûâàíèå àäðåñà

Σ ::= ñòðóêòóðû òèïèçàöèè
ïàìÿòè:
H ïóñòàÿ

Σ, l:T òèïèçàöèÿ àäðåñà

Âû÷èñëåíèå t | µÑ t1 | µ1

t1 | µ Ñ t11 | µ
1

t1 t2 | µ Ñ t11 t2 | µ
1

(E-App1)

t2 | µ Ñ t12 | µ
1

v1 t2 | µ Ñ v1 t12 | µ
1

(E-App2)

(λx:T11.t12) v2 | µ Ñ rx ÞÑ v2st12 | µ

(E-AppAbs)

l R dompµq

ref v1 | µÑ l | pµ, l ÞÑ v1q

(E-RefV)

t1 | µÑ t11 | µ
1

ref t1 | µÑ ref t11 | µ
1 (E-Ref)

µplq � v

!l | µÑ v | µ
(E-DerefLoc)

t1 | µÑ t11 | µ
1

!t1 | µÑ !t11 | µ
1 (E-Deref)

l := v2 | µÑ unit | rl ÞÑ v2sµ

(E-Assign)

t1 | µÑ t11 | µ
1

t1 := t2 | µÑ t11 := t2 | µ
1

(E-Assign1)

t2 | µÑ t12 | µ
1

v1 := t2 | µÑ v1 := t12 | µ
1

(E-Assign2)
ñì. ñëåä. ñ.. . .

Ðèñ. 13.1. Ññûëêè
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Òèïèçàöèÿ Γ | Σ $ t : T

x : T P Γ

Γ | Σ $ x : T
(T-Var)

Γ, x:T1 | Σ $ t2 : T2

Γ | Σ $ λx:T1.t2 : T1 Ñ T2

(T-Abs)

Γ | Σ $ t1 : T11 Ñ T12 Γ | Σ $ t2 : T11

Γ | Σ $ t1 t2 : T12

(T-App)

Γ | Σ $ unit : Unit (T-Unit)

Σplq � T1

Γ | Σ $ l : Ref T1

(T-Loc)

Γ | Σ $ t1 : T1

Γ | Σ $ ref t1 : Ref T1

(T-Ref)

Γ | Σ $ t1 : Ref T11

Γ | Σ $ !t1 : T11

(T-Deref)

Γ | Σ $ t1 : Ref T11 Γ | Σ $ t2 : T11

Γ | Σ $ t1 := t2 : Unit

(T-Assign)

Ðèñ. 13.2. Ññûëêè (ïðîäîëæåíèå)
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Ãëàâà 14

Èñêëþ÷åíèÿ

Â ãëàâå 13 ìû óâèäåëè, êàê ìîæíî ðàñøèðèòü îïåðàöèîííóþ ñåìàíòèêó
ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ èçìåíÿåìûìè ññûëêàìè. Òàê-
æå ìû èññëåäîâàëè, êàê èçìåíÿþòñÿ ïðàâèëà òèïèçàöèè è äîêàçûâàëè ñâîé-
ñòâà òèïîâîé áåçîïàñíîñòè ïðè òàêîì ðàñøèðåíèè. Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìàò-
ðèâàåì äðóãîå ðàñøèðåíèå íàøåé èñõîäíîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè: ïîðîæ-
äåíèå è îáðàáîòêó èñêëþ÷åíèé.

Â ïðàêòè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè íà êàæäîì øàãó âñòðå÷àþòñÿ ñèòóà-
öèè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ äîëæíà ñîîáùèòü âûçûâàþùåé ïðîãðàììå, ÷òî ïî
êàêîé-ëèáî ïðè÷èíå îíà íå ìîæåò âûïîëíèòü ñâîþ çàäà÷ó: èç-çà òîãî, ÷òî
êàêîå-òî âû÷èñëåíèå ñòàëêèâàåòñÿ ñ äåëåíèåì íà íîëü èëè àðèôìåòè÷åñêèì
ïåðåïîëíåíèåì, èç-çà òîãî, ÷òî êëþ÷ ïîèñêà îòñóòñòâóåò â ñëîâàðå, èëè èç-çà
òîãî, ÷òî ïðîèçîøëî êàêîå-ëèáî àâàðèéíîå ñîáûòèå � êîí÷èëàñü ñèñòåìíàÿ
ïàìÿòü èëè ïîëüçîâàòåëü ïðåðâàë ïðîöåññ.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïîäàòü ñèãíàë îá ýòèõ èñêëþ÷èòåëüíûõ ñè-
òóàöèÿõ, èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ ñ âàðèàíòíûì âîçâðàùàåìûì çíà÷åíèåì, êàê
ìû âèäåëè â �11.10. Íî åñëè èñêëþ÷èòåëüíàÿ ñèòóàöèÿ äåéñòâèòåëüíî èñ-
êëþ÷èòåëüíà, íåõîðîøî çàñòàâëÿòü ïðîãðàììèñòà ïðè êàæäîì âûçîâå íàøåé
ôóíêöèè ó÷èòûâàòü âîçìîæíîñòü åå âîçíèêíîâåíèÿ. Ëó÷øå, åñëè èñêëþ÷è-
òåëüíûå îáñòîÿòåëüñòâà âûçîâóò íåìåäëåííóþ ïåðåäà÷ó óïðàâëåíèÿ îáðàáîò-
÷èêó èñêëþ÷åíèé, îïðåäåëåííîìó â ïðîãðàììå íà áîëåå âûñîêîì óðîâíå, èëè
æå, åñëè èñêëþ÷èòåëüíàÿ ñèòóàöèÿ äîñòàòî÷íî ðåäêà èëè åñëè âûçûâàþùàÿ
ïîäïðîãðàììà âñå ðàâíî íèêàê íå ñìîæåò ñ íåé ñïðàâèòüñÿ, ïðîñòî âûçîâóò
ïðåêðàùåíèå âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû. Ìû ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ýòîò ïîñëåä-
íèé âàðèàíò (�14.1), â êîòîðîì âñÿêîå èñêëþ÷åíèå íåìåäëåííî îñòàíàâëèâàåò
ïðîãðàììó, çàòåì äîáàâèì ìåõàíèçì äëÿ ïåðåõâàòà è îáðàáîòêè èñêëþ÷åíèé
(�14.2), è, íàêîíåö, óñîâåðøåíñòâóåì îáà ýòè ìåõàíèçìà, îáåñïå÷èâ ïåðåäà÷ó
äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè, îïðåäåëÿåìîé ïðîãðàììèñòîì, ìåæäó òî÷êîé
âîçíèêíîâåíèÿ èñêëþ÷åíèÿ è îáðàáîò÷èêîì (�14.3).

Ñèñòåìû, èçó÷àåìûå â ýòîé ãëàâå � ïðîñòîå òèïèçèðîâàííîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå
(ðèñ. 9.1), ðàñøèðåííîå ðàçëè÷íûìè ïðèìèòèâàìè äëÿ ïîðîæäåíèÿ è îáðàáîòêè èñêëþ-
÷åíèé (ðèñ. 14.1 è 14.2). Ðåàëèçàöèÿ ïåðâîãî èç ýòèõ ðàñøèðåíèé íà OCaml íàçûâàåòñÿ
fullerror. ßçûê, â êîòîðîì èñêëþ÷åíèÿ ñîïðîâîæäàþòñÿ çíà÷åíèÿìè (ðèñ. 14.3), íå ðåàëè-
çîâàí.
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Ñ error Ðàñøèðÿåò λÑ (9.1)

Íîâûå ñèíòàêñè÷åñêèå ôîðìû
t ::= . . . òåðìû:

error îøèáêà
âðåìåíè èñïîëíåíèÿ

Íîâûå ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ tÑ t1

error t2 Ñ error (E-AppErr1)

v1 errorÑ error (E-AppErr2)

Íîâûå ïðàâèëà òèïèçàöèè Γ $ t : T

Γ $ error : T (T-Error)

Ðèñ. 14.1. Îøèáêè

14.1. Ïîðîæäåíèå èñêëþ÷åíèé

Äëÿ íà÷àëà äîáàâèì â ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå ïðîñòåéøèé èç âîçìîæíûõ ìåõà-
íèçìîâ îïîâåùåíèÿ îá èñêëþ÷åíèÿõ: òåðì error (¾îøèáêà¿), êîòîðûé, áóäó÷è
èñïîëíåí, ïðåêðàùàåò âû÷èñëåíèå òåðìà, â êîòîðîì îí ñîäåðæèòñÿ. Íåîáõî-
äèìûå äîïîëíåíèÿ èçîáðàæåíû íà ðèñ. 14.1.

Îñíîâíîå ïðîåêòíîå ðåøåíèå ïðè ðàçðàáîòêå ïðàâèë äëÿ òåðìà error �
ýòî âîïðîñ î òîì, êàê ñëåäóåò ôîðìàëèçîâàòü ¾íåíîðìàëüíîå çàâåðøåíèå¿ â
íàøåé îïåðàöèîííîé ñåìàíòèêå. Ìû èñïîëüçóåì ïðîñòåéøèé âàðèàíò: ðåçóëü-
òàòîì ïðåðâàííîé ïðîãðàììû ñëóæèò ñàì òåðì error. Ïðàâèëà E-AppErr1
è E-AppErr2 ðåàëèçóþò ýòî ïîâåäåíèå. Ïðàâèëî E-AppErr1 ãîâîðèò, ÷òî
åñëè ìû âñòðå÷àåì òåðì error ïðè ïîïûòêå âû÷èñëåíèÿ ëåâîé ÷àñòè òåðìà-
ïðèìåíåíèÿ, ìû äîëæíû íåìåäëåííî âîçâðàòèòü error â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà
ïðèìåíåíèÿ. Òî÷íî òàê æå, E-AppErr2 ãîâîðèò, ÷òî åñëè ìû âñòðå÷àåì òåðì
error, ïîïûòàâøèñü âû÷èñëèòü çíà÷åíèå àðãóìåíòà ïðèìåíåíèÿ, ìû äîëæíû
ïðåêðàòèòü îáðàáàòûâàòü ýòî ïðèìåíåíèå è íåìåäëåííî âåðíóòü error.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ìû íå âêëþ÷èëè error â ñïèñîê çíà÷åíèé � òîëü-
êî â ñïèñîê òåðìîâ. Ýòî èñêëþ÷àåò êîíôëèêò ìåæäó ëåâûìè ÷àñòÿìè ïðàâèë
E-AppAbs è E-AppErr2 � ò. å., íå áóäåò íåîäíîçíà÷íîñòè ïî ïîâîäó òîãî,
ñëåäóåò ëè âû÷èñëèòü òåðì

(λx:Nat.0) error

êàê ïðèìåíåíèå (è âåðíóòü â ðåçóëüòàòå 0) èëè ïðåðâàòü âûïîëíåíèå ïðî-
ãðàììû: âîçìîæåí òîëüêî âòîðîé èç ýòèõ âàðèàíòîâ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â
E-AppErr2 ìû èñïîëüçîâàëè ìåòàïåðåìåííóþ v1 (à íå t1, èìåþùóþ çíà÷å-
íèåì ïðîèçâîëüíûå òåðìû). Ýòî çàñòàâëÿåò âû÷èñëèòåëü æäàòü, ïîêà ëåâàÿ
÷àñòü òåðìà-ïðèìåíåíèÿ áóäåò âû÷èñëåíà, ïðåæäå ÷åì ïðåðâàòü èñïîëíåíèå,
äàæå åñëè â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò error. Òàêèì îáðàçîì, òåðì âèäà
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(fix (λx:Nat.x)) error

ïðèâåäåò íå ê îøèáêå, à ê çàöèêëèâàíèþ. Áëàãîäàðÿ ýòèì óñëîâèÿì íàøå
îòíîøåíèå âû÷èñëåíèÿ îñòàåòñÿ äåòåðìèíèñòñêèì.

Ïðàâèëî òèïèçàöèè T-Error òàêæå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ. Ïîñêîëüêó ïî-
ðîæäåíèå èñêëþ÷åíèé ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ â ëþáîì êîíòåêñòå, òåðìó error

ðàçðåøàåòñÿ èìåòü êàêîé óãîäíî òèï. Â òåðìå

(λx:Bool.x) error

îí èìååò òèï Bool. Â òåðìå

(λx:Bool.x) (error true)

îí èìååò òèï BoolÑBool.
Òàêàÿ ãèáêîñòü â òèïèçàöèè error ïðèâîäèò ê íåêîòîðûì òðóäíîñòÿì ïðè

ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ïðîâåðêè òèïîâ, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì òåðÿåòñÿ ñâîéñòâî,
ãëàñÿùåå, ÷òî ó êàæäîãî òåðìà òîëüêî îäèí òèï (òåîðåìà 9.3.3). Ñ ýòèì ìîæ-
íî ñïðàâèòüñÿ ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè. Â ÿçûêå ñ ïîäòèïàìè ìû ìîæåì äàòü
òåðìó error íàèìåíüøèé òèï Bot (ñì. �15.4), êîòîðûé ïðè íåîáõîäèìîñòè
ïîâûøàåòñÿ (promotes) äî ëþáîãî òèïà. Â ÿçûêå ñ ïàðàìåòðè÷åñêèì ïîëè-
ìîðôèçìîì (ñì. ãëàâó 23) òåðìó error ìîæíî äàòü ïîëèìîðôíûé òèï @X.X,
êîòîðûé êîíêðåòèçèðóåòñÿ (instantiates) ëþáûì äðóãèì òèïîì. Â îáîèõ ñëó-
÷àÿõ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî âîçìîæíûõ òèïîâ äëÿ error êîìïàêòíî ïðåäñòàâëåíî
ïðè ïîìîùè îäíîãî òèïà.

Óïðàæíåíèå 14.1.1 r�s: Íå áóäåò ëè ïðîùå ïîòðåáîâàòü îò ïðîãðàììèñòà
ïðè êàæäîì èñïîëüçîâàíèè ïîìå÷àòü error åãî ïðåäïîëàãàåìûì òèïîì?

Ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ äëÿ ÿçûêà ñ èñêëþ÷åíèÿìè âûãëÿäèò òàê æå, êàê âñå-
ãäà: åñëè òåðì èìååò òèï T, è ìû ïîçâîëÿåì åìó ïðîéòè îäèí øàã âû÷èñëåíèÿ,
ðåçóëüòàò ïî-ïðåæíåìó áóäåò èìåòü òèï T. Îäíàêî ýòî ñâîéñòâî ïðîäâèæåíèÿ
òðåáóåòñÿ íåñêîëüêî óòî÷íèòü. Â èñõîäíîé ôîðìå îíî ãîâîðèëî, ÷òî ïðàâèëü-
íî òèïèçèðîâàííàÿ ïðîãðàììà îáÿçàíà ïðè âû÷èñëåíèè âûäàòü çíà÷åíèå (èëè
çàöèêëèòüñÿ). Îäíàêî òåïåðü ìû ââåëè íîðìàëüíóþ ôîðìó error, êîòîðàÿ íå
ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì, íî áåçóñëîâíî ìîæåò ñëóæèòü ðåçóëüòàòîì èñïîëíåíèÿ
ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííîé ïðîãðàììû. Ñâîéñòâî ïðîäâèæåíèÿ íóæíî ïåðå-
ôîðìóëèðîâàòü ñ ó÷åòîì ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà.

Òåîðåìà 14.1.2 rÏðîäâèæåíèås: Ïóñòü èìååòñÿ çàìêíóòûé, ïðàâèëüíî
òèïèçèðîâàííûé òåðì t â íîðìàëüíîé ôîðìå. Òîãäà ëèáî t � çíà÷åíèå, ëèáî
t = error.

14.2. Îáðàáîòêà èñêëþ÷åíèé

Ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ äëÿ error ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ¾îòêàòûâàíèå
ñòåêà âûçîâîâ¿ ñ îòáðàñûâàíèåì æäóùèõ âûçîâîâ ôóíêöèé äî òåõ ïîð, ïîêà
îøèáêà íå îêàæåòñÿ íà ñàìîì âåðõíåì óðîâíå. Â íàñòîÿùèõ ðåàëèçàöèÿõ ÿçû-
êîâ ñ èñêëþ÷åíèÿìè èìåííî ýòî è ïðîèñõîäèò: ñòåê âûçîâîâ ñîñòîèò èç ìíî-
æåñòâà çàïèñåé àêòèâàöèè (activation records), ïî îäíîé íà êàæäûé àêòèâíûé
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Ñ error try Ðàñøèðÿåò λÑ ñ îøèáêàìè (14.1)

Íîâûå ñèíòàêñè÷åñêèå ôîðìû
t ::= . . . òåðìû:

try t with t ïåðåõâàò
îøèáîê

Íîâûå ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ tÑ t1

try v1 with t2 Ñ v1 (E-TryV)

try error with t2 Ñ t2

(E-TryError)

t1 Ñ t11

try t1 with t2

Ñ try t11 with t2

(E-Try)

Íîâûå ïðàâèëà òèïèçàöèè Γ $ t : T

Γ $ t1 : T Γ $ t2 : T

Γ $ try t1 with t2 : T

(T-Try)

Ðèñ. 14.2. Îáðàáîòêà îøèáîê

âûçîâ ôóíêöèè; êîãäà âîçíèêàåò èñêëþ÷åíèå, çàïèñè àêòèâàöèè ñíèìàþòñÿ ñî
ñòåêà âûçîâîâ, ïîêà îí íå îïóñòååò.

Â áîëüøèíñòâå ÿçûêîâ ñ èñêëþ÷åíèÿìè òàêæå ìîæíî óñòàíîâèòü â ñòåêå
âûçîâîâ îáðàáîò÷èêè èñêëþ÷åíèé (exception handlers). Êîãäà âîçíèêàåò èñ-
êëþ÷åíèå, çàïèñè àêòèâàöèè ñíèìàþòñÿ ñî ñòåêà âûçîâîâ äî òåõ ïîð, ïîêà
íà âåðøèíå íå îêàæåòñÿ îáðàáîò÷èê èñêëþ÷åíèé, è òîãäà âû÷èñëåíèå ïðî-
äîëæàåòñÿ ñ ýòîãî îáðàáîò÷èêà. Äðóãèìè ñëîâàìè, èñêëþ÷åíèå ðàáîòàåò êàê
íåëîêàëüíàÿ ïåðåäà÷à óïðàâëåíèÿ, öåëüþ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåííûé
ïîñëåäíèì (ò. å. áëèæàéøèé íà ñòåêå âûçîâîâ) îáðàáîò÷èê èñêëþ÷åíèé.

Íàøà ôîðìóëèðîâêà îáðàáîò÷èêîâ èñêëþ÷åíèé, ïðèâåäåííàÿ íà ðèñ. 14.2,
ïîõîæà êàê íà ML, òàê è íà Java. Âûðàæåíèå try t1 with t2 îçíà÷àåò ¾âåð-
íóòü ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ t1, åñëè ïðè ýòîì íå âîçíèêíåò îøèáêà; èíà÷å
âûïîëíèòü îáðàáîò÷èê t2¿. Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ E-TryV ãîâîðèò, ÷òî åñ-
ëè òåðì t1 ñâåëñÿ ê çíà÷åíèþ v1, òî êîíñòðóêöèþ try ìîæíî îòáðîñèòü, ïî-
ñêîëüêó ìû óæå çíàåì, ÷òî îíà íå ïîíàäîáèòñÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðàâèëî
E-TryError ãîâîðèò, ÷òî åñëè ïðè âû÷èñëåíèè t1 ïîëó÷èëàñü îøèáêà error,
ñëåäóåò çàìåíèòü êîíñòðóêöèþ try òåðìîì t2 è ïðîäîëæèòü åãî âû÷èñëåíèå.
E-Try ãîâîðèò, ÷òî äî òåõ ïîð, ïîêà t1 íå ñâåëñÿ íè ê çíà÷åíèþ, íè ê error,
ñëåäóåò ïðîñòî ïðîäîëæàòü åãî âû÷èñëÿòü, íå òðîãàÿ t2.

Ïðàâèëî òèïèçàöèè äëÿ try ïðÿìî ñëåäóåò èç åãî îïåðàöèîííîé ñåìàíòèêè.
Ðåçóëüòàòîì âñåé êîíñòðóêöèè try ìîæåò áûòü ëèáî ðåçóëüòàò îñíîâíîé ÷àñòè
t1, ëèáî ðåçóëüòàò îáðàáîò÷èêà t2; íóæíî ïðîñòî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû îáà îíè
èìåëè îäèí è òîò æå òèï T, êîòîðûé òàêæå áóäåò òèïîì âñåãî try.

Ñâîéñòâî òèïîâîé áåçîïàñíîñòè è åãî äîêàçàòåëüñòâî, ïî ñóùåñòâó, îñòà-
þòñÿ íåèçìåííûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèì ðàçäåëîì.
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Ñ èñêëþ÷åíèÿ Ðàñøèðÿåò λÑ (9.1)

Íîâûå ñèíòàêñè÷åñêèå ôîðìû
t ::= . . . òåðìû:

raise t ïîðîæäåíèå
èñêëþ÷åíèé
try t with t îáðàáîòêà
èñêëþ÷åíèé

Íîâûå ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ tÑ t1

(raise v11) t2 Ñ raise v11

(E-AppRaise1)

v1 (raise v21)Ñ raise v21

(E-AppRaise2)

t1 Ñ t11

raise t1 Ñ raise t11
(E-Raise)

raise (raise v11)Ñ raise v11

(E-RaiseRaise)

try v1 with t2 Ñ v1 (E-TryV)

try raise v11 with t2 Ñ t2 v11

(E-TryRaise)

t1 Ñ t11

try t1 with t2 Ñ try t11 with t2

(E-Try)
Íîâûå ïðàâèëà òèïèçàöèè Γ $ t : T

Γ $ t1 : Texn

Γ $ raise t1 : T
(T-Exn)

Γ $ t1 : T Γ $ t2 : Texn Ñ T

Γ $ try t1 with t2 : T

(T-Try)

Ðèñ. 14.3. Èñêëþ÷åíèÿ, ñîïðîâîæäàåìûå çíà÷åíèÿìè

14.3. Èñêëþ÷åíèÿ, ñîïðîâîæäàåìûå çíà÷åíèÿ-

ìè

Ìåõàíèçìû, ââåäåííûå íàìè â �14.1 è �14.2, ïîçâîëÿþò ôóíêöèÿì ñîîá-
ùèòü âûçûâàþùåé ïðîãðàììå, ÷òî ¾ñëó÷èëîñü íå÷òî íåîáû÷íîå¿. Êàê ïðà-
âèëî, ïîëåçíî áûâàåò òàêæå îòñûëàòü íåêîòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìà-
öèþ î òîì, êàêîå èìåííî íåîáû÷íîå ñîáûòèå ïðîèçîøëî, ïîñêîëüêó äåéñòâèå,
êîòîðîå äîëæåí ïðåäïðèíÿòü îáðàáîò÷èê � ïîïûòêà èñïðàâèòü ñèòóàöèþ è
âûçâàòü ôóíêöèþ çàíîâî, ëèáî âûäà÷à ïîëüçîâàòåëþ âíÿòíîãî ñîîáùåíèÿ îá
îøèáêå, � ìîæåò çàâèñåòü îò ýòîé èíôîðìàöèè.

Íà ðèñ. 14.3 ïîêàçàíî, êàê íàøè áàçîâûå êîíñòðóêöèè äëÿ îáðàáîòêè îøè-
áîê ìîãóò áûòü ðàñøèðåíû, ÷òîáû êàæäîå èñêëþ÷åíèå áûëî ñíàáæåíî çíà÷å-
íèåì. Òèï ýòîãî çíà÷åíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå Texn. Ïîêà ÷òî ìû îñòàâëÿåì
îòêðûòûì âîïðîñ î òîì, ÷òî ýòî çà òèï; íèæå îáñóæäàåòñÿ íåñêîëüêî âàðèàí-
òîâ.

Àòîìàðíûé òåðì error çàìåíÿåòñÿ êîíñòðóêòîðîì òåðìà raise t, ãäå t �
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äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ, êîòîðóþ ìû õîòèì ïåðåäàòü îáðàáîò÷èêó èñ-
êëþ÷åíèé. Ñèíòàêñèñ êîíñòðóêöèè try îñòàåòñÿ ïðåæíèì, íî îáðàáîò÷èê t2

â try t1 with t2 òåïåðü èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ â êà-
÷åñòâå àðãóìåíòà äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ.

Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ E-TryRaise ðåàëèçóåò íóæíîå íàì ïîâåäåíèå, ïðè-
íèìàÿ äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ, ñîïðîâîæäàþùóþ raise, èç òåëà t1, è
ïåðåäàâàÿ åå îáðàáîò÷èêó t2. Ïðàâèëà E-AppRaise1 è E-AppRaise2 ïðîíî-
ñÿò èñêëþ÷åíèÿ ÷åðåç ïðèìåíåíèÿ, â òî÷íîñòè êàê E-AppErr1 è E-AppErr2
íà ðèñ. 14.1. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ýòè äîïîëíèòåëüíûå ïðàâèëà ìîãóò ðàñ-
ïðîñòðàíÿòü òîëüêî èñêëþ÷åíèÿ, â êîòîðûõ äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ çíà÷åíèåì; åñëè ìû ïîïðîáóåì âû÷èñëèòü raise ñ äîïîëíèòåëüíîé èí-
ôîðìàöèåé, êîòîðàÿ ñàìà òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ, ýòè ïðàâèëà îêàæóòñÿ çàáëî-
êèðîâàíû, è íàì ïðèäåòñÿ âû÷èñëÿòü äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ ïðè ïî-
ìîùè E-Raise. Ïðàâèëî E-RaiseRaise ðàñïðîñòðàíÿåò èñêëþ÷åíèÿ, êîòîðûå
ìîãóò âîçíèêíóòü âî âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè, ïðåä-
íàçíà÷åííîé äëÿ îòñûëêè ñ êàêèì-òî äðóãèì èñêëþ÷åíèåì. E-TryV ãîâîðèò,
÷òî ìû ìîæåì îòáðîñèòü try, åñëè åãî îñíîâíîå òåëî óæå ñâåëîñü ê çíà÷åíèþ,
òàê æå, êàê ìû ýòî äåëàëè â �14.2. E-Try óêàçûâàåò, ÷òî âû÷èñëèòåëü äîëæåí
ðàáîòàòü ñ òåëîì try, ïîêà îíî íå âåðíóëî ëèáî çíà÷åíèå, ëèáî raise.

Ïðàâèëà òèïèçàöèè îòðàæàþò ýòè èçìåíåíèÿ â ïîâåäåíèè êîíñòðóêöèé. Â
T-Raise ìû òðåáóåì, ÷òîáû äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ èìåëà òèï Texn; âñå
âûðàæåíèå raise öåëèêîì ïîëó÷àåò ëþáîé òèï T, êàêîãî òðåáóåò êîíòåêñò. Â
ïðàâèëå T-Try ìû ïðîâåðÿåì, ÷òî îáðàáîò÷èê t2 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, êîòî-
ðàÿ, ïîëó÷àÿ äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ òèïà Texn, âûäàåò ðåçóëüòàò òîãî
æå òèïà, ÷òî è t1.

Òåïåðü, íàêîíåö, ðàññìîòðèì âîçìîæíûå àëüòåðíàòèâû äëÿ òèïà Texn.

1. Ìîæíî ïðèíÿòü â êà÷åñòâå Texn ïðîñòî òèï Nat. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñîãëà-
øåíèþ errno, èñïîëüçóåìîìó, íàïðèìåð, â ôóíêöèÿõ îïåðàöèîííîé ñè-
ñòåìû Unix: êàæäûé ñèñòåìíûé âûçîâ âîçâðàùàåò ÷èñëîâîé ¾êîä îøèá-
êè¿, ïðè÷åì 0 îáîçíà÷àåò óñïåõ, à äðóãèå çíà÷åíèÿ ñîîáùàþò î ðàçëè÷-
íûõ îøèáî÷íûõ ñèòóàöèÿõ.

2. Ìîæíî ïðèíÿòü â êà÷åñòâå Texn òèï String. Ýòî èçáàâëÿåò îò íåîáõîäè-
ìîñòè ïîèñêà íîìåðîâ îøèáîê â òàáëèöàõ, à êîä, ïîðîæäàþùèé èñêëþ-
÷åíèÿ, ìîæåò ïðè æåëàíèè ãåíåðèðîâàòü äîñòàòî÷íî ïîäðîáíîå îïèñàíèå
ñèòóàöèè. Öåíîé òàêîé äîïîëíèòåëüíîé ãèáêîñòè áóäåò òî, ÷òî îáðàáîò-
÷èêàì îøèáîê, âîçìîæíî, ïðèäåòñÿ ðàçáèðàòü ýòè ñòðîêè, ÷òîáû ïîíÿòü,
÷òî ïðîèçîøëî.

3. Ìîæíî ñîõðàíèòü âîçìîæíîñòü ïåðåäàâàòü èíôîðìàòèâíûå èñêëþ÷å-
íèÿ, èçáåãàÿ ïðè ýòîì ðàçáîðà ñòðîê, åñëè îáúÿâèòü Texn êàê òèï-
âàðèàíò (variant type):
Texn = <divideByZero: Unit,

overflow: Unit,

fileNotFound: String,

fileNotReadable: String,

...>
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Òàêàÿ ñõåìà ïîçâîëÿåò îáðàáîò÷èêó ðàçëè÷àòü âèäû èñêëþ÷åíèé ïðè
ïîìîùè âûðàæåíèÿ case. Êðîìå òîãî, ðàçëè÷íûå âèäû èñêëþ÷åíèé ìî-
ãóò íåñòè ðàçëè÷íûå òèïû äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè: â èñêëþ÷åíèÿõ
âðîäå divideByZero íè÷åãî ëèøíåãî íå òðåáóåòñÿ, âìåñòå ñ fileNotFound
ìîæíî ïåðåäàòü èìÿ ôàéëà, êîòîðûé ïûòàëèñü îòêðûòü, êîãäà âîçíèêëà
îøèáêà, è ò. ä.

Ïðîáëåìà ñ ýòèì âàðèàíòîì ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí íåäîñòàòî÷íî ãèáîê è
òðåáóåò, ÷òîáû ìû çàðàíåå çàäàëè ìíîæåñòâî èñêëþ÷åíèé, êîòîðûå ìî-
æåò ïîðîäèòü ëþáàÿ ïðîãðàììà (ò. å., ìíîæåñòâî òåãîâ âàðèàíòíîãî òèïà
Texn). Ïðîãðàììèñòàì íå äàåòñÿ âîçìîæíîñòè îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ
èñêëþ÷åíèé.

4. Òó æå èäåþ ìîæíî óëó÷øèòü, îáåñïå÷èâ âîçìîæíîñòü ñîçäàíèÿ ïîëüçî-
âàòåëüñêèõ òèïîâ èñêëþ÷åíèé, åñëè îáúÿâèòü Texn ðàñøèðÿåìûì âàðè-
àíòíûì òèïîì (extensible variant type). Òàê ñäåëàíî â ML, â êîòîðîì
èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ðàñøèðÿåìûé âàðèàíòíûé òèï exn.1 Îáúÿâëåíèå
exception l of T â ÿçûêå ML ìîæíî â íàøåé òåðìèíîëîãèè ïîíèìàòü
òàê: ¾óáåäèòüñÿ, ÷òî l îòëè÷àåòñÿ îò âñåõ òåãîâ, óæå èìåþùèõñÿ â âàðè-
àíòíîì òèïå Texn

2 è, íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà, ñ÷èòàòü, ÷òî Texn ðàâåí
<l1:T1, ...ln:Tn,l:T>, ãäå âàðèàíòû îò l1:T1 äî ln:Tn áûëè âîçìîæíû
äî äàííîãî îáúÿâëåíèÿ¿.

Ñèíòàêñèñ ML äëÿ ïîðîæäåíèÿ èñêëþ÷åíèé âûãëÿäèò êàê raise l(t),
ãäå l � òåã èñêëþ÷åíèÿ, îïðåäåëåííûé â òåêóùåé îáëàñòè âèäèìîñòè.
Ýòó êîíñòðóêöèþ ìîæíî ïîíèìàòü êàê ñî÷åòàíèå îïåðàòîðà íàâåøèâà-
íèÿ òåãà è íàøåãî îáû÷íîãî raise:
raise l(t)

def

� raise (<l=t> as Texn)
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, êîíñòðóêöèÿ try ÿçûêà ML ìîæåò áûòü çàïèñà-
íà áåç ñàõàðà â âèäå ïðîñòîãî try â ñî÷åòàíèè ñ case.
try t with l(x) -> h def

� try t with

λe:Texn. case e of

<l=x> => h

| _ => raise e
Êîíñòðóêöèÿ case ïðîâåðÿåò, ïîìå÷åíî ëè âîçíèêøåå èñêëþ÷åíèå òåãîì
l. Åñëè ýòî òàê, òî îíà ñâÿçûâàåò ñ ïåðåìåííîé x çíà÷åíèå, ïåðåäàííîå ñ
èñêëþ÷åíèåì, è âûïîëíÿåò îáðàáîò÷èê h. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óïðàâëå-
íèå ïîëó÷àåò âàðèàíò, ïðèíÿòûé ïî óìîë÷àíèþ, êîòîðûé ïîâòîðíî áðî-
ñàåò (re-raises) èñêëþ÷åíèå. Èñêëþ÷åíèå ïðîäîëæèò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ
(âîçìîæíî, ïðè ýòîì áóäó÷è íåñêîëüêî ðàç ïîéìàíî è ïîâòîðíî áðîøå-
íî), ïîêà îíî ëèáî íå äîñòèãíåò îáðàáîò÷èêà, ãîòîâîãî ñ íèì ðàáîòàòü,
ëèáî íå îêàæåòñÿ íà ñàìîì âåðõíåì óðîâíå è íå ïðèâåäåò ê çàâåðøåíèþ
âñåé ïðîãðàììû.

1Ìîæíî ïîéòè åùå äàëüøå è âîîáùå ñäåëàòü ðàñøèðÿåìûå âàðèàíòíûå òèïû ðàçðåøåí-
íîé ÿçûêîâîé êîíñòðóêöèåé, íî ïðîåêòèðîâùèêè ML ïðåäïî÷ëè ïðîñòî ñ÷èòàòü exn îñîáûì
ñëó÷àåì.

2Ïîñêîëüêó ôîðìà exception ñâÿçûâàåò èäåíòèôèêàòîð, ìû âñåãäà ìîæåì ñäåëàòü òàê,
÷òîáû l îòëè÷àëñÿ îò óæå èñïîëüçóåìûõ â Texn òåãîâ, ïðîèçâåäÿ íàä íèì ïðè íåîáõîäèìîñòè
àëüôà-êîíâåðñèþ.
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5. Â Java âìåñòî ðàñøèðÿåìûõ âàðèàíòîâ äëÿ ïîääåðæêè èñêëþ÷åíèé,
îïðåäåëÿåìûõ ïðîãðàììèñòîì, èñïîëüçóþòñÿ êëàññû. Â ÿçûêå åñòü
âñòðîåííûé êëàññ Throwable; ýêçåìïëÿð Throwable èëè ëþáîãî èç åãî
ïîäêëàññîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êîíñòðóêöèè throw (àíàëîãè÷íî íà-
øåìó raise) èëè try ...catch (àíàëîãè÷íî íàøåìó try ...with). Íî-
âûå èñêëþ÷åíèÿ ìîæíî îáúÿâëÿòü, ïðîñòî îïðåäåëÿÿ íîâûå ïîäêëàññû
Throwable.

Ñóùåñòâóåò òåñíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òàêèì ìåõàíèçìîì îáðàáîò-
êè èñêëþ÷åíèé è òåì, êîòîðûé ïðèíÿò â ML. Ãðóáî ãîâîðÿ, îáúåêò-
èñêëþ÷åíèå â Java âî âðåìÿ èñïîëíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ òåãîì, óêàçûâà-
þùèì åãî êëàññ (÷òî ïðÿìî ñîîòâåòñòâóåò òåãó ðàñøèðÿåìîãî âàðèàíòà
â ML), à òàêæå ïåðåìåííûìè ýêçåìïëÿðà êëàññà (÷òî ñîîòâåòñòâóåò äî-
ïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè, ïîìå÷åííîé ýòèì òåãîì).

Èñêëþ÷åíèÿ Java â íåêîòîðûõ îòíîøåíèÿõ èäóò íåñêîëüêî äàëüøå,
÷åì â ML. Âî-ïåðâûõ, ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê
òåãîâ èñêëþ÷åíèé, îïðåäåëÿåìûé ïîðÿäêîì íàñëåäîâàíèÿ ïîäêëàññîâ
(subclasses). Îáðàáîò÷èê äëÿ èñêëþ÷åíèÿ l áóäåò ïåðåõâàòûâàòü âñå èñ-
êëþ÷åíèÿ, èìåþùèå êëàññ l èëè ëþáîé èç ïîäêëàññîâ l. Êðîìå òîãî,
Java ðàçëè÷àåò èñêëþ÷åíèÿ (exceptions) (ïîäêëàññû âñòðîåííîãî êëàññà
Exception � ïîäêëàññà Throwable), êîòîðûå ìîãóò áûòü ïåðåõâà÷åíû è
èñïðàâëåíû ïðèêëàäíûìè ïðîãðàììàìè, è îøèáêè (errors) (ïîäêëàññû
êëàññà Error � äðóãîãî ïîäêëàññà Throwable), îáîçíà÷àþùèå ñåðüåç-
íûå íåïîëàäêè, êàê ïðàâèëî, âåäóùèå ê îñòàíîâêå ïðîãðàììû. Ãëàâíîå
ðàçëè÷èå ìåæäó íèìè ñîñòîèò â ïðàâèëàõ ïðîâåðêè òèïîâ, êîòîðûå òðå-
áóþò, ÷òîáû ìåòîäû ÿâíî îáúÿâëÿëè, êàêèå èñêëþ÷åíèÿ (íî íå îøèáêè)
îíè ìîãóò ïîðîäèòü.

Óïðàæíåíèå 14.3.1 r���s: Îïèñàíèå ðàñøèðÿåìûõ âàðèàíòíûõ òèïîâ â âà-
ðèàíòå íîìåð 4 íåäîñòàòî÷íî ôîðìàëüíî. Ïîêàæèòå, êàê ñäåëàòü åãî òî÷-
íûì.

Óïðàæíåíèå 14.3.2 r� � ��s: Ìû óïîìÿíóëè, ÷òî èñêëþ÷åíèÿ â Java (òå,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîäêëàññàìè Exception) îòñëåæèâàþòñÿ ñòðîæå, ÷åì
èñêëþ÷åíèÿ â ML (èëè òå èñêëþ÷åíèÿ, ÷òî ìû îïðåäåëèëè çäåñü): êàæäîå
èñêëþ÷åíèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîðîæäåíî òåì èëè èíûì ìåòîäîì êëàñ-
ñà, äîëæíî áûòü óêàçàíî â òèïå ýòîãî ìåòîäà. Ðàñøèðüòå ñâîå ðåøåíèå
óïðàæíåíèÿ 14.3.1 òàê, ÷òîáû òèï, óêàçûâàåìûé äëÿ ôóíêöèè, ñîäåðæàë
íå òîëüêî òèïû åå àðãóìåíòîâ è ðåçóëüòàòà, íî è ìíîæåñòâî èñêëþ÷åíèé,
êîòîðûå â íåé ìîãóò âîçíèêíóòü. Äîêàæèòå, ÷òî âàøà ñèñòåìà ñîáëþäàåò
òèïîâóþ áåçîïàñíîñòü.

Óïðàæíåíèå 14.3.3 r� � �s: Ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ, ïîäîáíûõ îáñóæäàåìûì
â ýòîé ãëàâå, ìîæíî ôîðìàëüíî îïðåäåëèòü ìíîãèå äðóãèå óïðàâëÿþùèå
êîíñòðóêöèè. ×èòàòåëè, çíàêîìûå ñ îïåðàòîðîì ¾âûçîâ ñ òåêóùèì ïðî-
äîëæåíèåì¿ (call-with-current-continuation, call/cc) èç ÿçûêà Scheme
(ñì. Clinger, Friedman, and Wand, 1985; Kelsey, Clinger, and Rees, 1998; Dybvig,
1996; Friedman, Wand, and Haynes, 2001), ìîãóò ïîëó÷èòü óäîâîëüñòâèå, ïî-

Rev: �revision�, November 28, 2010 200 �source�le�



14.3. Èñêëþ÷åíèÿ, ñîïðîâîæäàåìûå çíà÷åíèÿìè 201

ïûòàâøèñü ñôîðìóëèðîâàòü ïðàâèëà òèïèçàöèè äëÿ òèïà T-ïðîäîëæåíèé
Cont T � ò. å., òèïà ïðîäîëæåíèé, îæèäàþùèõ àðãóìåíò òèïà T.
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×àñòü III

Ïîäòèïû
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Ãëàâà 15

Ïîäòèïû

Íà ïðîòÿæåíèè íåñêîëüêèõ ïîñëåäíèõ ãëàâ ìû çàíèìàëèñü èññëåäîâàíèåì
âîïðîñîâ òèïèçàöèè ðàçíîîáðàçíûõ ÿçûêîâûõ êîíñòðóêöèé â ðàìêàõ ïðîñòîãî
òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ. Â ýòîé ãëàâå ââîäèòñÿ áîëåå ñóùåñòâåí-
íîå ðàñøèðåíèå: ïîäòèïû (subtyping) (èíîãäà íàçûâàåìîå ïîëèìîðôèçìîì
÷åðåç ïîäòèïû, èëè subtyping polymorphism). Âñå ïðåäûäóùèå èçó÷åííûå íà-
ìè êîíñòðóêöèè ìîæíî áûëî ñôîðìóëèðîâàòü áîëåå èëè ìåíåå íåçàâèñèìî
äðóã îò äðóãà. Â îòëè÷èå îò íèõ, íàëè÷èå ïîäòèïîâ òðåáóåò ñóùåñòâåííîãî
ðàñøèðåíèÿ ÿçûêà è çàòðàãèâàåò áîëüøóþ ÷àñòü ÿçûêîâûõ ýëåìåíòîâ íåòðè-
âèàëüíûì îáðàçîì.

Ïîäòèïû, êàê ïðàâèëî, âñòðå÷àþòñÿ â îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ (object-
oriented) ÿçûêàõ, è ÷àñòî ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ñóùåñòâåííûé ýëåìåíò îáúåêò-
íî-îðèåíòèðîâàííîãî ñòèëÿ. Ýòà ñâÿçü èññëåäóåòñÿ â ãëàâå 18; îäíàêî ïîêà ÷òî
ìû îïèñûâàåì ïîäòèïû â îãðàíè÷åííîì îáúåìå, çàòðàãèâàÿ òîëüêî ôóíêöèè
è çàïèñè. Óæå òóò âîçíèêàåò áîëüøèíñòâî èíòåðåñíûõ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ
ñ íàëè÷èåì ïîäòèïîâ. Â �15.5 îïèñûâàåòñÿ ñî÷åòàíèå ïîäòèïîâ ñ íåêîòîðûìè
äðóãèìè êîíñòðóêöèÿìè, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàëè â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ. Â
ïîñëåäíåì ðàçäåëå ãëàâû (�15.6) ìû äåòàëüíåå èññëåäóåì ñåìàíòèêó ïîäòèïîâ,
â êîòîðîé èõ èñïîëüçîâàíèå ñîîòâåòñòâóåò äîáàâëåíèþ â èñïîëíÿåìûé êîä
ïðåîáðàçîâàíèé òèïà (coercions).

15.1. Âêëþ÷åíèå

Áåç ïîäòèïîâ ïðàâèëà ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ ìî-
ãóò áûòü ÷ðåçìåðíî æåñòêèìè. Ñèñòåìà òèïîâ òðåáóåò, ÷òîáû òèïû àðãóìåí-
òîâ òî÷íî ñîâïàäàëè ñ òèïàìè îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé. Ýòî ïðèâîäèò
ê òîìó, ÷òî ïðè ïðîâåðêå îòâåðãàþòñÿ ìíîãèå ïðîãðàììû, êîòîðûå ïðîãðàì-
ìèñòó êàæóòñÿ î÷åâèäíî ïðàâèëüíûìè. Âñïîìíèì, íàïðèìåð, ïðàâèëî äëÿ

Â ýòîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ λ :, ïðîñòîå òèïèçèðîâàííîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå ñ ïîäòèïà-
ìè (ðèñ. 15.1) è çàïèñÿìè (ðèñ. 15.3); ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåàëèçàöèÿ íà OCaml íàçûâàåò-
ñÿ rcdsub. (Â íåêîòîðûõ ïðèìåðàõ òàêæå èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëà; äëÿ èõ ïðîâåðêè òðåáóåòñÿ
fullsub.)
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ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèé:

Γ $ t1 : T11 Ñ T12 Γ $ t2 : T11

Γ $ t1 t2 : T12

(T-App)

Âïîëíå êîððåêòíûé òåðì

(λ r:{x:Nat}. r.x) {x=0,y=1}

íå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó ïðàâèëó òèïèçàöèè, ïîñêîëüêó òèï àðãóìåíòà �
{x:Nat,y:Nat}, òîãäà êàê ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò {x:Nat}. ßñíî, îäíàêî, ÷òî äëÿ
ôóíêöèè ñóùåñòâåííî òîëüêî òî, ÷òîáû àðãóìåíò áûë çàïèñüþ ñ ïîëåì x; èìå-
þòñÿ ëè äðóãèå ïîëÿ è êàêîâû îíè, åé áåçðàçëè÷íî. Áîëåå òîãî, ýòî òðåáîâàíèå
ìîæíî ðàñïîçíàòü ïî òèïó ôóíêöèè � íå íóæíî ïðîâåðÿòü åå òåëî è óáåæ-
äàòüñÿ â òîì, ÷òî ïîëÿ êðîìå x íå èñïîëüçóþòñÿ. Ïåðåäà÷à àðãóìåíòà òèïà
{x:Nat,y:Nat} â ôóíêöèþ, îæèäàþùóþ òèï {x:Nat}, âñåãäà áåçîïàñíà.

Öåëü ââåäåíèÿ ïîäòèïîâ â ÿçûê � óòî÷íèòü ïðàâèëà òèïèçàöèè òàê, ÷òîáû
òàêèå òåðìû ñòàëè ðàçðåøåííûìè. Ìû äîáèâàåìñÿ ýòîãî, ôîðìàëèçóÿ èíòóè-
òèâíîå ïðåäñòàâëåíèå î òîì, ÷òî íåêîòîðûå òèïû áîëåå ¾èíôîðìàòèâíû¿, ÷åì
äðóãèå: ìû ãîâîðèì, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ ïîäòèïîì T (subtype) (çàïèñûâàåòñÿ êàê
S <: T), èìåÿ â âèäó, ÷òî âñÿêèé òåðì òèïà S ìîæíî áåçîïàñíî èñïîëüçîâàòü â
êîíòåêñòå, â êîòîðîì îæèäàåòñÿ òèï T. Òàêóþ òî÷êó çðåíèÿ íà ïîäòèïû ÷àñòî
íàçûâàþò ïðèíöèïîì áåçîïàñíîé ïîäñòàíîâêè (principle of safe substitution).

Áîëåå ïðîñòîå èíòóèòèâíîå îáúÿñíåíèå òàêîâî: çàïèñü S <: T îçíà÷àåò, ÷òî
¾êàæäîå çíà÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå òèïó S, ñîîòâåòñòâóåò òàêæå òèïó T¿, òî
åñòü, ¾ýëåìåíòû S ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ T¿. Â �15.6 ìû óâè-
äèì, ÷òî èíîãäà ïîëåçíû äðóãèå, áîëåå òîíêèå, èíòåðïðåòàöèè ïîäòèïîâ, íî
òàêàÿ ñåìàíòèêà ïîäìíîæåñòâ (subset semantics) äîñòàòî÷íà äëÿ áîëüøèí-
ñòâà íóæä.

Ñâÿçü ìåæäó îòíîøåíèåì òèïèçàöèè è íàøèì íîâûì îòíîøåíèåì ïîäòèïè-
ðîâàíèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ íîâûì ïðàâèëîì òèïèçàöèè � òàê íàçûâàåìûì ïðà-
âèëîì âêëþ÷åíèÿ (subsumption):

Γ $ t : S S <: T

Γ $ t : T
(T-Sub)

Ýòî ïðàâèëî ãîâîðèò, ÷òî åñëè S <: T, òî âñÿêèé ýëåìåíò S òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòîì T. Íàïðèìåð, åñëè ìû îïðåäåëèì îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ òàê,
÷òîáû {x:Nat,y:Nat} <: {x:Nat}, òî ïðè ïîìîùè ïðàâèëà T-Sub ìû ñìîæåì
âûâåñòè $ {x=0,y=1} : {x:Nat}, è òàêèì îáðàçîì ïðèñâîèòü òèï íàøåìó èñ-
õîäíîìó ïðèìåðó.

15.2. Îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ

Îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ ôîðìàëüíî îïèñûâàåòñÿ ÷åðåç íàáîð ïðàâèë
âûâîäà, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî ïîëó÷èòü óòâåðæäåíèÿ âèäà S <: T, ÷òî
÷èòàåòñÿ êàê ¾S � ïîäòèï T¿ (èëè ¾T � íàäòèï S¿). Ìû ðàññìîòðèì ïî îòäåëü-
íîñòè êàæäóþ ðàçíîâèäíîñòü òèïîâ (òèïû ôóíêöèé, òèïû çàïèñåé è ò. ä.); äëÿ
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êàæäîé èç íèõ ìû ôîðìàëèçóåì ïðàâèëà, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûìè ìîæíî
ðàçðåøèòü èñïîëüçîâàíèå ýëåìåíòîâ îäíîãî òèïà ïðè òîì, ÷òî îæèäàåòñÿ äðó-
ãîé òèï.

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê ïðàâèëàì äëÿ êîíêðåòíûõ ðàçíîâèäíîñòåé òè-
ïîâ, ìû ñäåëàåì äâà îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿ: âî-ïåðâûõ, îòíîøåíèå ïîäòèïè-
ðîâàíèÿ äîëæíî áûòü ðåôëåêñèâíûì:

S <: S (S-Refl)

à âî-âòîðûõ, îíî äîëæíî áûòü òðàíçèòèâíûì:

S <: U U <: T

S <: T
(S-Trans)

Ýòè ïðàâèëà ïðÿìî ñëåäóþò èç íàøåãî èíòóèòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î áåç-
îïàñíîñòè ïîäñòàíîâêè.

Â ñëó÷àå òèïîâ çàïèñåé, êàê ìû óæå âèäåëè, ìû õîòèì ñ÷èòàòü òèï
S � { k1:S1 ...km:Sm} ïîäòèïîì T � { l1:T1 ...ln:Tn}, åñëè T ñîäåðæèò
ìåíüøå ïîëåé, ÷åì S. Â ÷àñòíîñòè, áåçîïàñíî ¾çàáûâàòü¿ ïîñëåäíèå ïîëÿ â
òèïàõ çàïèñåé. Ýòà èíòóèòèâíàÿ èäåÿ îòðàæåíà â òàê íàçûâàåìîì ïðàâèëå
ïîäòèïèðîâàíèå â øèðèíó (width subtyping):

{li:Ti
iP1..n�k} <: {li:Ti

iP1..n} (S-RcdWidth)

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ñòðàííûì, ÷òî ¾ìåíüøèé¿ òèï � ïîäòèï � ñîäåðæèò
áîëüøå ïîëåé. Ýòî ïðîùå âñåãî ïîíÿòü, ïðèíÿâ ìåíåå ñòðîãóþ òî÷êó çðåíèÿ
íà òèïû çàïèñåé, ÷åì â �11.8, ñîãëàñíî êîòîðîé òèï {x:Nat} îïèñûâàåò ¾ìíî-
æåñòâî çàïèñåé, èìåþùèõ, ïî ìåíüøåé ìåðå, ïîëå x òèïà Nat¿. Ýëåìåíòàìè
ýòîãî òèïà ÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî òàêèå çíà÷åíèÿ êàê {x=3} è {x=5}, íî òàêæå
è òàêèå çíà÷åíèÿ êàê {x=3,y=100} è {x=3,a=true,b=true}. Àíàëîãè÷íî, òèï
{x:Nat,y:Nat} îïèñûâàåò çàïèñè, èìåþùèå ïî êðàéíåé ìåðå ïîëÿ x è y, îáà
òèïà Nat. Çíà÷åíèÿìè ýòîãî òèïà ÿâëÿþòñÿ òàêèå çàïèñè, êàê {x=3,y=100}

è {x=3,y=100,z=true}, íî íå {x=3} è íå {x=3,a=true,b=true}. Òàêèì îáðà-
çîì, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, ïðèíàäëåæàùèõ êî âòîðîìó òèïó, ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì
ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà çíà÷åíèé, ïðèíàäëåæàùèõ ê ïåðâîìó òèïó. Áîëåå
äëèííûé òèï-çàïèñü ñîîòâåòñòâóåò áîëåå æåñòêîé, ò. å. áîëåå èíôîðìàòèâíîé,
ñïåöèôèêàöèè; òàêèì îáðàçîì, îí îïèñûâàåò ìåíüøåå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé.

Ïðàâèëî ïîäòèïèðîâàíèÿ â øèðèíó ïðèìåíèìî òîëüêî ê òèïàì çàïèñåé,
äëÿ êîòîðûõ òèïû îáùèõ ïîëåé ñîâïàäàþò. Ìîæíî òàêæå ïîçâîëèòü ðàçëè-
÷àòüñÿ òèïàì îòäåëüíûõ ïîëåé, åñëè òèïû êàæäîãî ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëÿ
ÿâëÿþòñÿ ïîäòèïàìè. Ýòà èíòóèòèâíàÿ êîíöåïöèÿ âûðàæàåòñÿ ïðàâèëîì ïîä-
òèïèðîâàíèÿ â ãëóáèíó (depth subtyping):

äëÿ êàæäîãî i, Si<:Ti
{li:Si

iP1..n} <: {li:Ti
iP1..n}

(S-RcdDepth)

Ñëåäóþùåå äåðåâî âûâîäà ïîäòèïèðîâàíèÿ èñïîëüçóåò ïðàâèëà
S-RcdWidth è S-RcdDepth, äåìîíñòðèðóÿ, ÷òî òèï âëîæåííûõ çàïè-
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ñåé {x:{a:Nat,b:Nat},y:{m:Nat}} ÿâëÿåòñÿ ïîäòèïîì {x:{a:Nat},y:{}}:

{a:Nat,b:Nat} <: {a:Nat}
S-RcdWidth

{m:Nat} <: {}
S-RcdWidth

{x:{a:Nat,b:Nat},y:{m:Nat}} <: {x:{a:Nat},y:{}}
S-RcdDepth

Åñëè ìû õîòèì ñ ïîìîùüþ S-RcdDepth óòî÷íèòü òèï òîëüêî îäíîãî ïî-
ëÿ çàïèñè (à íå âñåõ ïîëåé, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå), òî äëÿ îñòàëüíûõ
ïîëåé ìîæíî ïîëó÷èòü òðèâèàëüíûå îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ
ïðàâèëà S-Refl:

{a:Nat,b:Nat} <: {a:Nat}
S-RcdWidth

{m:Nat} <: {m:Nat}
S-Refl

{x:{a:Nat,b:Nat},y:{m:Nat}} <: {x:{a:Nat},y:{m:Nat}}
S-RcdDepth

Ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà òðàíçèòèâíîñòè S-Trans ìîæíî ñî÷åòàòü ïîäòèïèðî-
âàíèå â øèðèíó è â ãëóáèíó. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëó÷èòü íàäòèï, ðàñøèðèâ
òèï îäíîãî ïîëÿ è îòáðîñèâ äðóãîå:

{x:{a:Nat,b:Nat}, y:{m:Nat}}

<: {x:{a:Nat,b:Nat}}

S-RcdWidth

{a:Nat,b:Nat}

<: {a:Nat}

S-RcdWidth

{x:{a:Nat,b:Nat}}

<: {x:{a:Nat}}

S-RcdDepth

{x:{a:Nat,b:Nat},y:{m:Nat}} <: {x:{a:Nat}}
S-Trans

Ïîñëåäíåå ïðàâèëî äëÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ çàïèñåé âûâîäèòñÿ èç íàáëþäåíèÿ
î òîì, ÷òî ïîðÿäîê ïîëåé â çàïèñè íå îêàçûâàåò íèêàêîãî âëèÿíèÿ íà òî, êàê
åå ìîæíî áåçîïàñíî èñïîëüçîâàòü, ïîñêîëüêó åäèíñòâåííàÿ îïåðàöèÿ, êîòî-
ðóþ ìîæíî ïðîèçâîäèòü ñ çàïèñüþ ïîñëå åå ñîçäàíèÿ � ïðîåêöèÿ åå ïîëåé �
íå÷óâñòâèòåëüíà ê ïîðÿäêó ïîëåé.

{kj:Sj
jP1..n} ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé {li:Ti

iP1..n}

{kj:Sj
jP1..n} <: {li:Ti

iP1..n}
(S-RcdPerm)

Íàïðèìåð, ñîãëàñíî ïðàâèëó S-RcdPerm, òèï {c:Top,b:Bool,a:Nat} ÿâëÿ-
åòñÿ ïîäòèïîì {a:Nat,b:Bool,c:Top}, è íàîáîðîò. (Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îò-
íîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ íå áóäåò àíòèñèììåòðè÷íî.)

Ìîæíî èñïîëüçîâàòü S-RcdPerm ñîâìåñòíî ñ S-RcdWidth è S-Trans,
÷òîáû îòáðàñûâàòü ïîëÿ â ëþáîì ìåñòå çàïèñè, à íå òîëüêî â åå êîíöå.

Óïðàæíåíèå 15.2.1 r�s: Íàðèñóéòå äåðåâî âûâîäà, ïîêàçûâàþùåå, ÷òî
{x:Nat,y:Nat,z:Nat} ÿâëÿåòñÿ ïîäòèïîì {y:Nat}.

Êàæäîå èç ïðàâèë S-RcdWidth, S-RcdDepth è S-RcdPerm äàåò íàì îò-
äåëüíóþ ñòåïåíü ñâîáîäû ïðè ðàáîòå ñ çàïèñÿìè. Â öåëÿõ îáñóæäåíèÿ èìååò
ñìûñë îñòàâèòü èõ â âèäå òðåõ îòäåëüíûõ ïðàâèë. Íàïðèìåð, ñóùåñòâóþò ÿçû-
êè, â êîòîðûõ ðàçðåøåíà òîëüêî ÷àñòü ýòèõ ïðàâèë. Íàïðèìåð, áîëüøèíñòâî
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âàðèàíòîâ èñ÷èñëåíèÿ îáúåêòîâ (object calculus) Àáàäè è Êàðäåëëè (Abadi
and Cardelli, 1996) íå èñïîëüçóþò ïîäòèïèðîâàíèå â ãëóáèíó. Îäíàêî ïðè ðåà-
ëèçàöèè ÿçûêà ïîëåçíî ñî÷åòàòü ýòè ïðàâèëà â îäíîì ìàêðîïðàâèëå, êîòîðîå
îáðàáàòûâàåò âñå òðè âèäà ïîäòèïèðîâàíèÿ ñðàçó. Ýòî ïðàâèëî îáñóæäàåòñÿ
â ñëåäóþùåé ãëàâå (ñð. ñ. 237).

Òàê êàê ìû ðàáîòàåì ñ ÿçûêîì âûñøåãî ïîðÿäêà, ãäå â êà÷åñòâå àðãóìåí-
òîâ â ôóíêöèþ ìîãóò ïåðåäàâàòüñÿ íå òîëüêî ÷èñëà è çàïèñè, íî è äðóãèå
ôóíêöèè, òî òðåáóåòñÿ òàêæå ïðèäóìàòü ïðàâèëà ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ ôóíê-
öèîíàëüíûõ òèïîâ � ò. å., ìû äîëæíû óêàçàòü, â êàêèõ ñëó÷àÿõ áåçîïàñíî
èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ îäíîãî òèïà òàì, ãäå îæèäàåòñÿ ôóíêöèÿ äðóãîãî òè-
ïà.

T1 <: S1 S2 <: T2

S1 Ñ S2 <: T1 Ñ T2

(S-Arrow)

Çàìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ ¾ñðàáàòûâàåò â îáðàòíóþ ñòîðî-
íó¿ (êîíòðàâàðèàíòíî, contravariant) äëÿ òèïîâ àðãóìåíòîâ â ëåâîé ïðåäïî-
ñûëêå, íî èìååò îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå (êîâàðèàíòíî, covariant) äëÿ òèïîâ
ðåçóëüòàòîâ è äëÿ ñàìèõ ôóíêöèîíàëüíûõ òèïîâ. Èíòóèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå
ñîñòîèò â òîì, ÷òî, èìåÿ ôóíêöèþ f òèïà S1 Ñ S2, ìû çíàåì, ÷òî f ïðèíèìàåò
àðãóìåíòû òèïà S1; ÿñíî, ÷òî f ìîæåò òàêæå ïðèíÿòü àðãóìåíò òèïà T1, ãäå
T1 � ëþáîé ïîäòèï S1. Òèï f ñîîáùàåò íàì òàêæå, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ âîçâðà-
ùàåò ýëåìåíòû òèïà S2; ìû èìååì ïðàâî ñ÷èòàòü, ÷òî îíè òàêæå ïðèíàäëåæàò
è ê T2, ãäå T2 � ëþáîé íàäòèï S2. Òî åñòü, ëþáàÿ ôóíêöèÿ f òèïà S1 Ñ S2

ìîæåò òàêæå ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ôóíêöèÿ òèïà T1 Ñ T2.
Äðóãàÿ âîçìîæíàÿ òî÷êà çðåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî áåçîïàñíî ðàçðåøèòü

èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèè òèïà S1 Ñ S2 â ëþáîì êîíòåêñòå, â êîòîðîì îæèäà-
åòñÿ òèï T1 Ñ T2, åñëè íè îäèí àðãóìåíò, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïåðåäàí â
ôóíêöèþ, íå áóäåò äëÿ íåå íåîæèäàííûì (T1 <: S1), è íè îäèí åå ðåçóëüòàò
íå îêàæåòñÿ íåîæèäàííûì äëÿ êîíòåêñòà âûçîâà (S2 <: T2).

Íàêîíåö, óäîáíî èìåòü òèï, ÿâëÿþùèéñÿ íàäòèïîì âñåõ îñòàëüíûõ òèïîâ.
Ìû ââîäèì íîâóþ òèïîâóþ êîíñòàíòó Top, à òàêæå ïðàâèëî, êîòîðîå äåëàåò
Top íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì â îòíîøåíèè ïîäòèïèðîâàíèÿ:

S <: Top (S-Top)

Òèï Top ïîäðîáíåå îáñóæäàåòñÿ â �15.4.
Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ åñòü íàèìåíüøåå

îòíîøåíèå, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî óñòàíîâëåííûõ íàìè ïðàâèë. Äëÿ óäîá-
ñòâà ññûëîê, íà ðèñ. 15.1, 15.2 è 15.3 ïðèâåäåíî ïîëíîå îïðåäåëåíèå ïðîñòîãî
òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ ñ çàïèñÿìè è ïîäòèïàìè, ïðè÷åì ñèíòàê-
ñè÷åñêèå ôîðìû è ïðàâèëà, ââåäåííûå íàìè â ýòîé ãëàâå, âûäåëåíû ñåðûì.
Çàìåòèì, ÷òî ïðèñóòñòâèå ïðàâèë ðåôëåêñèâíîñòè è òðàíçèòèâíîñòè îçíà÷à-
åò, ÷òî îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîðÿäêîì (preorder). Îäíàêî,
èç-çà ïðàâèëà ïåðåñòàíîâêè ïîëåé â çàïèñè, ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì îíî íå ÿâ-
ëÿåòñÿ: èìååòñÿ ìíîãî ïàð ðàçëè÷íûõ òèïîâ, ãäå êàæäûé ýëåìåíò ïàðû �
ïîäòèï äðóãîãî.

Çàâåðøàÿ îáñóæäåíèå îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ, óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî òå-
ïåðü ìû ìîæåì ïðèñâîèòü òèï òåðìó-ïðèìåðó, ñ êîòîðîãî íà÷àëàñü ýòà ãëàâà.
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Ñ <: Top Îñíîâàíî íà λÑ (9.1)

Ñèíòàêñèñ
t ::= òåðìû:

x ïåðåìåííàÿ
λx:T.t àáñòðàêöèÿ
t t ïðèìåíåíèå

v ::= çíà÷åíèÿ:
λx:T.t çíà÷åíèå-àáñòðàêöèÿ

T ::= òèïû:
Top ìàêñèìàëüíûé òèï
T Ñ T òèï ôóíêöèé

Γ ::= êîíòåêñòû:
H ïóñòîé êîíòåêñò
Γ, x:T ñâÿçûâàíèå òåðìîâîé
ïåðåìåííîé

Âû÷èñëåíèå tÑ t1

t1 Ñ t11

t1 t2 Ñ t11 t2

(E-App1)

t2 Ñ t12

v1 t2 Ñ v1 t12
(E-App2)

(λx:T11.t12) v2 Ñ rx ÞÑ v2st12

(E-AppAbs)

Ïîäòèïû S <: T

S <: S (S-Refl)

S <: U U <: T

S <: T
(S-Trans)

S <: Top (S-Top)

T1 <: S1 S2 <: T2

S1 Ñ S2 <: T1 Ñ T2

(S-Arrow)
Òèïèçàöèÿ Γ $ t : T

x : T P Γ

Γ $ x : T
(T-Var)

Γ, x:T1 $ t2:T2

Γ $ λx:T1.t2 : T1 Ñ T2

(T-Abs)

Γ $ t1 : T11 Ñ T12 Γ $ t2 : T11

Γ $ t1 t2 : T12

(T-App)

Γ $ t : S S <: T

Γ $ t : T
(T-Sub)

Ðèñ. 15.1. Ïðîñòîå òèïèçèðîâàííîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå ñ ïîäòèïàìè (λ :)

×òîáû íå âûõîäèòü çà ïðåäåëû ñòðàíèöû, âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ñîêðà-
ùåíèÿìè:

f
def

� λr:{x:Nat}. r.x Rx
def

� {x:Nat}

xy
def

� {x=0,y=1} Rxy
def

� {x:Nat,y:Nat}

Ïðåäïîëàãàÿ îáû÷íûå ïðàâèëà òèïèçàöèè äëÿ ÷èñëîâûõ êîíñòàíò, ìû ìîæåì

Rev: �revision�, November 28, 2010 210 �source�le�



15.2. Îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ 211

Ñ {} Ðàñøèðÿåò λÑ (9.1)

Íîâûå ñèíòàêñè÷åñêèå ôîðìû
t ::= . . . òåðìû:

{li=ti
iP1..n} çàïèñü

t.l ïðîåêöèÿ

v ::= . . . çíà÷åíèÿ:
{li=vi

iP1..n} çàïèñü-çíà÷åíèå

T ::= . . . òèïû:
{li:Ti

iP1..n} òèï çàïèñåé

Íîâûå ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ tÑ t1

{li=vi
iP1..n}.lj Ñ vj (E-ProjRcd)

t1 Ñ t11

t1.lÑ t11.l
(E-Proj)

tj Ñ t1j

{li=vi
iP1..j�1, lj=tj, lk=tk

kPj�1..n}

Ñ {li=vi
iP1..j�1, lj=t

1
j, lk=tk

kPj�1..n}

(E-Rcd)
Íîâûå ïðàâèëà òèïèçàöèè Γ $ t : T

äëÿ êàæäîãî i, Γ $ ti : Ti

Γ $ {li=ti
iP1..n} : {li:Ti

iP1..n}

(T-Rcd)

Γ $ t1 : {li:Ti
iP1..n}

Γ $ t1.lj : Tj
(T-Proj)

Ðèñ. 15.2. Çàïèñè (ñîâïàäàåò ñ ðèñ. 11.7)

ïîñòðîèòü òàêîå äåðåâî âûâîäà äëÿ óòâåðæäåíèÿ òèïèçàöèè $ f xy : Nat:

...

$ f : Rx Ñ Nat

$ 0 : Nat $ 1 : Nat

$ xy : Rxy
T-Rcd

Rxy <: Rx
S-RcdWidth

$ xy : Rx
T-Sub

$ f xy : Nat
T-App

Óïðàæíåíèå 15.2.2 r�s: ßâëÿåòñÿ ëè ïðèâåäåííîå äåðåâî âûâîäà äëÿ $
f xy : Nat åäèíñòâåííûì?

Óïðàæíåíèå 15.2.3 r�s: (1) Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïîäòèïîâ èìååò
{a:Top,b:Top}? (2) Ìîæíî ëè íàéòè áåñêîíå÷íóþ íèñõîäÿùóþ öåïî÷êó â
îòíîøåíèè ïîäòèïèðîâàíèÿ � òî åñòü, áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
òèïîâ S0, S1, è ò. ä., òàêóþ, ÷òî êàæäûé Si�1 ÿâëÿåòñÿ ïîäòèïîì Si? (3)
Ìîæíî ëè íàéòè áåñêîíå÷íóþ âîñõîäÿùóþ öåïî÷êó?

Óïðàæíåíèå 15.2.4 r�s: Ñóùåñòâóåò ëè òèï, ÿâëÿþùèéñÿ ïîäòèïîì ëþáîãî
äðóãîãî òèïà? Ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèîíàëüíûé òèï, ÿâëÿþùèéñÿ íàäòèïîì
ëþáîãî äðóãîãî ôóíêöèîíàëüíîãî òèïà?
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Ñ {}  : Ðàñøèðÿåò λ : (15.1) è ïðàâèëà äëÿ ïðîñòûõ çàïèñåé (15.2)

Íîâûå ïðàâèëà ïîäòèïèðîâàíèÿ
S <: T

{li:Ti
iP1..n�k} <: {li:Ti

iP1..n}

(S-RcdWidth)

äëÿ êàæäîãî i, Si <: Ti

{li:Si
iP1..n} <: {li:Ti

iP1..n}

(S-RcdDepth)

{kj:Sj
jP1..n} ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé {li:Ti

iP1..n}

{kj:Sj
jP1..n} <: {li:Ti

iP1..n}

(S-RcdPerm)

Ðèñ. 15.3. Çàïèñè è ïîäòèïû

Óïðàæíåíèå 15.2.5 r��s: Äîïóñòèì, ÷òî ìû ðàñøèðèëè íàøå èñ÷èñëåíèå
êîíñòðóêòîðîì òèïîâ-ïðîèçâåäåíèé T1 � T2, êàê îïèñàíî â �11.6. Åñòå-
ñòâåííî äîáàâèòü ïðàâèëî ïîäòèïèðîâàíèÿ

S1 <: T1 S2 <: T2

S1 � S2 <: T1 � T2

(S-ProdDepth)

ñîîòâåòñòâóþùåå S-RcdDepth äëÿ çàïèñåé. Ïðàâèëüíî ëè áóäåò äîáàâèòü
òàêæå è òàêîå ïðàâèëî:

T1 � T2 <: T1 (S-ProdWidth)

15.3. Ñâîéñòâà ïîäòèïîâ è òèïèçàöèè

Ôîðìàëüíî îïðåäåëèâ ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå ñ ïîäòèïàìè, ìû äîëæíû òåïåðü
ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íè÷åìó íå ïðîòèâîðå÷èò � â ÷àñòíîñòè, ÷òî
òåîðåìû î ñîõðàíåíèè è ïðîäâèæåíèè äëÿ ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-
èñ÷èñëåíèÿ ïðîäîëæàþò âûïîëíÿòüñÿ ïðè íàëè÷èè ïîäòèïîâ.

Óïðàæíåíèå 15.3.1 rÐåêîìåíäóåòñÿ,��s: Ïðåæäå ÷åì ÷èòàòü äàëüøå, ïî-
ïðîáóéòå ïðåäóãàäàòü, ãäå â äîêàçàòåëüñòâàõ ìîãóò âîçíèêíóòü ñëîæíî-
ñòè. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäñòàâèì, ÷òî ìû îøèáëèñü ïðè îïðåäåëåíèè ïîäòè-
ïèðîâàíèÿ è äîáàâèëè ê èìåþùèìñÿ ó íàñ åùå îäíî, íåâåðíîå ïðàâèëî ïîäòè-
ïèðîâàíèÿ. Êàêèå ñâîéñòâà ñèñòåìû ìîãóò ïðè ýòîì ïîòåðÿòüñÿ? Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû îòáðîñèëè îäíî èç ïðàâèë ïîäòèïèðî-
âàíèÿ � ìîãóò ëè ïðè ýòîì èñ÷åçíóòü êàêèå-ëèáî ñâîéñòâà?

Âíà÷àëå ñôîðìóëèðóåì îäíî êëþ÷åâîå ñâîéñòâî îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâà-
íèÿ � àíàëîã ëåììû îá èíâåðñèè äëÿ îòíîøåíèÿ òèïèçàöèè â ïðîñòîì òèïèçè-
ðîâàííîì ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèè (ëåììà 9.3.1). Åñëè íàì èçâåñòíî, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ
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ïîäòèïîì ôóíêöèîíàëüíîãî òèïà, òî ëåììà îá èíâåðñèè ñ ïîäòèïàìè ãîâîðèò,
÷òî è ñàì S äîëæåí áûòü ôóíêöèîíàëüíûì òèïîì; áîëåå òîãî, îíà óòâåðæäàåò,
÷òî òèïû ñëåâà îò ñòðåëîê äîëæíû áûòü ñâÿçàíû îòíîøåíèåì ïîäòèïèðîâà-
íèÿ êîíòðàâàðèàíòíî, à òèïû ñïðàâà îò ñòðåëîê � êîâàðèàíòíî. Ïîäîáíûå
ñîîáðàæåíèÿ ðàáîòàþò è â ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòíî, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ ïîäòèïîì
òèïà çàïèñåé: ìû çíàåì, ÷òî S ñîäåðæèò áîëüøå ïîëåé (S-RcdWidth) â ïðî-
èçâîëüíîì ïîðÿäêå (S-RcdPerm), è òèïû îáùèõ ïîëåé ñâÿçàíû îòíîøåíèåì
ïîäòèïèðîâàíèÿ (S-RcdDepth).

Ëåììà 15.3.2 rÈíâåðñèÿ îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿs:

1. Åñëè S <: T1 ÑT2, òî S èìååò âèä S1 Ñ S2, ïðè÷åì T1 <: S1 è S2 <:

T2.

2. Åñëè S <: {li:Ti
iP1..n}, òî S èìååò âèä {kj:Sj

jP1..m}, ïðè÷åì ñîäåð-
æèò ïî êðàéíåé ìåðå ìåòêè ïîëåé {li

iP1..n} � ò. å., {li
iP1..n} �

{kj
jP1..m}, è äëÿ êàæäîé îáùåé ìåòêè ïîëÿ li � kj, Sj <: Ti.

Äîêàçàòåëüñòâî: Óïðàæíåíèå rÐåêîìåíäóåòñÿ,��s.

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî òèïû ñîõðàíÿþòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè, íà÷íåì ñ ëåììû
îá èíâåðñèè îòíîøåíèÿ òèïèçàöèè (ñð. ñ ëåììîé 9.3.1 äëÿ ïðîñòîãî òèïèçèðî-
âàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ). Âìåñòî òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ýòó ëåììó
â ñàìîé îáùåé ôîðìå, ìû ïðèâîäèì çäåñü òîëüêî òå ÷àñòíûå ñëó÷àè, êîòî-
ðûå íåîáõîäèìû äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ñîõðàíåíèè. Îáùóþ ôîðìó
ìîæíî ïîëó÷èòü, èçó÷èâ àëãîðèòìè÷åñêîå îòíîøåíèå òèïèçàöèè, îïèñàííîå â
ñëåäóþùåé ãëàâå (ñì. îïðåäåëåíèå 16.2.2).

Ëåììà 15.3.3

1. Åñëè Γ $ λx:S1. s2 : T1 Ñ T2, òî T1 <: S1, è Γ, x:S1 $ s2 : T2.

2. Åñëè Γ $ {ka=Sa
aP1..m} : {li:Ti

iP1..n}, òî {li
iP1..n} � {ka

aP1..m}, è Γ $
sa : Ti äëÿ êàæäîé îáùåé ìåòêè ïîëÿ ka � li.

Äîêàçàòåëüñòâî: Íåñëîæíàÿ èíäóêöèÿ ïî äåðåâüÿì âûâîäà òèïîâ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ëåììû 15.3.2 äëÿ ïðàâèëà T-Sub.

Çàòåì íàì ïîòðåáóåòñÿ ëåììà î ïîäñòàíîâêå äëÿ îòíîøåíèÿ òèïèçàöèè.
Ôîðìóëèðîâêà ëåììû îñòàåòñÿ òîé æå, ÷òî è â ñëó÷àå ïðîñòîãî òèïèçèðîâàí-
íîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ (ëåììà 9.3.8), è äîêàçàòåëüñòâî òàêæå ïðàêòè÷åñêè
ñîâïàäàåò.

Ëåììà 15.3.4 rÏîäñòàíîâêàs: Åñëè Γ, x:S $ t : T è Γ $ s : S, òî Γ $
rx ÞÑ sst : T.
Äîêàçàòåëüñòâî: Èíäóêöèÿ ïî äåðåâüÿì âûâîäà òèïîâ. Òðåáóåòñÿ ðàññìîò-
ðåòü íîâûå âàðèàíòû äëÿ ïðàâèë T-Sub è äëÿ ïðàâèë òèïèçàöèè çàïèñåé
T-Rcd è T-Proj, èñïîëüçóÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Â
îñòàëüíîì äîêàçàòåëüñòâî òàêîå æå, êàê äëÿ 9.3.8.
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Òåîðåìà î ñîõðàíåíèè ôîðìóëèðóåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è ðàíüøå. Îäíàêî
íàëè÷èå ïîäòèïîâ óñëîæíÿåò åå äîêàçàòåëüñòâî â íåñêîëüêèõ ìåñòàõ.

Òåîðåìà 15.3.5 rÑîõðàíåíèås: Åñëè Γ $ t: T è tÑ t1, òî Γ $ t1 : T.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðÿìîëèíåéíàÿ èíäóêöèÿ ïî äåðåâüÿì âûâîäà òèïîâ. Áîëü-
øèíñòâî ñëó÷àåâ ïîõîæè íà äîêàçàòåëüñòâî ñîõðàíåíèÿ äëÿ ïðîñòîãî òè-
ïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ (9.3.9). Íóæíî ëèøü ðàññìîòðåòü íîâûå
âàðèàíòû äëÿ ïðàâèë òèïèçàöèè çàïèñåé è äëÿ âêëþ÷åíèÿ.

Âàðèàíò T-Var: t � x

Íå ìîæåò âîçíèêíóòü (íå ñóùåñòâóåò ïðàâèë âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïåðåìåííûõ).

Âàðèàíò T-Abs: t � λx:T1.t2

Íå ìîæåò âîçíèêíóòü (t óæå ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì).

Âàðèàíò T-App: t � t1 t2 Γ $ t1 : T11 Ñ T12 Γ $ t2 : T11

T � T12

Èñõîäÿ èç ïðàâèë âû÷èñëåíèÿ íà ðèñ. 15.1 è 15.2, ìû âèäèì, ÷òî èìååòñÿ
òðè ïðàâèëà, ïîçâîëÿþùèõ âûâåñòè t Ñ t1: E-App1, E-App2 è E-AppAbs.
Ðàññìîòðèì ýòè âàðèàíòû.

Ïîäâàðèàíò E-App1: t1 Ñ t11 t1 � t11 t2

Íóæíûé íàì ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè è
ïðàâèëà T-App.

Ïîäâàðèàíò E-App2: t1 � v1 t2 Ñ t12 t1 � v1 t12
Àíàëîãè÷íî.

Ïîäâàðèàíò E-AppAbs: t1 � λx:S11.t12 t2 � v2 t1 �
rx ÞÑ v2st12

Ïî ëåììå 15.3.3(1), T11 <: S11 è Γ, x:S11 $ t12 : T12. Ñîãëàñíî
ïðàâèëó T-Sub, Γ $ t2 : S11. Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ëåììó î ïîä-
ñòàíîâêå (15.3.4), ïîëó÷àåì Γ $ t1 : T12.

Âàðèàíò T-Rcd: t � {li=ti
iP1..n} Γ $ ti : Ti äëÿ êàæäîãî i

T � {li:Ti
iP1..n}

Åäèíñòâåííîå ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ, ñîäåðæàùåå â ëåâîé ÷àñòè çàïèñü, � ýòî
E-Rcd. Èñõîäÿ èç ïðåäïîñûëêè ýòîãî ïðàâèëà, ìû âèäèì, ÷òî tj Ñ t1j äëÿ
íåêîòîðîãî ïîëÿ tj. Òðåáóåìûé ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóê-
öèè (ïðèìåíåííîãî ê ñîîòâåòñòâóþùåé ïðåäïîñûëêå Γ $ tj : Tj) è ïðàâèëà
T-Rcd.

Âàðèàíò T-Proj: t � t1.lj Γ $ t1 : {li : Ti
iP1..n} T � Tj

Èñõîäÿ èç ïðàâèë âû÷èñëåíèÿ íà ðèñ. 15.1 è 15.2, ìû âèäèì, ÷òî t Ñ t1

ìîæåò áûòü âûâåäåíî èç äâóõ ïðàâèë: E-Proj è E-ProjRcd.

Ïîäâàðèàíò E-Proj: t1 Ñ t11 t1 � t11.lj
Ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè è ïðàâèëà
T-Proj.

Ïîäâàðèàíò E-ProjRcd: t1 � {ka=va
aP1..m} lj � kb t1 �

vb
Ïî ëåììå 15.3.3(2), èìååì {li

iP1..n} � {ka
aP1..m} è Γ $ va : Ti äëÿ

êàæäîãî ka � li. Â ÷àñòíîñòè, Γ $ vb : Tj, êàê íàì è òðåáóåòñÿ.
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Âàðèàíò T-Sub: t : S S <: T

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, Γ $ t1 : S. Ïî ïðàâèëó T-Sub, Γ $
t : T.

×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûå òåðìû íèêîãäà íå îêàçû-
âàþòñÿ â òóïèêå, ìû (êàê è â ãëàâå 9) ñíà÷àëà äîêàæåì ëåììó î êàíîíè÷åñêèõ
ôîðìàõ, êîòîðàÿ ôèêñèðóåò âîçìîæíûå âèäû òåðìîâ-çíà÷åíèé, ïðèíàäëåæà-
ùèõ ôóíêöèîíàëüíûì òèïàì è òèïàì çàïèñåé.

Ëåììà 15.3.6 rÊàíîíè÷åñêèå ôîðìûs:

1. Åñëè v � çàìêíóòîå çíà÷åíèå òèïà T1 Ñ T2, òî v èìååò âèä λx:S1.t2.

2. Åñëè v � çàìêíóòîå çíà÷åíèå òèïà {li:Ti
iP1..n}, òî v èìååò âèä

{ka=va
aP1..m}, ïðè÷åì {li

iP1..n} � {ka
aP1..m}.

Äîêàçàòåëüñòâî: Óïðàæíåíèå rÐåêîìåíäóåòñÿ,���s.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû î ïðîäâèæåíèè è å¼ äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íî
áëèçêè ê òîìó, ÷òî ìû óæå âèäåëè äëÿ ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-
èñ÷èñëåíèÿ. Áîëüøèíñòâî òðóäíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ ïîäòèïàìè, âûâåäåíî â
ëåììó î êàíîíè÷åñêèõ ôîðìàõ, è òåïåðü òðåáóåòñÿ âíåñòè òîëüêî íåñêîëüêî
íåáîëüøèõ èçìåíåíèé.

Òåîðåìà 15.3.7 rÏðîäâèæåíèås: Åñëè t � çàìêíóòûé ïðàâèëüíî òèïèçè-
ðîâàííûé òåðì, òî ëèáî t ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì, ëèáî ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé
òåðì t1 òàêîé, ÷òî tÑ t1.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðÿìîëèíåéíàÿ èíäóêöèÿ ïî äåðåâüÿì âûâîäà òèïîâ. Âàðè-
àíò ñ ïåðåìåííîé âîçíèêíóòü íå ìîæåò (ïîñêîëüêó t çàìêíóò). Â âàðèàí-
òå ñ ëÿìáäà-àáñòðàêöèåé èñêîìûé ðåçóëüòàò ñëåäóåò íåìåäëåííî, òàê êàê
àáñòðàêöèè ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè. Îñòàâøèåñÿ âàðèàíòû áîëåå èíòåðåñíû.

Âàðèàíò T-App: t � t1 t2 $ t1 : T11 Ñ T12 $ t2 : T11 T � T12

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, òåðì t1 ëèáî ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì, ëèáî
ñïîñîáåí ïðîäåëàòü øàã âû÷èñëåíèÿ. Òî æå ñàìîå âåðíî è ïî îòíîøåíèþ ê
t2. Åñëè t1 ñïîñîáåí ïðîäåëàòü øàã, òî ïðèìåíèìî ïðàâèëî T-App1. Åñëè
t1 � çíà÷åíèå, à t2 ñïîñîáåí ïðîäåëàòü øàã, òî ïðèìåíèìî ïðàâèëî T-App2.
Íàêîíåö, åñëè îáà òåðìà t1 è t2 ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè, òî, ñîãëàñíî ëåì-
ìå î êàíîíè÷åñêèõ ôîðìàõ (15.3.6), t1 èìååò âèä λx:S11.t12, òàê ÷òî ê t

ïðèìåíèìî ïðàâèëî E-AppAbs.

Âàðèàíò T-Rcd: t � {li=ti
iP1..n} äëÿ êàæäîãî i P 1..n, $ ti : Ti

T � {li : Ti
iP1..n}

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, êàæäûé èç òåðìîâ ti ëèáî ÿâëÿåòñÿ
çíà÷åíèåì, ëèáî ñïîñîáåí ïðîäåëàòü øàã âû÷èñëåíèÿ. Åñëè âñå ýòè òåðìû �
çíà÷åíèÿ, òî t ñàì ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì. Åñëè æå êàêîé-ëèáî èç íèõ ñïîñîáåí
ïðîäåëàòü øàã, òî ê t ïðèìåíèìî ïðàâèëî E-Rcd.

Âàðèàíò T-Proj: t � t1.lj $ t1 : {li:Ti
iP1..n} T � Tj

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, òåðì t1 ëèáî ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì, ëè-
áî ñïîñîáåí ïðîäåëàòü øàã âû÷èñëåíèÿ. Åñëè t1 ìîæåò ïðîäåëàòü øàã,
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Ñ <: Bot Ðàñøèðÿåò λ : (15.1)

Íîâûå ñèíòàêñè÷åñêèå ôîðìû
T ::= . . . òèïû:

Bot ìèíèìàëüíûé òèï

Íîâûå ïðàâèëà ïîäòèïèðîâàíèÿ
S <: T

Bot <: T (S-Bot)

Ðèñ. 15.4. Íàèìåíüøèé òèï

òî, ïî ïðàâèëó E-Proj, ìîæåò è t. Åñëè æå t1 � çíà÷åíèå, òî, ñîãëàñ-
íî ëåììå î êàíîíè÷åñêèõ ôîðìàõ (15.3.6), t1 èìååò âèä {ka=va

aP1..m}, ïðè-
÷åì {li

iP1..n} � {ka
aP1..m} è äëÿ êàæäîãî li � kj èìååì $ vj : Ti. Â ÷àñò-

íîñòè, lj âõîäèò â íàáîð ìåòîê {ka
aP1..m} òåðìà t1, îòêóäà, ïî ïðàâèëó

E-ProjRcd, ìû âèäèì, ÷òî è ñàì òåðì t ñïîñîáåí ïðîäåëàòü øàã âû÷èñëå-
íèÿ.

Âàðèàíò T-Sub: Γ $ t : S S <: T

Ðåçóëüòàò ïðÿìî ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè.

15.4. Òèïû Top è Bottom

Íàèáîëüøèé òèï Top íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ýëåìåíòîì ïðîñòîãî òèïè-
çèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ ñ ïîäòèïàìè; åãî ìîæíî óáðàòü, íå íàðóøàÿ
áàçîâûõ ñâîéñòâ ñèñòåìû. Îäíàêî áîëüøèíñòâî îïèñàíèé âêëþ÷àþò ýòîò òèï,
ïî íåñêîëüêèì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, îí ñîîòâåòñòâóåò òèïó Object, èìåþùå-
ìóñÿ â áîëüøèíñòâå îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Âî-âòîðûõ, Top ñëóæèò óäîáíûì òåõíè÷åñêèì èíñòðóìåíòîì â áîëåå ñëîæíûõ
ñèñòåìàõ, â êîòîðûõ ïîäòèïû ñî÷åòàþòñÿ ñ ïîëèìîðôèçìîì. Íàïðèìåð, â Ñè-
ñòåìå F<: (ãëàâû 26 è 28) íàëè÷èå òèïà Top ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îáûêíîâåííóþ
íåîãðàíè÷åííóþ êâàíòèôèêàöèþ íà îñíîâå îãðàíè÷åííîé êâàíòèôèêàöèè è,
òàêèì îáðàçîì, óïðîùàåò âñþ ñèñòåìó. Áîëåå òîãî, â F<: ìîæíî çàêîäèðî-
âàòü äàæå çàïèñè è, òàêèì îáðàçîì, åùå áîëüøå óïðîñòèòü ïîâåñòâîâàíèå (ïî
êðàéíåé ìåðå, ñ àêàäåìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ); òàêîå êîäèðîâàíèå íåâîçìîæíî
áåç Top. Íàêîíåö, ïîñêîëüêó ïîâåäåíèå Top óñòðîåíî íåñëîæíî, à èñïîëüçîâà-
íèå ýòîãî òèïà â ïðèìåðàõ ÷àñòî áûâàåò ïîëåçíî, íåò îñîáûõ ïðè÷èí îò íåãî
îòêàçûâàòüñÿ.

Åñòåñòâåííî ñïðîñèòü, ìîæíî ëè òàêæå äîïîëíèòü îòíîøåíèå ïîäòèïèðî-
âàíèÿ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì � òèïîì Bot, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîäòèïîì âñÿ-
êîãî äðóãîãî òèïà. Ýòî âîçìîæíî: òàêîå ðàñøèðåíèå ôîðìàëüíî ïðåäñòàâëåíî
íà ðèñ. 15.4

Ïðåæäå âñåãî, ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî òèï Bot ïóñò; çàìêíóòûõ çíà÷åíèé
òèïà Bot íå ñóùåñòâóåò. Åñëè áû òàêîå çíà÷åíèå, íàïðèìåð, v, ñóùåñòâîâàëî,
òî ïðàâèëî âêëþ÷åíèÿ âìåñòå ñ ïðàâèëîì S-Bot ïîçâîëèëè áû íàì âûâåñòè
$ v : Top Ñ Top, îòêóäà, ïî ëåììå î êàíîíè÷åñêèõ ôîðìàõ (15.3.6, êîòîðàÿ
ïî-ïðåæíåìó âûïîëíÿåòñÿ â íàøåì ðàñøèðåíèè), ñëåäîâàëî áû, ÷òî òåðì v

äîëæåí èìåòü âèä λx:S1.t2 äëÿ íåêîòîðûõ S1 è t2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ïðà-
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âèëó âêëþ÷åíèÿ, ìû òàêæå èìååì $ v : {}, îòêóäà ïî ëåììå î êàíîíè÷åñêèõ
ôîðìàõ ñëåäóåò, ÷òî òåðì v äîëæåí áûòü çàïèñüþ. Íî èç ïðàâèë ñèíòàêñèñà
ÿñíî, ÷òî v íå ìîæåò îäíîâðåìåííî ÿâëÿòüñÿ ôóíêöèåé è çàïèñüþ, òàê ÷òî
ïðåäïîëîæåíèå $ v : Bot âåäåò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ïóñòîòà òèïà Bot íå îçíà÷àåò åãî áåñïîëåçíîñòè. Íàïðîòèâ: Bot äàåò ïðî-
ãðàììèñòó óäîáíûé ñïîñîá âûðàçèòü èíôîðìàöèþ î òîì, ÷òî íåêîòîðûå îïåðà-
öèè (â ÷àñòíîñòè, ïîðîæäåíèå èñêëþ÷åíèÿ èëè âûçîâ ïðîäîëæåíèÿ) íå äîëæ-
íû âîçâðàùàòü íèêàêîãî çíà÷åíèÿ. Åñëè ìû ïðèñâîèì òàêèì âûðàæåíèÿì
òèï Bot, òî ïîëó÷èì íàì äâà ïîëåçíûõ ðåçóëüòàòà: âî-ïåðâûõ, ýòî ñîîáùàåò
ïðîãðàììèñòó, ÷òî íèêàêîãî ðåçóëüòàòà íå îæèäàåòñÿ (ïîñêîëüêó åñëè áû âû-
ðàæåíèå èìåëî ðåçóëüòàò, ýòî îêàçàëîñü áû çíà÷åíèå òèïà Bot); âî-âòîðûõ, ýòî
äàåò çíàòü ïðîãðàììå ïðîâåðêè òèïîâ, ÷òî òàêîå âûðàæåíèå ìîæíî áåçîïàñíî
èñïîëüçîâàòü â êîíòåêñòå, îæèäàþùåì ëþáîé òèï çíà÷åíèÿ. Íàïðèìåð, åñëè
òåðì error èç ãëàâû 14, âûçûâàþùèé èñêëþ÷åíèå, ïîëó÷èò òèï Bot, òî òåðì
âðîäå

λ x:T.

if <ïðîâåðêà, ÷òî x èìååò ðàçóìíîå çíà÷åíèå> then

<âû÷èñëèòü ðåçóëüòàò>

else

error

áóäåò ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàí, ïîñêîëüêó, íåçàâèñèìî îò òîãî, êàêîâ òèï íîð-
ìàëüíîãî ðåçóëüòàòà, òåðì error ìîæåò ïîëó÷èòü òîò æå ñàìûé òèï ÷åðåç
âêëþ÷åíèå, òàê ÷òî äâå âåòâè óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ ñîâìåñòèìû, êàê òîãî
òðåáóåò ïðàâèëî T-If.1

Ê ñîæàëåíèþ, íàëè÷èå Bot ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò ðàçðàáîòêó ïðîãðàì-
ìû ïðîâåðêè òèïîâ äëÿ íàøåé ñèñòåìû. Ïðîñòîé àëãîðèòì ïðîâåðêè òèïîâ
â ÿçûêå ñ ïîäòèïàìè äîëæåí îïèðàòüñÿ íà ðàññóæäåíèÿ âðîäå ¾åñëè òåðì-
ïðèìåíåíèå t1 t2 ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàí, òî t1 äîëæåí èìåòü ôóíêöèîíàëü-
íûé òèï¿. Ïðè íàëè÷èè Bot ïðèõîäèòñÿ óòî÷íèòü ýòî óòâåðæäåíèå äî ñëåäó-
þùåãî âèäà: ¾åñëè t1 t2 ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàí, òî t1 äîëæåí èìåòü ëèáî
ôóíêöèîíàëüíûé òèï, ëèáî Bot¿; ýòîò âîïðîñ ïîäðîáíåå îáñóæäàåòñÿ â �16.4.
Ñëîæíîñòè åùå áîëåå âîçðàñòàþò â ñèñòåìàõ ñ îãðàíè÷åííîé êâàíòèôèêàöèåé;
ñì. �28.8.

Ýòè ñëîæíîñòè ïîêàçûâàþò, ÷òî äîáàâëåíèå â ñèñòåìó Bot � áîëåå ñåðüåç-
íûé øàã, ÷åì äîáàâëåíèå Top. Â ñèñòåìàõ, ðàññìàòðèâàåìûõ â ýòîé êíèãå, ìû
åãî îïóñêàåì.

1Â ÿçûêàõ ñ ïîëèìîðôèçìîì, íàïðèìåð, â ML, â êà÷åñòâå òèïà ðåçóëüòàòà äëÿ error

è äðóãèõ ïîäîáíûõ êîíñòðóêöèé òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü òèï @X.X. Ïðè ýòîì òîò æå
ñàìûé ðåçóëüòàò äîñòèãàåòñÿ äðóãèìè ñðåäñòâàìè: âìåñòî òîãî, ÷òîáû ïðèñâàèâàòü error

òèï, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîâûøåí äî ëþáîãî äðóãîãî, åìó ïðèñâàèâàþò ñõåìó òèïà, êî-
òîðàÿ ìîæåò áûòü êîíêðåòèçèðîâàíà äî ëþáîãî òèïà. Õîòÿ ýòè äâà ðåøåíèÿ îñíîâàíû íà
ðàçëè÷íûõ ìåõàíèçìàõ, îíè â òî æå âðåìÿ âåñüìà ïîõîæè: â ÷àñòíîñòè, òèï @X.X òàêæå
ïóñò.
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Ïî ìåðå òîãî, êàê ìû ââîäèì ïîäòèïû â íàøå ïðîñòîå èñ÷èñëåíèå, ïðî-
äâèãàÿ åãî â íàïðàâëåíèè ïîëíîöåííûõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êàæäûé
íîâûé ýëåìåíò ÿçûêà íåîáõîäèìî òùàòåëüíî èññëåäîâàòü, ÷òîáû âûÿñíèòü,
êàê îí âçàèìîäåéñòâóåò ñ ïîäòèïàìè. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì íåêî-
òîðûå êîíñòðóêöèè, ââåäåííûå íàìè íà ýòîò ìîìåíò.2 Â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ
áóäåò îáñóæäàòüñÿ (çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíîå) âçàèìîäåéñòâèå ïîäòèïîâ ñ
òàêèìè ýëåìåíòàìè ÿçûêà, êàê ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîëèìîðôèçì (ãëàâû 26 è
28), ðåêóðñèâíûå òèïû (ãëàâû 20 è 21) è îïåðàòîðû òèïîâ (ãëàâà 31).

Ïðèïèñûâàíèå è ïðèâåäåíèå òèïîâ

Îïåðàòîð ïðèïèñûâàíèÿ òèïà (ascription) t as T áûë ââåäåí â �11.4. Îí
ïîçâîëÿåò ïðîãðàììèñòó çàïèñàòü â òåêñòå ïðîãðàììû àâòîìàòè÷åñêè ïðî-
âåðÿåìîå óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî íåêîòîðûé ïîäòåðì ñîñòàâíîãî âûðàæåíèÿ
èìååò îïðåäåëåííûé òèï. Ïðèïèñûâàíèå òèïîâ òàêæå èñïîëüçóåòñÿ â ïðèìå-
ðàõ â òåêñòå ýòîé êíèãè äëÿ óïðàâëåíèÿ ðàñïå÷àòêîé òèïîâ � ñ åãî ïîìîùüþ
ïðîãðàììû ïðîâåðêè òèïîâ ïîëó÷àþò óêàçàíèÿ, ÷òî ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü áî-
ëåå ëåãêóþ äëÿ ÷òåíèÿ ñîêðàùåííóþ ôîðìó, à íå òîò òèï, êîòîðûé áûë âû-
÷èñëåí äëÿ òåðìà âî âíóòðåííåì ïðåäñòàâëåíèè.

Â ÿçûêàõ ñ ïîäòèïàìè, òàêèõ, êàê Java èëè C��, ïðèïèñûâàíèå òèïîâ îêà-
çûâàåòñÿ íàìíîãî áîëåå èíòåðåñíîé îïåðàöèåé. Â ýòèõ ÿçûêàõ îíî ÷àñòî íàçû-
âàåòñÿ ïðèâåäåíèåì òèïîâ (casting) è çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (T)t. Èìåþòñÿ äâå
ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûå ôîðìû ïðèâåäåíèÿ òèïîâ � âîñõîäÿùåå (up-casts) è
íèñõîäÿùåå (down-casts). Ïåðâàÿ ðàçíîâèäíîñòü íå ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíîñòåé;
âòîðàÿ, âêëþ÷àþùàÿ äèíàìè÷åñêóþ ïðîâåðêó òèïîâ (dynamic type-testing),
òðåáóåò ñóùåñòâåííîãî ðàñøèðåíèÿ ÿçûêà.

Âîñõîäÿùåå ïðèâåäåíèå, â êîòîðîì òåðìó ïðèïèñûâàåòñÿ íàäòèï
(supertype) òîãî òèïà, êîòîðûé áûë áû åìó ïðèñâîåí åñòåñòâåííûì îáðàçîì,
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáûêíîâåííîãî îïåðàòîðà ïðèïèñûâàíèÿ òèïà. Ìû
ñîîáùàåì êîìïèëÿòîðó òåðì t è òèï T, ñ òî÷êè çðåíèÿ êîòîðîãî ìû õîòèì
¾ðàññìàòðèâàòü¿ t. Ïðîãðàììà ïðîâåðêè òèïîâ óáåæäàåòñÿ, ÷òî T � äåéñòâè-
òåëüíî îäèí èç òèïîâ òåðìà t, ïûòàÿñü ïîñòðîèòü äåðåâî âûâîäà

...

Γ $ t : S

...

S <: T

Γ $ t : T
T-Sub

Γ $ t as T : T
T-Ascribe

ñ èñïîëüçîâàíèåì ¾åñòåñòâåííîãî¿ òèïà T, ïðàâèëà âêëþ÷åíèÿ T-Sub è ïðà-
âèëà ïðèïèñûâàíèÿ òèïà èç �11.4:

Γ $ t1 : T

Γ $ t1 as T : T
(T-Ascribe)

2Áîëüøèíñòâî ðàñøèðåíèé, îáñóæäàåìûõ â ýòîì ðàçäåëå, íå ðåàëèçîâàíû â ïðîãðàììå
ïðîâåðêè òèïîâ fullsub.
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Âîñõîäÿùåå ïðèâåäåíèå òèïîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàçíîâèäíîñòü àá-
ñòðàãèðîâàíèÿ (abstraction) � ò. å. êàê ñïîñîá ñïðÿòàòü íåêîòîðûå äåòàëè
çíà÷åíèÿ, ÷òîáû èõ íåëüçÿ áûëî èñïîëüçîâàòü â íåêîòîðîì îêðóæàþùåì êîí-
òåêñòå. Íàïðèìåð, åñëè t ÿâëÿåòñÿ çàïèñüþ (èëè, â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, îáú-
åêòîì), òî ïðè ïîìîùè âîñõîäÿùåãî ïðèâåäåíèÿ ìîæíî ñêðûòü íåêîòîðûå èç
åå ïîëåé (èëè ìåòîäîâ).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íèñõîäÿùåå ïðèâåäåíèå ïîçâîëÿåò ïðèïèñûâàòü òåðìàì
òèïû, êîòîðûå ïðîãðàììà ïðîâåðêè ñòàòè÷åñêè âûâåñòè íå ìîæåò. ×òîáû ðàç-
ðåøèòü íèñõîäÿùåå ïðèâåäåíèå, ìû âíîñèì íåñêîëüêî íåîæèäàííîå èçìåíåíèå
â ïðàâèëî òèïèçàöèè äëÿ as:

Γ $ t1 : S

Γ $ t1 as T : T
(T-Downcast)

Òî åñòü, ìû ïðîâåðÿåì, ÷òî òåðì t1 ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàí (ò. å., èìååò íåêî-
òîðûé òèï S), à çàòåì ïðèñâàèâàåì åìó òèï T, íå âûäâèãàÿ ïðè ýòîì íèêàêèõ
òðåáîâàíèé î âçàèìíîì îòíîøåíèè S è T. Íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ íèñõîäÿùåãî
ïðèâåäåíèÿ ìû ìîæåì íàïèñàòü ôóíêöèþ, ïðèíèìàþùóþ êàêîé óãîäíî âîîá-
ùå àðãóìåíò, ïðèâîäÿùóþ ýòîò àðãóìåíò ê òèïó çàïèñè, ñîäåðæàùåé ÷èñëîâîå
ïîëå, è âîçâðàùàþùóþ ýòî ïîëå

f = λ (x:Top) (x as {a:Nat}).a;

Â ñóùíîñòè, ïðîãðàììèñò ãîâîðèò ïðîãðàììå ïðîâåðêè òèïîâ: ¾ß çíàþ (èç
ñîîáðàæåíèé, ñëèøêîì ñëîæíûõ, ÷òîáû îáúÿñíèòü èõ â ðàìêàõ ïðàâèë òèïè-
çàöèè), ÷òî f âñåãäà áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ ê àðãóìåíòàì-çàïèñÿì, ñîäåðæàùèì
÷èñëîâîå ïîëå a; ÿ õî÷ó, ÷òîáû òû ìíå ïîâåðèëà¿.

Ðàçóìååòñÿ, ñëåïàÿ âåðà â òàêèå óòâåðæäåíèÿ èìåëà áû óæàñàþùèå ïî-
ñëåäñòâèÿ äëÿ áåçîïàñíîñòè íàøåãî ÿçûêà: åñëè ïðîãðàììèñò ïî÷åìó-ëèáî äî-
ïóñòèò îøèáêó è ïðèìåíèò f ê çàïèñè, íå ñîäåðæàùåé ïîëÿ a, ðåçóëüòàò ìîæåò
(â çàâèñèìîñòè îò óñòðîéñòâà êîìïèëÿòîðà) áûòü ñîâåðøåííî íåïðåäñêàçóå-
ìûì. Âìåñòî ýòîãî, ìû äîëæíû ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ïðèíöèïîì ¾Äîâåðÿé, íî
ïðîâåðÿé¿. Âî âðåìÿ êîìïèëÿöèè ïðîãðàììà ïðîâåðêè ïðîñòî ïðèíèìàåò òèï,
óêàçàííûé â íèñõîäÿùåì ïðèâåäåíèè. Îäíàêî îíà âñòàâëÿåò â êîä ïðîâåðêó,
êîòîðàÿ âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ äîëæíà óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðåäñòàâëåííîå çíà÷å-
íèå íà ñàìîì äåëå èìååò íóæíûé òèï. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ
äëÿ âûðàæåíèé ïðèïèñûâàíèÿ òèïà íå äîëæíî ïðîñòî îòáðàñûâàòü àííîòà-
öèþ, êàê äåëàëî íàøå èñõîäíîå ïðàâèëî:

v1 as TÑ v1 (E-Ascribe)

à âìåñòî ýòîãî äîëæíî ñðàâíèâàòü ðåàëüíî íàáëþäàåìûé (âî âðåìÿ âûïîëíå-
íèÿ) òèï çíà÷åíèÿ ñ îáúÿâëåííûì òèïîì:

$ v1 : T

v1 as TÑ v1

(E-Downcast)

Íàïðèìåð, åñëè ìû ïðèìåíÿåì âûøåóêàçàííóþ ôóíêöèþ f ê àð-
ãóìåíòó {a=5,b=true}, òî íàøå ïðàâèëî (óñïåøíî) ïðîâåðèò, ÷òî $
{a=5,b=true} : {a:Nat}. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ìû åå ïðèìåíèì ê
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{b=true}, òî ïðàâèëî E-Downcast áóäåò íåïðèãîäíî, è âû÷èñëåíèå îêàæåò-
ñÿ â òóïèêå. Òàêàÿ ïðîâåðêà âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ âîññòàíàâëèâàåò ñâîéñòâî
ñîõðàíåíèÿ òèïîâ.

Óïðàæíåíèå 15.5.1 r��Ûs: Äîêàæèòå ýòî.

Ðàçóìååòñÿ, ïðè ýòîì ìû òåðÿåì ñâîéñòâî ïðîäâèæåíèÿ, ïîñêîëüêó ïðà-
âèëüíî òèïèçèðîâàííàÿ ïðîãðàììà ìîæåò îêàçàòüñÿ â òóïèêå ïðè ïîïûòêå
âûïîëíåíèÿ íåâåðíîãî íèñõîäÿùåãî ïðèâåäåíèÿ òèïà. ßçûêè, ñîäåðæàùèå
íèñõîäÿùåå ïðèâåäåíèå, îáû÷íî ðåøàþò ýòî îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ: ëèáî
íåóäà÷íîå íèñõîäÿùåå ïðèâåäåíèå ïîðîæäàåò äèíàìè÷åñêîå èñêëþ÷åíèå, êî-
òîðîå ïðîãðàììà ìîæåò ïåðåõâàòèòü è îáðàáîòàòü (ñì. ãëàâó 14), ëèáî âìåñòî
îïåðàöèè íèñõîäÿùåãî ïðèâåäåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ïðîâåðêà òèïà:

Γ $ t1 : S Γ, x:T $ t2 : U Γ $ t3 : U

Γ $ if t1 in T then xÑt2 else t3 : U
(T-Typetest)

$ v1 : T

if v1 in T then xÑt2 else t3 Ñ rx ÞÑ v1st2

(E-Typetest1)

& v1 : T

if v1 in T then xÑt2 else t3 Ñ t3

(E-Typetest2)

Â òàêèõ ÿçûêàõ êàê Java íèñõîäÿùèå ïðèâåäåíèÿ òèïîâ âñòðå÷àþòñÿ äî-
âîëüíî ÷àñòî. Íàïðèìåð, ñ èõ ïîìîùüþ îðãàíèçóåòñÿ ñâîåãî ðîäà ¾ïîëèìîð-
ôèçì äëÿ áåäíûõ¿. Íàïðèìåð, ¾êëàññû-êîíòåéíåðû¿, òàêèå êàê Set èëè List,
â Java ìîíîìîðôíû: âìåñòî òîãî, ÷òîáû èìåòü òèï List T (ñïèñîê, ñîäåðæà-
ùèé ýëåìåíòû òèïà T) äëÿ êàæäîãî òèïà T, Java äàåò ïðîãðàììèñòó òîëüêî
List � òèï ñïèñêîâ, ÷üè ýëåìåíòû ïðèíàäëåæàò íàèáîëüøåìó òèïó Object.
Ïîñêîëüêó â Java Object ÿâëÿåòñÿ íàäòèïîì ëþáîãî òèïà îáúåêòîâ, ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå ñïèñêè ìîãóò ñîäåðæàòü ÷òî óãîäíî: êîãäà íàì òðå-
áóåòñÿ äîáàâèòü êàêîé-òî ýëåìåíò ê ñïèñêó, ìû ïðîñòî èñïîëüçóåì âêëþ÷åíèå
è ïîâûøàåì òèï ýòîãî ýëåìåíòà äî Object. Îäíàêî êîãäà ìû èçâëåêàåì ýëå-
ìåíò èç ñïèñêà, ïðîöåäóðà ïðîâåðêè òèïîâ çíàåò òîëüêî òî, ÷òî îí îáëàäàåò
òèïîì Object. Ýòîò òèï íå ïîçâîëÿåò âûçûâàòü áîëüøèíñòâî ìåòîäîâ îáúåêòà,
ïîñêîëüêó îïèñàíèå Object óïîìèíàåò òîëüêî íåñêîëüêî ñàìûõ îáùèõ ìåòî-
äîâ, èìåþùèõñÿ ó âñåõ îáúåêòîâ Java. ×òîáû ñäåëàòü ñ ýëåìåíòîì ÷òî-ëèáî
ïîëåçíîå, ïðèõîäèòñÿ ïðèâîäèòü åãî âíèç ê íåêîòîðîìó îæèäàåìîìó òèïó T.

Ìíîãîêðàòíî ïðåäëàãàëîñü � íàïðèìåð, ðàçðàáîò÷èêàìè ÿçûêîâ Pizza
(Odersky and Wadler, 1997), GJ (Bracha, Odersky, Stoutamire, and Wadler,
1998), PolyJ (Myers, Bank, and Liskov, 1997) è NextGen (Cartwright and Steele,
1998), � ââåñòè â ñèñòåìó òèïîâ Java íàñòîÿùèé ïîëèìîðôèçì (ñð. ãëàâó 23),
ïîñêîëüêó îí è áåçîïàñíåé, è ýôôåêòèâíåé ïðèåìà ñ íèñõîäÿùèì ïðèâåäåíè-
åì òèïîâ, à êðîìå òîãî, íå òðåáóåò íèêàêèõ ïðîâåðîê âî âðåìÿ èñïîëíåíèÿ. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, òàêèå ðàñøèðåíèÿ óâåëè÷èâàþò ñëîæíîñòü ÿçûêà, è áåç òîãî
äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêîãî, è íåòðèâèàëüíî âçàèìîäåéñòâóþò ñ äðóãèìè ýëåìåí-
òàìè ÿçûêà (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû Èãàðàñè, Ïèðñà è Óîäëåðà (Igarashi, Pierce,
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and Wadler, 1999, 2001)); ýòî óñèëèâàåò ïîçèöèè òåõ, êòî ñ÷èòàåò íèñõîäÿùèå
ïðèâåäåíèÿ ðàçóìíûì ïðàêòè÷åñêèì êîìïðîìèññîì ìåæäó áåçîïàñíîñòüþ è
ñëîæíîñòüþ.

Íèñõîäÿùèå ïðèâåäåíèÿ èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü òàêæå è â ïîääåðæêå ðå-
ôëåêñèè (re�ection) â Java. Èñïîëüçóÿ ðåôëåêñèþ, ïðîãðàììèñò ìîæåò ïîòðå-
áîâàòü îò ñðåäû èñïîëíåíèÿ Java äèíàìè÷åñêè çàãðóçèòü ôàéë ñ áàéò-êîäîì
è ñêîíñòðóèðîâàòü ýêçåìïëÿð ñîäåðæàùåãîñÿ â ýòîì ôàéëå êëàññà. ßñíî, ÷òî
ïðîöåäóðà ïðîâåðêè òèïîâ íèêàê íå ìîæåò ñòàòè÷åñêè ïðåäñêàçàòü, êàêîé
êëàññ áóäåò çàãðóæåíû òàêèì îáðàçîì (ê ïðèìåðó, áàéò-êîä ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åí îòêóäà-íèáóäü èç ñåòè), òàê ÷òî îíà ìîæåò òîëüêî ïðèñâîèòü íîâûì
ýêçåìïëÿðàì íàèáîëüøèé òèï Object. Îïÿòü æå, ÷òîáû îñóùåñòâèòü êàêóþ-
ëèáî ïîëåçíóþ ðàáîòó, ïðèõîäèòñÿ ïðèâîäèòü íîâûé îáúåêò ê íåêîòîðîìó
îæèäàåìîìó òèïó T, îáðàáàòûâàòü èñêëþ÷åíèÿ, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêíóòü,
åñëè êëàññ â áàéò-êîäå íà ñàìîì äåëå íå ñîâìåñòèì ñ ýòèì òèïîì, è, íàêîíåö,
èñïîëüçîâàòü ýòîò îáúåêò ñ òèïîì T.

Â çàêëþ÷åíèå ðàçãîâîðà ïðî íèñõîäÿùèå ïðèâåäåíèÿ íóæíî ñäåëàòü çàìå-
÷àíèå î ðåàëèçàöèè. Èñõîäÿ èç äàííûõ íàìè ïðàâèë, êàæåòñÿ, ÷òî èõ ââåäåíèå
â ÿçûê òðåáóåò äîáàâëåíèÿ âñåõ ìåõàíèçìîâ ïðîâåðêè òèïîâ â ñðåäó âðåìåíè
âûïîëíåíèÿ. Õóæå òîãî: ïîñêîëüêó, êàê ïðàâèëî, âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ çíà÷å-
íèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ èíà÷å, ÷åì âî âðåìÿ êîìïèëÿöèè (â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèè
êîìïèëèðóþòñÿ â áàéò-êîä èëè â êîìàíäû ìàøèííîãî ÿçûêà), íàì, âèäèìî,
ïðèäåòñÿ íàïèñàòü îòäåëüíóþ ïðîöåäóðó äëÿ âû÷èñëåíèÿ òèïîâ, ïðîèçâîäè-
ìîãî ïðè ïðîâåðêå âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ. ×òîáû èçáåæàòü ýòîãî, â ðåàëüíûõ
ÿçûêàõ íèñõîäÿùèå ïðèâåäåíèÿ ñî÷åòàþòñÿ ñ òåãàìè òèïîâ (type tags) �
òåãàìè ðàçìåðîì â îäíî ñëîâî (äîâîëüíî ïîõîæèìè íà êîíñòðóêòîðû òèïîâ
äàííûõ â ML è íà òåãè âàðèàíòîâ â �11.10), êîòîðûå ïðåäîñòàâëÿþò ¾ìåòêó¿
èíôîðìàöèè î òèïàõ, èñïîëüçóåìûõ ïðè êîìïèëÿöèè, è ñëóæàò äëÿ äèíàìè÷å-
ñêîé ïðîâåðêè ïîäòèèðîâàíèÿ. Â ãëàâå 19 ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåð
òàêîãî ìåõàíèçìà.

Âàðèàíòû

Ïðàâèëà ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ âàðèàíòîâ (ñì. �11.10) ïî÷òè ñîâïàäàþò ñ
ïðàâèëàìè äëÿ çàïèñåé; åäèíñòâåííîå ðàçëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðàâè-
ëî ïîäòèïèðîâàíèÿ â øèðèíó, S-VariantWidth, ïîçâîëÿåò äîáàâëÿòü, à íå
îòáðàñûâàòü, íîâûå âàðèàíòû ïðè ïåðåõîäå îò ïîäòèïà ê íàäòèïó. Ïî èí-
òóèòèâíîìó ïðåäñòàâëåíèþ, âûðàæåíèå ñ òåãîì <l=t> ïðèíàäëåæèò ê òèïó
âàðèàíòîâ <li:Ti

iP1..n>, åñëè åãî ìåòêà l � îäíà èç âîçìîæíûõ ìåòîê tliu,
ïåðå÷èñëåííûõ â îïðåäåëåíèè òèïà; äîáàâëåíèå íîâûõ ìåòîê ê ýòîìó ìíîæå-
ñòâó óìåíüøàåò èíôîðìàöèþ, êîòîðîé ìû ðàñïîëàãàåì îá ýëåìåíòàõ òèïà.
Îäíîâàðèàíòíûé òèï <l1:T1> òî÷íî óêàçûâàåò, êàêîé ìåòêîé îáîçíà÷àþòñÿ
åãî ýëåìåíòû; äâóõâàðèàíòíûé òèï <l1:T1,l2:T2> ãîâîðèò, ÷òî åãî ýëåìåíòû
îòìå÷åíû ëèáî ìåòêîé l1, ëèáî ìåòêîé l2, è ò. ä. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîãäà
ìû èñïîëüçóåì âàðèàíòíûå çíà÷åíèÿ, ýòî âñåãäà ïðîèñõîäèò ñ ïîìîùüþ âû-
ðàæåíèÿ case, â êîòîðîì íà êàæäûé âàðèàíò, óêàçàííûé äëÿ òèïà, èìååòñÿ
îäíà âåòâü. Åñëè âàðèàíòîâ áóäåò áîëüøå, ýòî ïðèâåäåò òîëüêî ê òîìó, ÷òî
ïðåäëîæåíèÿ case áóäóò âêëþ÷àòü íåíóæíûå äîïîëíèòåëüíûå âåòâè.
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Ñ <> <: Ðàñøèðÿåò λ : (15.1) è ïðîñòûå ïðàâèëà äëÿ âàðèàíòîâ (11.11)

Íîâûå ñèíòàêñè÷åñêèå ôîðìû
t ::= . . . òåðìû:

<l=t> (áåç as) ïîñòàíîâêà
òåãà

Íîâûå ïðàâèëà òèïèçàöèè Γ $ t : T

Γ $ t
1

: T
1

Γ $ <l
1
=t

1
> : <l1:T1>

(T-Variant)

Íîâûå ïðàâèëà ïîäòèïèðîâàíèÿ
S <: T

<li:Ti
iP1..n> <: <li:Ti

iP1..n�k>

(S-VariantWidth)

äëÿ êàæäîãî i, Si <: Ti

<li:Si
iP1..n> <: <li:Ti

iP1..n>

(S-VariantDepth)

<kj:Sj
jP1..n> ÿâë. ïåðåñòàíîâêîé <li:Ti

iP1..n>

<kj:Sj
jP1..n> <: <li:Ti

iP1..n>

(S-VariantPerm)

Ðèñ. 15.5. Âàðèàíòû è ïîäòèïû

Åùå îäíî ñëåäñòâèå ñî÷åòàíèÿ ïîäòèïîâ è âàðèàíòîâ � òî, ÷òî ìû òåïåðü
ìîæåì îòêàçàòüñÿ îò àííîòàöèé â êîíñòðóêöèè íàâåøèâàíèÿ òåãà, è ïèñàòü
ïðîñòî <l=t> âìåñòî <l=t> as <li:Ti

iP1..n>, êàê íàì ïðèõîäèëîñü äåëàòü â
�11.10. Òåïåðü ìû ìîæåì óïðîñòèòü ïðàâèëî òèïèçàöèè äëÿ ýòîé êîíñòðóê-
öèè è ñêàçàòü, ÷òî <l1=t1> èìååò òî÷íûé òèï <l1=T1>. Ëþáîé áîëåå êðóïíûé
âàðèàíòíûé òèï ïîëó÷àåòñÿ ÷åðåç âêëþ÷åíèå è ïðàâèëî S-VariantWidth.

Ñïèñêè

Ìû óæå âèäåëè íåñêîëüêî ïðèìåðîâ êîâàðèàíòíûõ êîíñòðóêòîðîâ òèïîâ
(çàïèñè è âàðèàíòû, à òàêæå ôóíêöèîíàëüíûå òèïû ïî ïðàâîé ÷àñòè òèïà)
è îäèí êîíòðàâàðèàíòíûé êîíñòðóêòîð (ñòðåëêà, ïî ëåâîé ÷àñòè òèïà). Êîí-
ñòðóêòîð List òàêæå êîâàðèàíòåí: åñëè ó íàñ åñòü ñïèñîê, ýëåìåíòû êîòîðîãî
èìåþò òèï S1, è ïðè ýòîì S1 <: T1, òî ìû ìîæåì áåç îïàñêè ñ÷èòàòü, ÷òî
ñïèñîê èìååò ýëåìåíòû òèïà T1.

S1 <: T1

List S1 <: List T1

(S-List)

Ññûëêè

Íå âñå êîíñòðóêòîðû òèïîâ ÿâëÿþòñÿ ëèáî êîâàðèàíòíûìè, ëèáî êîíòðàâà-
ðèàíòíûìè. Ê ïðèìåðó, êîíñòðóêòîð Ref äîëæåí áûòü èíâàðèàíòíûì, ÷òîáû
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ñîõðàíèòü òèïîâóþ áåçîïàñíîñòü.

S1 <: T1 T1 <: S1

Ref S1 <: Ref T1

(S-Ref)

×òîáû Ref S1 ñ÷èòàëñÿ ïîäòèïîì Ref T1, ìû òðåáóåì, ÷òîáû S1 è T1 áûëè
ýêâèâàëåíòíû (equivalent) ñ òî÷êè çðåíèÿ îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ � êàæ-
äûé èç íèõ äîëæåí áûòü ïîäòèïîì äðóãîãî. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì ïåðåóïîðÿäî-
÷èâàòü ïîëÿ çàïèñåé âíóòðè êîíñòðóêòîðà Ref� ñêàæåì, Ref {a:Bool,b:Nat}

<: Ref {b:Nat,a:Bool}, � íî íè÷åãî áîëüøå.
Ïðàâèëî ïîäòèïèðîâàíèÿ òàê ñèëüíî îãðàíè÷åíî ïîòîìó, ÷òî â ëþáîì äàí-

íîì êîíòåêñòå çíà÷åíèå òèïà Ref T1 ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè:
äëÿ ÷òåíèÿ (îïåðàòîð !) è çàïèñè (:=). Êîãäà çíà÷åíèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ÷òå-
íèÿ, êîíòåêñò îæèäàåò ïîëó÷èòü çíà÷åíèå òèïà T1. Ïîýòîìó, åñëè íà ñàìîì
äåëå ññûëêà âåðíåò çíà÷åíèå òèïà S1, íóæíî, ÷òîáû áûëî S1 <: T1, à èíà÷å
îæèäàíèÿ êîíòåêñòà áóäóò íàðóøåíû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè òà æå ñàìàÿ
ññûëî÷íàÿ ÿ÷åéêà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ çàïèñè, òî íîâîå çíà÷åíèå, ïðåäîñòàâëÿå-
ìîå êîíòåêñòîì, áóäåò èìåòü òèï T1. Åñëè òèï ññûëêè íà ñàìîì äåëå Ref S1,
òî êòî-íèáóäü ïîòîì ìîæåò ïðî÷èòàòü çíà÷åíèå ïî ññûëêå è èñïîëüçîâàòü åãî
êàê S1; ýòî áóäåò áåçîïàñíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè T1 <: S1.

Óïðàæíåíèå 15.5.2 r�Ûs (1) Íàïèøèòå êîðîòêóþ ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ïðè-
âåäåò ê îøèáêå âðåìåíè âûïîëíåíèÿ (ò. å., âû÷èñëåíèå çàéäåò â òóïèê),
åñëè ìû îòêàæåìñÿ îò ïåðâîé ïðåäïîñûëêè S-Ref. (2) Íàïèøèòå äðóãóþ
ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ïðèâåäåò ê îøèáêå, åñëè áóäåò îòáðîøåíà âòîðàÿ ïðåä-
ïîñûëêà.

Ìàññèâû

ßñíî, ÷òî ïðè÷èíû, ïîáóäèâøèå íàñ ïðèíÿòü èíâàðèàíòíîå ïðàâèëî ïîäòè-
ïèðîâàíèÿ äëÿ ññûëîê, äåéñòâóþò è â ñëó÷àå ñ ìàññèâàìè, ïîñêîëüêó îïåðàöèè
ñ íèìè âêëþ÷àþò êàê ðàçûìåíîâàíèå, òàê è ïðèñâàèâàíèå.

S1 <: T1 T1 <: S1

Array S1 <: Array T1

(S-Array)

Èíòåðåñíî, ÷òî Java ðàçðåøàåò êîâàðèàíòíîå ïîäòèïèðîâàíèå äëÿ ìàññèâîâ:

S1 <: T1

Array S1 <: Array T1

(S-ArrayJava)

(â ñèíòàêñèñå Java, S1[] <: T1[]). Òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ èñõîäíî áûëà ââåäå-
íà, ÷òîáû âîçìåñòèòü îòñóòñòâèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïîëèìîðôèçìà ïðè òè-
ïèçàöèè íåêîòîðûõ áàçîâûõ îïåðàöèé, âðîäå êîïèðîâàíèÿ ìàññèâîâ. Ñåé÷àñ
áîëüøèíñòâî ñïåöèàëèñòîâ ñ÷èòàþò åå îøèáêîé â ïðîåêòèðîâàíèè ÿçûêà, ïî-
ñêîëüêó îíà ñåðüåçíî ñíèæàåò ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ïðîãðàìì, èñïîëüçóþùèõ
ìàññèâû. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî íåáåçîïàñíîå ïðàâèëî ïîäòèïèðîâàíèÿ
ïðèõîäèòñÿ êîìïåíñèðîâàòü ïðîâåðêîé âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ, ïðè êàæäîì
ïðèñâàèâàíèè êàæäîìó ìàññèâó, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî çàïèñûâàåìîå
çíà÷åíèå ïðèíàäëåæèò ïîäòèïó äåéñòâèòåëüíîãî òèïà ýëåìåíòîâ ìàññèâà.
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Óïðàæíåíèå 15.5.3 r� � � Ûs: Íàïèøèòå êîðîòêóþ ïðîãðàììó íà Java ñ
èñïîëüçîâàíèåì ìàññèâîâ, òàê, ÷òîáû îíà ïðîõîäèëà ïðîâåðêó òèïîâ, íî ëî-
ìàëàñü (ïîðîæäàÿ ArrayStoreException) âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ.

Ñíîâà ññûëêè

Ïóòåì ââåäåíèÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ êîíñòðóêòîðîâ òèïîâ, Source (¾êðàí¿�)
è Sink (¾ñëèâ¿), ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå òîíêóþ ðåàëèçàöèþ ññûëîê, âïåðâûå
èññëåäîâàííóþ Ðåéíîëüäñîì (Reynolds, 1988) â ÿçûêå Forsythe. Ñ èíòóèòèâ-
íîé òî÷êè çðåíèÿ, Source T ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü ñ÷èòûâàòü çíà÷åíèÿ
òèïà T èç ÿ÷åéêè (íî íå ïðèñâàèâàòü çíà÷åíèå), à Sink T ïðåäîñòàâëÿåò âîç-
ìîæíîñòü çàïèñûâàòü çíà÷åíèå â ÿ÷åéêó. Ref T ñî÷åòàåò îáå ýòè âîçìîæíîñòè
è äàåò ðàçðåøåíèå êàê íà ÷òåíèå, òàê è íà çàïèñü.

Ïðàâèëà òèïèçàöèè äëÿ ðàçûìåíîâàíèÿ è ïðèñâàèâàíèÿ (ðèñ. 13.1) ìîäè-
ôèöèðóþòñÿ òàê, ÷òîáû ïðîâåðÿòü òîëüêî ñîîòâåòñòâóþùóþ êàæäîìó èç íèõ
âîçìîæíîñòü:

Γ | Σ $ t1 : Source T11

Γ | Σ $ !t1 : T11

(T-Deref)

Γ | Σ $ t1 : Sink T11 Γ | Σ $ t2 : T11

Γ | Σ $ t1 := t2 : Unit
(T-Assign)

Òåïåðü, åñëè ó íàñ åñòü òîëüêî âîçìîæíîñòü ñ÷èòûâàòü çíà÷åíèå ÿ÷åéêè, è
ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî ýòè çíà÷åíèÿ áóäóò èìåòü òèï S1, òî ìû ìîæåì áåç îïàñêè
¾ñóçèòü¿ ýòó âîçìîæíîñòü äî âîçìîæíîñòè ÷èòàòü çíà÷åíèÿ òèïà T1, åñëè S1

ÿâëÿåòñÿ ïîäòèïîì T1. Òàêèì îáðàçîì, êîíñòðóêòîð Source êîâàðèàíòåí.

S1 <: T1

Source S1 <: Source T1

(S-Source)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âîçìîæíîñòü çàïèñûâàòü çíà÷åíèÿ òèïà S1 â äàííóþ
ÿ÷åéêó ìîæåò áûòü ïîíèæåíà äî âîçìîæíîñòè çàïèñûâàòü çíà÷åíèÿ íåêîòî-
ðîãî ìåíüøåãî òèïà T1: êîíñòðóêòîð Sink êîíòðàâàðèàíòåí.

T1 <: S1

Sink S1 <: Sink T1

(S-Sink)

Íàêîíåö, âûðàçèì èíòóèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå î òîì, ÷òî òèï Ref T1 ïðåä-
ñòàâëÿåò êîìáèíàöèþ âîçìîæíîñòåé ê ÷òåíèþ è ê çàïèñè, ïðè ïîìîùè äâóõ
ïðàâèë ïîäòèïèðîâàíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñóçèòü ññûëêó Ref äî ¾êðàíà¿
Source èëè äî ¾ñëèâà¿ Sink.

Ref T1 <: Source T1 (S-RefSource)

Ref T1 <: Sink T1 (S-RefSink)

�Áóêâàëüíî ¾èñòî÷íèê¿. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ìåòàôîðà âõîäÿùåé è âûõîäÿùåé òðóá â
áàññåéíå. � ïðèì. ïåðåâ.
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Êàíàëû

Íà òàêîì æå èíòóèòèâíîì ïðåäñòàâëåíèè (è íà òåõ æå ñàìûõ ïðàâèëàõ
ïîäòèïèðîâàíèÿ) îñíîâàí ïîäõîä ê òèïàì êàíàëîâ (channel types) â ñîâðå-
ìåííûõ ÿçûêàõ äëÿ ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òàêèõ êàê Pict (Pierce
and Turner, 2000; Pierce and Sangiorgi, 1993). Ãëàâíûé òåçèñ çäåñü ñîñòîèò â
òîì, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ òèïèçàöèè êàíàë ìåæïðîöåññíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âå-
äåò ñåáÿ òî÷íî òàê æå, êàê ññûëî÷íàÿ ÿ÷åéêà: åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ
÷òåíèÿ è äëÿ çàïèñè, è ïîñêîëüêó òðóäíî ñòàòè÷åñêè îïðåäåëèòü, êàêèå îïå-
ðàöèè ÷òåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò êàêèì îïåðàöèÿì çàïèñè, åäèíñòâåííûé ïðîñòîé
ñïîñîá îáåñïå÷èòü òèïîâóþ áåçîïàñíîñòü � òðåáîâàòü, ÷òîáû âñå çíà÷åíèÿ,
ïåðåäàâàåìûå ïî êàíàëó, ïðèíàäëåæàëè ê îäíîìó òèïó. Òåïåðü ïðè ïåðåäà÷å
êàêîìó-ëèáî ïðîöåññó òîëüêî âîçìîæíîñòè çàïèñè â îïðåäåëåííûé êàíàë, òà-
êîé ïðîöåññ ìîæåò áåçîïàñíî ïåðåäàâàòü ýòó âîçìîæíîñòü äðóãîìó ïðîöåññó,
êîòîðûé îáåùàåò çàïèñûâàòü â êàíàë çíà÷åíèÿ ìåíüøåãî òèïà � êîíñòðóê-
òîð ¾êàíàë äëÿ çàïèñè¿ êîíòðàâàðèàíòåí. Àíàëîãè÷íî, ïðè ïåðåäà÷å òîëüêî
âîçìîæíîñòè ÷òåíèÿ èç êàíàëà å¼ ìîæíî áåçîïàñíî ñóçèòü äî âîçìîæíîñòè
÷òåíèÿ çíà÷åíèé ëþáîãî áîëüøåãî òèïà � êîíñòðóêòîð ¾êàíàë äëÿ ÷òåíèÿ¿
ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíûì.

Áàçîâûå òèïû

Â ïîëíîöåííîì ÿçûêå ñ áîãàòûì íàáîðîì áàçîâûõ òèïîâ ÷àñòî áûâàåò ïî-
ëåçíî ââåñòè îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ ìåæäó ýòèìè áàçîâûìè òèïàìè. Íà-
ïðèìåð, âî ìíîãèõ ÿçûêàõ áóëåâñêèå çíà÷åíèÿ true è false íà ñàìîì äåëå
ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ÷èñåë 1 è 0. Ìû ìîæåì, åñëè ïîæåëàåì, ñîîáùèòü îá
ýòîì ïðîãðàììèñòó, ââåäÿ àêñèîìó ïîäòèïèðîâàíèÿ Bool <: Nat. Òîãäà ìîæ-
íî ïèñàòü êîìïàêòíûå âûðàæåíèÿ âðîäå 5 * b âìåñòî if b then 5 else 0.

15.6. Ñåìàíòèêà ïîäòèïîâ, îñíîâàííàÿ íà ïðå-

îáðàçîâàíèÿõ òèïîâ

Íà ïðîòÿæåíèè ýòîé ãëàâû ìû ñëåäîâàëè èíòóèòèâíîìó ïðåäñòàâëåíèþ î
òîì, ÷òî ïîäòèïû ¾íå âëèÿþò íà ñåìàíòèêó¿. Íàëè÷èå ïîäòèïîâ íèêàê íå âëè-
ÿåò íà ïðîöåññ èñïîëíåíèÿ ïðîãðàìì; îíî ëèøü ïîçâîëÿåò äîáàâèòü íåêîòîðóþ
ãèáêîñòü â ïðàâèëà òèïèçàöèè. Òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðîñòà è åñòåñòâåííà, íî
âåäåò ê íåêîòîðîìó ñíèæåíèþ ýôôåêòèâíîñòè, îñîáåííî ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ-
÷åòàõ è ïðè äîñòóïå ê ïîëÿì çàïèñåé. Òàêèå ïîòåðè ìîãóò îêàçàòüñÿ íåïðè-
åìëåìûìè äëÿ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ ðåàëèçàöèé. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ñäå-
ëàåì íàáðîñîê àëüòåðíàòèâíîé ñåìàíòèêè íà îñíîâå ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïîâ
(coercion semantics) è îáñóäèì íåêîòîðûå âîïðîñû, âîçíèêàþùèå â ñâÿçè ñ
ýòèì íîâûì ïîäõîäîì. Ïðè æåëàíèè ýòîò ðàçäåë ìîæíî ïðîïóñòèòü.

Ïðîáëåìû ñåìàíòèêè, îñíîâàííîé íà ïîäìíîæåñòâàõ

Êàê ìû âèäåëè â �15.5, ÷àñòî áûâàåò óäîáíî ðàçðåøèòü ïîäòèïèðîâà-
íèå ìåæäó ðàçëè÷íûìè áàçîâûìè òèïàìè. Îäíàêî íåêîòîðûå ¾èíòóèòèâ-
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íî ïîíÿòíûå¿ ñâÿçè ìåæäó áàçîâûìè òèïàìè ìîãóò îòðèöàòåëüíî ïîâëè-
ÿòü íà ïðîèçâîäèòåëüíîñòü. Äîïóñòèì, íàïðèìåð, ÷òî ìû ââåäåì àêñèîìó
Int <: Float, ÷òîáû ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü öåëûå ÷èñëà â âû÷èñëåíèÿõ
ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé áåç ÿâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé � íàïðèìåð, ïèñàòü 4.5 + 6

âìåñòî 4.5 + intToFloat(6). Ïðè ñåìàíòèêå, îñíîâàííîé íà ïîäìíîæåñòâàõ,
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé äîëæíî áóêâàëüíî ÿâ-
ëÿòüñÿ ïîäìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé. Îäíàêî â áîëüøèíñòâå
ðåàëüíûõ ìàøèí êîíêðåòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ öåëûõ ÷èñåë è ÷èñåë ñ ïëàâàþ-
ùåé òî÷êîé ñîâåðøåííî ðàçëè÷íû: öåëûå îáû÷íî ïðåäñòàâëåíû â ôîðìàòå ñ
äîïîëíåíèåì äî äâóõ, à ÷èñëà ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé ñîñòîÿò èç ìàíòèññû, ïîêà-
çàòåëÿ ñòåïåíè è çíàêà, ïëþñ íåêîòîðûå îñîáûå ñëó÷àè âðîäå NaN (íå-÷èñëî).

×òîáû ñîãëàñîâàòü òàêîå ðàñõîæäåíèå â ïðåäñòàâëåíèÿõ è ñåìàíòèêó íà
îñíîâå ïîäìíîæåñòâ, ìû ìîæåì ïðèíÿòü îáùåå òåãîâîå (tagged) (èëè óïàêî-
âàííîå, boxed) ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ÷èñåë: öåëîå ÷èñëî ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ìà-
øèííîå öåëîå, ñíàáæåííîå òåãîì (ðàñïîëàãàþùèìñÿ ëèáî â îòäåëüíîì ñëîâå-
çàãîëîâêå, ëèáî â ñòàðøèõ ðàçðÿäàõ ñëîâà, ñîäåðæàùåãî ñàìî öåëîå ÷èñëî),
à ÷èñëî ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ìàøèííîå ÷èñëî ñ ïëàâàþ-
ùåé òî÷êîé, ñíàáæåííîå äðóãèì òåãîì. Â òàêîì ñëó÷àå òèï Float îòíîñèòñÿ
êî âñåìó ìíîæåñòâó ïîìå÷åííûõ òåãàìè ÷èñåë, à òèï Int îòíîñèòñÿ òîëüêî ê
ïîìå÷åííûì öåëûì.

Òàêàÿ ñõåìà âïîëíå ðàçóìíà: îíà ñîîòâåòñòâóåò ñòðàòåãèè ïðåäñòàâëåíèÿ,
ðåàëüíî ïðèìåíÿåìîé âî ìíîãèõ ñîâðåìåííûõ ðåàëèçàöèÿõ ÿçûêîâ, â êîòîðûõ
òåãîâûå áèòû (èëè ñëîâà) íóæíû òàêæå ïðè ñáîðêå ìóñîðà. Íåäîñòàòîê åå ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî âñå ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè íàä ÷èñëàìè íóæíî ðåàëèçîâû-
âàòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ìàøèííûõ êîìàíä ïðîâåðêè òåãà àðãóìåíòîâ,
êîìàíä äëÿ èçâëå÷åíèÿ ñàìîãî ÷èñëà, îäíîé êîìàíäû äëÿ ñàìîé îïåðàöèè, è
ïàðû êîìàíä äëÿ íàâåøèâàíèÿ òåãà íà ðåçóëüòàò. Èçîùðåííûå îïòèìèçàöèè
â êîìïèëÿòîðå ìîãóò óñòðàíèòü ÷àñòü ëèøíèõ äåéñòâèé, íî äàæå ñ ëó÷øè-
ìè èç èìåþùèõñÿ ìåòîäîâ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ñèëüíî ñòðàäàåò, îñîáåííî â
êîäå, ñîäåðæàùåì ìíîãî ÷èñëåííîé ðàáîòû, âðîäå ãðàôè÷åñêèõ èëè íàó÷íûõ
âû÷èñëåíèé.

Äðóãàÿ ïðîáëåìà ñ ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ âîçíèêàåò, êîãäà ïîäòèïû ñî÷å-
òàþòñÿ ñ çàïèñÿìè, â ÷àñòíîñòè, ïðè ïðèìåíåíèè ïðàâèëà ïåðåñòàíîâêè ïîëåé.
Íàøå ïðîñòîå ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïðîåêöèè ïîëÿ

{li=vi
iP1..n}.lj Ñ vj (E-ProjRcd)

ìîæíî ÷èòàòü òàê: ¾íàéòè ñðåäè ìåòîê ïîëåé çàïèñè lj è âåðíóòü ñîîòâåò-
ñòâóþùåå çíà÷åíèå vj¿. Îäíàêî â íàñòîÿùåé ðåàëèçàöèè ìû, áåçóñëîâíî, íå
õîòèì ïðîâîäèòü ëèíåéíûé ïðîñìîòð ïîëåé çàïèñè â ïîèñêàõ íóæíîé ìåòêè.
Â ÿçûêå áåç ïîäòèïîâ (èëè ñ ïîäòèïàìè, íî áåç ïðàâèëà ïåðåñòàíîâêè) ìîæíî
ïîëó÷èòü çíà÷åíèå íàìíîãî áûñòðåå: åñëè ìåòêà lj èäåò òðåòüåé â òèïå çà-
ïèñè, òî ìû óæå âî âðåìÿ êîìïèëÿöèè çíàåì, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ äàííîãî òèïà
áóäóò ñîäåðæàòü â òðåòüåì ïîëå lj , òàê ÷òî âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ íàì âîâñå
íå íóæíî ñìîòðåòü íà ìåòêè (ìû âîîáùå ìîæåì èñêëþ÷èòü èõ èç ïðåäñòàâëå-
íèÿ çàïèñåé âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ, â ñóùíîñòè, ïðåâðàùàÿ çàïèñè â êîðòåæè).
×òîáû ïîëó÷èòü çíà÷åíèå ïîëÿ lj , ìû ãåíåðèðóåì êîìàíäó êîñâåííîé çàãðóç-
êè ÷åðåç ðåãèñòð, óêàçûâàþùèé íà íà÷àëî çàïèñè, ñî ñìåùåíèåì â 3 ñëîâà.
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Íàëè÷èå ïðàâèëà ïåðåñòàíîâêè äåëàåò ýòîò ìåòîä íåâîçìîæíûì, ïîñêîëüêó
èíôîðìàöèÿ î òîì, ÷òî íåêîòîðîå çíà÷åíèå çàïèñè ïðèíàäëåæèò òèïó, â êî-
òîðîì lj ÿâëÿåòñÿ òðåòüèì ïîëåì, íè÷åãî íå ãîâîðèò íàì î òîì, ãäå íà ñàìîì
äåëå âíóòðè çàïèñè õðàíèòñÿ ïîëå lj . Îïÿòü æå, ñëîæíûå ïðèåìû îïòèìè-
çàöèè è êîäèðîâàíèÿ ìîãóò óìåíüøèòü ïîòåðè, íî â îáùåì ñëó÷àå ïðîåêöèÿ
ïîëÿ ìîæåò òàê èëè èíà÷å ïîòðåáîâàòü ïîèñêà âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ.3

Ñåìàíòèêà, îñíîâàííàÿ íà ïðåîáðàçîâàíèè òèïîâ

Îáå ýòè ïðîáëåìû ìîæíî ðåøèòü, åñëè ïðèíÿòü äðóãóþ ñåìàíòèêó, â êî-
òîðîé ïîäòèïèðîâàíèå ¾èñ÷åçàåò ïðè êîìïèëÿöèè¿ è çàìåíÿåòñÿ ïðåîáðàçî-
âàíèÿìè òèïà âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ. Åñëè, ñêàæåì, âî âðåìÿ ïðîâåðêè òèïîâ
Int ïîâûøàåòñÿ äî Float, òî âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ìû ôèçè÷åñêè èçìåíÿåì
ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà ñ ìàøèííîãî öåëîãî íà ìàøèííîå ÷èñëî ñ ïëàâàþùåé
òî÷êîé. Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçîâàíèå ïðàâèëà ïåðåñòàíîâêè ïðè ïîäòèïèðîâà-
íèè êîìïèëèðóåòñÿ â ôðàãìåíò êîäà, êîòîðûé ôèçè÷åñêè èçìåíÿåò ïîðÿäîê
ïîëåé çàïèñè. Ïîñëå ýòîãî ýëåìåíòàðíûå ÷èñëåííûå îïåðàöèè è äîñòóï ê ïî-
ëÿì ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ áåç äîïîëíèòåëüíûõ ðàñõîäîâ íà ñíÿòèå òåãîâ èëè
ïîèñê.

Ñ èíòóèòèâíîé òî÷êè çðåíèÿ, ñåìàíòèêà, îñíîâàííàÿ íà ïðåîáðàçîâàíèÿõ
òèïà, äëÿ ÿçûêà ñ ïîäòèïàìè âûðàæàåòñÿ â âèäå ôóíêöèè, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò
òåðìû ýòîãî ÿçûêà â ÿçûê íèæíåãî óðîâíÿ, â êîòîðîì ïîäòèïû îòñóòñòâóþò.
Â êîíå÷íîì ñ÷åòå, ýòîò íèçêîóðîâíåâûé ÿçûê ìîæåò áûòü ìàøèííûì êîäîì
íåêîòîðîãî êîíêðåòíîãî ïðîöåññîðà. Îäíàêî â öåëÿõ èçëîæåíèÿ ìû ïðîäîë-
æèì îáñóæäåíèå íà áîëåå àáñòðàêòíîì óðîâíå. Â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ÿçûêà
ìû âîçüì¼ì ÿçûê, èñïîëüçóåìûé íàìè â áîëüøåé ÷àñòè ýòîé ãëàâû, � ïðîñòîå
òèïèçèðîâàííîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå ñ ïîäòèïàìè è çàïèñÿìè. Â êà÷åñòâå íèç-
êîóðîâíåâîãî öåëåâîãî ÿçûêà ìû âûáèðàåì ÿçûê ÷èñòîãî ïðîñòîãî òèïèçèðî-
âàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ ñ çàïèñÿìè è òèïîì Unit (êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ Top).

Ôîðìàëüíî êîìïèëÿöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ òðåìÿ ôóíêöèÿìè ïåðåâîäà � äëÿ
òèïîâ, äëÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ è äëÿ òèïèçàöèè. Â ñëó÷àå òèïîâ ôóíêöèÿ ïåðå-
âîäà ïðîñòî çàìåíÿåò Top òèïîì Unit. Ìû çàïèñûâàåì ýòó ôóíêöèþ â âèäå
J�K.

JTopK � Unit

JT1 Ñ T2K � JT1KÑ JT2K
J{li:TiiP1..n}K � {li:JTiKiP1..n}

Íàïðèìåð, JTopÑ{a:Top,b:Top}K � UnitÑ{a:Unit,b:Unit}. (Îñòàëüíûå
ôóíêöèè ïåðåâîäà òàêæå áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ñèìâîëàìè J�K; èç êîíòåêñòà
âñåãäà áóäåò ÿñíî, êàêàÿ èìåííî ôóíêöèÿ èìååòñÿ â âèäó.)

3Àíàëîãè÷íûå íàáëþäåíèÿ ïðèìåíèìû è ê ïîèñêó ïîëåé è ìåòîäîâ îáúåêòîâ â ÿçûêàõ,
â êîòîðûõ ïîäòèïèðîâàíèå îáúåêòîâ äîïóñêàåò ïåðåñòàíîâêó ïîëåé. Èìåííî ïîýòîìó, íà-
ïðèìåð, Java îãðàíè÷èâàåò ïîäòèïèðîâàíèå ìåæäó êëàññàìè òàê, ÷òî íîâûå ïîëÿ ìîãóò
äîáàâëÿòüñÿ òîëüêî â êîíöå. Ïîäòèïèðîâàíèå ìåæäó èíòåðôåéñàìè (à òàêæå ìåæäó êëàñ-
ñîì è èíòåðôåéñîì) ðàçðåøàåò ïåðåñòàíîâêó � èíà÷å èíòåðôåéñû îêàçàëèñü áû ïðàêòè÷å-
ñêè áåñïîëåçíû. Ïðè ýòîì ðóêîâîäñòâî ïî ÿçûêó ÿâíî ïðåäóïðåæäàåò, ÷òî ïîèñê ìåòîäà â
èíòåðôåéñå â îáùåì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò ìåäëåííåå, ÷åì â êëàññå.
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×òîáû ïåðåâåñòè òåðì, ìû äîëæíû çíàòü, ãäå ïðè âûâîäå åãî òèïà èñïîëü-
çóåòñÿ ïðàâèëî âêëþ÷åíèÿ, ïîñêîëüêó èìåííî â ýòèõ ìåñòàõ áóäåò äîáàâëåíî
ïðåîáðàçîâàíèå òèïà âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ. Îäèí èç óäîáíûõ ñïîñîáîâ ôîð-
ìàëèçàöèè ýòîãî íàáëþäåíèÿ ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ïåðåâîäà êàê ôóíêöèè
íà äåðåâüÿõ âûâîäà óòâåðæäåíèé î òèïèçàöèè. Àíàëîãè÷íî, ÷òîáû ïîðîäèòü
ôóíêöèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåâîäÿùóþ çíà÷åíèÿ òèïà S â òèï T, ìû äîëæ-
íû çíàòü íå òîëüêî ñàì ôàêò òîãî, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ ïîäòèïîì T, íî è ïî÷åìó
ýòî òàê. Ìû äîáèâàåìñÿ ýòîãî, ïîðîæäàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ èç äåðåâüåâ âûâîäà
ïîäòèïèðîâàíèÿ.

Äëÿ ôîðìàëèçàöèè ïåðåâîäà òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå ñîãëàøåíèå ïî
èìåíîâàíèþ äåðåâüåâ âûâîäà. Çàïèñü C :: S <: T áóäåò îçíà÷àòü: ¾C � äåðåâî
âûâîäà ïîäòèïèðîâàíèÿ ñ çàêëþ÷åíèåì S <: T¿. Àíàëîãè÷íî, D :: Γ $ t : T

áóäåò çíà÷èòü: ¾D � äåðåâî âûâîäà òèïîâ ñ çàêëþ÷åíèåì Γ $ t : T¿.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ôóíêöèþ, êîòîðàÿ íà îñíîâå äåðåâà âûâîäà C äëÿ

óòâåðæäåíèÿ î ïîäòèïèðîâàíèè S <: T ïîðîæäàåò ïðåîáðàçîâàíèå JCK. Ýòî
ïðåîáðàçîâàíèå � íå ÷òî èíîå êàê ôóíêöèÿ (â öåëåâîì ÿçûêå ïåðåâîäà λÑ)
èç òèïà JSK â òèï JTK. Îïðåäåëèì åãî, ðàññìàòðèâàÿ ïî îòäåëüíîñòè êàæäûé
ñëó÷àé ôèíàëüíîãî ïðàâèëà, èñïîëüçóåìîãî â C.

t

T <: T
(S-Refl)

|

� λx:JTK. x

t

S <: Top
(S-Top)

|

� λx:JSK. unit

s
C1 :: S <: U C2 :: U <: T

S <: T
(S-Trans)

{
� λx:JSK. JC2K (JC1K x)

s
C1 :: T1 <: S1 C2 :: S2 <: T2

S1 ÑS2 <: T1 ÑT2
(S-Arrow)

{
� λf:JS1 ÑS2K. λx:JT1K. JC2K(f(JC1K x))

t

{li:Ti
iP1..n�k} <: {li:Ti

iP1..n}
(S-RcdWidth)

|

� λr:{li:JTiKiP1..n�k}. {li=r.li
iP1..n}

s
äëÿ êàæäîãî i Ci :: S1 <: Ti

{li:Si
iP1..n} <: {li:Ti

iP1..n}
(S-RcdDepth)

{
� λr:{li:JSiKiP1..n}. {li=JCiK(r.li)iP1..n}

s
{kj:Sj

jP1..n} ïåðåñòàíîâêà {li:Ti
iP1..n}

{kj:Sj
jP1..n} <: {li:Ti

iP1..n}
(S-RcdPerm)

{
� λr:{kj:JSjKjP1..n}. {li=r.li

iP1..n}

Ëåììà 15.6.1 Åñëè C :: S <: T, òî $ JCK : JSKÑ JTK.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðÿìîëèíåéíàÿ èíäóêöèÿ ïî C.
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Äåðåâüÿ âûâîäà òèïèçàöèè ïåðåâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî. Åñëè D � äåðåâî âû-
âîäà äëÿ óòâåðæäåíèÿ Γ $ t : T, òî åãî ïåðåâîä JDK � òåðì öåëåâîãî ÿçûêà
òèïà JTK. Òàêàÿ ôóíêöèÿ ïåðåâîäà ÷àñòî íàçûâàåòñÿ Ïåíñèëüâàíñêîé òðàíñ-
ëÿöèåé (Penn translation), â ÷åñòü èññëåäîâàòåëüñêîé ãðóïïû Ïåíñèëüâàíñêî-
ãî óíèâåðñèòåòà, êîòîðàÿ âïåðâûå åå èññëåäîâàëà (Breazu-Tannen, Coquand,
Gunter, and Scedrov, 1991).

s
x:T P Γ

Γ $ x : T
(T-Var)

{
� x

s
D2 :: Γ, x:T1 $ t2 : T2

Γ $ λx:T1.t2 : T1 Ñ T2
(T-Abs)

{
� λx: JT1K. JD2K

s
D1 :: Γ $ t1 : T11 Ñ T12 D2 :: Γ $ t2 : T11

Γ $ t1 t2 : T12
(T-App)

{
� JD1KJD2K

s
äëÿ êàæäîãî i, Di :: Γ $ ti : Ti

Γ $ {li=ti
iP1..n} : {li:Ti

iP1..n}
(T-Rcd)

{
� {li=JDiKiP1..n}

s
D1 :: Γ $ t1 : {li:Ti

iP1..n}

Γ $ t1.lj : Tj
(T-Proj)

{
� JD1K.lj

s
D :: Γ $ t : S C :: S <: T

Γ $ t : T
(T-Sub)

{
� JCKJDK

Òåîðåìà 15.6.2 Åñëè D :: Γ $ t : T, òî JΓK $ JDK : JTK, ãäå JΓK � ïîòî÷å÷íîå
ðàñøèðåíèå ôóíêöèè ïåðåâîäà òèïîâ íà êîíòåêñòû òèïèçàöèè: JHK � H è
JΓ, x:TK � JΓK, x:JTK.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðÿìîëèíåéíàÿ èíäóêöèÿ ïî D, ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåì-
ìû 15.6.1 äëÿ âàðèàíòà T-Sub.

Îïðåäåëèâ ýòè ôóíêöèè ïåðåâîäà, ìîæíî îòêàçàòüñÿ îò ïðàâèë âû÷èñëå-
íèÿ äëÿ âûñîêîóðîâíåâîãî ÿçûêà ñ ïîäòèïàìè è âìåñòî ýòîãî âû÷èñëÿòü òåð-
ìû, ïîäâåðãàÿ èõ ñíà÷àëà ïðîâåðêå òèïîâ (÷åðåç ïðàâèëà òèïèçàöèè è ïîäòè-
ïèðîâàíèÿ äëÿ âûñîêîóðîâíåâîãî ÿçûêà), ïåðåâîäÿ äåðåâüÿ ïðîâåðêè òèïîâ â
íèçêîóðîâíåâûé öåëåâîé ÿçûê, è, íàêîíåö, îïðåäåëÿÿ èõ îïåðàöèîííîå ïîâå-
äåíèå ÷åðåç îòíîøåíèå âû÷èñëåíèÿ äëÿ ýòîãî íèçêîóðîâíåâîãî ÿçûêà. Òàêàÿ
ñòðàòåãèÿ äåéñòâèòåëüíî èñïîëüçóåòñÿ â íåêîòîðûõ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ
ðåàëèçàöèÿõ ÿçûêîâ ñ ïîäòèïàìè: íàïðèìåð, â ýêñïåðèìåíòàëüíîì êîìïèëÿ-
òîðå ÿçûêà Java, ðàçðàáîòàííîì Éåëüñêîé ãðóïïîé (League, Shao, and Trifonov,
1999; League, Trifonov, and Shao, 2001).

Óïðàæíåíèå 15.6.3 r���,Ûs: Ìîäèôèöèðóéòå ïðèâåäåííóþ íàìè ôóíêöèþ
ïåðåâîäà òàê, ÷òîáû öåëåâûì ÿçûêîì ñëóæèëî ïðîñòîå òèïèçèðîâàííîå
ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå ñ êîðòåæàìè (à íå ñ çàïèñÿìè). Óáåäèòåñü, ÷òî òåîðå-
ìà 15.6.2 ïî-ïðåæíåìó âûïîëíÿåòñÿ.
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Êîãåðåíòíîñòü

Ïðè ðàçðàáîòêå ñåìàíòèêè ïîäòèïîâ, îñíîâàííîé íà ïðåîáðàçîâàíèè òè-
ïîâ, íåîáõîäèìî èçáåãàòü îäíîé ïîòåíöèàëüíîé ëîâóøêè. Íàïðèìåð, ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ìû ðàñøèðÿåì íàø ÿçûê áàçîâûìè òèïàìè Int, Bool, Float è
String. Íàì ìîãóò ïðèãîäèòüñÿ ñëåäóþùèå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

JBool <: IntK � λb:Bool. if b then 1 else 0

JInt <: StringK � intToString

JBool <: FloatK � λb:Bool. if b then 1.0 else 0.0

JFloat <: StringK � floatToString

Çäåñü intToString è floatToString � ïðèìèòèâû, ãåíåðèðóþùèå ñòðîêîâîå
ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë. Äëÿ ïðèìåðà ïðåäïîëîæèì, ÷òî intToString(1) = "1",
à floatToString(1.0) = "1.000".

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìû ïûòàåìñÿ âû÷èñëèòü òåðì

(λ x:String.x) true

ñ ïîìîùüþ ñåìàíòèêè ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïîâ. Ýòîò òåðì òèïèçèðóåì, åñëè
ïðèíÿòü âî âíèìàíèå âûøåïåðå÷èñëåííûå àêñèîìû. Îäíàêî, åãî ìîæíî òè-
ïèçèðîâàòü äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè: ëèáî ìû ïåðåâîäèì Bool â Int, è çà-
òåì â String ÷åðåç âêëþ÷åíèå, ïîêàçûâàÿ, ÷òî true � ïîäõîäÿùèé àðãóìåíò
äëÿ ôóíêöèè òèïà String Ñ String, ëèáî ñíà÷àëà ìû ïåðåâîäèì Bool âî
Float, è îòòóäà â String. Îäíàêî ïðè ïåðåâîäå ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé â λÑ
ïîëó÷àåòñÿ ðàçëè÷íîå ïîâåäåíèå. Åñëè ìû ïåðåâîäèì true â Int, ïîëó÷àåòñÿ
1, îòêóäà ÷åðåç intToString âûõîäèò ñòðîêà "1". Îäíàêî åñëè ìû ñíà÷àëà
ïðîâåäåì ïðåîáðàçîâàíèå âî Float, à çàòåì, ÷åðåç floatToString, â String

(ñëåäóÿ ñòðóêòóðå äåðåâà âûâîäà òèïà, ãäå true : String äîêàçûâàåòñÿ ÷å-
ðåç Float), ìû ïîëó÷èì "1.000". Íî "1" è "1.000" � ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûå
ñòðîêè; äàæå äëèíà ó íèõ ðàçíàÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, âûáîð ñïîñîáà äîêàçà-
òåëüñòâà äëÿ $ (λx:String.x) true : String âëèÿåò íà òî, êàê âåäåò ñåáÿ
îòòðàíñëèðîâàííàÿ ïðîãðàììà! Îäíàêî ýòîò âûáîð öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ âíóò-
ðè êîìïèëÿòîðà � ïðîãðàììèñò ðàáîòàåò òîëüêî ñ òåðìàìè, à íå ñ äåðåâüÿìè
âûâîäà, � ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ñïðîåêòèðîâàëè ÿçûê, êîòîðûé íå ïîçâîëÿåò
ïðîãðàììèñòó íå òîëüêî óïðàâëÿòü ïîâåäåíèåì íàïèñàííûõ èì ïðîãðàìì, íî
äàæå è ïðåäñêàçûâàòü åãî.

Ïðàâèëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåì òàêîãî ðîäà çàêëþ÷àåòñÿ âî ââåäåíèè êîãå-
ðåíòíîñòè (coherence) � äîïîëíèòåëüíîãî òðåáîâàíèÿ, êîòîðîå íàëàãàåòñÿ íà
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ïåðåâîäà.

Îïðåäåëåíèå 15.6.4 Ôóíêöèÿ ïåðåâîäà J�K èç äåðåâüåâ âûâîäà òèïîâ îäíîãî
ÿçûêà â òåðìû äðóãîãî êîãåðåíòíà, åñëè äëÿ âñÿêîé ïàðû äåðåâüåâ âûâîäà
D1 è D2 ñ îäíèì è òåì æå çàêëþ÷åíèåì Γ $ t : T ïåðåâîäû JD1K è JD2K
ÿâëÿþòñÿ ïîâåäåí÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè òåðìàìè öåëåâîãî ÿçûêà.

Â ÷àñòíîñòè, âûøåïðèâåäåííûå ôóíêöèè ïåðåâîäà (áåç áàçîâûõ òè-
ïîâ) êîãåðåíòíû. ×òîáû âîññòàíîâèòü êîãåðåíòíîñòü ïîñëå äîáàâëåíèÿ áà-
çîâûõ òèïîâ (ñ âûøåóêàçàííûìè àêñèîìàìè), äîñòàòî÷íî èçìåíèòü îïðå-
äåëåíèå ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè floatToString òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
floatToString(0.0) � "0" è floatToString(1.0) � "1".
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Äîêàçàòåëüñòâî êîãåðåíòíîñòè, îñîáåííî äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ÿçûêîâ, ìî-
æåò áûòü íåëåãêîé çàäà÷åé. Ñì. ðàáîòû Ðåéíîëüäñà (Reynolds, 1980), Áðåàçó-
Òàííåíà è äð. (Breazu-Tannen, Coquand, Gunter, and Scedrov, 1991), Êóðèåíà
è Ãåëëè (Curien and Ghelli, 1992) è Ðåéíîëüäñà (Reynolds, 1991).

15.7. Òèïû-ïåðåñå÷åíèÿ è òèïû-îáúåäèíåíèÿ

Ìîæíî ñóùåñòâåííî óòî÷íèòü îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ, åñëè äîáàâèòü â
ÿçûê òèïîâ îïåðàöèþ ïåðåñå÷åíèÿ (intersection). Òèïû-ïåðåñå÷åíèÿ èçîáðåòå-
íû Êîïïî, Äåçàíè, Ñàëëå è Ïîòòèíãåðîì (Coppo and Dezani-Ciancaglini, 1978;
Coppo, Dezani-Ciancaglini, and Sall�e, 1979; Pottinger, 1980). Äîñòóïíîå ââåäå-
íèå â ýòó òåìó ìîæíî íàéòè ó Ðåéíîëüäñà (Reynolds, 1988, 1998b), Õèíäëè
(Hindley, 1992) è Ïèðñà (Pierce, 1991b).

Òèï-ïåðåñå÷åíèå T1 ^ T2 ñîäåðæèò òåðìû, ïðèíàäëåæàùèå ê îáîèì òèïàì
T1 è T2 � òî åñòü, T1 ^ T2 ÿâëÿåòñÿ, â ñìûñëå òåîðèè ïîðÿäêîâ, ïåðåñå÷åíèåì
(òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ) T1 è T2. Òàêàÿ èíòóèöèÿ îòðàæàåòñÿ â òðåõ íîâûõ
ïðàâèëàõ ïîäòèïèðîâàíèÿ:

T1 ^ T2 <: T1 (S-Inter1)

T1 ^ T2 <: T2 (S-Inter2)

S <: T1 S <: T2

S <: T1 ^ T2

(S-Inter3)

Îäíî äîïîëíèòåëüíîå ïðàâèëî îòðàæàåò åñòåñòâåííóþ âçàèìîñâÿçü ìåæäó
òèïàìè-ïåðåñå÷åíèÿìè è ôóíêöèîíàëüíûìè òèïàìè.

S Ñ T1 ^ S Ñ T2 <: S Ñ (T1 ^ T2) (S-Inter4)

Èíòóèòèâíàÿ èäåÿ, ëåæàùàÿ â îñíîâå ýòîãî ïðàâèëà, òàêîâà: åñëè ìû çíàåì,
÷òî òåðì èìååò ôóíêöèîíàëüíûå òèïû S Ñ T1 è S Ñ T2, òî ìû, áåçóñëîâíî,
ìîæåì ïåðåäàòü â ýòó ôóíêöèþ òåðì òèïà S è îæèäàòü â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà
êàê T1, òàê è T2.

Ìîùíîñòü ïîíÿòèÿ òèïîâ-ïåðåñå÷åíèé ìîæíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü óòâåð-
æäåíèåì, ÷òî â âàðèàíòå ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ ñ ïîä-
òèïàìè, òèïàìè-ïåðåñå÷åíèÿìè è âûçîâîì ïî èìåíè, ìíîæåñòâî íåòèïèçèðî-
âàííûõ ëÿìáäà-òåðìîâ, êîòîðûì ìîæíî ïðèñâîèòü òèïû, â òî÷íîñòè ñîâïàäà-
åò ñ ìíîæåñòâîì íîðìàëèçóåìûõ (normalizing) òåðìîâ. Ò. å., òåðì òèïèçèðóåì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî âû÷èñëåíèå çàâåðøàåòñÿ! Îòñþäà íåìåäëåííî
ñëåäóåò, ÷òî ïðîáëåìà ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ (ñì. ãëàâó 22) äëÿ èñ÷èñëåíèÿ ñ
òèïàìè-ïåðå÷èñëåíèÿìè íåðàçðåøèìà.

Ñ ïðàãìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ öåííîñòü òèïîâ-ïåðåñå÷åíèé ñîñòîèò â
òîì, ÷òî îíè ïîääåðæèâàþò íåêîòîðóþ ôîðìó êîíå÷íîé ïåðåãðóçêè îïåðàòî-
ðîâ (�nitary overloading). Íàïðèìåð, ìû ìîæåì ïðèñâîèòü òèï (Nat Ñ Nat

Ñ Nat) ^ (Float Ñ Float Ñ Float) òàêîé îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, êîòîðóþ
ìîæíî ïðèìåíèòü êàê ê íàòóðàëüíûì ÷èñëàì, òàê è ê ÷èñëàì ñ ïëàâàþùåé

�source�le� 231 Rev: �revision�, November 28, 2010



232 15.8. Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

òî÷êîé (íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ òåãîâûå áèòû â ïðåäñòàâëåíèè àðãóìåíòîâ äëÿ
âûáîðà ïðàâèëüíîé ìàøèííîé êîìàíäû âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ).

Ê ñîæàëåíèþ, ìîùíîñòü òèïîâ-ïåðåñå÷åíèé âåäåò ê íåêîòîðûì ïðàêòè-
÷åñêèì òðóäíîñòÿì äëÿ ðàçðàáîò÷èêîâ ÿçûêîâ. Ïîêà ÷òî ëèøü îäèí ïîë-
íîöåííûé ÿçûê, Forsythe (Reynolds, 1988), ñîäåðæèò òèïû-ïåðåñå÷åíèÿ â èõ
íàèáîëåå îáùåì âèäå. Îãðàíè÷åííàÿ ôîðìà, íàçûâàåìàÿ òèïû-óòî÷íåíèÿ
(re�nement types), ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëåå ðàçóìíîé (Freeman and Pfenning,
1991; Pfenning, 1993b; Davies, 1997).

Äâîéñòâåííîå ïîíÿòèå òèïîâ-îáúåäèíåíèé (union types) T1 _ T2 òàêæå îêà-
çûâàåòñÿ âåñüìà ïîëåçíûì. Â îòëè÷èå îò òèïîâ-ñóìì è âàðèàíòîâ (êîòîðûå
òàêæå èíîãäà íàçûâàþò ¾îáúåäèíåíèÿìè¿, ÷òî ïðèâîäèò ê ïóòàíèöå), T1 _ T2

îáîçíà÷àåò îáûêíîâåííîå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé, ïðèíàäëåæàùèõ
ê òèïó T1, è ìíîæåñòâà çíà÷åíèé, ïðèíàäëåæàùèõ ê òèïó T2, áåçî âñÿêîãî òåãà,
óêàçûâàþùåãî íà èñòî÷íèê äàííîãî ýëåìåíòà. Òàêèì îáðàçîì, Nat _ Nat �
âñåãî ëèøü ïñåâäîíèì äëÿ Nat. Ïåðåñåêàþùèåñÿ òèïû-îáúåäèíåíèÿ óæå äàâíî
èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè àíàëèçå ïðîãðàìì (Palsberg and Pavlopoulou, 1998),
íî äî ñèõ ïîð ðåäêî âñòðå÷àëèñü â ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ (âàæíîå èñêëþ-
÷åíèå � Algol 68, ñð. van Wijngaarden, Mailloux, Peck, Koster, Sintzo�, Lindsey,
Meertens, and Fisker, 1975). Âïðî÷åì, â ïîñëåäíåå âðåìÿ èõ âñå ÷àùå ïðè-
ìåíÿþò â êîíòåêñòå ñèñòåì òèïîâ äëÿ îáðàáîòêè ¾ïîëóñòðóêòóðèðîâàííûõ¿
ôîðìàòîâ áàç äàííûõ, òàêèõ êàê XML (Buneman and Pierce, 1998; Hosoya,
Vouillon, and Pierce, 2001).

Îñíîâíîå ôîðìàëüíîå ðàçëè÷èå ìåæäó íåïåðåñåêàþùèìèñÿ è ïåðåñåêàþ-
ùèìèñÿ òèïàìè-îáúåäèíåíèÿìè ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ïîñëåäíèõ îòñóòñòâóåò
êàêîé-ëèáî àíàëîã êîíñòðóêöèè case: åñëè èçâåñòíî, ÷òî çíà÷åíèå v èìååò òèï
T1 _ T2, òî ìû ìîæåì áåçîïàñíî ïðèìåíÿòü ê íåìó òîëüêî òå îïåðàöèè, êîòî-
ðûå èìåþò ñìûñë êàê äëÿ T1, òàê è äëÿ T2. (Íàïðèìåð, åñëè T1 è T2 � çàïèñè,
òî ìîæíî îáðàùàòüñÿ ê èõ îáùèì ïîëÿì.) Áåñòåãîâûé òèï union â ÿçûêå C
ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ òèïîâîé áåçîïàñíîñòè èìåííî ïîòîìó, ÷òî â ÿçûêå èã-
íîðèðóåòñÿ ýòî îãðàíè÷åíèå, è íàä ýëåìåíòîì òèïà T1 _ T2 ðàçðåøåíà ëþáàÿ
îïåðàöèÿ, èìåþùàÿ ñìûñë ëèáî äëÿ T1, ëèáî äëÿ T2.

15.8. Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Èäåÿ ïîäòèïîâ â ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ âîñõîäèò ê 1960-ì ãîäàì,
ê ÿçûêó Simula (Birtwistle, Dahl, Myhrhaug, and Nygaard, 1979) è åãî ðîä-
ñòâåííèêàì. Ïåðâûå ïîïûòêè ôîðìàëüíîãî àíàëèçà ïðèíàäëåæàò Ðåéíîëüäñó
(Reynolds, 1980) è Êàðäåëëè (Cardelli, 1984).

Ïðàâèëà òèïèçàöèè è, îñîáåííî, ïîäòèïèðîâàíèÿ, ðàáîòàþùèå ñ çàïèñÿ-
ìè, íåñêîëüêî ñëîæíåå, ÷åì òå, ÷òî ìû âèäåëè äî ñèõ ïîð, ïîñêîëüêó â íèõ
ëèáî èìååòñÿ ïåðåìåííîå ÷èñëî ïðåäïîñûëîê (ïî îäíîé íà ïîëå), ëèáî èñ-
ïîëüçóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ìåõàíèçìû âðîäå ïåðåñòàíîâîê èíäåêñîâ ïîëåé.
Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî äðóãèõ ñïîñîáîâ çàïèñè ýòèõ ïðàâèë, îäíàêî âñå îíè
ëèáî ñòîëü æå ñëîæíû, ëèáî èçáåãàþò ñëîæíîñòè, ïîëàãàÿñü íà íåôîðìàëü-
íûå ñîãëàøåíèÿ (íàïðèìåð, ìíîãîòî÷èå: ¾l1:T1 ... ln:Tn¿). Íåäîâîëüñòâî
òàêèì ïîëîæåíèåì äåë ïðèâåëî Êàðäåëëè è Ìèò÷åëëà ê ðàçðàáîòêå èñ÷èñëå-
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íèÿ îïåðàöèé íàä çàïèñÿìè (¾Operations on Records¿, Cardelli and Mitchell,
1991), â êîòîðîì ìàêðîîïåðàöèÿ ñîçäàíèÿ çàïèñè ñ ìíîãèìè ïîëÿìè âûðàæà-
åòñÿ ÷åðåç áàçîâîå çíà÷åíèå � ïóñòóþ çàïèñü, à òàêæå îïåðàöèþ äîáàâëåíèÿ
îäíîãî ïîëÿ çà ðàç. C ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ìîæíî òàêæå ðàññìîòðåòü äîïîëíè-
òåëüíûå îïåðàöèè, âðîäå èçìåíåíèÿ çíà÷åíèÿ ïîëÿ èëè êîíêàòåíàöèè çàïèñåé
(Harper and Pierce, 1991). Ïðàâèëà òèïèçàöèè äëÿ ýòèõ îïåðàöèé îêàçûâàþòñÿ
äîñòàòî÷íî òîíêèìè, îñîáåííî ïðè íàëè÷èè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïîëèìîðôèç-
ìà, òàê ÷òî ðàçðàáîò÷èêè ÿçûêîâ ïðåäïî÷èòàþò ðàáîòàòü ñ îáûêíîâåííûìè
çàïèñÿìè. Òåì íå ìåíåå, ñèñòåìà Êàðäåëëè è Ìèò÷åëëà îñòàåòñÿ âàæíûì êîí-
öåïòóàëüíûì äîñòèæåíèåì. Àëüòåðíàòèâíûé àíàëèç çàïèñåé, îñíîâàííûé íà
ïîëèìîðôèçìå ñòðî÷íûõ ïåðåìåííûõ (row-variable ploymorphism), ðàçðàáî-
òàí Âàíäîì (Wand, 1987, 1988, 1989b), Ðåìè (R�emy, 1990, 1989; R�emy, 1992)
è äðóãèìè, è ñëóæèò îñíîâîé äëÿ îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ êîíñòðóêöèé
ÿçûêà OCaml (R�emy and Vouillon, 1998; Vouillon, 2000).

Îñíîâíàÿ çàäà÷à, ðåøàåìàÿ
òåîðèåé òèïîâ, ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû îáåñïå÷èòü íàëè÷èå
ñìûñëà ó ïðîãðàìì. Îñíîâíàÿ
ïðîáëåìà, ïîðîæäàåìàÿ òåîðèåé
òèïîâ, ñîñòîèò â òîì, ÷òî
íåêîòîðûì îñìûñëåííûì
ïðîãðàììàì íèêàêîãî ñìûñëà
íå ïðèïèñûâàåòñÿ. Ïîèñê áîëåå
áîãàòûõ ñèñòåì òèïîâ
ïðîèñòåêàåò èç ýòîãî
ïðîòèâîðå÷èÿ.

Ìàðê Ìýíàññ
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Ãëàâà 16

Ìåòàòåîðèÿ ïîäòèïîâ

Îïðåäåëåíèå ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ ñ ïîäòèïàìè
èç ïðåäûäóùåé ãëàâû íå ïîäõîäèò äëÿ íåïîñðåäñòâåííîé ðåàëèçàöèè. Â îò-
ëè÷èå îò äðóãèõ ðàññìîòðåííûõ íàìè èñ÷èñëåíèé, ïðàâèëà â ýòîé ñèñòåìå
íå óïðàâëÿþòñÿ ñèíòàêñèñîì (syntax directed) � èõ íåëüçÿ ïðîñòî ¾ïðî÷è-
òàòü ñíèçó ââåðõ¿, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èâ àëãîðèòì ïðîâåðêè òèïîâ. Ñëîæíîñòè
äëÿ îòíîøåíèÿ òèïèçàöèè ïðîèñõîäÿò â îñíîâíîì èç-çà ïðàâèëà âêëþ÷åíèÿ
T-Sub, à äëÿ îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ � èç-çà ïðàâèëà òðàíçèòèâíîñòè
S-Trans.

T-Sub âûçûâàåò òðóäíîñòè èç-çà òîãî, ÷òî òåðì â åãî çàêëþ÷åíèè âûãëÿ-
äèò êàê ïðîñòàÿ ìåòàïåðåìåííàÿ t:

Γ $ t : S S <: T

Γ $ t : T
(T-Sub)

Âñå îñòàëüíûå ïðàâèëà òèïèçàöèè ñîäåðæàò â çàêëþ÷åíèè òåðì íåêîòîðîãî
îïðåäåëåííîãî âèäà: T-Abs îòíîñèòñÿ òîëüêî ê ëÿìáäà-àáñòðàêöèÿì, T-Var
òîëüêî ê ïåðåìåííûì, è ò. ä., � à T-Sub ïðèìåíèìî ê òåðìàì ëþáîãî âèäà.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè ó íàñ åñòü òåðì t è òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü åãî òèï, òî
âñåãäà áóäåò ìîæíî ïðèìåíèòü êàê ïðàâèëî T-Sub, òàê è äðóãîå ïðàâèëî,
çàêëþ÷åíèå êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò ôîðìå t.

Ïðàâèëî S-Trans âûçûâàåò çàòðóäíåíèÿ ïî òîé æå ñàìîé ïðè÷èíå � åãî
çàêëþ÷åíèå ïåðåñåêàåòñÿ ñ çàêëþ÷åíèÿìè äðóãèõ ïðàâèë.

S <: U U <: T

S <: T
(S-Trans)

Ïîñêîëüêó S è T � ïðîñòî ìåòàïåðåìåííûå, òî â ïðèíöèïå, S-Trans ìîæåò
îêàçàòüñÿ ïîñëåäíèì ïðàâèëîì ïðè âûâîäå ëþáîãî óòâåðæäåíèÿ î ïîäòèïè-
ðîâàíèè. Òàêèì îáðàçîì, íàèâíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðàâèë ïîäòèïèðîâàíèÿ ¾ñíèçó

Â ýòîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ïðîñòîå òèïèçèðîâàííîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå ñ ïîäòèïàìè
(ðèñ. 15.1) è çàïèñÿìè (ðèñ. 15.3). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåàëèçàöèÿ íà OCaml íàçûâàåòñÿ
rcdsub. Â �16.3 óïîìèíàþòñÿ òàêæå áóëåâñêèå çíà÷åíèÿ è óñëîâíûå âûðàæåíèÿ (ðèñ. 8.1);
äëÿ ýòîãî ðàçäåëà èñïîëüçóåòñÿ ðåàëèçàöèÿ joinsub. Â �16.4 äîáàâëÿåòñÿ òèï Bot; ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ðåàëèçàöèÿ íàçûâàåòñÿ bot.
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ââåðõ¿ íå ñìîæåò ðåøèòü, ñëåäóåò ëè ïîïûòàòüñÿ ïðèìåíèòü ýòî ïðàâèëî, ëè-
áî æå äðóãîå ïðàâèëî, áîëåå êîíêðåòíîå çàêëþ÷åíèå êîòîðîãî òàêæå ñîîòâåò-
ñòâóåò ôîðìå òåõ äâóõ òèïîâ, ÷ëåíñòâî êîòîðûõ â îòíîøåíèè ïîäòèïèðîâàíèÿ
ìû ïûòàåìñÿ óñòàíîâèòü.

Òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ S-Trans, ýòèì íå èñ÷åðïûâàþòñÿ. Îáå åãî ïðåä-
ïîñûëêè ñîäåðæàò ìåòàïåðåìåííóþ U, êîòîðàÿ íå óïîìèíàåòñÿ â çàêëþ÷åíèè.
Åñëè ìû íàèâíî ÷èòàåì ïðàâèëî ñíèçó ââåðõ, òî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ìû äîëæíû
óãàäàòü òèï U, à çàòåì ïîïûòàòüñÿ äîêàçàòü óòâåðæäåíèÿ S <: U è U <: T.
Òàê êàê ÷èñëî òèïîâ-êàíäèäàòîâ íà ðîëü U áåñêîíå÷íî, íàäåæäà íà óñïåõ ïðè
òàêîé ñòðàòåãèè íåâåëèêà.

Çàêëþ÷åíèå ïðàâèëà S-Refl òàêæå ïåðåñåêàåòñÿ ñ äðóãèìè ïðàâèëàìè
ïîäòèïèðîâàíèÿ. Ýòîò ñëó÷àé ïðîùå, ÷åì ñëó÷àé T-Sub è S-Trans: â ïðà-
âèëå S-Refl íåò ïðåäïîñûëîê, ïîýòîìó, åñëè îíî ñîîòâåòñòâóåò óòâåðæäåíèþ
î ïîäòèïèðîâàíèè, êîòîðîå ñëåäóåò äîêàçàòü, òî ìû çàêàí÷èâàåì íåìåäëåííî.
Îäíàêî, ýòî åùå îäíà ïðè÷èíà, ïî÷åìó íàøè ïðàâèëà íå óïðàâëÿþòñÿ ñèíòàê-
ñèñîì.

×òîáû ñïðàâèòüñÿ ñî âñåìè ýòèìè ïðîáëåìàìè, çàìåíèì îáûêíîâåí-
íûå (äåêëàðàòèâíûå, declarative) îòíîøåíèÿ òèïèçàöèè è ïîäòèïèðîâàíèÿ
äâóìÿ íîâûìè îòíîøåíèÿìè: àëãîðèòìè÷åñêèì îòíîøåíèåì ïîäòèïèðîâà-
íèÿ (algorithmic subtyping) è àëãîðèòìè÷åñêèì îòíîøåíèåì òèïèçàöèè
(algorithmic typing). Ñïèñêè ïðàâèë âûâîäà ýòèõ äâóõ îòíîøåíèé óïðàâëÿ-
þòñÿ ñèíòàêñèñîì. ×òîáû îáîñíîâàòü ýòó çàìåíó, ïîêàæåì çàòåì, ÷òî èñõîä-
íûå îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ è òèïèçàöèè ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
àëãîðèòìè÷åñêèìè âàðèàíòàìè: óòâåðæäåíèå S <: T òîãäà è òîëüêî òîãäà âû-
âîäèìî èç àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðàâèë ïîäòèïèðîâàíèÿ, êîãäà îíî âûâîäèìî èç
äåêëàðàòèâíûõ ïðàâèë, à òåðì òîãäà è òîëüêî òîãäà òèïèçèðóåòñÿ ïî àëãî-
ðèòìè÷åñêèì ïðàâèëàì, êîãäà îí òèïèçèðóåòñÿ ñîãëàñíî äåêëàðàòèâíûì ïðà-
âèëàì òèïèçàöèè.

Àëãîðèòìè÷åñêîå îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíî â �16.1, à àëãî-
ðèòìè÷åñêîå îòíîøåíèå òèïèçàöèè � â �16.2. Â �16.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ îñîáàÿ
ïðîáëåìà ïðîâåðêè âåòâÿùèõñÿ êîíñòðóêöèé âðîäå if...then...else, äëÿ êî-
òîðûõ òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ñòðóêòóðà (íàëè÷èå òî÷íûõ âåðõíèõ ãðàíåé,
îáúåäèíåíèé (joins), â îòíîøåíèè ïîäòèïèðîâàíèÿ). Â �16.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ
íàèìåíüøèé òèï Bot.

16.1. Àëãîðèòìè÷åñêîå îòíîøåíèå ïîäòèïèðî-

âàíèÿ

Ïðè ðåàëèçàöèè ëþáîãî ÿçûêà ñ ïîäòèïàìè êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàåò àëãî-
ðèòì äëÿ îïðåäåëåíèÿ òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè îäèí òèï ïîäòèïîì äðóãîãî. Ïðîöå-
äóðà ïðîâåðêè ïîäòèïîâ âûçûâàåòñÿ ïðîãðàììîé ïðîâåðêè òèïîâ, íàïðèìåð,
êîãäà òðåáóåòñÿ îáðàáîòàòü òåðì-ïðèìåíåíèå t1 t2, ãäå t1 èìååò òèï TÑU, à
t2 � òèï S. Çàäà÷à ïðîöåäóðû ïðîâåðêè ïîäòèïîâ � îïðåäåëèòü, âûâîäèìî ëè
óòâåðæäåíèå S <: T èç ïðàâèë ïîäòèïèðîâàíèÿ ïî ðèñ. 15.1 è 15.3. Çàäà÷à ýòà
ðåøàåòñÿ ïóòåì ïðîâåðêè ïðèíàäëåæíîñòè ïàðû (S, T) äðóãîìó îòíîøåíèþ,
êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ Z� S <: T (¾S ÿâëÿåòñÿ ïîäòèïîì T ñ àëãîðèòìè÷åñêîé
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Ñ tu <: Ðàñøèðÿåò 15.1 è 15.3

S <: S (S-Refl)

S <: U U <: T

S <: T
(S-Trans)

S <: Top (S-Top)

T1 <: S1 S2 <: T2

S1 ÑS2 <: T1 ÑT2

(S-Arrow)

tli
iP1..nu � tkj

jP1..mu
ïðè êàæäîì kj � li èìååì Sj <: Ti

{kj:Sj
jP1..m} <: {li:Ti

iP1..n}

(S-Rcd)

Ðèñ. 16.1. Îòíîøåíèå ïîòèïèðîâàíèÿ äëÿ çàïèñåé (êîìïàêòíàÿ âåðñèÿ)

òî÷êè çðåíèÿ¿). Ýòî îòíîøåíèå îïðåäåëåíî òàê, ÷òî ÷ëåíñòâî â íåì ìîæíî
îïðåäåëèòü, ïðîñòî ðàññìàòðèâàÿ ñòðóêòóðó òèïîâ, è ñîäåðæèò òå æå ñàìûå
ïàðû òèïîâ, ÷òî è èñõîäíîå îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ. Ñóùåñòâåííîå ðàçëè-
÷èå ìåæäó äåêëàðàòèâíûì è àëãîðèòìè÷åñêèì îòíîøåíèÿìè ïîäòèïèðîâàíèÿ
ñîñòîèò â òîì, ÷òî â îïðåäåëåíèè àëãîðèòìè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ íåò ïðàâèë
S-Trans è S-Refl.

Äëÿ íà÷àëà òðåáóåòñÿ íåìíîãî ïåðåñòðîèòü äåêëàðàòèâíóþ ñèñòåìó ïðà-
âèë. Êàê ìû âèäåëè íà ñ. 208, òðàíçèòèâíîñòü íåîáõîäèìà, ÷òîáû ¾ñêëåèâàòü¿
äåðåâüÿ âûâîäà ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ çàïèñåé, ïðè îäíîâðåìåííîì èñïîëüçî-
âàíèè ïîäòèïèðîâàíèÿ â øèðèíó, â ãëóáèíó è ñ ïåðåñòàíîâêîé ïîëåé. Ïðåæäå
÷åì ìû îòêàæåìñÿ îò S-Trans, íóæíî äîáàâèòü ïðàâèëî, îáúåäèíÿþùåå ýòè
òðè âèäà ïîäòèïèðîâàíèÿ:

tli
iP1..nu � tkj

jP1..mu ïðè êàæäîì kj � li èìååì Sj <: Ti

{kj:Sj
jP1..m} <: {li:Ti

iP1..n}
(S-Rcd)

Ëåììà 16.1.1 Åñëè S <: T âûâîäèòñÿ èç ïðàâèë ïîäòèïèðîâàíèÿ, âêëþ-
÷àÿ S-RcdDepth, S-RcdWidth è S-RcdPerm, íî íå âêëþ÷àÿ S-Rcd, òî
ýòî óòâåðæäåíèå òàêæå ìîæíî âûâåñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì S-Rcd (íî íå
S-RcdDepth, S-RcdWidth è S-RcdPerm), è íàîáîðîò.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðÿìîëèíåéíàÿ èíäóêöèÿ ïî äåðåâüÿì âûâîäà.

Áëàãîäàðÿ ëåììå 16.1.1, ìû ìîæåì çàìåíèòü ïðàâèëà S-RcdDepth,
S-RcdWidth è S-RcdPerm íà S-Rcd. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâëåíà íà
ðèñ. 16.1.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïîêàçàòü, ÷òî â ñèñòåìå ïî ðèñ. 16.1 ïðàâèëà ðåôëåêñèâ-
íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè íåñóùåñòâåííû.
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Ñ tu <:

Àëãîðèòìè÷åñêîå îòíîøåíèå ïîäòè-

ïèðîâàíèÿ Z� S <: T

Z� S <: Top (SA-Top)

tli
iP1..nu � tkj

jP1..mu
åñëè kj � li, òî Z� Sj <: Ti

Z� {kj:Sj
jP1..m} <: {li:Ti

iP1..n}

(SA-Rcd)

Z� T1 <: S1 Z� S2 <: T2

Z� S1 ÑS2 <: T1 ÑT2

(SA-Arrow)

Ðèñ. 16.2. Àëãîðèòìè÷åñêîå îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ

Ëåììà 16.1.2

1. Äëÿ êàæäîãî òèïà S ìîæíî âûâåñòè, ÷òî S <: S, áåç èñïîëüçîâàíèÿ
S-Refl.

2. Åñëè óòâåðæäåíèå S <: T âûâîäèìî, òî åãî ìîæíî âûâåñòè áåç èñ-
ïîëüçîâàíèÿ S-Trans.

Äîêàçàòåëüñòâî: Óïðàæíåíèå rÐåêîìåíäóåòñÿ,���s.

Óïðàæíåíèå 16.1.3 r�s Êàê èçìåíÿòñÿ ýòè ñâîéñòâà ïðè äîáàâëåíèè òèïà
Bool?

Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê îïðåäåëåíèþ àëãîðèòìè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâà-
íèÿ:

Îïðåäåëåíèå 16.1.4 Îòíîøåíèåì àëãîðèòìè÷åñêîãî ïîäòèïèðîâàíèÿ íàçû-
âàåòñÿ ìèíèìàëüíîå îòíîøåíèå ìåæäó òèïàìè, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî
ïðàâèë ïî ðèñ. 16.2.

Ìû ãîâîðèì, ÷òî àëãîðèòìè÷åñêèå ïðàâèëà êîððåêòíû (sound), ïîñêîëü-
êó âñÿêîå óòâåðæäåíèå, âûâîäèìîå ÷åðåç íèõ, ìîæíî âûâåñòè è ïðè ïîìîùè
äåêëàðàòèâíûõ ïðàâèë (àëãîðèòìè÷åñêèå ïðàâèëà íå äîêàçûâàþò íè÷åãî íî-
âîãî), à òàêæå ïîëíû (complete), ïîñêîëüêó êàæäîå óòâåðæäåíèå, âûâîäèìîå
èç äåêëàðàòèâíûõ ïðàâèë, ìîæåò áûòü âûâåäåíî è ïðè ïîìîùè àëãîðèòìè÷å-
ñêèõ (àëãîðèòìè÷åñêèå ïðàâèëà ñïîñîáíû äîêàçàòü âñå, ÷òî áûëî äîêàçóåìî
ðàíüøå).

Óòâåðæäåíèå 16.1.5 [Êîððåêòíîñòü è ïîëíîòà] S <: T òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà Z� S <: T.
Äîêàçàòåëüñòâî: Â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ äîêàçàòåëüñòâî ñòðîèòñÿ ïî èíäóê-
öèè íà äåðåâüÿõ âûâîäà, ñ ïîìîùüþ îäíîé èç äâóõ ïðåäûäóùèõ ëåìì.
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Ïîñêîëüêó àëãîðèòìè÷åñêèå ïðàâèëà óïðàâëÿþòñÿ ñèíòàêñèñîì, èõ
ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êàê àëãîðèòì ïðîâåðêè îòíîøå-
íèÿ àëãîðèòìè÷åñêîãî ïîäòèïèðîâàíèÿ (à ñëåäîâàòåëüíî, è äåêëàðàòèâ-
íîãî îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ). Â ïñåâäîêîäå àëãîðèòì âûãëÿäèò òàê:
subtype pS, Tq �

åñëè T � Top, òî èñòèíà
èíà÷å åñëè S � S1 Ñ S2 è T � T1 Ñ T2

òî subtype pT1, S1q ^ subtype pS2, T2q
èíà÷å åñëè S � {kj:Sj

jP1..m} è T � {li:Ti
iP1..nu

òî tliiP1..nu � tkj
jP1..mu

^ äëÿ êàæäîãî i èìååòñÿ íåêîòîðîå j P 1..m òàêîå, ÷òî kj � li
è subtype pSj , Tiq

èíà÷å ëîæü

Êîíêðåòíóþ ðåàëèçàöèþ ýòîãî àëãîðèòìà íà ÿçûêå ML ìîæíî íàéòè â ãëà-
âå 17.

Íàêîíåö, íàì íóæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî àëãîðèòìè÷åñêîå îòíîøåíèå ïîä-
òèïèðîâàíèÿ âñþäó îïðåäåëåíî (total), ò. å. ÷òî ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ subtype ,
ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðàâèë, âîçâðàùàåò äëÿ êàæäîé ïàðû
âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ ëèáî çíà÷åíèå èñòèíà, ëèáî ëîæü, ïðè÷åì çà êîíå÷íîå
âðåìÿ.

Óòâåðæäåíèå 16.1.6 rÇàâåðøåíèås Åñëè âûâîäèìî óòâåðæäåíèå Z� S <: T,
òî ôóíêöèÿ subtype pS, Tq âåðíåò çíà÷åíèå èñòèíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà
âåðíåò çíà÷åíèå ëîæü.

Ýòà òåîðåìà, ñîâìåñòíî ñ óòâåðæäåíèÿìè î êîððåêòíîñòè è ïîëíîòå
àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðàâèë, ïî ñóùåñòâó, óòâåðæäàåò, ÷òî ôóíêöèÿ subtype
ñëóæèò ðàçðåøàþùåé ïðîöåäóðîé (decision procedure) äëÿ äåêëàðàòèâíîãî
îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåãêî ïîääàåòñÿ ïðîâåðêå (ïóòåì
ïðÿìîëèíåéíîé èíäóêöèè ïî äåðåâó âûâîäà Z� S <: T). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê
æå ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî, åñëè subtype pS, Tq âîçâðàùàåò çíà÷åíèå èñòèíà, òî
âûïîëíÿåòñÿ Z� S <: T. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðîâåðèòü âòîðîå óòâåðæäå-
íèå, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî subtype pS, Tq âñåãäà õîòü ÷òî-òî âîçâðàùàåò,
ò. å. âñåãäà çàâåðøàåòñÿ. Ýòîãî ìû ìîæåì äîáèòüñÿ, çàìåòèâ, ÷òî ñóììà
ðàçìåðîâ âõîäíîé ïàðû àðãóìåíòîâ S è T âñåãäà ñòðîãî áîëüøå, ÷åì ñóììà
ðàçìåðîâ àðãóìåíòîâ â ëþáîì ðåêóðñèâíîì âûçîâå, ïðîèçâîäèìîì àëãîðèò-
ìîì. Ïîñêîëüêó ýòà ñóììà � âñåãäà êîíå÷íîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, áåñêî-
íå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ íåâîçìîæíà.

×èòàòåëü ñïðîñèò, íåëüçÿ ëè ñîêðàòèòü ðàáîòó, ïðîäåëàííóþ íàìè â ýòîì
ðàçäåëå, åñëè ñðàçó âçÿòü çà îñíîâó àëãîðèòìè÷åñêîå îïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ
ïîäòèïèðîâàíèÿ, è äàæå íå óïîìèíàòü äåêëàðàòèâíîå îïðåäåëåíèå. Îòâåòîì
áóäåò ¾ìîæíî, íî ñ îãîâîðêàìè¿. Ðàçóìååòñÿ, ïðè æåëàíèè ìû ìîæåì âûáðàòü
äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàøåãî èñ÷èñëåíèÿ àëãîðèòìè÷åñêîå îòíîøåíèå â êà÷åñòâå
îñíîâíîãî. Îäíàêî â ðåçóëüòàòå ìû ïî÷òè íå ýêîíîìèì óñèëèÿ, ïîñêîëüêó,
÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå òèïèçàöèè (çàâèñÿùåå îò îòíîøåíèÿ ïîäòè-
ïèðîâàíèÿ) âåäåò ñåáÿ êîððåêòíî, íåîáõîäèìî çíàòü, ÷òî îòíîøåíèå ïîäòèïè-
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ðîâàíèÿ ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî, à ýòè äîêàçàòåëüñòâà òðåáóþò ïðèìåðíî
òàêîãî æå îáúåìà ðàáîòû, êàêîé ìû ïðîäåëàëè çäåñü. (Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â
îïðåäåëåíèÿõ ÿçûêîâ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå îò-
íîøåíèÿ òèïèçàöèè. Ïðèìåð ýòîãî ìû óâèäèì â ãëàâå 19.)

16.2. Àëãîðèòìè÷åñêîå îòíîøåíèå òèïèçàöèè

Ðàçîáðàâøèñü ñ îòíîøåíèåì ïîäòèïèðîâàíèÿ, ìû äîëæíû òåïåðü ïðîäå-
ëàòü òî æå ñàìîå ñ îòíîøåíèåì òèïèçàöèè. Êàê ìû âèäåëè íà ñ. 235, åäèí-
ñòâåííîå ïðàâèëî òèïèçàöèè, íå óïðàâëÿåìîå ñèíòàêñèñîì, � ýòî T-Sub, òàê
÷òî èìåííî ñ íèì íàì è ïðåäñòîèò èìåòü äåëî. Êàê è â ñëó÷àå S-Trans â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ìû íå ìîæåì ïðîñòî óáðàòü èç ñèñòåìû ïðàâèëî âêëþ-
÷åíèÿ: íóæíî ñíà÷àëà âûÿñíèòü, ãäå ýòî ïðàâèëî èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü,
è ðàñøèðèòü äðóãèå ïðàâèëà òàê, ÷òîáû òå æå ñàìûå ðåçóëüòàòû äîñòèãàëèñü
áîëåå ñèíòàêñè÷åñêè óïðàâëÿåìûì ñïîñîáîì.

Î÷åâèäíî, ÷òî îäèí âàæíûé ñëó÷àé, â êîòîðîì ïðèìåíÿåòñÿ ïðàâèëî âêëþ-
÷åíèÿ, � ýòî óñòàíîâëåíèå ñâÿçåé ìåæäó òèïàìè àðãóìåíòîâ, êîòîðûå îæèäà-
åò ôóíêöèÿ, è òèïàìè å¼ ðåàëüíûõ àðãóìåíòîâ. Òàêîé òåðì, êàê

(λr:{x:Nat}. r.x) {x=0,y=1}

áåç ïðàâèëà âêëþ÷åíèÿ íå òèïèçèðóåòñÿ.

Âîçìîæíî, ýòî ïîêàæåòñÿ ñòðàííûì, íî óêàçàííàÿ ñèòóàöèÿ � åäèíñòâåí-
íàÿ, ãäå ïðàâèëî âêëþ÷åíèÿ íåîáõîäèìî ïðè òèïèçàöèè. Âî âñåõ îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðè äîêàçàòåëüñòâå òèïèçàöèè âñòðå÷àåòñÿ ýòî ïðàâèëî, òî
æå ñàìîå óòâåðæäåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü èç äðóãîãî äåðåâà âûâîäà, â êîòî-
ðîì èñïîëüçîâàíèå T-Sub ¾îòêëàäûâàåòñÿ¿, áóäó÷è ñäâèíóòî âíèç ïî äåðåâó
ê êîðíþ. ×òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, ïîëåçíî íåìíîãî ïîýêñïåðèìåíòèðîâàòü ñ
äåðåâüÿìè âûâîäà, ñîäåðæàùèìè ïðàâèëî âêëþ÷åíèÿ, ðàññìàòðèâàÿ êàæäîå
ïðàâèëî òèïèçàöèè ïî î÷åðåäè è ðàçìûøëÿÿ, êàê ìîæíî ïåðåñòðîèòü âûâîä,
çàâåðøàþùèéñÿ ýòèì ïðàâèëîì, òàê ÷òîáû îäèí èç íåïîñðåäñòâåííûõ åãî ïîä-
âûâîäîâ çàâåðøàëñÿ áû ïðèìåíåíèåì T-Sub.

Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî ó íàñ åñòü äåðåâî âûâîäà, çàâåðøàþùååñÿ
ïðàâèëîì T-Abs, ïðè÷åì åãî íåïîñðåäñòâåííûé ïîäâûâîä çàêàí÷èâàåòñÿ ïðè-
ìåíåíèåì T-Sub:

...

Γ, x:S1 $ s2 : S2

...

S2 <: T2

Γ, x:S1 $ s2 : T2

(T-Sub)

Γ $ λx:S1.s2 : S1 ÑT2

(T-Abs)

Òàêîå äåðåâî ìîæíî ïåðåñòðîèòü òàê, ÷òîáû ïðàâèëî âêëþ÷åíèÿ èñïîëüçîâà-
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ëîñü ïîñëå ïðàâèëà àáñòðàêöèè, è ïîëó÷èòü òî æå çàêëþ÷åíèå, ÷òî è ðàíüøå:

...

Γ, x:S1 $ s2 : S2

Γ $ λx:S1.s2 : S1 ÑS2

(T-Abs)

S1 <: S1

(S-Refl)
...

S2 <: T2

S1 ÑS2 <: S1 ÑT2

(S-Arrow)

Γ $ λx:S1.s2 : S1 ÑT2

(T-Sub)

Áîëåå èíòåðåñíûé ñëó÷àé � ïðàâèëî ïðèìåíåíèÿ T-App. Çäåñü èìååòñÿ
äâà ïîäâûâîäà, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò çàêàí÷èâàòüñÿ ïðàâèëîì T-Sub.
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïðàâèëî âêëþ÷åíèÿ âñòðå÷àåòñÿ â êîíöå
ëåâîãî ïîäâûâîäà.

...

Γ $ s1 : S11 ÑS12

...

S11 ÑS12 <: T11 ÑT12

(S-Arrow)

Γ $ s1 : T11 ÑT12

(T-Sub)
...

Γ $ s2 : T11

Γ $ s1 s2 : T12

(T-App)

Ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàòû èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, ìû èìååì ïðàâî ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî ïîñëåäíèì ïðàâèëîì â âûâîäå S11 ÑS12 <: T11 ÑT12 íå áóäåò íè
S-Refl, íè S-Trans. Èñõîäÿ èç ôîðìû åãî çàêëþ÷åíèÿ, òàêèì ïðàâèëîì ìî-
æåò áûòü òîëüêî S-Arrow.

...

Γ $ s1 : S11 ÑS12

...

T11 <: S11

...

S12 <: T12

S11 ÑS12 <: T11 ÑT12

(S-Arrow)

Γ $ s1 : T11 ÑT12

(T-Sub)
...

Γ $ s2 : T11

Γ $ s1 s2 : T12

(T-App)

Ïåðåïèñàâ ïðàâèëà è óñòðàíèâ T-Sub, ìû ïîëó÷àåì èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò.

...

Γ $ s1 : S11 ÑS12

...

Γ $ s2 : T11

...

T11 <: S11

Γ $ s2 : S11

(T-Sub)

Γ $ s1 s2 : S12

(T-App)
...

S12 <: T12

Γ $ s1 s2 : T12

(T-Sub)

Ïðàâûé ïîäâûâîä èñõîäíîãî ýêçåìïëÿðà S-Arrow ñäâèíóò âíèç â êîðåíü äå-
ðåâà, ãäå íîâûé ýêçåìïëÿð T-Sub ïîâûøàåò òèï âñåãî òåðìà-ïðèìåíåíèÿ. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ëåâûé ïîäâûâîä ïåðåäâèíóò ââåðõ ïî äåðåâó, òóäà, ãäå îïðå-
äåëÿåòñÿ òèï àðãóìåíòà s2.
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ýêçåìïëÿð T-Sub, ïîäëåæàùèé ïåðåíîñó, ðàñïî-
ëîæåí â êîíöå ïðàâîãî ïîäâûâîäà äåðåâà, çàâåðøàþùåãîñÿ ïðàâèëîì T-App.

...

Γ $ s1 : T11 ÑT12

...

Γ $ s2 : T2

...

T2 <: T11

Γ $ s2 : T11

(T-Sub)

Γ $ s1 s2 : T12

(T-App)

Åäèíñòâåííîå, ÷òî ìû ìîæåì ñäåëàòü ñ òàêèì ýêçåìïëÿðîì T-Sub � ýòî ïå-
ðåäâèíóòü åãî â ëåâûé ïîäâûâîä, ÷àñòè÷íî îòìåíÿÿ ïðåäûäóùåå ïðåîáðàçî-
âàíèå.

...

Γ $ s1 : T11 ÑT12

...

T2 <: T11

T12 <: T12

(S-Refl)

T11 ÑT12 <: T2 ÑT12

(S-Arrow)

Γ $ s1 : T2 ÑT12

(T-Sub)
...

Γ $ s2 : T2

Γ $ s1 s2 : T12

(T-App)

Èòàê, êàê ìû âèäèì, ýêçåìïëÿð ïðàâèëà âêëþ÷åíèÿ, êîòîðûé ïîâûøàåò òèï
ðåçóëüòàòà òåðìà-ïðèìåíåíèÿ, ìîæåò áûòü ïåðåäâèíóò âíèç ñêâîçü ïðàâèëî
T-App. Îäíàêî, ýêçåìïëÿð, â êîòîðîì âêëþ÷åíèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîãëà-
ñîâàíèÿ ìåæäó òèïîì àðãóìåíòà ôóíêöèè è òèïîì îáëàñòè åå îïðåäåëåíèÿ,
óíè÷òîæèòü íåëüçÿ. Ìîæíî ïåðåäâèíóòü åãî èç îäíîé ïðåäïîñûëêè â äðóãóþ:
òàê, ìû ìîæåì ðàñøèðèòü òèï àðãóìåíòà, ÷òîáû îí ñîîòâåòñòâîâàë òèïó îáëà-
ñòè îïðåäåëåíèÿ, ëèáî ðàñøèðèòü òèï ôóíêöèè (ñóçèâ òèï åå àðãóìåíòà) òàê,
÷òîáû îíà îæèäàëà àðãóìåíò, êîòîðûé ìû íà ñàìîì äåëå ñîáèðàåìñÿ â íåå
ââåñòè. Îäíàêî, âîîáùå èçáàâèòüñÿ îò ïðàâèëà âêëþ÷åíèÿ çäåñü íåâîçìîæíî.
Ýòî íàáëþäåíèå â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò íàøåìó èíòóèòèâíîìó ïðåäñòàâ-
ëåíèþ î òîì, ÷òî òàêîå èñïîëüçîâàíèå T-Sub è äåëàåò íàøó ñèñòåìó ñòîëü
ìîùíîé.

Òàêæå òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àé, â êîòîðîì ïîñëåäíèì ïðàâèëîì â äå-
ðåâå âûâîäà ÿâëÿåòñÿ âêëþ÷åíèå, à åãî íåïîñðåäñòâåííûé ïîäâûâîä òàêæå
çàâåðøàåòñÿ ïðàâèëîì âêëþ÷åíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå äâà ñëåäóþùèõ ïîäðÿä ýê-
çåìïëÿðà âêëþ÷åíèÿ ìîæíî ñëèòü â îäèí. Ò. å., âñÿêèé âûâîä âèäà

...

Γ $ s : S

...

S <: U

Γ $ s : U
(T-Sub)

...

U <: T

Γ $ s : T
(T-Sub)
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ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

...

Γ $ s : S

...

S <: U

...

U <: T

S <: T
(S-Trans)

Γ $ s : T
(T-Sub)

Óïðàæíåíèå 16.2.1 r� Ûs: Äëÿ çàâåðøåíèÿ ýêñïåðèìåíòà ïîêàæèòå, êàê
ïðîèçâîäèòü ïîäîáíîå ïåðåóïîðÿäî÷åíèå ïðàâèë â âûâîäàõ, â êîòîðûõ ïðà-
âèëî T-Sub èñïîëüçóåòñÿ ïåðåä T-Rcd ëèáî ïåðåä T-Proj.

Ïðèìåíèâ ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ øàã çà øàãîì, ìû ìîæåì ïðèâåñòè ïðîèç-
âîëüíîå äåðåâî âûâîäà òèïà ê ôîðìå îñîáîãî âèäà, â êîòîðîé T-Sub âñòðå÷à-
åòñÿ òîëüêî â äâóõ ìåñòàõ: â êîíöå ïðàâîãî ïîäâûâîäà äëÿ òåðìîâ-ïðèìåíåíèé
è â ñàìîì êîíöå âñåãî äåðåâà. Áîëåå òîãî, åñëè ìû ïðîñòî îòáðîñèì ýêçåì-
ïëÿð T-Sub â ñàìîì êîíöå, íèêàêîãî îñîáåííîãî âðåäà ýòî íå ïðèíåñåò: ó íàñ
ïî-ïðåæíåìó îñòàíåòñÿ äåðåâî âûâîäà, ïðèñâàèâàþùåå òèï òîìó æå ñàìîìó
òåðìó � ñ òåì åäèíñòâåííûì îòëè÷èåì, ÷òî òèï, ïðèñâàèâàåìûé òåðìó, áóäåò
ìåíüøå (òî åñòü ëó÷øå!). Îñòàåòñÿ ëèøü îäíî ìåñòî � òåðìû-ïðèìåíåíèÿ, ãäå
âñå åùå ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ ýêçåìïëÿðû ïðàâèëà âêëþ÷åíèÿ. ×òîáû ó÷åñòü ýòè
ñëó÷àè, çàìåíèì ïðàâèëî äëÿ ïðèìåíåíèé íåñêîëüêî áîëåå ìîùíîé âåðñèåé,

Γ $ t1 : T11 ÑT12 Γ $ t2 : T2 T2 <: T11

Γ $ t1 t2 : T12

óæå ñîäåðæàùåé èñïîëüçîâàíèå âêëþ÷åíèÿ â êà÷åñòâå ïðåäïîñûëêè. Êàæäûé
ïîäâûâîä âèäà ¾ïðèìåíåíèå ñ âêëþ÷åíèåì ïåðåä íèì¿ ìîæíî çàìåíèòü íà ýê-
çåìïëÿð ýòîãî ïðàâèëà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ó íàñ íå îñòàíåòñÿ íèêàêèõ ñëó÷àåâ
èñïîëüçîâàíèÿ T-Sub. Áîëåå òîãî, ðàñøèðåííîå ïðàâèëî ïðèìåíåíèÿ óïðàâ-
ëÿåòñÿ ñèíòàêñèñîì: ôîðìà òåðìà â åãî çàêëþ÷åíèè íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ îñòàëü-
íûìè ïðàâèëàìè.

Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå äàåò íàì íàáîð ïðàâèë òèïèçàöèè, óïðàâëÿåìûé
ñèíòàêñèñîì, è ïðè ýòîì ïðèñâàèâàþùèé òèïû òåì æå ñàìûì òåðìàì, ÷òî
è èñõîäíûå ïðàâèëà òèïèçàöèè. Íîâûå ïðàâèëà ñâåäåíû â íèæåñëåäóþùåì
îïðåäåëåíèè. Êàê è â ñëó÷àå ñ àëãîðèòìè÷åñêèìè ïðàâèëàìè ïîäòèïèðîâàíèÿ,
ìû çàïèñûâàåì àëãîðèòìè÷åñêîå îòíîøåíèå òèïèçàöèè ñ ïîìîùüþ ñèìâîëà
¾øòîïîðà¿, Γ Z� t : T, ÷òîáû íå ïóòàòü åãî ñ äåêëàðàòèâíûì îòíîøåíèåì.

Îïðåäåëåíèå 16.2.2 Îòíîøåíèå àëãîðèòìè÷åñêîé òèïèçàöèè (algorithmic
typing relation) åñòü íàèìåíüøåå îòíîøåíèå, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ïðà-
âèë ñ ðèñ. 16.3. Ïðåäïîñûëêà T1 � T11 ÑT12 â ïðàâèëå äëÿ ïðèìåíåíèé �
ïðîñòî ÿâíîå íàïîìèíàíèå î ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèé ïðè ïðîâåðêå òè-
ïîâ: ìû ñíà÷àëà âû÷èñëÿåì òèï T1 äëÿ t1; çàòåì ïðîâåðÿåì, ÷òî T1 èìååò
âèä T11 ÑT12, è ò. ä. Ïðàâèëî ðàáîòàëî áû òî÷íî â òåõ æå ñëó÷àÿõ, åñëè
áû ìû èñêëþ÷èëè ýòó ïðåäïîñûëêó, à âìåñòî ïåðâîé ïðåäïîñûëêè íàïèñàëè
áû Γ Z� t1 : T11 ÑT12. Òî æå çàìå÷àíèå âåðíî è äëÿ TA-Proj. Êðîìå òîãî,
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Ñ {} <:

Àëãîðèòìè÷åñêàÿ òèïèçàöèÿ

Γ Z� t : T

x:T P Γ

Γ Z� x : T
(TA-Var)

Γ, x:T1 Z� t2 : T2

Γ Z� λx:T1.t2 : T1 ÑT2

(TA-Abs)

Γ Z� t1 : T1 T1 � T11 ÑT12

Γ Z� t2 : T2 Z� T2 <: T11

Γ Z� t1 t2 : T12

(TA-App)

äëÿ êàæäîãî i Γ Z� ti : Ti

Γ Z� {l1=t1...ln=tn} : {l1:T1...ln:Tn}

(TA-Rcd)

Γ Z� t1 : R1 R1 � {l1:T1...ln:Tn}

Γ Z� t1.li : Ti

(TA-Proj)

Ðèñ. 16.3. Àëãîðèòìè÷åñêàÿ òèïèçàöèÿ

ïðåäïîñûëêà î ïîäòèïíîñòè â ïðàâèëå äëÿ ïðèìåíåíèé çàïèñàíà ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ñèìâîëà ¾øòîïîðà¿; ïîñêîëüêó ìû çíàåì, ÷òî àëãîðèòìè÷åñêîå
îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíî äåêëàðàòèâíîìó, òàêîé âûáîð �
äåëî âêóñà.

Óïðàæíåíèå 16.2.3 r�Ûs: Ïîêàæèòå, ÷òî òèï, ïðèñâàèâàåìûé òåðìó àëãî-
ðèòìè÷åñêèìè ïðàâèëàìè, ìîæåò óìåíüøèòüñÿ ïðè âû÷èñëåíèè. Äëÿ ýòîãî
íàéäèòå äâà òåðìà s è t ñ àëãîðèòìè÷åñêèìè òèïàìè S è T, ÷òîáû sÑ� t

è T <: S, íî S � : T.

Íàì åùå íóæíî ôîðìàëüíî ïðîâåðèòü, ÷òî àëãîðèòìè÷åñêèå ïðàâèëà òè-
ïèçàöèè ñîîòâåòñòâóþò èñõîäíûì äåêëàðàòèâíûì ïðàâèëàì. (Ïðåîáðàçîâàíèÿ
äåðåâüåâ âûâîäà, ïåðå÷èñëåííûå íàìè âûøå, ñëèøêîì íåôîðìàëüíû, ÷òîáû
ñ÷èòàòüñÿ äîêàçàòåëüñòâîì. Èõ ìîæíî ïðåâðàòèòü â òàêîå äîêàçàòåëüñòâî, íî
òàêàÿ ðàáîòà áóäåò ñëèøêîì äîëãîé è òðóäîåìêîé: ïðîùå, êàê îáû÷íî, ïîñòðî-
èòü èíäóêöèþ ïî äåðåâüÿì âûâîäà.) Êàê è â ñëó÷àå ñ ïîäòèïèðîâàíèåì, ìû
äîêàçûâàåì, ÷òî àëãîðèòìè÷åñêèå ïðàâèëà êîððåêòíû è ïîëíû ïî îòíîøåíèþ
ê èñõîäíûì äåêëàðàòèâíûì ïðàâèëàì.

Ñâîéñòâî êîððåêòíîñòè èìååò ïðåæíèé âèä: êàæäîå óòâåðæäåíèå î òèïè-
çàöèè, âûâîäèìîå èç àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðàâèë, òàêæå ñëåäóåò è èç ïðàâèë
äåêëàðàòèâíûõ.

Òåîðåìà 16.2.4 rÊîððåêòíîñòüs Åñëè Γ Z� t : T, òî Γ $ t : T

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðÿìîëèíåéíàÿ èíäóêöèÿ ïî àëãîðèòìè÷åñêèì äåðåâüÿì
âûâîäà òèïîâ.
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×òî êàñàåòñÿ ñâîéñòâà ïîëíîòû, òî îíî âûãëÿäèò íåìíîãî èíà÷å. Îáûêíî-
âåííîå îòíîøåíèå òèïèçàöèè ìîæåò ïðèñâîèòü òåðìó ìíîæåñòâî òèïîâ, òîãäà
êàê àëãîðèòìè÷åñêîå ïðèñâàèâàåò íå áîëåå îäíîãî (ýòî íåòðóäíî ïðîâåðèòü).
Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû 16.1.5 áûëî áû ÿâíî íåâåð-
íûì. Âìåñòî ýòîãî ìû ìîæåì ïîêàçàòü, ÷òî åñëè òåðì t èìååò ïî îáûêíî-
âåííûì ïðàâèëàì òèïèçàöèè òèï T, òî ïî àëãîðèòìè÷åñêèì ïðàâèëàì ó íåãî
âñåãäà åñòü òèï S, ëó÷øèé, ÷åì T â òîì ñìûñëå, ÷òî S <: T. Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, àëãîðèòìè÷åñêèå ïðàâèëà ïðèñâàèâàþò êàæäîìó òåðìó åãî íàèìåíüøèé
(minimal) òèï. Òåîðåìó î ïîëíîòå ÷àñòî íàçûâàþò òåîðåìîé î íàèìåíüøåì
òèïå, ïîñêîëüêó (âìåñòå ñ òåîðåìîé 16.2.4) îíà îçíà÷àåò, ÷òî âñÿêèé òèïèçè-
ðóåìûé òåðì â äåêëàðàòèâíîé ñèñòåìå èìååò íàèìåíüøèé òèï.

Òåîðåìà 16.2.5 rÏîëíîòà, èëè Ìèíèìàëüíîñòü òèïîâs Åñëè Γ $ t : T,
òî Γ Z� t : S äëÿ íåêîòîðîãî S <: T.
Äîêàçàòåëüñòâî: Óïðàæíåíèå rÐåêîìåíäóåòñÿ,��s.

Óïðàæíåíèå 16.2.6 r��s: Åñëè îòáðîñèòü ïðàâèëî ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ
ôóíêöèé S-Arrow, à îñòàëüíûå äåêëàðàòèâíûå ïðàâèëà ïîäòèïèðîâàíèÿ è
òèïèçàöèè îñòàâèòü íåèçìåííûìè, áóäåò ëè ñèñòåìà ïî-ïðåæíåìó îáëà-
äàòü ñâîéñòâîì ìèíèìàëüíîñòè òèïîâ? Åñëè äà, òî äîêàæèòå ýòî. Åñëè
íåò, òî ïðèâåäèòå ïðèìåð òèïèçèðóåìîãî òåðìà, ó êîòîðîãî îòñóòñòâóåò
íàèìåíüøèé òèï.

16.3. Ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ

Ïðîâåðêà òèïîâ âûðàæåíèé ñ íåñêîëüêèìè âîçìîæíûìè ðåçóëüòàòàìè, òà-
êèõ êàê óñëîâíûå âûðàæåíèÿ èëè âûðàæåíèÿ case, â ÿçûêå ñ ïîäòèïàìè òðå-
áóåò íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ õèòðîñòåé. Âñïîìíèì, íàïðèìåð, äåêëàðà-
òèâíîå ïðàâèëî òèïèçàöèè äëÿ óñëîâíûõ âûðàæåíèé:

Γ $ t1 : Bool Γ $ t2 : T Γ $ t3 : T

Γ $ if t1 then t2 else t3 : T
(T-If)

Ïðàâèëî òðåáóåò, ÷òîáû òèï îáåèõ âåòâåé áûë îäèíàêîâ, è ïðèñâàèâàåò ýòîò
òèï óñëîâíîìó âûðàæåíèþ â öåëîì. Îäíàêî åñëè â ñèñòåìå èìååòñÿ ïðàâèëî
âêëþ÷åíèÿ, òî ìîæåò áûòü ìíîãî ñïîñîáîâ äàòü îáåèì âåòâÿì îäèí è òîò æå
òèï. Íàïðèìåð,

if true then {x=true ,y=false} else {x=false ,z=true}

èìååò òèï {x:Bool}, ïîñêîëüêó âåòâü then èìååò íàèìåíüøèé òèï
{x:Bool,y:Bool}, êîòîðûé ìîæíî ïîäíÿòü äî {x:Bool} ñ ïîìîùüþ T-Sub,
à âåòâü else, àíàëîãè÷íî, èìååò íàèìåíüøèé òèï {x:Bool,z:Bool}, êîòî-
ðûé òîæå ìîæíî ïîäíÿòü äî {x:Bool}. Òîò æå ñàìûé òåðì èìååò è òè-
ïû {x:Top} è {} � â ñóùíîñòè, ëþáîé òèï, îäíîâðåìåííî ÿâëÿþùèé-
ñÿ íàäòèïîì {x:Bool,y:Bool} è {x:Bool,z:Bool}. Ñëåäîâàòåëüíî, íàèìåíü-
øèì òèïîì âñåãî óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèé îáùèé íàäòèï
{x:Bool,y:Bool} è {x:Bool,z:Bool}, ò. å. {x:Bool}. Â îáùåì ñëó÷àå, ÷òî-
áû âû÷èñëèòü íàèìåíüøèé òèï ïðîèçâîëüíîãî óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ, ñëåäóåò
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íàéòè íàèìåíüøèå òèïû åãî âåòâåé then è else, à çàòåì íàéòè èõ íàèìåíü-
øèé îáùèé íàäòèï. Òàêîé òèï ÷àñòî íàçûâàþò îáúåäèíåíèåì òèïîâ âåòâåé,
ïîñêîëüêó îí ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íîìó îáúåäèíåíèþ (òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè)
äâóõ ýëåìåíòîâ â ÷àñòè÷íîì ïîðÿäêå.

Îïðåäåëåíèå 16.3.1 Òèï J íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèåì (join) ïàðû òèïîâ S è
T, ÷òî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå S_T � J, åñëè S <: J, T <: J, è äëÿ âñåõ òèïîâ
U, åñëè S <: U è T <: U, òî J <: U. Àíàëîãè÷íî, òèï M íàçûâàåòñÿ ïåðåñå-
÷åíèåì (meet) S è T, ÷òî îáîçíà÷àåòñÿ êàê S^ T � M, åñëè M <: S, M <: T, è
äëÿ âñÿêîãî òèïà L, åñëè L <: S è L <: T, òî L <: M.

Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê â êîíêðåòíîì ÿçûêå îïðåäåëåíî îòíîøåíèå
ïîäòèïèðîâàíèÿ, íå âñåãäà äëÿ âñÿêîé ïàðû òèïîâ ìîæåò ñóùåñòâîâàòü îáú-
åäèíåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ îáëàäàåò îáúåäèíåíèÿìè,
åñëè äëÿ âñÿêèõ S è T ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé òèï J, ÿâëÿþùèéñÿ îáúåäèíåíè-
åì S è T. Àíàëîãè÷íî, îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ îáëàäàåò ïåðåñå÷åíèÿìè,
åñëè äëÿ êàæäîãî S è T èìååòñÿ íåêîòîðûé M � ïåðåñå÷åíèå S è T.

Îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ, ðàññìàòðèâàåìîå íàìè â ýòîì ðàçäåëå,1 îáëà-
äàåò îáúåäèíåíèÿìè, íî íå ïåðåñå÷åíèÿìè. Íàïðèìåð, ó òèïîâ {} è TopÑTop

âîîáùå íåò îáùèõ ïîäòèïîâ, òàê ÷òî íåò è íàèáîëüøåãî îáùåãî ïîäòèïà. Îä-
íàêî, íåñêîëüêî áîëåå ñëàáîå óñëîâèå âñå åù¼ âûïîëíÿåòñÿ. Ìû ãîâîðèì, ÷òî
ïàðà òèïîâ S è T îãðàíè÷åíà ñíèçó (bounded below), åñëè èìååòñÿ òèï L òà-
êîé, ÷òî L <: S è L <: T. Îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ îáëàäàåò îãðàíè÷åííû-
ìè ïåðåñå÷åíèÿìè (has bounded meets), åñëè äëÿ êàæäîé ïàðû îãðàíè÷åííûõ
ñíèçó òèïîâ S è T èìååòñÿ M � ïåðåñå÷åíèå S è T.

Îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ íå îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü óíèêàëüíû. Íà-
ïðèìåð, êàê {x:Top,y:Top}, òàê è {y:Top,x:Top} ÿâëÿþòñÿ îáúåäèíåíèÿìè
ïàðû òèïîâ {x:Top,y:Top,z:Top} è {x:Top,y:Top,w:Top}. Îäíàêî äâà ðàç-
ëè÷íûõ îáúåäèíåíèÿ (èëè ïåðåñå÷åíèÿ) îäíîé è òîé æå ïàðû òèïîâ âñåãäà
äîëæíû áûòü ïîäòèïàìè äðóã äðóãà.

Óòâåðæäåíèå 16.3.2 rÑóùåñòâîâàíèå îáúåäèíåíèé è îãðàíè÷åííûõ ïåðåñå÷åíèés

1. Äëÿ êàæäîé ïàðû òèïîâ S è T èìååòñÿ òèï J, òàêîé, ÷òî S_ T � J.

2. Äëÿ êàæäîé ïàðû òèïîâ S è T, èìåþùèõ îáùèé ïîäòèï, èìååòñÿ òèï
M, òàêîé, ÷òî S^ T � M.

Äîêàçàòåëüñòâî: Óïðàæíåíèå rÐåêîìåíäóåòñÿ,���s.

Ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ ìû ìîæåì çàäàòü àëãîðèòìè÷åñêîå ïðà-
âèëî äëÿ âûðàæåíèé if â ñèñòåìå ñ ïîäòèïàìè:

Γ $ t1 : T1 T1 � Bool Γ $ t2 : T2 Γ $ t3 : T3 T2 _ T3 � T

Γ $ if t1 then t2 else t3 : T

(TA-If)

1À èìåííî, îòíîøåíèå, îïðåäåëåííîå íà ðèñ. 15.1 è 15.3, è ðàñøèðåííîå òèïîì Bool. Â
îòíîøåíèè ïîäòèïèðîâàíèÿ Bool âåäåò ñåáÿ ïðîñòî: â äåêëàðàòèâíîå îòíîøåíèå ïîäòèïèðî-
âàíèÿ íèêàêèõ ñâÿçàííûõ ñ íèì ïðàâèë íå äîáàâëÿåòñÿ, òàê ÷òî åãî åäèíñòâåííûì íàäòèïîì
ÿâëÿåòñÿ Top.
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Óïðàæíåíèå 16.3.3 r��s: Êàêîâ íàèìåíüøèé òèï âûðàæåíèÿ if true then

false else {}? Õîðîøî ëè ýòî?

Óïðàæíåíèå 16.3.4 r���s: Ëåãêî ëè ðàñøèðèòü àëãîðèòìû äëÿ âû÷èñëåíèÿ
òèïîâ-îáúåäèíåíèé è òèïîâ-ïåðåñå÷åíèé íà èìïåðàòèâíûé ÿçûê ñî ññûëêà-
ìè, îïèñàííûìè â �15.5 (íà ñ. 222)? À åñëè ïðèíÿòü ïîäõîä ê ññûëêàì èç
�15.5 (ñ. 224), ãäå ìû ðàçäåëÿåì èíâàðèàíòíûé êîíñòðóêòîð òèïîâ Ref íà
êîâàðèàíòíûé Source è êîíòðàâàðèàíòíûé Sink?

16.4. Àëãîðèòìè÷åñêàÿ òèïèçàöèÿ è òèï Bot

Åñëè â îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ äîáàâëÿåòñÿ íàèìåíüøèé òèï Bot

(�15.4), òðåáóåòñÿ íåñêîëüêî ðàñøèðèòü àëãîðèòìû äëÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ è òè-
ïèçàöèè. Äîáàâèì îäíî (î÷åâèäíîå) ïðàâèëî â îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ:

Z� Bot <: T (SA-Bot)

è äâà íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíûõ ïðàâèëà â àëãîðèòìè÷åñêîå îòíîøåíèå òèïè-
çàöèè:

Γ Z� t1 : T1 T1 � Bot Γ Z� t2 : T2

Γ Z� t1 t2 : Bot
(TA-AppBot)

Γ Z� t1 : R1 R1 � Bot

Γ Z� t1.li : Bot
(TA-ProjBot)

Ïðàâèëî äëÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ î÷åâèäíî. Èíòóèòèâíàÿ èäåÿ, ñòîÿùàÿ çà ïðà-
âèëàìè òèïèçàöèè, òàêîâà: â äåêëàðàòèâíîé ñèñòåìå ìû ìîæåì ïðèìåíèòü
îáúåêò òèïà Bot ê ÷åìó óãîäíî (ïðè ïîìîùè âêëþ÷åíèÿ ïðîäâèíóâ Bot äî
ëþáîãî èíòåðåñóþùåãî íàñ ôóíêöèîíàëüíîãî òèïà), è ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïî-
ëó÷åííûé ðåçóëüòàò èìååò ëþáîé äðóãîé òèï. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññóæäàòü
è â ñëó÷àå ïðîåêöèè.

Óïðàæíåíèå 16.4.1 r�s: Äîïóñòèì, ÷òî â ÿçûêå òàêæå èìåþòñÿ óñëîâíûå
âûðàæåíèÿ. Íóæíî ëè äîáàâèòü åùå îäíî àëãîðèòìè÷åñêîå ïðàâèëî äëÿ if?

Äîïîëíåíèÿ, òðåáóåìûå äëÿ ïîääåðæêè Bot â ýòîì ÿçûêå, íå ñëèøêîì
ñëîæíû. Îäíàêî â �28.8 ìû óâèäèì, ÷òî ïðè ñî÷åòàíèè Bot ñ îãðàíè÷åííîé
êâàíòèôèêàöèåé âîçíèêàþò áîëåå ñåðüåçíûå ñëîæíîñòè.
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Ãëàâà 17

Ðåàëèçàöèÿ ïîäòèïîâ íà ML

Â ýòîé ãëàâå èíòåðïðåòàòîð äëÿ ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-
èñ÷èñëåíèÿ, ðàçðàáîòàííûé â ãëàâå 10, ðàñøèðÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè ìåõà-
íèçìàìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ ïîääåðæêè ïîäòèïîâ � â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèåé
äëÿ ïðîâåðêè îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ.

17.1. Ñèíòàêñèñ

Îïðåäåëåíèÿ òèïîâ äàííûõ äëÿ òèïîâ è òåðìîâ çàïèñàíû ñ ïîìîùüþ àá-
ñòðàêòíîãî ñèíòàêñèñà ïî ðèñ. 15.1 è 15.3.

type ty =

TyRecord of (string * ty) list

| TyTop

| TyArr of ty * ty

type term =

| TmRecord of info * (string * term) list

| TmProj of info * term * string

| TmVar of info * int * int

| TmAbs of info * string * ty * term

| TmApp of info * term * term

Ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñòûì ïðîñòûì òèïèçèðîâàííûì ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèåì, çäåñü
äîáàâëåíû òèï TyTop, êîíñòðóêòîð òèïîâ TyRecord è êîíñòðóêòîðû òåðìîâ
TmRecord è TmProj. Çàïèñè è èõ òèïû ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïðîñòåéøèì ñïîñîáîì,
â âèäå ñïèñêà ïîëåé è ñâÿçàííûõ ñ íèìè òåðìîâ ëèáî òèïîâ.

17.2. Ïîäòèïû

Ïðåäñòàâëåíèå àëãîðèòìè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ â âèäå ïñåâ-
äîêîäà ñî ñ. 239 ïðÿìî ïåðåâîäèòñÿ íà OCaml ñëåäóþùèì îáðàçîì:

let rec subtype tyS tyT =

(=) tyS tyT ||
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match (tyS ,tyT) with

(TyRecord(fS), TyRecord(fT)) Ñ

List.for_all

(fun (li ,tyTi) Ñ

try let tySi = List.assoc li fS in

subtype tySi tyTi

with Not_found Ñ false)

fT

| (_,TyTop) Ñ

true

| (TyArr(tyS1 ,tyS2),TyArr(tyT1 ,tyT2)) Ñ

(subtype tyT1 tyS1) && (subtype tyS2 tyT2)

| (_,_) Ñ

false

Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïñåâäîêîäîì ìû âíåñëè â àëãîðèòì íåáîëüøîå èçìåíåíèå,
äîáàâèâ â íà÷àëî ïðîâåðêó íà ðåôëåêñèâíîñòü. (Îïåðàöèÿ (=) � ýòî îáûêíî-
âåííàÿ ïðîâåðêà íà ðàâåíñòâî; çäåñü îíà çàïèñàíà â ïðåôèêñíîé íîòàöèè ïî-
òîìó, ÷òî â íåêîòîðûõ äðóãèõ ðåàëèçàöèÿõ ïîäòèïîâ ðàâåíñòâî ïðîâåðÿåòñÿ
âûçîâîì äðóãîé ôóíêöèè. Îïåðàöèÿ || � ýòî áóëåâñêîå ¾èëè¿ ñ îïòèìèçà-
öèåé: åñëè ïåðâàÿ âåòâü äàåò çíà÷åíèå ¾èñòèíà¿, òî âòîðàÿ íå âû÷èñëÿåòñÿ).
Ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòà ïðîâåðêà íå íóæíà. Îäíàêî â ðåàëüíûõ êîìïèëÿòîðàõ
ýòà îïòèìèçàöèÿ î÷åíü âàæíà. Â áîëüøèíñòâå ðåàëüíûõ ïðîãðàìì ïîäòèïû
èñïîëüçóþòñÿ äîâîëüíî ðåäêî � â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, êîãäà âûçûâàåòñÿ
ïðîâåðêà íà ïîäòèïèðîâàíèå, ñðàâíèâàåìûå òèïû íà ñàìîì äåëå îäèíàêîâû.
Áîëåå òîãî, åñëè òèïû ïðåäñòàâëÿþòñÿ òàê, ÷òîáû ñòðóêòóðíî îäèíàêîâûå òè-
ïû âñåãäà èìåëè ôèçè÷åñêè èäåíòè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ � ñêàæåì, ÷åðåç cons
ñ õýøèðîâàíèåì (hash consing) (Goto, 1974; Appel and Gon�calves, 1993), � òî
ýòà ïðîâåðêà ïðîèçâîäèòñÿ îäíîé ìàøèííîé êîìàíäîé.

Åñòåñòâåííî, ïðîâåðêà íà ïîäòèïèðîâàíèå äëÿ çàïèñåé òðåáóåò íåêîòîðîé
ðàáîòû ñî ñïèñêàìè. Ôóíêöèÿ List.for_all ïðèìåíÿåò ïðåäèêàò (ñâîé ïåð-
âûé àðãóìåíò) ê êàæäîìó ÷ëåíó ñïèñêà, è âîçâðàùàåò true, åñëè âñå ýòè ïðè-
ìåíåíèÿ äàþò ðåçóëüòàò true. Âûðàæåíèå List.assoc li fS èùåò ìåòêó li

â ñïèñêå ïîëåé fS è âîçâðàùàåò ñîîòâåòñòâóþùèé òèï tySi; åñëè æå li íå
âñòðå÷àåòñÿ ñðåäè ìåòîê fS, âîçíèêàåò èñêëþ÷åíèå Not_found, êîòîðîå ìû
ïåðåõâàòûâàåì è ïðåâðàùàåì â âîçâðàùàåìîå çíà÷åíèå false.

17.3. Òèïèçàöèÿ

Ôóíêöèÿ ïðîâåðêè òèïîâ åñòü ïðÿìîëèíåéíîå ðàñøèðåíèå ôóíêöèè typeof
èç ïðåäûäóùèõ èíòåðïðåòàòîðîâ. Îñíîâíîå èçìåíåíèå êîñíóëîñü âåòêè ñ ïðè-
ìåíåíèåì, ïîñêîëüêó òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè ïðîâåðêó íà ïîäòèïèðîâàíèå ìåæäó
òèïîì àðãóìåíòà è òèïîì, êîòîðûé îæèäàåò ôóíêöèÿ. Êðîìå òîãî, ìû äîáàâ-
ëÿåì äâå íîâûõ âåòâè äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ çàïèñåé è èõ ïðîåêöèè.

let rec typeof ctx t =

match t with

TmRecord(fi , fields) Ñ

let fieldtys =
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List.map (fun (li ,ti) Ñ (li , typeof ctx ti)) fields in

TyRecord(fieldtys)

| TmProj(fi, t1, l) Ñ

(match (typeof ctx t1) with

TyRecord(fieldtys) Ñ

(try List.assoc l fieldtys

with Not_found Ñ error fi ("label "^l^" not found"))

| _ Ñ error fi "Expected record type")

| TmVar(fi,i,_) Ñ getTypeFromContext fi ctx i

| TmAbs(fi,x,tyT1 ,t2) Ñ

let ctx ' = addbinding ctx x (VarBind(tyT1)) in

let tyT2 = typeof ctx ' t2 in

TyArr(tyT1 , tyT2)

| TmApp(fi,t1,t2) Ñ

let tyT1 = typeof ctx t1 in

let tyT2 = typeof ctx t2 in

(match tyT1 with

TyArr(tyT11 ,tyT12) Ñ

if subtype tyT2 tyT11 then tyT12

else error fi "parameter type mismatch"

| _ Ñ error fi "arrow type expected")

Â âåòâÿõ, îòíîñÿùèõñÿ ê çàïèñÿì, ââîäÿòñÿ íîâûå êîíñòðóêöèè OCaml, êîòî-
ðûå ïðåæäå íàì íå âñòðå÷àëèñü. Â âåòâè TmRecord ìû âû÷èñëÿåì ñïèñîê èìåí
ïîëåé ñ èõ òèïàìè fieldtys èç ñïèñêà ïîëåé ñ òåðìàìè fields, ñ ïîìîùüþ
List.map ïðèìåíÿÿ ôóíêöèþ

fun (li,ti) Ñ (li , typeof ctx ti)

ïî î÷åðåäè ê êàæäîé ïàðå èìÿ/òåðì. Â âåòâè TmProj ìû ñíîâà èñïîëüçóåì
List.assoc, íà ýòîò ðàç ÷òîáû íàéòè òèï âûáèðàåìîãî ïîëÿ. Åñëè âîçíèêàåò
èñêëþ÷åíèå Not_found, ìû ïîðîæäàåì íàøå ñîáñòâåííîå ñîîáùåíèå îá îøèáêå
(ñèìâîë � îáîçíà÷àåò êîíêàòåíàöèþ ñòðîê).

Óïðàæíåíèå 17.3.1 r� � �s: Â �16.3 ïîêàçàíî, êàê ïðè äîáàâëåíèè óñëîâíûõ
âûðàæåíèé â ÿçûê ñ ïîäòèïàìè âîçíèêàåò íóæäà â äîïîëíèòåëüíûõ âñïî-
ìîãàòåëüíûõ ôóíêöèÿõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàèìåíüøåé âåðõíåé ãðàíè äàííîé
ïàðû òèïîâ. Â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 16.3.2 (ñì. ñ. 553) äàåòñÿ ìà-
òåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå òðåáóåìûõ àëãîðèòìîâ.

Ïðîãðàììà ïðîâåðêè òèïîâ joinexercise � ýòî íåïîëíàÿ ðåàëèçàöèÿ
ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ ñ ïîäòèïàìè, çàïèñÿìè è
óñëîâíûìè âûðàæåíèÿìè: äàíû îñíîâíûå ôóíêöèè äëÿ ñèíòàêñè÷åñêîãî àíà-
ëèçà è ðàñïå÷àòêè, íî â ôóíêöèè typeof îòñóòñòâóåò âàðèàíò äëÿ TmIf.
Íåò òàêæå ôóíêöèè join, îò êîòîðîé ýòîò âàðèàíò çàâèñèò. Äîáàâüòå â
ýòîò èíòåðïðåòàòîð áóëåâñêèå çíà÷åíèÿ è óñëîâíûå âûðàæåíèÿ (à òàêæå
îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ).

Óïðàæíåíèå 17.3.2 r��s: Äîáàâüòå â èíòåðïðåòàòîð rcdsub ìèíèìàëüíûé
òèï Bot, îñíîâûâàÿñü íà îïèñàíèè, ïðèâåäåííîì â �16.4.
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Óïðàæíåíèå 17.3.3 r� � �,Ûs: Åñëè ïðîâåðêà íà ïîäòèïèðîâàíèå â ïðàâèëå
ïðèìåíåíèÿ çàâåðøàåòñÿ íåóäà÷åé, òî ïå÷àòàåìîå íàøèì èíòåðïðåòàòî-
ðîì ñîîáùåíèå îá îøèáêå ìîæåò áûòü íåïîíÿòíî ïîëüçîâàòåëþ. Ìîæíî
åãî óëó÷øèòü, ðàñïå÷àòûâàÿ â ñîñòàâå ñîîáùåíèÿ îá îøèáêå îæèäàåìûé è
ðåàëüíî èìåþùèéñÿ òèïû ïàðàìåòðà, íî äàæå òàêóþ çàïèñü ìîæåò áûòü
òðóäíî ïîíÿòü. Íàïðèìåð, åñëè îæèäàåòñÿ òèï

{x:{},y:{},z:{},a:{},b:{},c:{},d:{},e:{},f:{},g:{}}

à ðåàëüíî ïîëó÷åí òèï

{y:{},z:{},f:{},a:{},x:{},i:{},b:{},e:{},g:{},c:{},h:{}}

äàëåêî íå ñðàçó ìîæíî ñîîáðàçèòü, ÷òî ïðîïóùåíî ïîëå d. Ìîæíî çíà-
÷èòåëüíî óëó÷øèòü äèàãíîñòè÷åñêèå ñîîáùåíèÿ, åñëè çàñòàâèòü ôóíêöèþ
subtype âìåñòî çíà÷åíèé true è false ëèáî âîçâðàùàòü òðèâèàëüíîå çíà-
÷åíèå (çíà÷åíèå () òèïà unit), ëèáî ïîðîæäàòü èñêëþ÷åíèå. Ïîñêîëüêó èñ-
êëþ÷åíèå ïîðîæäàåòñÿ â òîì ìåñòå ïðîâåðêè òèïîâ, ãäå ðåàëüíî îáíàðó-
æåíî íåñîîòâåòñòâèå, òî ìû ìîæåì òî÷íåå îïèñàòü ñóùíîñòü îøèáî÷-
íîé ñèòóàöèè. Çàìåòèì, ÷òî ýòî èçìåíåíèå íå çàòðàãèâàåò íàáëþäàåìîå
èçâíå ïîâåäåíèå ïðîãðàììû ïðîâåðêè: åñëè ïðîâåðêà ïîòèïèðîâàíèÿ âîçâðà-
ùàåò false, òî ïðîöåäóðà ïðîâåðêè òèïîâ âñå ðàâíî ïîðîäèëà áû â ýòîì
ìåñòå äðóãîå èñêëþ÷åíèå (÷åðåç âûçîâ ôóíêöèè error).

Ïåðåïèøèòå ôóíêöèè typeof è subtype òàê, ÷òîáû âñå ñîîáùåíèÿ îá
îøèáêàõ áûëè êàê ìîæíî áîëåå èíôîðìàòèâíû.

Óïðàæíåíèå 17.3.4 r� � �,Ûs: Â �15.6 ìû îïðåäåëèëè ñåìàíòèêó íà îñíîâå
ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïîâ (coercion semantics) äëÿ ÿçûêà ñ çàïèñÿìè è ïîäòè-
ïàìè, ïåðåâîäÿ âûâîäû òèïèçàöèè è ïîäòèïèðîâàíèÿ â òåðìû ÷èñòîãî ïðî-
ñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ. Ðåàëèçóéòå ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ,
ìîäèôèöèðîâàâ ôóíêöèþ subtype èç ýòîé ãëàâû òàê, ÷òîáû îíà ïîðîæäàëà
è âîçâðàùàëà ôóíêöèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ (âûðàæåííóþ â âèäå òåðìà), à òàê-
æå èçìåíèâ ôóíêöèþ typeof òàê, ÷òîáû îíà âîçâðàùàëà êàê òèï, òàê è
ïåðåâåäåííûé òåðì. Ïîñëå ýòîãî íóæíî âûïîëíèòü ïåðåâåäåííûé òåðì (à
íå èñõîäíûé òåðì), à ðåçóëüòàò, êàê îáû÷íî, íóæíî ðàñïå÷àòàòü.
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Ãëàâà 18

Ðàñøèðåííûé ïðèìåð:

èìïåðàòèâíûå îáúåêòû

Â ýòîé ãëàâå ìû ïîñòðîèì ïåðâûé ïðèìåð íåòðèâèàëüíîé ñèñòåìû. Ìû
èñïîëüçóåì ïî÷òè âñå êîíñòðóêöèè, îïðåäåëåííûå ðàíåå � ôóíêöèè, çàïèñè,
ðåêóðñèþ îáùåãî âèäà, èçìåíÿåìûå ññûëêè è ïîäòèïû, � è ñ èõ ïîìîùüþ
ñîçäàäèì íàáîð ïðîãðàììíûõ èäèîì äëÿ ïîääåðæêè îáúåêòîâ è êëàññîâ âðî-
äå òåõ, ÷òî åñòü â îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òà-
êèõ êàê Smalltalk èëè Java. Â ýòîé ãëàâå ìû íå äîáàâëÿåì íîâûé ñèíòàêñèñ
äëÿ îáúåêòîâ: íàøåé öåëüþ áóäåò ïîíÿòü ýòè äîñòàòî÷íî ñëîæíûå ÿçûêîâûå
êîíñòðóêöèè, ïîêàçàâ, êàê èõ ïîâåäåíèå ìîæíî ðåàëèçîâàòü íà îñíîâå áîëåå
íèçêîóðîâíåâûõ ýëåìåíòîâ ÿçûêà.

Íà ïðîòÿæåíèè áîëüøåé ÷àñòè ãëàâû ðåàëèçàöèÿ áóäåò äîâîëüíî òî÷íîé:
ìû ñìîæåì ïîëó÷èòü óäîâëåòâîðèòåëüíóþ ôóíêöèîíàëüíîñòü áîëüøèíñòâà
âîçìîæíîñòåé îáúåêòîâ è êëàññîâ, ðàññìàòðèâàÿ èõ êàê ïðîèçâîäíûå ôîðìû,
ïåðåâîäèìûå ÷åðåç óäàëåíèå ñàõàðà â ïðîñòûå ñî÷åòàíèÿ óæå ðàññìîòðåííûõ
íàìè êîíñòðóêöèé. Îäíàêî êîãäà â �18.9 ìû äîáåðåìñÿ äî âèðòóàëüíûõ ìåòî-
äîâ è self, ìû ñòîëêíåìñÿ ñ íåêîòîðûìè ñëîæíîñòÿìè, ñâÿçàííûìè ñ ïîðÿä-
êîì âû÷èñëåíèé, è èç-çà ýòîãî ïîäõîä ñ óäàëåíèåì ñàõàðà îêàæåòñÿ íåñêîëü-
êî íåðåàëèñòè÷íûì. Áîëåå óäîâëåòâîðèòåëüíîå îïèñàíèå ýòèõ êîíñòðóêöèé
ìîæíî ïîëó÷èòü ïóòåì ïðÿìîé àêñèîìàòèçàöèè èõ ñèíòàêñèñà, îïåðàöèîííîé
ñåìàíòèêè è ïðàâèë òèïèçàöèè, êîòîðóþ ìû ïðîèçâåäåì â ãëàâå 19.

18.1. ×òî òàêîå îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîå ïðî-

ãðàììèðîâàíèå?

Áîëüøèíñòâî ñïîðîâ íà òåìó ¾Â ÷åì ñóùíîñòü òàêîãî-òî ÿâëåíèÿ?¿ ñêîðåå
ïðîÿâëÿþò ïðåäðàññóäêè èõ ó÷àñòíèêîâ, ÷åì ïðîÿñíÿþò êàêóþ-ëèáî îáúåê-
òèâíóþ èñòèíó, êàñàþùóþñÿ òåìû ñïîðà. Ïîïûòêè òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ òåð-

Ïðèìåðû èç ýòîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ òåðìàìè ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-
èñ÷èñëåíèÿ ñ ïîäòèïàìè (ðèñ. 15.1), çàïèñÿìè (15.3) è ññûëêàìè (13.1). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ðåàëèçàöèÿ íà OCaml íàçûâàåòñÿ fullref.
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254 18.1. ×òî òàêîå îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîå ïðîãðàììèðîâàíèå?

ìèíà ¾îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûé¿ â ýòîì ñìûñëå íå ÿâëÿþòñÿ èñêëþ÷åíèåì.
Òåì íå ìåíåå, ìîæíî îòìåòèòü íåñêîëüêî îñíîâíûõ êîíñòðóêöèé, êîòîðûå èìå-
þòñÿ â áîëüøèíñòâå îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ ÿçûêîâ, è êîòîðûå âñå âìåñòå
ñëóæàò îñíîâîé äëÿ õàðàêòåðíîãî ñòèëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ õîðîøî èçâåñò-
íûìè äîñòîèíñòâàìè è íåäîñòàòêàìè.

1. Ìíîæåñòâåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Âåðîÿòíî, ñàìàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ
õàðàêòåðèñòèêà îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ñòèëÿ � ýòî òî, ÷òî êîãäà
ïî îòíîøåíèþ ê îáúåêòó ïðèìåíÿåòñÿ íåêîòîðàÿ îïåðàöèÿ, îáúåêò ñàì
îïðåäåëÿåò, êàêîé êîä åå îñóùåñòâëÿåò. Äâà îáúåêòà ñ îäíèì è òåì æå
ìíîæåñòâîì îïåðàöèé (ò. å., ñ îäèíàêîâûì èíòåðôåéñîì, interface) ìî-
ãóò èìåòü ñîâåðøåííî ðàçíûå âíóòðåííèå ïðåäñòàâëåíèÿ, åñëè êàæäûé
èç íèõ ñîäåðæèò ðåàëèçàöèþ îïåðàöèé, ðàáîòàþùèõ ñ åãî êîíêðåòíûì
ïðåäñòàâëåíèåì. Ýòè ðåàëèçàöèè íàçûâàþòñÿ ìåòîäàìè (methods) îáú-
åêòà. Ïðèìåíåíèå îïåðàöèè ê îáúåêòó (âûçîâ ìåòîäà, method invocation)
èëè, áîëåå êðàñî÷íî, ïîñûëêà îáúåêòó ñîîáùåíèÿ, sending a message) ïðè-
âîäèò ê ïîèñêó èìåíè ìåòîäà â òàáëèöå ìåòîäîâ, ñâÿçàííîé ñ îáúåêòîì.
Ïðîöåññ ïîèñêà ïðîèçâîäèòñÿ âî âðåìÿ èñïîëíåíèÿ è íàçûâàåòñÿ äèíà-
ìè÷åñêîé äèñïåò÷åðèçàöèåé ìåòîäîâ (dynamic dispatch).

Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, îáûêíîâåííûé àáñòðàêòíûé òèï äàííûõ
(ÀÒÄ) (abstract data type, ADT) ñîñòîèò èç íàáîðà çíà÷åíèé, ñâÿçàííûõ
ñ åäèíñòâåííîé ðåàëèçàöèåé îïåðàöèé íàä ýòèìè çíà÷åíèÿìè. (Òàêîå
ñòàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ðåàëèçàöèé èìååò êàê äîñòîèíñòâà, òàê è íåäî-
ñòàòêè ïî ñðàâíåíèþ ñ îáúåêòàìè; ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì ýòîò âîïðîñ
â �24.2.)

2. Èíêàïñóëÿöèÿ. Âíóòðåííåå ïðåäñòàâëåíèå îáúåêòà, êàê ïðàâèëî, íåäî-
ñòóïíî çà ïðåäåëàìè åãî îïðåäåëåíèÿ: òîëüêî ñîáñòâåííûå ìåòîäû îáú-
åêòà ìîãóò ïðÿìî ñ÷èòûâàòü èëè èçìåíÿòü åãî ïîëÿ.1 Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
èçìåíåíèÿ âî âíóòðåííåì ïðåäñòàâëåíèè îáúåêòà ìîãóò ïîâëèÿòü ëèøü
íà íåáîëüøîé, ÿñíî îïðåäåëåííûé ó÷àñòîê ïðîãðàììû; òàêîå îãðàíè÷å-
íèå çíà÷èòåëüíî îáëåã÷àåò ÷òåíèå è ïîääåðæêó áîëüøèõ ñèñòåì.

1Â íåêîòîðûõ îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òàêèõ êàê
Smalltalk, èíêàïñóëÿöèÿ îáÿçàòåëüíà � èçâíå îïðåäåëåíèÿ îáúåêòà íåâîçìîæíî äàæå íà-
çâàòü èìÿ åãî ïîëåé. Â äðóãèõ ÿçûêàõ, ñêàæåì, C�� èëè Java, ïîëÿ ìîãóò áûòü ïîìå÷åíû
êàê îáùåäîñòóïíûå (public) èëè ïðèâàòíûå (private). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â Smalltalk âñå
ìåòîäû îáúåêòà ïóáëè÷íî äîñòóïíû, òîãäà êàê C�� è Java ïîçâîëÿþò îòìå÷àòü ìåòîäû
ìîäèôèêàòîðîì private, êîòîðûé ðàçðåøàåò èõ âûçîâ òîëüêî èç äðóãèõ ìåòîäîâ òîãî æå
îáúåêòà. Â íàøåé êíèãå ìû ýòè äåòàëè îïóñòèì, íî îíè ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàëèñü â èññëå-
äîâàòåëüñêîé ëèòåðàòóðå (Pierce and Turner, 1993; Fisher and Mitchell, 1998; Fisher, 1996a;
Fisher and Mitchell, 1996; Fisher, 1996b; Fisher and Reppy, 1999).
Õîòü â áîëüøèíñòâå îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ ÿçûêîâ èíêàïñóëÿöèÿ ñ÷èòàåòñÿ íåçàìåíè-
ìîé âîçìîæíîñòüþ, â íåñêîëüêèõ ÿçûêàõ ýòî íå òàê. Ìóëüòèìåòîäû (multi-methods), èìå-
þùèåñÿ â CLOS (Bobrow, DeMichiel, Gabriel, Keene, Kiczales, and Moon, 1988; Kiczales, des
Rivi�eres, and Bobrow, 1991), Cecil (Chambers, 1992, 1993), Dylan (Feinberg, Keene, Mathews,
and Withington., 1997; Shalit) è KEA (Mugridge, Hamer, and Hosking, 1991), à òàêæå â
ëÿìáäà-&-èñ÷èñëåíèè Êàñòàíüè, Ãåëëè è Ëîíãî (Castagna, Ghelli, and Longo, 1995; Castagna,
1997) õðàíÿò ñîñòîÿíèå îáúåêòîâ îòäåëüíî îò ìåòîäîâ, è âûáèðàþò íóæíûé âàðèàíò òåëà
ìåòîäà âî âðåìÿ åãî âûçîâà ïðè ïîìîùè îñîáûõ ìåòîê òèïà. Âíóòðåííèå ìåõàíèçìû ñî-
çäàíèÿ îáúåêòîâ, âûçîâà ìåòîäîâ, îïðåäåëåíèÿ êëàññîâ è ò. ï. â ýòèõ ÿçûêàõ ñîâåðøåííî
îòëè÷íû îò îïèñûâàåìûõ íàìè â ýòîé ãëàâå, îäíàêî îíè ïðèâîäÿò ïî÷òè ê òàêèì æå âûñî-
êîóðîâíåâûì èäèîìàì ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
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Àáñòðàêòíûå òèïû äàííûõ òàêæå äîïóñêàþò àíàëîãè÷íûå ôîðìû èí-
êàïñóëÿöèè. Îíè äåëàþò êîíêðåòíóþ ôîðìó ïðåäñòàâëåíèÿ òèïà âèäè-
ìîé ëèøü âíóòðè îïðåäåëåííîãî ó÷àñòêà ïðîãðàììû (íàïðèìåð, ìîäóëÿ,
èëè îïðåäåëåíèÿ ÀÒÄ). Êîä âíå ýòîãî ó÷àñòêà ìîæåò ðàáîòàòü ñî çíà÷å-
íèÿìè òèïà äàííûõ òîëüêî ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé, îïðåäåëåííûõ âíóòðè
ýòîé ñïåöèàëüíîé îáëàñòè.

3. Ïîäòèïû. Òèï îáúåêòà � åãî èíòåðôåéñ (interface), � ýòî ïðîñòî ìíî-
æåñòâî èìåí è òèïîâ åãî îïåðàöèé. Âíóòðåííåå ïðåäñòàâëåíèå îáúåêòà
íå ôèãóðèðóåò â åãî òèïå, ïîñêîëüêó îíî íå âëèÿåò íà íàáîð äåéñòâèé,
êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðîäåëàíû íàä îáúåêòîì.

Èíòåðôåéñû îáúåêòîâ åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿþò îòíîøåíèå
ïîäòèïèðîâàíèÿ. Åñëè îáúåêò óäîâëåòâîðÿåò èíòåðôåéñó I, òî îí, ðà-
çóìååòñÿ, óäîâëåòâîðÿåò è âñÿêîìó èíòåðôåéñó J ñ áîëåå óçêèì íàáîðîì
îïåðàöèé, ÷åì I, ïîñêîëüêó âñÿêèé êîíòåêñò, îæèäàþùèé J-îáúåêò, ìî-
æåò âûçûâàòü ó íåãî òîëüêî J-îïåðàöèè, è èñïîëüçîâàíèå I-îáúåêòà â
òàêîì êîíòåêñòå ÿâëÿåòñÿ áåçîïàñíûì. (Òàêèì îáðàçîì, ïîäòèïèðîâàíèå
îáúåêòîâ ïîäîáíî ïîäòèïèðîâàíèþ çàïèñåé. Áîëåå òîãî, â ìîäåëè îáúåê-
òîâ, ðàçðàáàòûâàåìîé â ýòîé ãëàâå, ýòè ïîíÿòèÿ áóäóò ðàâíîçíà÷íûìè.)
Ñïîñîáíîñòü èãíîðèðîâàòü ÷àñòü èíòåðôåéñà îáúåêòà ïîçâîëÿåò ïèñàòü
êîä, îáðàáàòûâàþùèé ìíîãèå ðàçëè÷íûå âèäû îáúåêòîâ åäèíîîáðàçíî,
òðåáóÿ ïðè ýòîì òîëüêî îïðåäåëåííîãî îáùåãî íàáîðà îïåðàöèé.

4. Íàñëåäîâàíèå ðåàëèçàöèé. Îáúåêòû, â èíòåðôåéñàõ êîòîðûõ åñòü
îáùàÿ ÷àñòü, ÷àñòî áóäóò èìåòü îáùíîñòü è â ïîâåäåíèè, è íàì õîòåëîñü
áû ýòó îáùóþ ÷àñòü ïîâåäåíèÿ ðåàëèçîâàòü ëèøü îäíàæäû. Â áîëüøèí-
ñòâå îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ ÿçûêîâ òàêîå ïîâòîðíîå èñïîëüçîâàíèå
ïîâåäåíèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè ïîìîùè ñòðóêòóð, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êëàñ-
ñàìè (classes) � îáðàçöàìè, ñëóæàùèìè äëÿ ñîçäàíèÿ ýêçåìïëÿðîâ îáú-
åêòîâ, � è ìåõàíèçìà ïîäêëàññîâsubclassing, ïîçâîëÿþùåãî ïîðîæäàòü
íîâûå êëàññû èç ñòàðûõ, äîáàâëÿÿ ðåàëèçàöèè íîâûõ ìåòîäîâ è ïî íåîá-
õîäèìîñòè ïåðåîïðåäåëÿÿ ðåàëèçàöèè íåêîòîðûõ ñòàðûõ ìåòîäîâ. (Íåêî-
òîðûå îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûå ÿçûêè âìåñòî êëàññîâ èñïîëüçóþò ìå-
õàíèçì äåëåãàòîâ (delegates), ñî÷åòàþùèé ñâîéñòâà îáúåêòîâ è êëàññîâ.)

5. Îòêðûòàÿ ðåêóðñèÿ. Åùå îäíà óäîáíàÿ êîíñòðóêöèÿ, èìåþùàÿñÿ â
áîëüøèíñòâå ÿçûêîâ ñ îáúåêòàìè è êëàññàìè, � âîçìîæíîñòü âûçâàòü
èç òåëà îäíîãî ìåòîäà äðóãîé ìåòîä òîãî æå îáúåêòà ñ ïîìîùüþ îñî-
áîé ïåðåìåííîé, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ self (â íåêîòîðûõ ÿçûêàõ � this).
Îñîáåííîñòü ïîâåäåíèÿ self ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà èìååò ïîçäíåå ñâÿçû-
âàíèå late binding, ÷òî ïîçâîëÿåò îäíîìó ìåòîäó êëàññà âûçûâàòü äðóãîé
ìåòîä, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ïîçæå, â íåêîòîðîì ïîäêëàññå ýòîãî êëàñ-
ñà.

Â îñòàâøèõñÿ ðàçäåëàõ ýòîé ãëàâû ïîñëåäîâàòåëüíî ââîäÿòñÿ ýòè êîí-
ñòðóêöèè. Âíà÷àëå ðàññìàòðèâàþòñÿ î÷åíü ïðîñòûå ¾ñàìîñòîÿòåëüíûå¿ îáú-
åêòû, à çàòåì îïèñûâàþòñÿ âñå áîëåå ñëîæíûå âàðèàíòû êëàññîâ.

Â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ èññëåäóþòñÿ äðóãèå ïîäõîäû ê îáúåêòàì è êëàñ-
ñàì. Ãëàâà 19 îïèñûâàåò ïðÿìîå îïðåäåëåíèå (à íå êîäèðîâàíèå) îáúåêòîâ è
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êëàññîâ â ñòèëå Java. Â ãëàâå 27 ìû âîçâðàùàåìñÿ ê ñõåìå êîäèðîâàíèÿ, ðàçðà-
áîòàííîé â ýòîé ãëàâå, è ïîâûøàåì ýôôåêòèâíîñòü êîíñòðóèðîâàíèÿ êëàññîâ
ïðè ïîìîùè îãðàíè÷åííîé êâàíòèôèêàöèè. Â ãëàâå 32 ðàçðàáàòûâàåòñÿ áîëåå
àìáèöèîçíàÿ âåðñèÿ ñõåìû êîäèðîâàíèÿ, ðàáîòàþùàÿ â ÷èñòî ôóíêöèîíàëü-
íîì êîíòåêñòå.

18.2. Îáúåêòû

Â ïðîñòåéøåì âàðèàíòå îáúåêò (object) � ýòî ïðîñòî ñòðóêòóðà äàííûõ,
ñîäåðæàùàÿ íåêîòîðîå âíóòðåííåå ñîñòîÿíèå (state) è ïðåäîñòàâëÿþùàÿ äî-
ñòóï ê ýòîìó ñîñòîÿíèþ ÷åðåç íàáîð ìåòîäîâ (methods). Âíóòðåííåå ñîñòîÿíèå
îáû÷íî ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ èçìåíÿåìûõ ïåðåìåííûõ ýêçåìïëÿðà (instance
variables) (èëè ïîëåé, �elds), ñîâìåñòíî èñïîëüçóåìûõ ìåòîäàìè è íåäîñòóï-
íûõ îñòàëüíûì ÷àñòÿì ïðîãðàììû.

Â ýòîé ãëàâå íàøèì îñíîâíûì ïðèìåðîì áóäóò îáúåêòû, ïðåäñòàâëÿþùèå
ïðîñòûå ñ÷åò÷èêè. Êàæäûé îáúåêò-ñ÷åò÷èê ñîäåðæèò îäíó ÷èñëîâóþ ïåðå-
ìåííóþ è èìååò äâà ìåòîäà (ò. å., ðåàãèðóåò íà äâà ñîîáùåíèÿ) � get, çàñòàâ-
ëÿþùèé åãî âåðíóòü òåêóùåå çíà÷åíèå, è inc, óâåëè÷èâàþùèé ýòî çíà÷åíèå.

Ïðîñòåéøèé ñïîñîá îáåñïå÷èòü ýòî ïîâåäåíèå ïðè ïîìîùè êîíñòðóêöèé,
îïèñàííûõ íàìè â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ, � èñïîëüçîâàòü ññûëî÷íóþ ÿ÷åéêó â
êà÷åñòâå âíóòðåííåãî ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà è çàïèñü, ñîäåðæàùóþ ôóíêöèè, â
êà÷åñòâå ìåòîäîâ. Îáúåêò-ñ÷åò÷èê, òåêóùåå ñîñòîÿíèå êîòîðîãî ðàâíÿåòñÿ 1,
âûãëÿäèò òàê:

c = let x = ref 1 in

{get = λ_:Unit. !x,

inc = λ_:Unit. x:=succ(!x)};

� c : {get:Unit Ñ Nat , inc:Unit Ñ Unit}

Òåëà îáîèõ ìåòîäîâ çàïèñûâàþòñÿ êàê ôóíêöèè ñ òðèâèàëüíûìè ïàðàìåòðà-
ìè (îíè çàïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ _ (ñèìâîëà ¾ïîä÷åðêà¿), ïîñêîëüêó íàì íå
òðåáóåòñÿ îáðàùàòüñÿ ê íèì èçíóòðè òåë ôóíêöèé). Ýòè àáñòðàêöèè ïðåäîò-
âðàùàþò âû÷èñëåíèå òåë ìåòîäîâ â ìîìåíò ñîçäàíèÿ îáúåêòà, è ïîçâîëÿþò
ïîçäíåå ìíîãîêðàòíî âû÷èñëÿòü ýòè òåëà, ñíîâà è ñíîâà ïðèìåíÿÿ èõ ê àð-
ãóìåíòó unit. Òàêæå îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ñîñòîÿíèå îáúåêòà ñîâìåñòíî
èñïîëüçóåòñÿ åãî ìåòîäàìè è íåäîñòóïíî îñòàëüíîé ïðîãðàììå: èíêàïñóëÿöèÿ
ñîñòîÿíèÿ ïðÿìî âîçíèêàåò èç ëåêñè÷åñêîé îáëàñòè âèäèìîñòè ïåðåìåííîé x.

×òîáû âûçâàòü ìåòîä îáúåêòà c, ìû ïðîñòî èçâëåêàåì ïîëå èç çàïèñè è
ïðèìåíÿåì åãî ê ñîîòâåòñòâóþùåìó àðãóìåíòó. Íàïðèìåð:

c.inc unit;

� unit : Unit

c.get unit

� 2 : Nat

(c.inc unit; c.inc unit; c.get unit)
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� 4 : Nat

Òî, ÷òî ìåòîä inc âîçâðàùàåò unit, ïîçâîëÿåò íàì çàïèñàòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü çàïðîñîâ íà óâåëè÷åíèå ñ÷åò÷èêà ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ¾òî÷êà ñ çàïÿ-
òîé¿ (�11.3). Áåç íåãî ìîæíî áûëî áû çàïèñàòü ïîñëåäíþþ ñòðî÷êó â ýêâèâà-
ëåíòíîé ôîðìå:

let _ = c.inc unit in let _ = c.inc unit in c.get unit

Íàì ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ ñîçäàòü íåñêîëüêî ñ÷åò÷èêîâ è ðàáîòàòü ñ íèìè
âñåìè. Äëÿ ýòîãî óäîáíî áóäåò ââåñòè ñîêðàùåííîå èìåíîâàíèå èõ òèïà:

Counter = {get:Unit Ñ Nat , inc:Unit Ñ Unit}

Â ýòîé ãëàâå ìû îáðàùàåì îñíîâíîå âíèìàíèå íà òî, êàê îáúåêòû óñòðî-
åíû, à íå íà òî, êàê îíè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îðãàíèçàöèè áîëüøèõ ïðîãðàìì.
Ïîëåçíî, îäíàêî, ïîêàçàòü õîòÿ áû îäíó ôóíêöèþ, êîòîðàÿ èñïîëüçóåò îáú-
åêòû, ÷òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî îíà ïðàâèëüíî ðàáîòàåò ñ îáúåêòàìè, ó êîòîðûõ
ðàçëè÷àþòñÿ âíóòðåííèå ïðåäñòàâëåíèÿ. Âîò ïðîñòåéøèé ïðèìåð � ôóíêöèÿ,
êîòîðàÿ ïðèíèìàåò îáúåêò-ñ÷åò÷èê è òðèæäû âûçûâàåò åãî ìåòîä inc:

inc3 = λc:Counter. (c.inc unit; c.inc unit; c.inc unit);

� inc3 : Counter Ñ Unit

(inc3 c; c.get unit);

� 7 : Nat

18.3. Ãåíåðàòîðû îáúåêòîâ

Ìû óçíàëè, êàê ñîçäàòü îäèí îáúåêò-ñ÷åò÷èê. Ñòîëü æå ïðîñòî íàïèñàòü ãåíå-
ðàòîð ñ÷åò÷èêîâ � ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ñîçäàåò è âîçâðàùàåò íîâûé ñ÷åò÷èê
ïðè êàæäîì âûçîâå.

newCounter =

λ_:Unit. let x = ref 1 in

{get = λ_:Unit. !x,

inc = λ_:Unit. x:=succ(!x)};

� newCounter : Unit Ñ Counter

18.4. Ïîäòèïû

Îäíà èç ïðè÷èí ïîïóëÿðíîñòè îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ñòèëÿ ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí ïîçâîëÿþò îáðàáàòûâàòü ðàçëè÷íûå
îáúåêòû îäíèì è òåì æå êëèåíòñêèì êîäîì. Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî
ïîìèìî îïðåäåëåííûõ âûøå îáúåêòîâ òèïà Counter ìû ñîçäàåì òàêæå íåêî-
òîðîå êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ, ó êîòîðûõ åñòü äîïîëíèòåëüíûé ìåòîä äëÿ ñáðîñà
ñ÷åò÷èêà â íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå (ñêàæåì, 1).
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ResetCounter = {get:Unit Ñ Nat , inc:Unit Ñ Unit , reset:Unit Ñ

Unit};

newResetCounter =

λ_:Unit. let x = ref 1 in

{get = λ_:Unit. !x,

inc = λ_:Unit. x:=succ(!x),

reset = λ_:Unit. x:=1};

� newResetCounter : Unit Ñ ResetCounter

Òàê êàê òèï ResetCounter ñîäåðæèò âñå ïîëÿ òèïà Counter (ïëþñ
åùå îäíî), òî ïî ïðàâèëó ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ çàïèñåé ïîëó÷àåì, ÷òî
ResetCounter <: Counter. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êëèåíòñêèå ôóíêöèè âðîäå inc3,
ïðèíèìàþùèå â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ ñ÷åò÷èêè, áåçîïàñíî èñïîëüçîâàòü è ñî
ñáðàñûâàåìûìè ñ÷åò÷èêàìè.

rc = newResetCounter unit;

� rc : ResetCounter

(inc3 rc; rc.reset unit; inc3 rc; rc.get unit);

� 4 : Nat

18.5. Ãðóïïèðîâêà ïåðåìåííûõ ýêçåìïëÿðà

Äî ñèõ ïîð ñîñòîÿíèåì âî âñåõ íàøèõ îáúåêòàõ ñëóæèëà âñåãî îäíà ññûëî÷-
íàÿ ÿ÷åéêà. Ðàçóìååòñÿ, â áîëåå èíòåðåñíûõ îáúåêòàõ ÷àñòî áóäåò ïî íåñêîëü-
êî ïåðåìåííûõ ýêçåìïëÿðà. Â äàëüíåéøåì óäîáíî áóäåò èìåòü âîçìîæíîñòü
îáðàùàòüñÿ ñî âñåìè ýòèìè ïåðåìåííûìè êàê ñ åäèíûì öåëûì. ×òîáû îáåñïå-
÷èòü ýòî, èçìåíèì âíóòðåííåå ïðåäñòàâëåíèå ñ÷åò÷èêîâ: ñäåëàåì åãî çàïèñüþ,
êîòîðàÿ ñîäåðæèò ññûëî÷íûå ÿ÷åéêè, è áóäåì îáðàùàòüñÿ ê ïåðåìåííûì ýê-
çåìïëÿðà â òåëàõ ìåòîäîâ ÷åðåç ïðîåêöèþ ïîëåé ýòîé çàïèñè.

c = let r = {x=ref 1} in

{get = λ_:Unit. !(r.x),

inc = λ_:Unit. r.x := succ (!(r.x))};

� c : Counter

Òèï ýòîé çàïèñè, ñîäåðæàùåé ïåðåìåííûå ýêçåìïëÿðà, íàçûâàåòñÿ òèïîì
ïðåäñòàâëåíèÿ (representation type) îáúåêòà.

CounterRep = {x: Ref Nat};

18.6. Ïðîñòûå êëàññû

Îïðåäåëåíèÿ òèïîâ newCounter è newResetCounter îäèíàêîâû, çà èñêëþ-
÷åíèåì ìåòîäà reset âî âòîðîì èç íèõ. Ðàçóìååòñÿ, îáà ýòè îïðåäåëåíèÿ ñòîëü
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êðàòêè, ÷òî ïîâòîðåíèå íå ñîçäàåò îñîáûõ òðóäíîñòåé, íî, åñëè ïðåäñòàâèòü
ñåáå, ÷òî ýòè îïðåäåëåíèÿ çàíèìàþò ìíîãî ñòðàíèö, êàê ýòî ÷àñòî ñëó÷àåò-
ñÿ íà ïðàêòèêå, òî ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî áûëî áû ïîëåçíî óìåòü îïèñûâàòü
îáùóþ ôóíêöèîíàëüíîñòü â îäíîì ìåñòå. Ìåõàíèçì, ïîçâîëÿþùèé ýòî äå-
ëàòü, â áîëüøèíñòâå îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ ÿçûêîâ íàçûâàåòñÿ êëàññàìè
(classes).

Ìåõàíèçìû îïðåäåëåíèÿ êëàññîâ â íàñòîÿùèõ îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ
ÿçûêàõ, êàê ïðàâèëî, î÷åíü ñëîæíû è ïåðåãðóæåíû äåòàëÿìè � self, super,
àííîòàöèè âèäèìîñòè, ñòàòè÷åñêèå ïîëÿ è ìåòîäû, âíóòðåííèå êëàññû, àí-
íîòàöèè âðîäå final è Serializable è ò. ä. è ò. ï.2 Íà áîëüøóþ ÷àñòü ýòèõ
äåòàëåé ìû ïîêà íå áóäåì îáðàùàòü âíèìàíèÿ, è ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ñàìûõ áà-
çîâûõ ñâîéñòâàõ êëàññîâ: ïîâòîðíîå èñïîëüçîâàíèå êîäà ÷åðåç íàñëåäîâàíèå
ðåàëèçàöèé, à òàêæå ïîçäíåå ñâÿçûâàíèå ïåðåìåííîé self. Íà÷íåì ñ ïåðâîãî
âîïðîñà.

Â ñâîåé ïðîñòåéøåé ôîðìå êëàññ � ýòî ïðîñòî ñòðóêòóðà äàííûõ, êîòî-
ðàÿ ñîäåðæèò íàáîð ìåòîäîâ. Ó ýòîé ñòðóêòóðû ìîæíî ñîçäàòü ýêçåìïëÿð
(instantiate), ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì íîâûé îáúåêò, à òàêæå åå ìîæíî ðàñøèðèòü
(extend), ïîëó÷èâ ïðè ýòîì íîâûé êëàññ.

Ïî÷åìó ìû íå ìîæåì ïîâòîðíî èñïîëüçîâàòü ìåòîäû êàêîãî-ëèáî îáúåêòà-
ñ÷åò÷èêà, åñëè õîòèì ñîçäàòü ñáðàñûâàåìûé ñ÷åò÷èê? Äà ïîòîìó, ÷òî â êàæ-
äîì êîíêðåòíîì îáúåêòå-ñ÷åò÷èêå òåëà ìåòîäîâ ñîäåðæàò ññûëêè íà êàêóþ-òî
êîíêðåòíóþ çàïèñü ñ ïåðåìåííûìè ýêçåìïëÿðà. ßñíî, ÷òî åñëè ìû õîòèì èñ-
ïîëüçîâàòü òîò æå ñàìûé êîä ñ äðóãîé çàïèñüþ ïåðåìåííûõ ýêçåìïëÿðà, íàì
òðåáóåòñÿ àáñòðàãèðîâàòü (abstract) ìåòîäû ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåìåííûì ýê-
çåìïëÿðà. Ýòî ïðèâîäèò ê ðàçáèåíèþ ôóíêöèè newCounter íà äâå ÷àñòè, îäíà
èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåò òåëà ìåòîäîâ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé çàïèñè ïåðå-
ìåííûõ ýêçåìïëÿðà,

counterClass =

λr:CounterRep.
{get = λ_:Unit. !(r.x),

inc = λ_:Unit. r.x = succ (!(r.x))};

� counterClass : CounterRep Ñ Counter

à âòîðàÿ ñîçäà¼ò íîâóþ çàïèñü ïåðåìåííûõ ýêçåìïëÿðà è ïåðåäàåò åå òåëàì
ìåòîäîâ, ïîëó÷àÿ â ðåçóëüòàòå îáúåêò:

newCounter =

λ_:Unit. let r = {x=ref 1} in

counterClass r;

� newCounter : Unit Ñ Counter

Òåëà ìåòîäîâ èç counterClass ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ íî-
âûõ êëàññîâ, íàçûâàåìûõ ïîäêëàññàìè (subclasses). Ìîæíî, íàïðèìåð, îïðå-
äåëèòü êëàññ ñáðàñûâàåìûõ ñ÷åò÷èêîâ:

2Îñíîâíàÿ ïðè÷èíà ýòîé ñëîæíîñòè â òîì, ÷òî â áîëüøèíñòâå ýòèõ ÿçûêîâ êëàññû ñëóæàò
åäèíñòâåííûì ìåõàíèçìîì ñòðóêòóðèçàöèè ïðîãðàìì â öåëîì. Äåéñòâèòåëüíî, åñòü òîëüêî
îäèí øèðîêî èñïîëüçóåìûé ÿçûê � OCaml, ãäå èìåþòñÿ êàê êëàññû, òàê è ìîùíàÿ ñèñòåìà
ìîäóëåé. Èç-çà ýòîãî â áîëüøèíñòâå ÿçûêîâ êëàññû ïðåâðàùàþòñÿ â ñâàëêó âñåõ ÿçûêîâûõ
êîíñòðóêöèé, èìåþùèõ êàêîå-òî îòíîøåíèå ê ñòðóêòóðèðîâàíèþ êðóïíûõ ïðîãðàìì.
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resetCounterClass =

λr:CounterRep.
let super = counterClass r in

{get = super.get ,

inc = super.inc ,

reset = λ_:Unit. r.x:= 1};

� resetCounterClass : CounterRep Ñ ResetCounter

Êàê è counterClass, ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çàïèñü ïåðåìåííûõ ýêçåìïëÿðà
è âîçâðàùàåò îáúåêò. Âíóòðè îíà ñíà÷àëà ñîçäàåò ïðè ïîìîùè counterClass

îáúåêò-ñ÷åò÷èê ñ òîé æå ñàìîé çàïèñüþ ïåðåìåííûõ ýêçåìïëÿðà r (ýòîò ¾ðî-
äèòåëüñêèé îáúåêò¿ ïðèâÿçàí ê ïåðåìåííîé super). Çàòåì îíà ñîçäà¼ò íîâûé
îáúåêò, êîïèðóÿ ïîëÿ get è inc èç ïåðåìåííîé super, à â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ ïî-
ëÿ reset ïåðåäàåò íîâóþ ôóíêöèþ. Òàê êàê super îñíîâàí íà ïðåäñòàâëåíèè r,
âñå òðè ìåòîäà ñîâìåñòíî èñïîëüçóþò îäíè è òå æå ïåðåìåííûå ýêçåìïëÿðà.

×òîáû ñîçäàòü íîâûé îáúåêò-ñáðàñûâàåìûé ñ÷åò÷èê, ìû, îïÿòü æå,
ïðîñòî âûäåëÿåì ïàìÿòü äëÿ åãî ïåðåìåííûõ ýêçåìïëÿðà è âûçûâàåì
resetCounterClass, êîòîðûé è ïðîäåëûâàåò îñíîâíóþ ðàáîòó.

newResetCounter =

λ_:Unit. let r = {x=ref 1} in resetCounterClass r;

� newResetCounter : Unit Ñ ResetCounter

Óïðàæíåíèå 18.6.1 rÐåêîìåíäóåòñÿ,��s: Íàïèøèòå ïîäêëàññ
resetCounterClass, êîòîðûé èìååò äîïîëíèòåëüíûé ìåòîä dec, óìåíüøà-
þùèé íà åäèíèöó òåêóùåå çíà÷åíèe ñ÷åò÷èêà. Ïðîâåðüòå ñâîé íîâûé êëàññ
ïðè ïîìîùè èíòåðïðåòàòîðà fullref.

Óïðàæíåíèå 18.6.2 r��Ûs: ßâíîå êîïèðîâàíèå áîëüøèíñòâà ïîëåé íàäêëàñ-
ñà â çàïèñü ìåòîäîâ ïîäêëàññà âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî íåóêëþæå � ïðè ýòîì
ìû óñòðàíÿåì ïîâòîðåíèå òåêñòà ìåòîäîâ íàäêëàññà â ïîäêëàññå, íî âñå
ðàâíî òðåáóåòñÿ íàáðàòü ìíîãî òåêñòà. Åñëè áû ìû ñîáèðàëèñü ðàçðàáà-
òûâàòü â ýòîì ñòèëå áîëüøèå îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûå ïðîãðàììû, íàì
î÷åíü ñêîðî çàõîòåëîñü áû èìåòü êîíñòðóêöèþ âðîäå ¾super with {reset

= λ_:Unit. r.x:=1}¿, îçíà÷àþùóþ ¾çàïèñü, òàêàÿ æå, êàê super, òîëüêî
ñ äîïîëíèòåëüíûì ïîëåì reset, ñîäåðæàùèì ôóíêöèþ λ_:Unit. r.x:=1¿.
Çàïèøèòå ñèíòàêñèñ, îïåðàöèîííóþ ñåìàíòèêó è ïðàâèëà òèïèçàöèè äëÿ
ýòîé êîíñòðóêöèè.

Íóæíî îñîáî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî êëàññû ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè, à íå òè-
ïàìè. Êðîìå òîãî, åñëè ïîòðåáóåòñÿ, ìîæíî ñîçäàòü ìíîæåñòâî êëàññîâ,
ïîðîæäàþùèõ îáúåêòû îäíîãî è òîãî æå òèïà. Â ïîïóëÿðíûõ îáúåêòíî-
îðèåíòèðîâàííûõ ÿçûêàõ âðîäå C�� è Java ñòàòóñ êëàññîâ áîëåå ñëîæåí �
îíè èñïîëüçóþòñÿ è êàê òèïû âî âðåìÿ êîìïèëÿöèè, è êàê ñòðóêòóðû äàííûõ
âî âðåìÿ èñïîëíåíèÿ. Ýòîò âîïðîñ ïîäðîáíåå ðàññìàòðèâàåòñÿ â �19.3.
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18.7. Äîáàâëåíèå íîâûõ ïåðåìåííûõ ýêçåìïëÿ-

ðà

Òàê ïîëó÷èëîñü, ÷òî ó îáîèõ íàøèõ îáúåêòîâ, ñ÷åò÷èêà è ñáðàñûâàåìîãî
ñ÷åò÷èêà, ïðåäñòàâëåíèå îäèíàêîâî. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå ïîäêëàññó ìîæåò
ïîòðåáîâàòüñÿ ðàñøèðèòü íå òîëüêî ñïèñîê ìåòîäîâ, íî è ñïèñîê ïåðåìåííûõ
ïî ñðàâíåíèþ ñ íàäêëàññîì, îò êîòîðîãî îí ïðîèçâåäåí. Äîïóñòèì, íàïðèìåð,
÷òî ìû õîòèì îïðåäåëèòü êëàññ ¾ñ÷åò÷èêîâ ñ âîññòàíîâëåíèåì¿, ó êîòîðûõ
ìåòîä reset âîññòàíàâëèâàåò ñîñòîÿíèå íå ê çàðàíåå çàäàííîé êîíñòàíòå, à
ê òîìó çíà÷åíèþ, êîòîðîå îáúåêò èìåë íà ìîìåíò ïîñëåäíåãî âûçîâà ìåòîäà
backup:

BackupCounter = {get:Unit Ñ Nat , inc:Unit Ñ Unit ,

reset:Unit Ñ Unit , backup:Unit Ñ Unit};

×òîáû ðåàëèçîâàòü òàêèå ñ÷åò÷èêè, íóæíà äîïîëíèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ ýê-
çåìïëÿðà, â êîòîðîé áóäåò õðàíèòüñÿ êîïèÿ çíà÷åíèÿ ñîñòîÿíèÿ:

BackupCounterRep = {x:Ref Nat , b: Ref Nat};

Òàê æå, êàê ìû ïðîèçâåëè resetCounterClass èç counterClass, ñêîïèðî-
âàâ ìåòîäû get è inc è äîáàâèâ reset, ïðîèçâåäåì òåïåðü backupCounterClass
èç resetCounterClass, êîïèðóÿ get è inc è äîáàâëÿÿ íîâîå òåëî reset è
backup.

backupCounterClass =

λr:BackupCounterRep.
let super = resetCounterClass r in

{get = super.get ,

inc = super.inc ,

reset = λ_:Unit. r.x:=!(r.b),

backup = λ_:Unit. r.b:=!(r.x)};

� backupCounterClass : backupCounterRep Ñ BackupCounter

Â ýòîì îïðåäåëåíèè èíòåðåñíû äâå ïîäðîáíîñòè. Âî-ïåðâûõ, íåñìîòðÿ íà òî,
÷òî â ðîäèòåëüñêîì îáúåêòå super èìååòñÿ ìåòîä reset, ìû ïèøåì íîâóþ ðå-
àëèçàöèþ, ïîñêîëüêó íàì íóæíî äðóãîå ïîâåäåíèå ýòîãî ìåòîäà. Íîâûé êëàññ
ïåðåîïðåäåëÿåò (override) ìåòîä reset ñâîåãî íàäêëàññà. Âî-âòîðûõ, ïðè òèïè-
çàöèè âûðàæåíèÿ, êîòîðîå ñòðîèò super, ñóùåñòâåííûì îáðàçîì èñïîëüçóåòñÿ
ïîäòèïèðîâàíèå: resetCounterClass îæèäàåò àðãóìåíòà òèïà CounterRep, êî-
òîðûé ÿâëÿåòñÿ íàäòèïîì BackupCounterRep � òèïà, êîòîðûé íà ñàìîì äåëå
èìååò àðãóìåíò r. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ïåðåäàåì ðîäèòåëüñêîìó îáúåêòó çà-
ïèñü ïåðåìåííûõ ýêçåìïëÿðà ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ïîëåé, ÷åì òðåáóåòñÿ
åãî ìåòîäàì.

Óïðàæíåíèå 18.7.1 rÐåêîìåíäóåòñÿ,��s: Îïðåäåëèòå ïîäêëàññ êëàññà
backupCounterClass ñ äâóìÿ íîâûìè ìåòîäàìè, reset2 è backup2, óïðàâ-
ëÿþùèìè âòîðûì ¾ðåçåðâíûì ðåãèñòðîì¿. Ýòîò ðåãèñòð äîëæåí áûòü ñî-
âåðøåííî íåçàâèñèì îò ðåãèñòðà, äîáàâëåííîãî â backupCounterClass: âûçîâ
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reset äîëæåí âîññòàíàâëèâàòü ñîñòîÿíèå ñ÷åò÷èêà ê çíà÷åíèþ, èìåâøå-
ìóñÿ ïðè ïîñëåäíåì âûçîâå backup (êàê ýòî è ñåé÷àñ ïðîèñõîäèò), à âûçîâ
reset2 äîëæåí âîññòàíàâëèâàòü ñîñòîÿíèå ñ÷åò÷èêà ê çíà÷åíèþ, èìåâøå-
ìóñÿ âî âðåìÿ ïîñëåäíåãî âûçîâà backup2. Ïðîâåðüòå ñâîé êëàññ ñ ïîìîùüþ
èíòåðïðåòàòîðà fullref.

18.8. Âûçîâ ìåòîäîâ íàäêëàññà

Ñ ïîìîùüþ ïåðåìåííîé super ìû êîïèðîâàëè ôóíêöèîíàëüíîñòü èç íàä-
êëàññîâ â íîâûå ïîäêëàññû. Êðîìå òîãî, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü super â
òåëàõ îïðåäåëåíèé ìåòîäîâ, ÷òîáû ðàñøèðÿòü (extend) ïîâåäåíèå íàäêëàññà
÷åì-òî íîâûì. Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî íàì òðåáóåòñÿ âàðèàíò êëàññà
backupCounter, â êîòîðîì êàæäûé âûçîâ ìåòîäà inc ïðåäâàðÿåòñÿ âûçîâîì
backup. (Ñîâåðøåííî íåïîíÿòíî, çà÷åì áû òàêîå ìîãëî ïîíàäîáèòüñÿ íà ïðàê-
òèêå � ýòî âñåãî ëèøü ïðèìåð.)

funnyBackupCounterClass =

λr:BackupCounterRep.
let super = backupCounterClass r in

{get = super.get ,

inc = λ_:Unit. (super.backup unit; super.inc unit),

reset = super.reset ,

backup = super.backup };

� funnyBackupCounterClass : BackupCounterRep Ñ BackupCounter

Îáðàòèòå âíèìàíèå, êàê ñ ïîìîùüþ âûçîâîâ super.inc è super.backup â
íîâîì îïðåäåëåíèè inc ìû èçáåãàåì ïîâòîðåíèÿ êîäà íàäêëàññà äëÿ inc è
backup. Â ïðèìåðàõ áîëüøåãî ðàçìåðà áëàãîäàðÿ ïîâòîðíîìó èñïîëüçîâàíèþ
ôóíêöèîíàëüíîñòè âûèãðûø â òàêèõ ñèòóàöèÿõ ìîæåò áûòü î÷åíü çíà÷èòåëü-
íûì.

18.9. Êëàññû ñ ïåðåìåííîé self

Ïîñëåäíåå íàøå ðàñøèðåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîçâîëèòü ìåòîäàì êëàñ-
ñà ññûëàòüñÿ äðóã íà äðóãà ÷åðåç ïåðåìåííóþ self. Äëÿ ÷åãî íóæíî ýòî ðàñ-
øèðåíèå? Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû õîòèì ðåàëèçîâàòü êëàññ ñ÷åò÷èêîâ ñ ìåòî-
äîì set, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî èçâíå óñòàíàâëèâàòü çíà÷åíèå ñ÷åò÷èêà
â îïðåäåëåííîå ÷èñëî.

SetCounter = {get:Unit Ñ Nat , set:Nat Ñ Unit , inc:Unit Ñ

Unit};

Êðîìå òîãî, äîïóñòèì, ÷òî ìû õîòèì íàïèñàòü ìåòîä inc â òåðìèíàõ set è
get, à íå ÷åðåç ïðÿìîå ñ÷èòûâàíèå è ïðèñâàèâàíèå ïåðåìåííîé ýêçåìïëÿðà x.
(Ïðåäñòàâüòå ñåáå îãðîìíóþ ñèñòåìó, â êîòîðîé îïðåäåëåíèÿ set è get çàíè-
ìàþò ìíîãî ñòðàíèö.) Ïîñêîëüêó get, set è inc îïðåäåëåíû â ðàìêàõ îäíîãî
è òîãî æå êëàññà, ìû, â ñóùíîñòè, õîòèì ñäåëàòü ìåòîäû êëàññà âçàèìíî ðå-
êóðñèâíûìè.
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Ìû óæå âèäåëè â �11.11, êàê âçàèìíî ðåêóðñèâíûå çàïèñè èëè ôóíêöèè
ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà fix. Ìû ïðîñòî àáñòðàãèðóåì çàïèñü ìåòîäîâ
÷åðåç ïàðàìåòð, êîòîðûé ñàì ÿâëÿåòñÿ çàïèñüþ ôóíêöèé (ìû ýòó çàïèñü íà-
çûâàåì self), à çàòåì ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà fix ¾çàòÿãèâàåì óçåë¿, ÷òîáû
çàïèñü, ñîçäàâàåìàÿ íàìè, ñàìà ïåðåäàâàëàñü êàê self.

setCounterClass =

λr:CounterRep.
fix

(λself: SetCounter.

{get = λ_:Unit. !(r.x),

set = λi:Nat. r.x:=i,

inc = λ_:Unit. self.set (succ (self.get unit ))});

� setCounterClass : CounterRep Ñ SetCounter

Ó ýòîãî êëàññà íåò ðîäèòåëÿ, òàê ÷òî ïåðåìåííàÿ super íå òðåáóåòñÿ. Âìåñòî
ýòîãî, òåëî ìåòîäà inc âûçûâàåò get, à çàòåì set èç çàïèñè ñ ìåòîäàìè, ïåðå-
äàííîé åìó â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà self. Ýòî èñïîëüçîâàíèå fix çàìåòíî òîëüêî
èçíóòðè ðåàëèçàöèè setCounterClass. Ñ÷åò÷èêè ñ ïðèñâàèâàíèåì ìîæíî ñî-
çäàâàòü êàê îáû÷íî.

newSetCounter =

λ_:Unit. let r = {x=ref 1} in

setCounterClass r;

� newSetCounter : Unit Ñ SetCounter

18.10. Îòêðûòàÿ ðåêóðñèÿ ÷åðåç self

Â áîëüøèíñòâå îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ ÿçûêîâ ïîääåðæèâàåòñÿ áîëåå
îáùàÿ ôîðìà ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ ìåæäó ìåòîäàìè, èçâåñòíàÿ ïîä íàçâà-
íèåì ðåêóðñèè îáùåãî âèäà (general recursion), èëè ïîçäíåãî ñâÿçûâàíèÿ (late
binding) ïåðåìåííîé self. Ìîæíî äîáèòüñÿ ýòîé áîëåå îáùåé ôîðìû ïîâåäå-
íèÿ, èçáàâèâøèñü îò èñïîëüçîâàíèÿ fix â îïðåäåëåíèè êëàññà,

setCounterClass =

λr:CounterRep.
λself: SetCounter.

{get = λ_:Unit. !(r.x),

set = λi:Nat. r.x:=i.

inc = λ_:Unit. self.set (succ(self.get unit ))};

� setCounterClass : CounterRep Ñ SetCounter Ñ SetCounter

è ïîìåñòèâ åãî âìåñòî ýòîãî â ôóíêöèþ ñîçäàíèÿ îáúåêòà.

newSetCounter =

λ_:Unit. let r = {x=ref 1} in

fix (setCounterClass r);

� newSetCounter : Unit Ñ SetCounter
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Çàìåòèì, ÷òî ïåðåíîñ fix èçìåíÿåò òèï SetCounterClass: òåïåðü îí àáñòðà-
ãèðóåòñÿ íå òîëüêî îò çàïèñè ñ ïåðåìåííûìè ýêçåìïëÿðà, íî è îò ¾îáúåêòà
self¿. È òîò, è äðóãîé ïàðàìåòð ïåðåäàþòñÿ åìó â ìîìåíò ñîçäàíèÿ ýêçåì-
ïëÿðà.

Îòêðûòàÿ ðåêóðñèÿ ÷åðåç self èíòåðåñíà ïîòîìó, ÷òî îíà ïîçâîëÿåò ìåòî-
äàì íàäêëàññà âûçûâàòü ìåòîäû ïîäêëàññà, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïîäêëàññ åùå
íå ñóùåñòâóåò â òîò ìîìåíò, êîãäà îïðåäåëÿåòñÿ íàäêëàññ. Â ñóùíîñòè, ìû èç-
ìåíèëè èíòåðïðåòàöèþ ïåðåìåííîé self òàê, ÷òî âìåñòî ¾ìåòîäîâ òåêóùåãî
êëàññà¿ îíà äàåò äîñòóï ê ¾ìåòîäàì êëàññà, ýêçåìïëÿðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
òåêóùèé îáúåêò rà ýòî ìîæåò áûòü ïîäêëàññ òåêóùåãî êëàññàs¿.

Íàïðèìåð, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì íóæíî ïîñòðîèòü ïîäêëàññ íàøèõ ñ÷åò-
÷èêîâ ñ ïðèñâàèâàíèåì òàê, ÷òîáû ïðîâîäèëñÿ ïîäñ÷åò âûçîâîâ ìåòîäà set.
Èíòåðôåéñ ýòîãî êëàññà ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíóþ îïåðàöèþ äëÿ äîñòóïà ê
ñ÷åò÷èêó äîñòóïà,

InstrCounter = {get:Unit Ñ Nat , set:Nat Ñ Unit ,

inc:Unit Ñ Unit , accesses:Unit Ñ Nat};

à ïðåäñòàâëåíèå ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ ýêçåìïëÿðà, â êîòîðîé õðàíèòñÿ ñ÷åò-
÷èê äîñòóïà:

InstrCounterRep = {x: Ref Nat , a: Ref Nat};

Â îïðåäåëåíèè èçìåíåííîãî êëàññà ñ÷åò÷èêîâ ìåòîäû inc è get êîïèðóþòñÿ
èç îïðåäåëåííîãî âûøå setCounterClass. Ìåòîä accesses ïèøåòñÿ îáû÷íûì
ñïîñîáîì. Â ìåòîäå set ìû ñíà÷àëà óâåëè÷èâàåì ñ÷åò÷èê äîñòóïà, à çàòåì
÷åðåç super âûçûâàåì ìåòîä set íàäêëàññà.

instrCounterClass =

λr:InstrCounterRep.
λself: InstrCounter.

let super = setCounterClass r self in

{get = super.get ,

set = λi:Nat. (r.a:=succ (!(r.a)); super.set i),

inc = super.inc ,

accesses = λ_:Unit. !(r.a)};

� instrCounterClass : InstrCounterRep Ñ

InstrCounter Ñ InstrCounter

Èç-çà îòêðûòîé ðåêóðñèè ÷åðåç self, âûçîâ set â òåëå inc ïðèâåäåò ê óâå-
ëè÷åíèþ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé ýêçåìïëÿðà a, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòà ÷àñòü
ïîâåäåíèÿ set îïðåäåëåíà â ïîäêëàññå, à îïðåäåëåíèå inc íàõîäèòñÿ â íàä-
êëàññå.

18.11. Îòêðûòàÿ ðåêóðñèÿ è ïîðÿäîê âû÷èñëå-

íèé

Ó íàøåãî îïðåäåëåíèÿ InstrCounterClass åñòü òîëüêî îäíà ïðîáëåìà �
åãî íåâîçìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ñîçäàíèÿ ýêçåìïëÿðîâ! Åñëè ìû íàïèøåì
newInstrCounter îáû÷íûì ñïîñîáîì
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newInstrCounter =

λ_:Unit. let r = {x=ref 1, a=ref 0} in

fix (instrCounterClass r);

� newInstrCounter : Unit Ñ InstrCounter

à çàòåì ïîïûòàåìñÿ ñîçäàòü ñ÷åò÷èê ñ ïîäñ÷åòîì äîñòóïà, ïðèìåíèâ ýòó ôóíê-
öèþ ê Unit,

ic = newInstrCounter unit;

òî âû÷èñëåíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ çàöèêëèòñÿ. ×òîáû ïîíÿòü, ïî÷åìó ýòî òàê,
ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ âû÷èñëåíèÿ, âûïîëíÿåìûõ ïðè çàïóñ-
êå ýòîãî òåðìà.

1. Ñíà÷àëà ìû ïðèìåíÿåì newInstrCounter ê unit, ïîëó÷àÿ

let r = {x=ref 1, a=ref 0} in fix (instrCounterClass r)

2. Çàòåì ìû âûäåëÿåì äâå ññûëî÷íûõ ÿ÷åéêè, óïàêîâûâàåì èõ â âèäå çà-
ïèñè (íàçîâåì åå <ivars>) è ïîäñòàâëÿåì <ivars> âìåñòî ïåðåìåííîé r

â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè òåðìà.

fix (instrCounterClass <ivars >)

3. Ïåðåäàåì <ivars> â instrCounterClass. Ïîñêîëüêó instrCounterClass

íà÷èíàåòñÿ ñ äâóõ ëÿìáäà-àáñòðàêöèé, ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì ôóíê-
öèþ, îæèäàþùóþ çíà÷åíèÿ self,

fix (λself:InstrCounter.
let super = setCounterClass <ivars > self in <imethods >)

ãäå <imethods> � çàïèñü, ñîäåðæàùàÿ ìåòîäû êëàññà ñ÷åò÷èêîâ ñ ïîä-
ñ÷åòîì äîñòóïà. Íàçîâåì ýòó ôóíêöèþ <f>, è çàïèøåì òåêóùåå ñîñòîÿ-
íèå â âèäå (fix <f>).

4. Ïðèìåíÿåì ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ äëÿ fix (E-Fix ïî ðèñ. 11.12, ñ. 167).
Ýòî ïðàâèëî ¾ðàçâîðà÷èâàåò¿ fix <f>, ïîäñòàâëÿÿ (fix <f>) âìåñòî ïå-
ðåìåííîé self â òåëå <f>. Ïîëó÷àåì

let super = setCounterClass <ivars > (fix <f>) in <imethods >

5. Òåïåðü ìû ðåäóöèðóåì ïðèìåíåíèå setCounterClass ê <ivars> è ïîëó-
÷àåì

let super = (λself:SetCounter. <smethods >) (fix <f>)

in <imethods >

ãäå <smethods> � çàïèñü, ñîñòîÿùàÿ èç ìåòîäîâ ñ÷åò÷èêà ñ ïðèñâàèâà-
íèåì.

6. Ïî ïðàâèëàì âû÷èñëåíèÿ äëÿ òåðìîâ-ïðèìåíåíèé, ìû íå ìîæåì ðåäóöè-
ðîâàòü ïðèìåíåíèå (λself:SetCounter. <smethods>) ê (fix <f>), ïîêà
òåðì (fix <f>) íå ñâåäåí ê çíà÷åíèþ. Ïîýòîìó íà ñëåäóþùåì øàãå âû-
÷èñëåíèÿ ìû ñíîâà ðàçâîðà÷èâàåì fix <f>, ïîëó÷àÿ
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let super = (λself:SetCounter. <smethods >)

(let super = setCounterClass <ivars > (fix <f>)

in <imethods >)

in <imethods >

7. Ïîñêîëüêó àðãóìåíò âíåøíåé ëÿìáäà-àáñòðàêöèè ïî-ïðåæíåìó íå ÿâ-
ëÿåòñÿ çíà÷åíèåì, ìû äîëæíû ïðîäîëæàòü âû÷èñëåíèå âíóòðåííåé àá-
ñòðàêöèè. Ïðèìåíÿåì setCounterClass ê <ivars> è ïîëó÷àåì

let super = (λself:SetCounter. <smethods >)

(let super = (λself:SetCounter. <smethods >)

(fix <f>)

in <imethods >)

in <imethods >

8. Òåïåðü ó íàñ ïîëó÷èëñÿ âíóòðåííèé òåðì-ïðèìåíåíèå, ïîäîáíûé âíåø-
íåìó. Êàê è ðàíüøå, ýòîò âíóòðåííèé òåðì íå ìîæåò áûòü ðåäóöèðîâàí,
ïîêà ïîëíîñòüþ íå âû÷èñëåí åãî àðãóìåíò, fix <f>. Òàêèì îáðàçîì, íà
ñëåäóþùåì øàãå ìû ñíîâà ðàçâåðíåì fix <f>, ïîëó÷àÿ åùå áîëåå ãëóáî-
êî âëîæåííîå âûðàæåíèå òîé æå ôîðìû, ÷òî è íà øàãå 6. Òåïåðü äîëæ-
íî áûòü ïîíÿòíî, ÷òî ìû íèêîãäà íå äîáåðåìñÿ äî âû÷èñëåíèÿ âíåøíåãî
òåðìà-ïðèìåíåíèÿ.

Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ïðîáëåìà âîçíèêàåò èç-çà òîãî, ÷òî àðãóìåíò îïåðàòîðà
fix ñëèøêîì ðàíî èñïîëüçóåò ñâîé ñîáñòâåííûé àðãóìåíò self. Îïåðàöèîí-
íàÿ ñåìàíòèêà fix îïðåäåëåíà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîãäà ìû ïðèìåíÿåì fix

ê íåêîòîðîé ôóíêöèè λx.t, ïåðåìåííàÿ x äîëæíà âñòðå÷àòüñÿ â òåëå t òîëüêî
â ¾çàùèùåííûõ¿ ïîçèöèÿõ, òàêèõ êàê òåëà âëîæåííûõ ëÿìáäà-àáñòðàêöèé.
Íàïðèìåð, íà ñ. 161 ìû îïðåäåëèëè iseven ïóòåì ïðèìåíåíèÿ fix ê ôóíêöèè
âèäà λie.λx. ..., ãäå ðåêóðñèâíîå óïîìèíàíèå ie áûëî çàùèùåíî àáñòðàê-
öèåé ïî x. Îïðåäåëåíèå instrCounterClass, íàïðîòèâ, ïûòàåòñÿ íåìåäëåííî
èñïîëüçîâàòü self ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ super.

Ìû ìîæåì ïûòàòüñÿ ïðåîäîëåòü ýòó ñëîæíîñòü íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè:

• Ìîæíî çàùèòèòü ññûëêó íà self â òåëå instrCounterClass, èçáåæàâ
òàêèì îáðàçîì åå ñëèøêîì ðàííåãî âû÷èñëåíèÿ. Íàïðèìåð, ìîæíî âñòà-
âèòü àáñòðàêöèþ-¾çàãëóøêó¿ ñïåöèàëüíî äëÿ ýòîé öåëè. Ìû ðàññìàòðè-
âàåì ýòî ðåøåíèå íèæå. Êàê ìû óâèäèì, îíî íå âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëü-
íî, íî åãî ëåãêî îïèñàòü è ïîíÿòü ñ ïîìîùüþ óæå ðàññìîòðåííûõ íàìè
ìåõàíèçìîâ. Ýòî ðåøåíèå òàêæå îêàæåòñÿ ïîëåçíûì ïîçäíåå, êîãäà ìû
ðàññìîòðèì ÷èñòî ôóíêöèîíàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå îáúåêòîâ â ãëàâå 32.

• Ìîæíî ïîïûòàòüñÿ íàéòè èíûå ñïîñîáû ìîäåëèðîâàíèÿ ñåìàíòèêè êëàñ-
ñîâ íà îñíîâå íèçêîóðîâíåâûõ êîíñòðóêöèé ÿçûêà. Íàïðèìåð, âìåñòî
òîãî, ÷òîáû ñîçäàâàòü òàáëèöó ìåòîäîâ êëàññà ïðè ïîìîùè fix, ìîæ-
íî ïîñòðîèòü åå áîëåå ÿâíûì îáðàçîì, ÷åðåç ññûëêè. Ìû ðàçâèâàåì ýòó
èäåþ â �18.12, è åù¼ ðàç � â ãëàâå 27.

• Ìîæíî çàáûòü î ïðåäñòàâëåíèè îáúåêòîâ è êëàññîâ â òåðìèíàõ ëÿìáäà-
àáñòðàêöèé, çàïèñåé è fix, à âìåñòî ýòîãî ðàññìàòðèâàòü èõ êàê ýëå-
ìåíòàðíûå êîíñòðóêöèè ÿçûêà, ñ ñîáñòâåííûìè ïðàâèëàìè âû÷èñëåíèÿ
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(è òèïèçàöèè). Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïðîñòî âûáðàòü òàêèå ïðàâèëà
âû÷èñëåíèÿ, êîòîðûå òî÷íî ñîîòâåòñòâóþò íàøèì òðåáîâàíèÿì ê ïîâå-
äåíèþ îáúåêòîâ è êëàññîâ, à íå ïûòàòüñÿ îáîéòè ïðîáëåìû ñ ñóùåñòâó-
þùèìè ïðàâèëàìè äëÿ ïðèìåíåíèÿ è fix. Ýòîò ïîäõîä îáñóæäàåòñÿ â
ãëàâå 19.

Èñïîëüçîâàíèå àáñòðàêöèé-çàãëóøåê äëÿ óïðàâëåíèÿ ïîðÿäêîì èñïîëíå-
íèÿ � ïðèåì, õîðîøî èçâåñòíûé â ñîîáùåñòâå ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàììè-
ñòîâ. Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðîèçâîëüíîå âûðàæåíèå t ìîæíî ïðåâðàòèòü
â ôóíêöèþ-îá¼ðòêó λ_:Unit.t, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ thunk . Òàêàÿ ¾îá¼ðòêà¿ t

ñ òî÷êè çðåíèÿ ñèíòàêñèñà ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì; âñå äåéñòâèÿ, ñâÿçàííûå ñ
âû÷èñëåíèåì t, îòêëàäûâàþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ôóíêöèÿ-îá¼ðòêà íå áóäåò
ïðèìåíåíà ê àðãóìåíòó unit. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ðàáîòàòü ñ t â íåâû-
÷èñëåííîì âèäå, à çàòåì, ïîçæå, çàïðîñèòü åãî ðåçóëüòàò.

Ñåé÷àñ íàì òðåáóåòñÿ çàäåðæàòü âû÷èñëåíèå self. Ìû äîáèâàåìñÿ ýòîãî,
ñìåíèâ åãî òèï ñ îáúåêòà (íàïðèìåð, SetCounter) íà ôóíêöèþ-îá¼ðòêó, ñîäåð-
æàùóþ îáúåêò (Unit Ñ SetCounter). Ïðè ýòîì íàäî à) èçìåíèòü òèï ïàðà-
ìåòðà self, ïåðåäàâàåìîãî â êëàññ, á) äîáàâèòü àáñòðàêöèþ-çàãëóøêó ïåðåä
òåì, êàê âåðíóòü îáúåêò-ðåçóëüòàò, è â) çàìåíèòü êàæäîå âõîæäåíèå self â
òåëàõ ìåòîäîâ íà (self unit).

setCounterClass =

λr:CounterRep.
λself: Unit ÑSetCounter.

λ_:Unit.
{get = λ_:Unit. !(r.x),

set = λi:Nat. r.x:=i,

inc = λ_:Unit. (self unit).set(succ((self unit).get unit ))};

� setCounterClass : CounterRep Ñ

(Unit Ñ SetCounter) Ñ Unit Ñ SetCounter

Ïîñêîëüêó ìû íå õîòèì èçìåíÿòü òèï newSetCounter (ýòà ôóíêöèÿ ïî-
ïðåæíåìó äîëæíà âîçâðàùàòü îáúåêò), íàì íóæíî íåìíîãî ìîäèôèöèðîâàòü
åå îïðåäåëåíèå, ÷òîáû îíà ïåðåäàâàëà àðãóìåíò unit â ôóíêöèþ-îá¼ðòêó, êî-
òîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè ñîçäàíèè íåïîäâèæíîé òî÷êè setCounterClass.

newSetCounter =

λ_:Unit. let r = {x=ref 1} in

fix (setCounterClass r) unit;

� newSetCounter : Unit Ñ SetCounter

Àíàëîãè÷íûå èçìåíåíèÿ òðåáóþòñÿ è â îïðåäåëåíèè instrCounterClass. Çà-
ìåòèì, ÷òî ýòè èçìåíåíèÿ íå òðåáóþò îò íàñ íèêàêèõ òâîð÷åñêèõ ñïîñîáíî-
ñòåé: êàê òîëüêî ìû èçìåíèëè òèï self, âñå îñòàëüíîå âûòåêàåò èç ïðàâèë
òèïèçàöèè.

instrCounterClass =

λr:InstrCounterRep.
λself: Unit ÑInstrCounter.

λ_:Unit.
let super = setCounterClass r self unit in
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{get = super.get ,

set = λi:Nat. (r.a:=succ (!(r.a)); super.set i),

inc = super.inc ,

accesses = λ_:Unit. !(r.a)};

� instrCounterClass : InstrCounterRep Ñ

(Unit Ñ InstrCounter) Ñ Unit Ñ

InstrCounter

Íàêîíåö, ìû ìîäèôèöèðóåì newInstrCounter òàê, ÷òîáû îí ïåðåäàâàë
àðãóìåíò-çàãëóøêó â ôóíêöèþ-îá¼ðòêó, ïîðîæäåííóþ êîíñòðóêöèåé fix.

newInstrCounter =

λ_:Unit. let r = {x=ref 1, a=ref 0} in

fix (instrCounterClass r) unit;

� newInstrCounter : Unit Ñ InstrCounter

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ newInstrCounter ìû ìîæåì ñîçäàòü îáúåêò.

ic = newInstrCounter unit;

� ic : InstrCounter

Íàïîìíèì, ÷òî èìåííî ïîïûòêà ñîçäàòü îáúåêò äî äîáàâëåíèÿ ôóíêöèé-
îá¼ðòîê è íå ìîãëà çàâåðøèòüñÿ â ïðåäûäóùåé âåðñèè êîäà.

Ñëåäóþùèå òåñòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ìåòîä accesses ïîäñ÷èòûâàåò îáðàùå-
íèÿ è ê set, è ê inc, êàê ìû è äîáèâàëèñü.

(ic.set 5; ic.accesses unit);

� 1 : Nat

(ic.inc unit; ic.get unit);

� 6 : Nat

ic.accesses unit;

� 2 : Nat

Óïðàæíåíèå 18.11.1 rÐåêîìåíäóåòñÿ,���s: Ïðè ïîìîùè èíòåðïðåòàòî-
ðà fullref ðåàëèçóéòå ñëåäóþùèå ðàñøèðåíèÿ ê èìåþùèìñÿ ó íàñ êëàññàì:

1. Ïåðåïèøèòå instrCounterClass òàê, ÷òîáû îí òàêæå ïîäñ÷èòûâàë è
îáðàùåíèÿ ê get.

2. Ðàñøèðüòå èçìåíåííûé instrCounterClass ïîäêëàññîì, êîòîðûé äî-
áàâëÿåò ìåòîä reset, êàê â �18.4.

3. Äîáàâüòå åùå îäèí ïîäêëàññ, êîòîðûé ïîääåðæèâàåò åùå è ðåçåðâíûå
çíà÷åíèÿ (ìåòîä backup, �18.7).
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18.12. Áîëåå ýôôåêòèâíàÿ ðåàëèçàöèÿ

Òåñòû â êîíöå ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ïîêàçûâàþò, ÷òî íàøà ðåàëèçàöèÿ
êëàññîâ îñóùåñòâëÿåò ¾îòêðûòóþ ðåêóðñèþ¿ ïðè âûçîâå ìåòîäîâ ÷åðåç self,
êàê ýòî ïðèíÿòî â òàêèõ ÿçûêàõ, êàê Smalltalk, C�� èëè Java. Ñëåäóåò, îäíà-
êî, çàìåòèòü, ÷òî ðåàëèçàöèÿ ýòà íå âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíà ñ òî÷êè çðåíèÿ
ýôôåêòèâíîñòè. Âñå ôóíêöèè-îá¼ðòêè, âñòàâëåííûå íàìè, ÷òîáû çàñòàâèòü
âû÷èñëåíèå fix çàâåðøàòüñÿ, îòêëàäûâàþò âû÷èñëåíèå òàáëèö ìåòîäîâ äëÿ
êëàññîâ. Çàìåòèì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî âñå âûçîâû self â òåëàõ ìåòîäîâ ïðå-
âðàùàþòñÿ â (self unit), � òî åñòü, ìåòîäû ïåðåìåííîé self âû÷èñëÿþòñÿ
çàíîâî ïðè êàæäîì ðåêóðñèâíîì âûçîâå ëþáîãî èç íèõ!

Ýòèõ ïîâòîðíûõ âû÷èñëåíèé ìîæíî èçáåæàòü, åñëè äëÿ òîãî, ÷òîáû ¾çàâÿ-
çàòü óçåë¿ â èåðàðõèè êëàññîâ ïðè ïîñòðîåíèè îáúåêòîâ, âîñïîëüçîâàòüñÿ íå
íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè, à ññûëî÷íûìè ÿ÷åéêàìè.3 Âìåñòî òîãî, ÷òîáû ñòðî-
èòü àáñòðàêöèþ êëàññîâ íà çàïèñè ñ ìåòîäàìè, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ self è
êîòîðàÿ âïîñëåäñòâèè áóäåò ñîçäàíà ïðè ïîìîùè fix, ìû ñòðîèì àáñòðàêöèþ
íà ññûëêå íà çàïèñü ñ ìåòîäàìè, è ñîçäàåì ýòó çàïèñü ñ ñàìîãî íà÷àëà. À
èìåííî, ìû ñòðîèì ýêçåìïëÿð êëàññà, âûäåëÿÿ ÿ÷åéêó äëÿ åãî ìåòîäîâ â ïà-
ìÿòè (è ïðèñâàèâàÿ åé çíà÷åíèå-çàãëóøêó), çàòåì ñòðîèì íàñòîÿùèå ìåòîäû
(è ïåðåäàåì èì óêàçàòåëü íà ÿ÷åéêó ïàìÿòè, ÷åðåç êîòîðóþ îíè äåëàþò ðåêóð-
ñèâíûå âûçîâû), è, íàêîíåö, ìåíÿåì çíà÷åíèå â ÿ÷åéêå, ÷òîáû îíà ñîäåðæàëà
íàñòîÿùèå ìåòîäû. Âîò, íàïðèìåð, ñíîâà setCounterClass:

setCounterClass =

λr:CounterRep. λself: Ref SetCounter.

{get = λ_:Unit. !(r.x),

set = λi:Nat. r.x:=i,

inc = λ_:Unit. (!self).set (succ ((! self).get unit ))};

� setCounterClass : CounterRep Ñ (Ref SetCounter) Ñ SetCounter

Ïàðàìåòð self � óêàçàòåëü íà ÿ÷åéêó, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ìåòîäû òåêó-
ùåãî îáúåêòà. Ïðè âûçîâå setCounterClass ýòà ÿ÷åéêà èíèöèàëèçèðóåòñÿ
çíà÷åíèåì-çàãëóøêîé:

dummySetCounter =

{get = λ_:Unit. 0,

set = λi:Nat. unit ,

inc = λ_:Unit. unit};

� dummySetCounter : SetCounter

newSetCounter =

λ_:Unit.
let r = {x=ref 1} in

let cAux = ref dummySetCounter in

(cAux := (setCounterClass r cAux); !cAux);

3Â ñóùíîñòè, ýòó æå èäåþ ìû èñïîëüçîâàëè ïðè ðåøåíèè óïðàæíåíèÿ 13.5.8. ß áëàãîäà-
ðåí Äæåéìñó Ðèëè çà ìûñëü î òîì, ÷òî ýòîò ïðèåì ìîæíî ïðèìåíèòü ïðè êîíñòðóèðîâàíèè
êëàññîâ, èñïîëüçóÿ êîâàðèàíòíîñòü òèïîâ Source.

�source�le� 269 Rev: �revision�, November 28, 2010



270 18.12. Áîëåå ýôôåêòèâíàÿ ðåàëèçàöèÿ

� newSetCounter : Unit Ñ SetCounter

Îäíàêî ïîñêîëüêó âñå îïåðàöèè ðàçûìåíîâàíèÿ (!self) çàùèùåíû ëÿìáäà-
àáñòðàêöèÿìè, íèêàêèõ îáðàùåíèé ê ÿ÷åéêå íå áóäåò äî òåõ ïîð, ïîêà ôóíêöèÿ
newSetCounter íå çàïèøåò â íå¼ íàñòîÿùåå çíà÷åíèå.

×òîáû îáåñïå÷èòü âîçìîæíîñòü ñîçäàíèÿ ïîäêëàññîâ setCounterClass,
òðåáóåòñÿ åùå íåìíîãî óòî÷íèòü åãî òèï. Êàæäûé êëàññ îæèäàåò, ÷òî åãî
ïàðàìåòð self áóäåò èìåòü òàêîé æå òèï, êàê çàïèñü ìåòîäîâ, êîòîðóþ îí ñî-
çäà¼ò. Òî åñòü, åñëè ìû îïðåäåëÿåì ïîäêëàññ ñ÷åò÷èêîâ ñ ïîäñ÷åòîì äîñòóïà,
ïàðàìåòð self â ýòîì êëàññå áóäåò óêàçàòåëåì íà çàïèñü ñ ìåòîäàìè ñ÷åò÷èêîâ
ñ ïîäñ÷åòîì äîñòóïà. Îäíàêî, êàê ìû âèäåëè â �15.5, òèïû Ref SetCounter

è Ref InstrCounter íåñîâìåñòèìû � íåâîçìîæíî ïðîäâèíóòü âòîðîé èç íèõ
è ïîëó÷èòü ïåðâûé. Ýòî ïðèâîäèò ê îøèáêå (ò. å., íåñîîòâåòñòâèþ òèïà ïàðà-
ìåòðà) ïðè ïîïûòêå ñîçäàíèÿ super â îïðåäåëåíèè instrCounterClass.

instrCounterClass =

λr:instrCounterRep. λself: Ref InstrCounter.

let super = setCounterClass r self in

{get = super.get ,

set = λi:Nat. (r.a:=succ (!(r.a)); super.set i),

inc = super.inc ,

accesses = λ_:Unit. !(r.a)};

� Error: parameter type mismatch

Ðàçðåøèòü ýòî çàòðóäíåíèå ìîæíî, çàìåíèâ êîíñòðóêòîð Ref â òè-
ïå self íà Source � ò. å. ïåðåäàâ â êëàññ òîëüêî ðàçðåøåíèå ÷è-
òàòü çíà÷åíèå ïî ññûëêå íà ìåòîäû, íî íå ðàçðåøåíèå òóäà ïèñàòü
(îíî êëàññó âñå ðàâíî íå íóæíî). Êàê ìû âèäåëè â �15.5, êîíñòðóêòîð
Source ðàçðåøàåò êîâàðèàíòíîå ïîäòèïèðîâàíèå � ò. å. âûïîëíÿåòñÿ óñëî-
âèå Source InstrCounter <: Source SetCounter, ïîýòîìó ñîçäàíèå super â
instrCounterClass áóäåò ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàíî.

setCounterClass =

λr:CounterRep. λself: Source SetCounter.

{get = λ_:Unit. !(r.x),

set = λi:Nat. r.x:=i,

inc = λ_:Unit. (!self).set (succ ((! self).get unit ))};

� setCounterClass : CounterRep Ñ (Source SetCounter) Ñ

SetCounter

instrCounterClass =

λr:InstrCounterRep. λself: Source InstrCounter.

let super = setCounterClass r self in

{get = super.get ,

set = λi:Nat. (r.a:=succ (!(r.a)); super.set i),

inc = super.inc ,

accesses = λ_:Unit. !(r.a)};

� instrCounterClass : InstrCounterRep Ñ
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(Source InstrCounter) Ñ InstrCounter

×òîáû ïîñòðîèòü îáúåêò-ñ÷åò÷èê ñ ïîäñ÷åòîì äîñòóïà, ìû ñíà÷àëà, êàê
è ðàíüøå, îïðåäåëÿåì çàãëóøêó-íàáîð ìåòîäîâ òàêîãî ñ÷åò÷èêà â êà÷åñòâå
íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ óêàçàòåëÿ self.

dummyInstrCounter =

{get = λ_:Unit. 0,

set = λi:Nat. unit ,

inc = λ_:Unit. unit ,

accesses = λ_:Unit. 0};

� dummyInstrCounter : InstrCounter

Çàòåì ìû ñîçäàåì îáúåêò, âûäåëÿÿ â ïàìÿòè ìåñòî äëÿ ïåðåìåííûõ ýêçåìïëÿ-
ðà è ìåòîäîâ, âûçûâàåì instrCounterClass, ÷òîáû ñîçäàòü íàñòîÿùèå ìåòî-
äû, è çàìåíÿåì çíà÷åíèå â ññûëî÷íîé ÿ÷åéêå.

newInstrCounter =

λ_:Unit.
let r = {x=ref 1, a=ref 0} in

let cAux = ref dummyInstrCounter in

(cAux := (instrCounterClass r cAux); !cAux);

� newInstrCounter : Unit Ñ InstrCounter

Êîä äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàáëèöû ìåòîäîâ (â instrCounterClass è â
setCounterClass) òåïåðü âûçûâàåòñÿ îäèí ðàç ïðè ñîçäàíèè îáúåêòà, à íå
ïðè êàæäîì âûçîâå ìåòîäà. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîáèâàåìñÿ ñâîåé öåëè, îä-
íàêî, ïî-ïðåæíåìó, íå ñòîëü ýôôåêòèâíî, êàê íàì òîãî õîòåëîñü áû: âåäü
òàáëèöà ìåòîäîâ, êîòîðóþ ìû êîíñòðóèðóåì äëÿ êàæäîãî îáúåêòà-ñ÷åò÷èêà ñ
ïîäñ÷åòîì äîñòóïà, âñåãäà îäíà è òà æå, òàê ÷òî, êàçàëîñü áû, ìû ìîãëè áû ïî-
ñòðîèòü åå îäèí ðàç ïðè îïðåäåëåíèè êëàññà è áîëüøå íå òðîãàòü. Â ãëàâå 27
ìû óâèäèì, êàê äîáèòüñÿ ýòîãî ïðè ïîìîùè îãðàíè÷åííîé êâàíòèôèêàöèè
(êîòîðàÿ îïèñàíà â ãëàâå 26).

18.13. Ðåçþìå

Â ïåðâîì ðàçäåëå ýòîé ãëàâû áûëè ïåðå÷èñëåíû íåñêîëüêî îòëè÷èòåëüíûõ
îñîáåííîñòåé îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ñòèëÿ. Âñïîìíèì ýòè õàðàêòåðèñòè-
êè è êðàòêî îáñóäèì, êàê îíè ñîîòíîñÿòñÿ ñ ïðèìåðàìè, ïðåäñòàâëåííûìè â
ýòîé ãëàâå.

1. Ìíîæåñòâåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Âñå îáúåêòû, ðàññìîòðåííûå íàìè
â ýòîé ãëàâå � ñ÷åò÷èêè, ò. å., ïðèíàäëåæàò ê òèïó Counter. Îäíàêî èõ
ïðåäñòàâëåíèÿ ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ: îò åäèíñòâåííîé ññûëî÷íîé ÿ÷åéêè
â �18.2 äî çàïèñè, ñîäåðæàùåé íåñêîëüêî ññûëîê, â �18.9. Êàæäûé îáú-
åêò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàïèñü, ñîñòîÿùóþ èç ôóíêöèé, êîòîðûå ñëóæàò
äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ òèïà Counter (è, âîçìîæíî, êàêèõ-òî åùå), ñî-
îòâåòñòâóþùåé âíóòðåííåìó ïðåäñòàâëåíèþ ýòîãî îáúåêòà.
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2. Èíêàïñóëÿöèÿ. Òî, ÷òî ïåðåìåííûå ýêçåìïëÿðà êàæäîãî îáúåêòà äî-
ñòóïíû òîëüêî âíóòðè åãî ìåòîäîâ, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç íàøåãî
ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ îáúåêòîâ � ÷åðåç ïåðåäà÷ó çàïèñè ïåðåìåííûõ ýê-
çåìïëÿðà â ôóíêöèþ-êîíñòðóêòîð, ñîçäàþùóþ ìåòîäû. Î÷åâèäíî, ÷òî
èìåíà ïåðåìåííûõ ýêçåìïëÿðà ìîæíî óâèäåòü òîëüêî èçíóòðè ìåòîäîâ

3. Ïîäòèïèðîâàíèå ìåæäó òèïàìè îáúåêòîâ â íàøåé ðåàëèçàöèè � ýòî
ïðîñòî îáûêíîâåííîå ïîäòèïèðîâàíèå ìåæäó òèïàìè çàïèñåé, ñîñòîÿùèõ
èç ôóíêöèé.

4. Íàñëåäîâàíèå ðåàëèçàöèé. Ìû ìîäåëèðîâàëè íàñëåäîâàíèå ðåàëèçà-
öèé ÷åðåç êîïèðîâàíèå ðåàëèçàöèé ìåòîäîâ èç ñóùåñòâóþùåãî íàäêëàñ-
ñà â íîâûé ïîäêëàññ. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò íåñêîëüêî èíòåðåñíûõ òåõ-
íè÷åñêèõ äåòàëåé: ñòðîãî ãîâîðÿ, êàê íàäêëàññ, òàê è íîâûé ïîäêëàññ
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôóíêöèè èç ïåðåìåííûõ ýêçåìïëÿðà â çàïèñü, ñî-
ñòîÿùóþ èç ìåòîäîâ. Ïîäêëàññ ïðèíèìàåò ñâîè ïåðåìåííûå ýêçåìïëÿðà
â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà, çàòåì ñîçäàåò ýêçåìïëÿð íàäêëàññà ñ ïîëó÷åííû-
ìè ïåðåìåííûìè è ïîëó÷àåò çàïèñü ìåòîäîâ íàäêëàññà, ðàáîòàþùèõ ñ
òåìè æå ñàìûìè ïåðåìåííûìè.

5. Îòêðûòàÿ ðåêóðñèÿ. Îòêðûòàÿ ðåêóðñèÿ, îáåñïå÷èâàåìàÿ â íàñòî-
ÿùèõ îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ ÿçûêàõ ÷åðåç ïåðåìåííóþ self (èëè
this), ìîäåëèðóåòñÿ íàìè ÷åðåç àáñòðàêöèþ íå òîëüêî ïî ïåðåìåííûì
ýêçåìïëÿðà, íî è ïî ïàðàìåòðó self, êîòîðûé ìåòîäû ìîãóò èñïîëüçî-
âàòü äëÿ îáðàùåíèÿ ê äðóãèì ìåòîäàì òîãî æå îáúåêòà. Ýòîò ïàðàìåòð
ïîëó÷àåò çíà÷åíèå ïðè ñîçäàíèè îáúåêòà, êîãäà ìû ¾çàâÿçûâàåì óçåë¿
ïðè ïîìîùè fix.

Óïðàæíåíèå 18.13.1 r� � �s: Åùå îäíî ñâîéñòâî îáúåêòîâ, êîòîðîå ÷àñòî
îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì, � ïîíÿòèå òîæäåñòâà îáúåêòîâ (object identity), îïå-
ðàöèÿ sameObject, êîòîðàÿ âîçâðàùàåò true â òîì ñëó÷àå, åñëè îáà åå àð-
ãóìåíòà ïðè âû÷èñëåíèè äàþò îäèí è òîò æå îáúåêò, è false, åñëè îíè
èìåþò çíà÷åíèåì îáúåêòû, ñîçäàííûå â ðàçíîå âðåìÿ (ðàçëè÷íûìè âûçîâà-
ìè ôóíêöèé new). Êàê ìîæíî ðàñøèðèòü ìîäåëü îáúåêòîâ èç ýòîé ãëàâû,
÷òîáû ââåñòè ïîääåðæêó òîæäåñòâà îáúåêòîâ?

18.14. Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ïðåäñòàâëåíèå îáúåêòîâ � íåèññÿêàåìûé èñòî÷íèê ïðèìåðîâ è çàäà÷ äëÿ
ñîîáùåñòâà èññëåäîâàòåëåé ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îäíî èç ïåðâûé ðåøå-
íèé áûëî äàíî Ðåéíîëüäñîì (Reynolds, 1978); âñåîáùèé èíòåðåñ ê ýòîé çàäà÷å
ïðîáóäèëà ñòàòüÿ Êàðäåëëè (Cardelli, 1984). Ïîíÿòèå î self êàê î íåïîäâèæ-
íîé òî÷êå áûëî ðàçðàáîòàíî Êóêîì (Cook, 1989), Êóêîì è Ïàëñáåðãîì (Cook
and Palsberg, 1989), Êàìèíîì (Kamin, 1988) è Ðåääè (Reddy, 1988); ñâÿçè ìåæ-
äó ýòèìè ìîäåëÿìè èññëåäîâàëèñü Êàìèíîì è Ðåääè (Kamin and Reddy, 1994),
à òàêæå Áðþñîì (Bruce, 1991).

Íåêîòîðûå âàæíûå ðàííèå ðàáîòû â ýòîé îáëàñòè ñîáðàíû â êíèãå Gunter
and Mitchell, 1994. Îáçîð áîëåå ïîçäíèõ äîñòèæåíèé ìîæíî íàéòè ó Áðþ-
ñà, Êàðäåëëè è Ïèðñà (Bruce, Cardelli, and Pierce, 1999), à òàêæå ó Àáàäè è
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Êàðäåëëè (Abadi and Cardelli, 1996). Áðþñ (Bruce, 2002) äàåò ñîâðåìåííóþ
êàðòèíó èññëåäîâàíèé â ýòîé îáëàñòè. Àëüòåðíàòèâíûå ïîäõîäû ê îñíîâàì
îáúåêòîâ è èõ ñèñòåì òèïîâ ìîæíî íàéòè ó Ïàëñáåðãà è Øâàðöáàõà (Palsberg
and Schwartzbach, 1994) è ó Êàñòàíüè (Castagna, 1997).

Äîïîëíèòåëüíûå èñòîðè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ ìîæíî íàéòè â êîíöå ãëàâû 32.

Íàñëåäîâàíèþ ðåàëèçàöèé
ïðèäàåòñÿ ÷ðåçìåðíî áîëüøîå
çíà÷åíèå.

Ãðàäè Áó÷
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Ãëàâà 19

Ðàñøèðåííûé ïðèìåð:

Îáëåã÷åííàÿ Java

Â ãë. 18 ìû âèäåëè, êàê ñ ïîìîùüþ ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ ñ ïîäòèïàìè, çà-
ïèñÿìè è ññûëêàìè ìîæíî ñìîäåëèðîâàòü íåêîòîðûå êëþ÷åâûå êîíñòðóê-
öèè îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Íàøåé öåëüþ áûëî äî-
áèòüñÿ áîëåå ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ ýòèõ êîíñòðóêöèé ïóòåì èõ êîäèðîâàíèÿ
(encoding) â òåðìèíàõ áîëåå ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ ÿçûêà. Â ýòîé ãëàâå ìû èñ-
ïîëüçóåì äðóãîé ïîäõîä è ïîêàæåì, êàê àäàïòèðîâàòü èäåè èç ïðåäûäóùèõ
ãëàâ, ÷òîáû íàïðÿìóþ îïèñàòü áàçîâûé îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûé ÿçûê íà
îñíîâå Java. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü óæå çíàêîì ñ Java.

19.1. Ââåäåíèå

Ôîðìàëüíîå ìîäåëèðîâàíèå ìîæåò îêàçàòü áîëüøóþ ïîìîùü â ïðîåêòèðî-
âàíèè ñëîæíûõ èñêóññòâåííûõ îáúåêòîâ, òàêèõ êàê ÿçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Ñ ïîìîùüþ ôîðìàëüíîé ìîäåëè ìîæíî òî÷íî îïèñàòü íåêîòîðûé àñïåêò ïðî-
åêòèðóåìîãî îáúåêòà, ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü åãî ñâîéñòâà, è îáðàòèòü
âíèìàíèå íà ïðîáëåìû, êîòîðûå â äðóãîì ñëó÷àå îñòàëèñü áû íåçàìå÷åííû-
ìè. Îäíàêî ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè âñåãäà íàëè÷åñòâóåò ïðîòèâîðå÷èå ìåæäó
ïîëíîòîé è êîìïàêòíîñòüþ: ÷åì áîëüøå àñïåêòîâ îáúåêòà ìîäåëü îòðàæàåò,
òåì áîëåå ãðîìîçäêîé îíà îêàçûâàåòñÿ. ×àñòî èìååò ñìûñë ïðåäïî÷åñòü ìî-
äåëü ìåíåå ïîëíóþ, íî áîëåå êîìïàêòíóþ, è ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíóþ îòäà÷ó
ïðè ìèíèìàëüíûõ çàòðàòàõ. Ýòó ñòðàòåãèþ ìîæíî íàáëþäàòü âî ìíîæåñòâå
íåäàâíèõ ñòàòåé ïî ôîðìàëüíûì ñâîéñòâàì Java, â êîòîðûõ èãíîðèðóþòñÿ òà-
êèå ñëîæíûå ÷åðòû ÿçûêà, êàê ïàðàëëåëèçì è ðåôëåêñèÿ, à îñíîâíîå âíèìà-
íèå êîíöåíòðèðóåòñÿ íà òåõ ôðàãìåíòàõ ÿçûêà, ãäå ìîæíî ïðèìåíèòü õîðîøî
èçó÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå ìåõàíèçìû.

Ïðèìåðû â ýòîé ãëàâå ÿâëÿþòñÿ òåðìàìè Îáëåã÷åííîé Java (ðèñ. 19.1�19.4). Ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ðåàëèçàöèè íà OCaml íå ñóùåñòâóåò, íî, ïîñêîëüêó Îáëåã÷åííàÿ Java ñïðîåê-
òèðîâàíà êàê ñòðîãîå ïîäìíîæåñòâî Java, ëþáàÿ ðåàëèçàöèÿ Java ãîäèòñÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ
ïðèìåðîâ.
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Îáëåã÷åííàÿ Java (Featherweight Java, FJ) áûëà ïðåäëîæåíà â ñòàòüå Èãà-
ðàñè, Ïèðñà è Óîäëåðà (Igarashi, Pierce, and Wadler, 1999) â êà÷åñòâå îäíîãî
èç âàðèàíòîâ ìèíèìàëüíîãî ÿäðà (minimal core), íà îñíîâå êîòîðîãî ìîæíî
ñìîäåëèðîâàòü ñèñòåìó òèïîâ Java. FJ ìàíèàêàëüíî ïðèäåðæèâàåòñÿ ïðèíöè-
ïà êîìïàêòíîñòè, îòäàâàÿ åìó ïðåäïî÷òåíèå ïåðåä ïîëíîòîé. Â ýòîì ÿçûêå
îñòàåòñÿ òîëüêî ïÿòü âèäîâ òåðìîâ: ñîçäàíèå îáúåêòà, âûçîâ ìåòîäà, äîñòóï ê
ïîëþ, ïðèâåäåíèå òèïà è ïåðåìåííàÿ. Ñèíòàêñèñ, ïðàâèëà òèïèçàöèè è îïåðà-
öèîííàÿ ñåìàíòèêà ÿçûêà ëåãêî óìåùàþòñÿ íà îäíîé ñòðàíèöå ôîðìàòà A4.
Â ñóùíîñòè, öåëüþ ïðîåêòà áûëî îòáðîñèòü êàê ìîæíî áîëüøå êîíñòðóêöèé
(âêëþ÷àÿ ïðèñâàèâàíèå), íî ñîõðàíèòü îñíîâíûå ÷åðòû òèïèçàöèè â Java. Ñó-
ùåñòâóåò ïðîñòîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó FJ è ÷èñòî ôóíêöèîíàëüíûì ÿäðîì
Java, â òîì ñìûñëå, ÷òî âñÿêàÿ ïðîãðàììà íà FJ ÿâëÿåòñÿ áóêâàëüíî åùå è
ïðîãðàììîé íà Java.

FJ ëèøü íåíàìíîãî ïðåâûøàåò ïî ðàçìåðó ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå èëè îáú-
åêòíîå èñ÷èñëåíèå Àáàäè è Êàðäåëëè (Abadi and Cardelli, 1996). FJ íàìíî-
ãî ìåíüøå, ÷åì äðóãèå ôîðìàëüíûå ìîäåëè Java-ïîäîáíûõ ÿçûêîâ, îñíî-
âàííûõ íà êëàññàõ, â òîì ÷èñëå ìîäåëè Äðîññîïóëó, Àéçåíáàõà è Õóðøèäà
(Drossopoulou, Eisenbach, and Khurshid, 1999), Ñàéìà (Syme, 1997), Íèïêîâà
è Îõàéìáà (Nipkow and von Oheimb, 1998), à òàêæå Ôëàòòà, Êðèøíàìóðòè
è Ôåëëåéñåíà (Flatt, Krishnamurthi, and Felleisen, 1998a,b). Áëàãîäàðÿ ñâîåìó
ðàçìåðó, FJ ìîæåò êîíöåíòðèðîâàòüñÿ òîëüêî íà íåñêîëüêèõ êëþ÷åâûõ âîïðî-
ñàõ. Íàïðèìåð, êàê ìû óâèäèì, ïðèâåäåíèå òèïà â Java îïèñûâàåòñÿ ñëîæíåå,
÷åì ìîæíî áûëî áû ïðåäïîëîæèòü.

Îñíîâíîå ïðèìåíåíèå FJ � ìîäåëèðîâàíèå ðàñøèðåíèé Java. Ïîñêîëüêó
ñàìà FJ î÷åíü ìàëà, â å¼ ðàìêàõ ìîæíî óäåëèòü âñå âíèìàíèå êëþ÷åâûì
àñïåêòàì êîíêðåòíîãî ðàñøèðåíèÿ. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó äîêàçàòåëüñòâî òè-
ïîâîé áåçîïàñíîñòè FJ âåñüìà ïðîñòî, ìîæíî ïîñòðîèòü ñòðîãîå äîêàçàòåëü-
ñòâî äàæå äëÿ äîâîëüíî áîëüøîãî ðàñøèðåíèÿ. Ïåðâàÿ æå ñòàòüÿ î FJ ïðî-
äåìîíñòðèðîâàëà ýòî ñâîéñòâî, äîáàâèâ â FJ îáîáùåííûå êëàññû è ìåòîäû ïî
îáðàçöó GJ (Bracha, Odersky, Stoutamire, and Wadler, 1998). Â ñëåäóþùåé ñòà-
òüå (Igarashi, Pierce, and Wadler, 2001) áûëî ïîñòðîåíî ôîðìàëüíîå îïèñàíèå
ñûðûõ (raw) òèïîâ, ââåäåííûõ â GJ, ÷òîáû îáëåã÷èòü ïåðåïèñûâàíèå Java-
ïðîãðàìì íà GJ. Èãàðàñè è Ïèðñ (Igarashi and Pierce, 2000) èñïîëüçîâàëè FJ
êàê îñíîâó äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ âíóòðåííèõ êëàññîâ (inner classes) â Java.
Êðîìå òîãî, FJ èñïîëüçîâàëàñü äëÿ èçó÷åíèÿ êîìïèëÿöèè ñ ñîõðàíåíèåì òè-
ïîâ (League, Trifonov, and Shao, 2001), à òàêæå ñåìàíòè÷åñêèõ îñíîâàíèé Java
(Studer, 2001).

Öåëüþ ðàçðàáîòêè FJ áûëî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå óïðîùåíèå è ñîêðàùå-
íèå äîêàçàòåëüñòâà òèïîâîé áåçîïàñíîñòè, ïðè ñîõðàíåíèè âîçìîæíîñòè ëåã-
êî ðàñïðîñòðàíèòü åãî íà îñíîâíûå êîíñòðóêöèè ïîëíîé âåðñèè Java. Âñÿêàÿ
êîíñòðóêöèÿ, êîòîðàÿ óäëèíÿëà äîêàçàòåëüñòâî, ñóùåñòâåííî íå èçìåíÿÿ åãî,
ïîäëåæàëà óäàëåíèþ. Êàê è â äðóãèõ èññëåäîâàòåëüñêèõ ïðîåêòàõ òàêîãî ðî-
äà, â FJ îòñóòñòâóþò òàêèå ïðîäâèíóòûå âîçìîæíîñòè ÿçûêà, êàê ïàðàëëå-
ëèçì è ðåôëåêñèÿ. Òàêæå îòñóòñòâóþò è ìíîãèå äðóãèå êîíñòðóêöèè Java:
ïðèñâàèâàíèå, èíòåðôåéñû, ïåðåãðóçêà ôóíêöèé, ïîñûëêà ñîîáùåíèé ïåðå-
ìåííîé super, íóëåâûå óêàçàòåëè, áàçîâûå òèïû (int, bool), îáúÿâëåíèÿ àá-
ñòðàêòíûõ ìåòîäîâ, âíóòðåííèå êëàññû, çàìåùåíèå ïîëåé íàäêëàññà ïîëÿìè
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ïîäêëàññà, êîíòðîëü äîñòóïà (public, private è ò. ä.), à òàêæå èñêëþ÷åíèÿ.
Ñâîéñòâà Java, êîòîðûå îñòàþòñÿ â FJ, � âçàèìíî ðåêóðñèâíûå îïðåäåëåíèÿ
êëàññîâ, ñîçäàíèå îáúåêòîâ, äîñòóï ê ïîëÿì, âûçîâ ìåòîäîâ, ïåðåîïðåäåëå-
íèå ìåòîäîâ â ïîäêëàññàõ, ðåêóðñèÿ ìåæäó ìåòîäàìè ñ èñïîëüçîâàíèåì this,
ïîäòèïèðîâàíèå è ïðèâåäåíèå òèïîâ.

Ãëàâíîå óïðîùåíèå, ïðèíÿòîå â FJ � îòñóòñòâèå ïðèñâàèâàíèÿ. Ìû ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî çíà÷åíèÿ âñåõ ïîëåé îáúåêòà óñòàíàâëèâàþòñÿ â êîíñòðóêòîðå
è áîëåå íå ìåíÿþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, FJ îêàçûâàåòñÿ ¾ôóíêöèîíàëüíûì ïîä-
ìíîæåñòâîì¿ Java, â êîòîðîé ìíîãèå èäèîìû ÿçûêà, íàïðèìåð, èñïîëüçîâàíèå
ïåðå÷èñëåíèé, ïðåäñòàâèòü íåâîçìîæíî. Òåì íå ìåíåå, ýòî ïîäìíîæåñòâî âû-
÷èñëèòåëüíî ïîëíî (íåñëîæíî çàêîäèðîâàòü â íåì ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå) è äî-
ñòàòî÷íî âåëèêî, ÷òîáû âêëþ÷àòü ïîëåçíûå ïðîãðàììû � íàïðèìåð, ìíîãèå
ïðîãðàììû èç êíèãè Ôåëëåéñåíà è Ôðèäìàíà (Felleisen and Friedman, 1998)
íàïèñàíû â ÷èñòî ôóíêöèîíàëüíîì ñòèëå.

19.2. Îáçîð

Ïðîãðàììà íà FJ ñîñòîèò èç íàáîðà îïðåäåëåíèé êëàññîâ è òåðìà, ïîä-
ëåæàùåãî âû÷èñëåíèþ, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò òåëó ìåòîäà main â Java. Âîò
íåñêîëüêî òèïè÷íûõ îïðåäåëåíèé êëàññîâ íà FJ.

class A extends Object { A() { super (); } }

class B extends Object { B() { super (); } }

class Pair extends Object {

Object fst;

Object snd;

// Êîíñòðóêòîð:

Pair(Object fst , Object snd) {

super (); this.fst=fst; this.snd=snd; }

// Îïðåäåëåíèå ìåòîäà:

Pair setfst(Object newfst) {

return new Pair(newfst , this.snd); } }

Ðàäè ñèíòàêñè÷åñêîãî åäèíîîáðàçèÿ ìû âñåãäà óêàçûâàåì íàäêëàññ (äà-
æå åñëè ýòî Object), âñåãäà çàïèñûâàåì êîíñòðóêòîð (äàæå äëÿ òðèâèàëüíûõ
êëàññîâ A è B), è âñåãäà óêàçûâàåì îáúåêò-ïîëó÷àòåëü ïðè äîñòóïå ê ïîëþ èëè
âûçîâå ìåòîäà (ñêàæåì, this.snd), äàæå åñëè ýòî this. Êîíñòðóêòîðû âñåãäà
èìåþò îäíó è òó æå æåñòêóþ ñòðóêòóðó: åñòü ïî îäíîìó àðãóìåíòó íà êàæ-
äîå ïîëå, ñ òåì æå èìåíåì, ÷òî è ó ïîëÿ; â íà÷àëå äëÿ èíèöèàëèçàöèè ïîëåé
íàäêëàññà âûçûâàåòñÿ êîíñòðóêòîð super; çàòåì îñòàâøèåñÿ ïîëÿ èíèöèàëè-
çèðóþòñÿ çíà÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðîâ. Â íàøåì ïðèìåðå íàä-
êëàññîì âñåõ ïðèâåäåííûõ êëàññîâ ñëóæèò Object, â êîòîðîì íèêàêèõ ïîëåé
íåò, òàê ÷òî âûçîâû super íå èìåþò àðãóìåíòîâ. Êîíñòðóêòîðû � åäèíñòâåí-
íîå ìåñòî, â êîòîðîì â ïðîãðàììàõ íà FJ âñòðå÷àþòñÿ super è îïåðàòîð =.
Ïîñêîëüêó â FJ íåò îïåðàöèé ñ ïîáî÷íûìè ýôôåêòàìè, òåëî ìåòîäà âñåãäà
ñîñòîèò èç îïåðàòîðà return, êîòîðûé âîçâðàùàåò òåðì, êàê èçîáðàæåíî íà
ïðèìåðå setfst().
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Â FJ åñòü ïÿòü âèäîâ òåðìîâ. Â íàøåì ïðèìåðå new A(), new B()

è new Pair(...) � êîíñòðóêòîðû îáúåêòîâ (object constructors), à
<...>.setfst(...) � âûçîâ ìåòîäà (method invocation). Â òåëå setfst, òåðì
this.snd ÿâëÿåòñÿ îáðàùåíèåì ê ïîëþ, à newfst è this � ïåðåìåííûå.1 Â
êîíòåêñòå ïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèé, òåðì

new Pair(new A(), new B()). setfst(new B())

äàåò ïðè âû÷èñëåíèè new pair(new B(), new B()).
Ïîñëåäíèé, ïÿòûé âèä òåðìîâ � ïðèâåäåíèå òèïà (cast) (ñì. 15.5). Òåðì

((Pair)new Pair(new Pair(new A(), new B()),

new A()). fst).snd

äàåò ïðè âû÷èñëåíèè new B(). Ïîäòåðì (Pair)t, ãäå t ðàâíÿåòñÿ new

Pair(...).fst, ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåíèåì òèïà. Ýòî ïðèâåäåíèå íåîáõîäèìî, ïî-
ñêîëüêó t � îáðàùåíèå ê ïîëþ fst, ïðî êîòîðîå îáúÿâëåíî, ÷òî îíî ñîäåðæèò
îáúåêò òèïà Object, òîãäà êàê ñëåäóþùåå îáðàùåíèå ê ïîëþ snd îïðåäåëåíî
òîëüêî äëÿ îáúåêòîâ òèïà Pair. Âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ
ïðîâåðÿò, ïðèíàäëåæèò ëè îáúåêò êëàññà Object, õðàíèìûé â ïîëå fst, êëàññó
Pair (â äàííîì ñëó÷àå ïðîâåðêà áóäåò óñïåøíîé).

Îòêàç îò ïîáî÷íûõ ýôôåêòîâ ñàì ïðèâîäèò ê ïðèÿòíîìó ïîáî÷íîìó ýô-
ôåêòó: âû÷èñëåíèå ìîæíî öåëèêîì ôîðìàëèçîâàòü â ðàìêàõ ñèíòàêñèñà
FJ, íå îáðàùàÿñü ê äîïîëíèòåëüíûì ìåõàíèçìàì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êó÷è
(ñì. ãë. 13). Åñòü òðè îñíîâíûõ ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ: îäíî äëÿ îáðàùåíèÿ ê
ïîëþ, îäíî äëÿ âûçîâà ìåòîäà è îäíî äëÿ ïðèâåäåíèÿ òèïà. Íàïîìíèì, ÷òî
â ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèè ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïðèìåíåíèé ïðåäïîëàãàåò, ÷òî
ôóíêöèÿ ñâåäåíà ê ëÿìáäà-àáñòðàêöèè. Àíàëîãè÷íî, â FJ ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ
ïðåäïîëàãàþò, ÷òî îáúåêò, íàä êîòîðûì âåäåòñÿ ðàáîòà, ñâåäåí ê òåðìó new. Â
ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèè äåéñòâóåò ëîçóíã ¾âñå íà ñâåòå � ôóíêöèè¿, çäåñü � ¾âñå
íà ñâåòå � îáúåêòû¿.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò ïðàâèëî äëÿ îáðàùåíèÿ ê ïîëÿì
(E-ProjNew) â äåéñòâèè:

new Pair(new A(), new B()).sndÑ new B()

Ïîñêîëüêó äåéñòâóåò æåñòêèé ñèíòàêñèñ êîíñòðóêòîðîâ îáúåêòîâ, òî ìû çíà-
åì, ÷òî êîíñòðóêòîð ñîäåðæèò ïî îäíîìó ïàðàìåòðó äëÿ êàæäîãî ïîëÿ, â òîì
æå ïîðÿäêå, â êîòîðîì ýòè ïîëÿ îáúÿâëåíû. Çäåñü ýòî ïîëÿ fst è snd, è îá-
ðàùåíèå ê ïîëþ snd âûáèðàåò âòîðîé ïàðàìåòð.

Âîò êàê äåéñòâóåò ïðàâèëî äëÿ âûçîâà ìåòîäîâ (E-InvkNew):

new Pair (new A(), new B()).setfst(new B())

Ñ

�
newfst ÞÑ new B(),

this ÞÑ new Pair(new A(),new B())

�
new Pair(newfst, this.snd)

ò. å., new Pair(new B(), new Pair(new A(), new B()).snd)

1Â îòëè÷èå îò Java, â ñèíòàêñèñå FJ this ñ÷èòàåòñÿ ïåðåìåííîé, à íå êëþ÷åâûì ñëîâîì
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Ïîëó÷àòåëåì ïðè âûçîâå ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ îáúåêò new Pair(new A(), new

B()), òàê ÷òî ìû èùåì ìåòîä setfst â êëàññå Pair è âèäèì, ÷òî ýòîò ìå-
òîä èìååò ôîðìàëüíûé ïàðàìåòð newfst è òåëî new Pair(newfst, this.snd).
Âûçîâ ìåòîäà ñâîäèòñÿ ê òåëó, â êîòîðîì ôîðìàëüíûé ïàðàìåòð çàìåíÿåòñÿ
íà ðåàëüíûé, à îñîáàÿ ïåðåìåííàÿ this çàìåíÿåòñÿ íà îáúåêò-ïîëó÷àòåëü.
Ýòî ïîõîæå íà ïðàâèëî áåòà-ðåäóêöèè (E-AppAbs) â ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèè. Îñ-
íîâíûõ îòëè÷èé äâà: à) êëàññ ïîëó÷àòåëÿ îïðåäåëÿåò, ãäå ñëåäóåò èñêàòü
òåëî ìåòîäà (ïðè ýòîì ïîääåðæèâàåòñÿ ïåðåîïðåäåëåíèå ìåòîäîâ â ïîäêëàñ-
ñàõ) è á) ïåðåìåííàÿ this çàìåíÿåòñÿ íà îáúåêò-ïîëó÷àòåëü ñîîáùåíèÿ (ïðè
ýòîì ïîääåðæèâàåòñÿ ¾îòêðûòàÿ ðåêóðñèÿ ÷åðåç self¿).2 Êàê è â ëÿìáäà-
èñ÷èñëåíèè, â ÿçûêå FJ ñèòóàöèÿ, êîãäà ïàðàìåòð âñòðå÷àåòñÿ â òåëå áîëåå
îäíîãî ðàçà, ìîæåò ïðèâåñòè ê ðàçìíîæåíèþ çíà÷åíèé àðãóìåíòà. Íî ïîñêîëü-
êó íå èìååòñÿ ïîáî÷íûõ ýôôåêòîâ, ýòî ðàçëè÷èå ñî ñòàíäàðòíîé ñåìàíòèêîé
Java íåâîçìîæíî îáíàðóæèòü.

Âîò êàê äåéñòâóåò ïðàâèëî äëÿ ïðèâåäåíèÿ òèïîâ (E-CastNew):

(Pair)new Pair(new A(), new B())Ñ new Pair(new A(), new B())

Ïîñëå òîãî, êàê àðãóìåíò ïðèâåäåíèÿ ñâåäåí ê îáúåêòó, íåòðóäíî ïðîâåðèòü,
÷òî êëàññ êîíñòðóêòîðà ÿâëÿåòñÿ ïîäêëàññîì êëàññà, ê êîòîðîìó îí ïðèâîäèò-
ñÿ. Åñëè ýòî òàê (êàê â íàøåì ñëó÷àå), ïðàâèëî ðåäóêöèè óáèðàåò ïðèâåäåíèå.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êàê â òåðìå (A)new B(), íèêàêîå ïðàâèëî íå ïðèìåíèìî,
è âû÷èñëåíèå îêàçûâàåòñÿ â òóïèêå (stuck), ÷òî ïðèâîäèò ê ñîîáùåíèþ îá
îøèáêå âðåìåíè âûïîëíåíèÿ.

Âû÷èñëåíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ â òóïèêå â îäíîì èç òðåõ ñëó÷àåâ: ïðè ïîïûò-
êå îáðàòèòüñÿ ê ïîëþ, íå îáúÿâëåííîìó â äàííîì êëàññå; ïðè ïîïûòêå âûçâàòü
ìåòîä, íå îïðåäåëåííûé äëÿ äàííîãî êëàññà (¾íåïîíÿòíîå ñîîáùåíèå¿), ëèáî
ïðè ïîïûòêå ïðèâåñòè îáúåêò ê ÷åìó-òî, ÷òî íå ÿâëÿåòñÿ íàäêëàññîì òåêóùåãî
êëàññà îáúåêòà. Ìû äîêàæåì, ÷òî ïåðâûå äâà ñëó÷àÿ íèêîãäà íå âñòðå÷àþòñÿ
â ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûõ ïðîãðàììàõ, à òðåòèé íèêîãäà íå âñòðå÷àåòñÿ
â ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûõ ïðîãðàììàõ áåç ïðèâåäåíèÿ âíèç (à òàêæå áåç
¾ãëóïûõ ïðèâåäåíèé¿ � ýòîò òåõíè÷åñêèé òåðìèí ðàçúÿñíÿåòñÿ íèæå).

Ìû ïðèíèìàåì ñòàíäàðòíóþ ñòðàòåãèþ âû÷èñëåíèÿ ñ âûçîâîì ïî çíà÷å-
íèþ. Âîò øàãè âû÷èñëåíèÿ âòîðîãî ïðèâåäåííîãî íàìè òåðìà-ïðèìåðà. Ïîä-
ëåæàùèé ðåäóêöèè ïîäòåðì íà êàæäîì øàãå ïîä÷åðêíóò.

((Pair) (new Pair(new Pair(new A(),new B()), new A()).fst.snd

Ñ ((Pair)new Pair(new A(),new B())).snd

Ñ new Pair(new A(),new B()).snd

Ñ new B()

19.3. Èìåííûå è ñòðóêòóðíûå ñèñòåìû òèïîâ

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ôîðìàëüíîìó îïðåäåëåíèþ FJ, ñëåäóåò èññëåäîâàòü
îäíî ñóùåñòâåííîå ñòèëèñòè÷åñêîå ðàçëè÷èå ìåæäó FJ (è Java), ñ îäíîé ñòî-
ðîíû, è âàðèàíòàìè òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ (ðàññìàòðèâàåìîãî

2×èòàòåëü, çíàêîìûé ñ èñ÷èñëåíèåì îáúåêòîâ Àáàäè è Êàðäåëëè (Abadi and Cardelli,
1996), óâèäèò ìíîãî îáùåãî è ñ èõ ïðàâèëîì ς-ðåäóêöèè.
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â ýòîé êíèãå), ñ äðóãîé. Ðàçëè÷èå ýòî êàñàåòñÿ ñòàòóñà èìåí òèïîâ (type
names).

Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ìû ÷àñòî ââîäèëè êðàòêèå èìåíà äëÿ äëèííûõ èëè
ñëîæíûõ òèïîâ, ÷òîáû óëó÷øèòü ÷èòàåìîñòü ïðèìåðîâ, íàïðèìåð:

NatPair = {fst:Nat , snd:Nat};

Ðîëü ýòèõ îïðåäåëåíèé ÷èñòî êîñìåòè÷åñêàÿ: èìÿ NatPair ñëóæèò ïðîñòûì
ñîêðàùåíèåì äëÿ {fst:Nat,snd:Nat}, è äâà ýòèõ âûðàæåíèÿ âçàèìîçàìåíèìû
â ëþáîì êîíòåêñòå. Íàøè ôîðìàëüíûå îïèñàíèÿ ðàçëè÷íûõ èñ÷èñëåíèé íå
óïîìèíàþò òàêèå ñîêðàùåíèÿ.

Íàïðîòèâ, â Java, êàê è âî ìíîãèõ äðóãèõ øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûõ ÿçû-
êàõ, îïðåäåëåíèÿ òèïîâ èãðàþò íàìíîãî áîëåå âàæíóþ ðîëü. Êàæäûé ñîñòàâ-
íîé òèï, èñïîëüçóåìûé â ïðîãðàììå íà Java, èìååò èìÿ, è êîãäà ìû îáúÿâëÿ-
åì òèï ëîêàëüíîé ïåðåìåííîé, ïîëÿ èëè ïàðàìåòðà ìåòîäà, ìû âñåãäà äåëàåì
ýòî, äàâàÿ åìó èìÿ. ¾Ãîëûå¿ òèïû âðîäå {fst:Nat,snd:Nat} ïðîñòî íå ìîãóò
îêàçàòüñÿ â ýòèõ ñèíòàêñè÷åñêèõ ïîçèöèÿõ.

Èìåíà òèïîâ èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü â îòíîøåíèè ïîäòèïèðîâàíèÿ â Java.
Êàæäûé ðàç, êîãäà ââîäèòñÿ íîâîå èìÿ (â îïðåäåëåíèè êëàññà èëè èíòåð-
ôåéñà), ïðîãðàììèñò äîëæåí ÿâíî îáúÿâèòü, êàêèå êëàññû è èíòåðôåéñû
ðàñøèðÿåò (èëè, â ñëó÷àå íîâîãî êëàññà è óæå ñóùåñòâóþùåãî èíòåðôåéñà,
¾ðåàëèçóåò¿) íîâûé òèï. Êîìïèëÿòîð ïðîâåðÿåò ýòè îáúÿâëåíèÿ è óáåæäà-
åòñÿ, ÷òî âîçìîæíîñòè, ïðåäîñòàâëÿåìûå íîâûì êëàññîì èëè èíòåðôåéñîì,
äåéñòâèòåëüíî ðàñøèðÿþò âîçìîæíîñòè, èìåþùèåñÿ â êàæäîì íàäêëàññå è
íàäûíòåðôåéñå. Ýòà ïðîâåðêà ñîîòâåòñòâóåò ïîäòèïèðîâàíèþ çàïèñåé â òèïè-
çèðîâàííîì ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèè. Îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ îïðåäåëåíî ìåæ-
äó èìåíàìè òèïîâ, êàê ðåôëåêñèâíîå è òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå îòíîøåíèÿ
íåïîñðåäñòâåííîãî ïîäòèïà. Åñëè îäíî èìÿ íå îáúÿâëåíî êàê ïîäòèï äðóãîãî,
îíî èì è íå ÿâëÿåòñÿ.

Ñèñòåìû òèïîâ, ïîäîáíûå ñèñòåìå Java, â êîòîðûõ èìåíà òèïîâ ñóùåñòâåí-
íû, à ïîäòèïèðîâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ ÿâíî, íàçûâàþòñÿ èìåííûìè (nominal). Â
ýòîé êíèãå ïî áîëüøåé ÷àñòè âñòðå÷àþòñÿ ñèñòåìû òèïîâ, â êîòîðûõ èìåíà íå
èãðàþò áîëüøîé ðîëè, à ïîäòèïèðîâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïðÿìî íà ñòðóêòóðàõ
òèïîâ. Òàêèå ñèñòåìû òèïîâ íàçûâàþòñÿ ñòðóêòóðíûìè (structural).

Ó èìåííûõ ñèñòåì òèïîâ åñòü êàê ïðåèìóùåñòâà, òàê è íåäîñòàòêè â ñðàâ-
íåíèè ñî ñòðóêòóðíûìè. Âîçìîæíî, ñàìîå áîëüøîå ïðåèìóùåñòâî ñîñòîèò â
òîì, ÷òî èìåíà òèïîâ â èìåííûõ ñèñòåìàõ ïîëåçíû íå òîëüêî íà ñòàäèè ïðîâåð-
êè òèïîâ, íî è âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ. Â áîëüøèíñòâå èìåííûõ ÿçûêîâ êàæäûé
îáúåêò âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïîìå÷àåòñÿ ñëîâîì-çàãîëîâêîì, ïðåäñòàâëåííîå
êàê óêàçàòåëü íà ñòðóêòóðó âðåìåíè âûïîëíåíèÿ, êîòîðàÿ ñîäåðæèò èìÿ òèïà
è óêàçûâàåò íà åãî íåïîñðåäñòâåííûå íàäòèïû. Òàêèå ìåòêè òèïîâ ïîëåçíû
â íåñêîëüêèõ îòíîøåíèÿõ, â òîì ÷èñëå, äëÿ ïðîâåðêè âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ
(íàïðèìåð, â Java, äëÿ òåñòà instanceOf è ïðè îïåðàöèè ïðèâåäåíèÿ âíèç),
äëÿ ïå÷àòè, äëÿ ñåðèàëèçàöèè ñòðóêòóð äàííûõ â áèíàðíûå ìàññèâû, ïðåä-
íàçíà÷åííûå äëÿ õðàíåíèÿ â ôàéëàõ èëè ïåðåäà÷è ïî ñåòè, à òàêæå äëÿ ðå-
ôëåêñèè, ïîçâîëÿþùåé ïðîãðàììå äèíàìè÷åñêè èññëåäîâàòü ïîëÿ è ìåòîäû
äàííîãî åé îáúåêòà. Ìåòêè òèïà, ïðèñóòñòâóþùèå âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ, ìî-
ãóò ïîääåðæèâàòüñÿ è â ñòðóêòóðíûõ ñèñòåìàõ (ñì. Glew, 1999; League, Shao,

Rev: �revision�, November 28, 2010 280 �source�le�



19.3. Èìåííûå è ñòðóêòóðíûå ñèñòåìû òèïîâ 281

and Trifonov, 1999; League, Trifonov, and Shao, 2001, à òàêæå ñïèñêè ëèòåðà-
òóðû â ýòèõ ðàáîòàõ), îäíàêî òàì îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äîïîëíèòåëüíûé,
îòäåëüíûé ìåõàíèçì; â èìåííûõ ñèñòåìàõ ìåòêè òèïà ñîâïàäàþò ñ òèïàìè,
ïðîâåðÿåìûìè íà ñòàäèè êîìïèëÿöèè.

Ìåíåå ñóùåñòâåííîå, íî òîæå ïðèÿòíîå, ñâîéñòâî èìåííûõ ñèñòåì ñîñòî-
èò â òîì, ÷òî îíè ïðåäëàãàþò åñòåñòâåííûé è èíòóèòèâíî ÿñíûé ïîäõîä ê
ðåêóðñèâíûì òèïàì (recursive types), � òèïàì, â îïðåäåëåíèè êîòîðûõ óïî-
ìèíàåòñÿ ñàì òèï. (Ìû áóäåì ïîäðîáíî îáñóæäàòü ðåêóðñèâíûå òèïû â ãë. 20.)
Òàêèå òèïû âñòðå÷àþòñÿ ïðè ñåðüåçíîì ïðîãðàììèðîâàíèè íà êàæäîì øàãó,
îíè òðåáóþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ òàêèõ ðàñïðîñòðàíåííûõ ñòðóêòóð, êàê äåðåâüÿ
è ñïèñêè, è â èìåííûõ ñèñòåìàõ îíè ïîääåðæèâàþòñÿ ñàìûì åñòåñòâåííûì èç
âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ: â òåëå åãî ñîáñòâåííîãî îáúÿâëåíèÿ ñîñëàòüñÿ íà List

ñòîëü æå ïðîñòî, êàê è íà ëþáîé äðóãîé òèï. Äàæå âçàèìíî ðåêóðñèâíûå òèïû
íå òðåáóþò íèêàêèõ ñïåöèàëüíûõ óñèëèé. Ìíîæåñòâî èìåí òèïîâ ðàññìàòðè-
âàåòñÿ êàê çàäàííîå ñ ñàìîãî íà÷àëà. Ïîýòîìó åñëè â îïðåäåëåíèè òèïà A

óïîìèíàåòñÿ òèï B, à â îïðåäåëåíèè òèïà B � òèï A, òî íå âîçíèêàåò âîïðîñà
î òîì, ¾êòî èç íèõ îïðåäåëåí ðàíüøå¿. Ðàçóìååòñÿ, ðåêóðñèâíûå òèïû ìîæíî
îïèñàòü è â ñòðóêòóðíûõ ñèñòåìàõ òèïîâ. Áîëåå òîãî, âûñîêîóðîâíåâûå ÿçûêè
âðîäå ML îáû÷íî êîìáèíèðóþò ðåêóðñèâíûå òèïû ñ äðóãèìè âîçìîæíîñòÿìè
ÿçûêà, ïîýòîìó äëÿ ïðîãðàììèñòà èõ èñïîëüçîâàíèå âûãëÿäèò òàê æå åñòå-
ñòâåííî, êàê è â èìåííûõ ÿçûêàõ. Îäíàêî â èñ÷èñëåíèÿõ, ïðåäíàçíà÷åííûõ
äëÿ áîëåå ôóíäàìåíòàëüíûõ çàäà÷, íàïðèìåð, äëÿ ïîñòðîåíèÿ äîêàçàòåëüñòâ
òèïîâîé áåçîïàñíîñòè, ìåõàíèçìû ñòðîãîé ðàáîòû ñ ðåêóðñèâíûìè òèïàìè
ìîãóò îêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèìè, îñîáåííî åñëè ðàçðåøåíû âçàèì-
íî ðåêóðñèâíûå òèïû. Òî, ÷òî â èìåííûõ ÿçûêàõ ìû ïîëó÷àåì ðåêóðñèâíûå
òèïû, ïî ñóùåñòâó, ¾áåñïëàòíî¿ � èõ íåñîìíåííîå ïðåèìóùåñòâî.

Åùå îäíî ïðåèìóùåñòâî èìåííûõ ñèñòåì ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðîâåðêà òî-
ãî, ÿâëÿåòñÿ ëè îäèí òèï ïîäòèïîì äðóãîãî, îêàçûâàåòñÿ ïî÷òè òðèâèàëü-
íîé. Ðàçóìååòñÿ, êîìïèëÿòîð ïî-ïðåæíåìó îáÿçàí óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îáú-
ÿâëåííûå îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ áåçîïàñíû. Ýòà ðàáîòà, ïî ñóùåñòâó,
äóáëèðóåò ñòðóêòóðíîå îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ, íî å¼ òðåáóåòñÿ ïðîäå-
ëàòü òîëüêî îäèí ðàç äëÿ êàæäîãî òèïà � òàì, ãäå ýòîò òèï îïðåäåëåí, �
à íå ïðè êàæäîé ïðîâåðêå íà ïîäòèïèðîâàíèå. Ïîýòîìó â ïðîãðàììàõ ïðî-
âåðêè òèïîâ äëÿ èìåííûõ ñèñòåì òèïîâ íåñêîëüêî ïðîùå äîáèòüñÿ õîðîøåé
ïðîèçâîäèòåëüíîñòè. Âïðî÷åì, â áîëåå ñåðüåçíûõ êîìïèëÿòîðàõ ñòàíîâèòñÿ
òðóäíåå îïðåäåëèòü, âëèÿåò ëè ðàçëè÷èå ìåæäó ñòðóêòóðíûìè è èìåííûìè
ñèñòåìàìè íà ïðîèçâîäèòåëüíîñòü, ïîñêîëüêó ïðàâèëüíî ñïðîåêòèðîâàííûå
ïðîãðàììû ïðîâåðêè òèïîâ äëÿ ñòðóêòóðíûõ ñèñòåì âêëþ÷àþò ìåòîäû ïðåä-
ñòàâëåíèÿ äàííûõ, êîòîðûå ñâîäÿò áîëüøèíñòâî ïðîâåðîê íà ïîäòèïèðîâàíèå
ê ïðîñòîìó ñðàâíåíèþ, � ñì. ñ. 250.

Íàêîíåö, åùå îäíî ÷àñòî óïîìèíàåìîå ïðåèìóùåñòâî ÿâíûõ îáúÿâëåíèé
îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè èçáåãàþò ¾ñëó÷àéíîãî
âêëþ÷åíèÿ¿, êîãäà ïðîâåðêà òèïîâ îøèáî÷íî îäîáðÿåò ïðîãðàììó, â êîòîðîé
âìåñòî çíà÷åíèÿ îäíîãî òèïà èñïîëüçóåòñÿ çíà÷åíèå äðóãîãî, ñòðóêòóðíî ñîâ-
ìåñòèìîãî ñ ïåðâûì. Ýòîò âîïðîñ âûçûâàåò áîëüøå ñïîðîâ, ÷åì ïðåäûäóùèå,
ïîñêîëüêó åñòü äðóãèå, âåðîÿòíî, áîëåå èçÿùíûå, ñïîñîáû èçáåãàòü ñëó÷àéíî-
ãî âêëþ÷åíèÿ: íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ òèïîâ äàííûõ ñ îäíèì êîíñòðóêòîðîì
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(ñ. 156) èëè àáñòðàêòíûõ òèïîâ äàííûõ (ãë. 24).
Ïðè âñåõ ýòèõ ïðåèìóùåñòâàõ (îñîáåííî ìåòîê òèïà è ïðîñòîãî îáðàùåíèÿ

ñ ðåêóðñèâíûìè òèïàìè) íåóäèâèòåëüíî, ÷òî èìåííûå ñèñòåìû òèïîâ áîëåå
ðàñïðîñòðàíåíû â ïðîìûøëåííûõ ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, èññëåäîâàòåëüñêàÿ ëèòåðàòóðà ïî ÿçûêàì ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîñâÿùå-
íà ïî÷òè èñêëþ÷èòåëüíî ñòðóêòóðíûì ñèñòåìàì òèïîâ.

Îäíà èç íåïîñðåäñòâåííûõ ïðè÷èí ýòîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî (ïî êðàéíåé
ìåðå, áåç ó÷åòà ðåêóðñèâíûõ òèïîâ) ñòðóêòóðíûå ñèñòåìû èçÿùíåå è ïðî-
ùå. Â ñòðóêòóðíîé ñèñòåìå âûðàæåíèå, îáîçíà÷àþùåå òèï � ýòî çàìêíóòàÿ
ñóùíîñòü; îíî ñîäåðæèò â ñåáå âñå íåîáõîäèìîå äëÿ ïîíèìàíèÿ åãî çíà÷åíèÿ.
Â èìåííîé ñèñòåìå ðàáîòà âñåãäà âåäåòñÿ ñ ó÷åòîì íåêîòîðîãî ãëîáàëüíîãî
ñîáðàíèÿ èìåí òèïîâ è ñâÿçàííûõ ñ íèìè îïðåäåëåíèé. Êàê ïðàâèëî, è îïðå-
äåëåíèÿ, è äîêàçàòåëüñòâà èç-çà ýòîãî îêàçûâàþòñÿ ìíîãîñëîâíåå.

Áîëåå èíòåðåñíàÿ ïðè÷èíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî èññëåäîâàòåëüñêàÿ ëèòåðà-
òóðà îáû÷íî èìååò äåëî ñ áîëåå ñëîæíûìè êîíñòðóêöèÿìè � â ÷àñòíîñòè, ñ
ìîùíûìè ìåõàíèçìàìè àáñòðàêöèè òèïîâ (ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîëèìîðôèçì,
àáñòðàêòíûå òèïû äàííûõ, îïðåäåëÿåìûå ïîëüçîâàòåëåì îïåðàòîðû íàä òè-
ïàìè, ôóíêòîðû è ò. ï.), � è ñ ÿçûêàìè âðîäå ML èëè Haskell, â êîòîðûõ ýòè
êîíñòðóêöèè âñòðå÷àþòñÿ. Ê ñîæàëåíèþ, ýòè êîíñòðóêöèè ïëîõî ñîâìåñòèìû
ñ èìåííûìè ñèñòåìàìè òèïîâ. Íàïðèìåð, òàêîé òèï, êàê List(T), êàæåòñÿ
íåñâîäèìî ñîñòàâíûì � ãäå-òî â ïðîãðàììå áóäåò òîëüêî îäíî îïðåäåëåíèå
êîíñòðóêòîðà List, è ê ýòîìó îïðåäåëåíèþ òðåáóåòñÿ îáðàùàòüñÿ, ÷òîáû ïî-
íÿòü ïîâåäåíèå List(T), ïîýòîìó ðàññìàòðèâàòü List(T) êàê àòîìàðíîå èìÿ
íå ïîëó÷èòñÿ. Íåêîòîðûå èìåííûå ÿçûêè áûëè ðàñøèðåíû òàêèìè ¾îáîáùåí-
íûìè¿ êîíñòðóêöèÿìè (Myers, Bank, and Liskov, 1997; Agesen, Freund, and
Mitchell, 1997; Bracha, Odersky, Stoutamire, and Wadler, 1998; Cartwright and
Steele, 1998; Stroustrup, 1997), íî â ðåçóëüòàòå ýòèõ ðàñøèðåíèé ñèñòåìû òèïîâ
ïåðåñòàþò áûòü ÷èñòî èìåííûìè, è ïîëó÷àþòñÿ äîâîëüíî ñëîæíûå ñî÷åòàíèÿ
äâóõ ïîäõîäîâ. Ïîýòîìó ðàçðàáîò÷èêè ÿçûêîâ ñ áîãàòûìè ñèñòåìàìè òèïîâ
îáû÷íî ïðåäïî÷èòàþò ñòðóêòóðíûé ïîäõîä.

Ïðîÿñíåíèå îòíîøåíèé ìåæäó èìåííûìè è ñòðóêòóðíûìè ñèñòåìàìè òè-
ïîâ îñòàåòñÿ ïðåäìåòîì àêòèâíûõ èññëåäîâàíèé.

19.4. Îïðåäåëåíèÿ

Ìû ïðèñòóïàåì ê ôîðìàëüíîìó îïðåäåëåíèþ FJ.

Ñèíòàêñèñ

Ñèíòàêñèñ FJ ïðèâåäåí íà ðèñ. 19.1. Ìåòàïåðåìåííûå A, B, C, D è E èìåþò
ñâîèìè çíà÷åíèÿìè èìåíà êëàññîâ; f è g � èìåíà ïîëåé; m � èìåíà ìåòîäîâ;
x � èìåíà ïàðàìåòðîâ; s è t � òåðìû; u è v � çíà÷åíèÿ; CL � îáúÿâëåíèÿ
êëàññîâ; K � îáúÿâëåíèÿ êîíñòðóêòîðîâ; M � îáúÿâëåíèÿ ìåòîäîâ. Ìû ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ âêëþ÷àåò îñîáóþ ïåðåìåííóþ this, íî
÷òî this íèêîãäà íå ñëóæèò èìåíåì àðãóìåíòà ìåòîäà. Ïðè ýòîì this ñ÷è-
òàåòñÿ íåÿâíî ñâÿçàííîé â òåëå êàæäîãî îáúÿâëåíèÿ ìåòîäà. Ïðàâèëî âû÷èñ-
ëåíèÿ äëÿ âûçîâà ìåòîäîâ (ïðàâèëî E-InvkNew íà ðèñ. 19.3) ïîäñòàâëÿåò
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Ñèíòàêñèñ
CL ::= îáúÿâëåíèÿ êëàññîâ:

class C extends C {C f; K

M}

K ::= îáúÿâëåíèÿ
êîíñòðóêòîðîâ:
C (C f) {super(f);

this.f=f;}

M ::= îáúÿâëåíèÿ ìåòîäîâ:
C m(C x) {return t;}

t ::= òåðìû:
x ïåðåìåííàÿ
t.f îáðàùåíèå ê ïîëþ
t.m(t) âûçîâ ìåòîäà
new C(t) ñîçäàíèå îáúåêòà
(C)t ïðèâåäåíèå òèïà

v ::= çíà÷åíèÿ:
new C(v) ñîçäàíèå îáúåêòà

Ïîäòèïû C <: D

C <: C

C <: D D <: E

C <: E

CT pCq � class C extends D {...}

C <: D

Ðèñ. 19.1. Îáëåã÷åííàÿ Java (ñèíòàêñèñ è ïîäòèïû)

ñîîòâåòñòâóþùèé îáúåêò âìåñòî ïåðåìåííîé this, à òàêæå ïîäñòàâëÿåò çíà-
÷åíèÿ àðãóìåíòîâ âìåñòî èìåí ïàðàìåòðîâ.

Ìû ïèøåì f â êà÷åñòâå ñîêðàùåíèÿ f1,...,fn (àíàëîãè÷íî, C, x, t è ò. ï.),
à òàêæå M â êà÷åñòâå ñîêðàùåíèÿ M1...Mn (áåç çàïÿòûõ). Àíàëîãè÷íî ìû ñî-
êðàùàåì è îïåðàöèè íàä ïàðàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, à èìåííî: ¾C f¿ âìåñòî
¾C1 f1,...,Cn fn¿, ãäå n � äëèíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé C è f, ¾C f;¿ âìåñòî
¾C1 f1;...Cn fn;¿ è ¾this.f=f;¿ âìåñòî ¾this.f1=f1;...;this.fn=fn;¿.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ îáúÿâëåíèé ïîëåé, èìåí ïàðàìåò-
ðîâ è îáúÿâëåíèé ìåòîäîâ íåò ïîâòîðÿþùèõñÿ èìåí.

Îáúÿâëåíèå class C extends D {C f; K M} ââîäèò êëàññ ñ èìåíåì C è
íàäêëàññîì D. Íîâûé êëàññ èìååò ïîëÿ f ñ òèïàìè C, åäèíñòâåííûé êîíñòðóê-
òîð K è íàáîð ìåòîäîâ M. Ïåðåìåííûå ýêçåìïëÿðà, îáúÿâëåííûå âíóòðè C,
äîáàâëÿþòñÿ ê òåì, ÷òî áûëè îáúÿâëåíû â D è åãî íàäêëàññàõ. Èìåíà íîâûõ
ïåðåìåííûõ äîëæíû îòëè÷àòüñÿ îò ñòàðûõ.3 Íàïðîòèâ, ìåòîäû C ìîãóò ëè-
áî ïåðåîïðåäåëÿòü ìåòîäû ñ òåì æå èìåíåì, óæå ïðèñóòñòâóþùèå â D, ëèáî
äîáàâëÿòü íîâóþ ôóíêöèîíàëüíîñòü, ïðèñóùóþ èñêëþ÷èòåëüíî C.

Îáúÿâëåíèå êîíñòðóêòîðà C (D g, C f) {super(g); this.f=f;} ïîêàçû-

3Â Java ïåðåìåííûå ýêçåìïëÿðà íàäêëàññà ìîãóò îáúÿâëÿòüñÿ çàíîâî � òàêîå îïðåäåëå-
íèå ñêðûâàåò èñõîäíóþ ïåðåìåííóþ â òåêóùåì êëàññå è åãî ïîäêëàññàõ. Â FJ ìû îïóñêàåì
ýòî ñâîéñòâî ÿçûêà.
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âàåò, êàê ñëåäóåò èíèöèàëèçèðîâàòü ïîëÿ ýêçåìïëÿðà C. Ôîðìà êîíñòðóêòî-
ðà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ îáúÿâëåíèÿìè ïåðåìåííûõ ýêçåìïëÿðà C è åãî
íàäêëàññîâ: êîíñòðóêòîð îáÿçàí ïðèíèìàòü â òî÷íîñòè ñòîëüêî ïàðàìåòðîâ,
ñêîëüêî èìååòñÿ ïåðåìåííûõ ýêçåìïëÿðà, è åãî òåëî îáÿçàíî ñîñòîÿòü èç âû-
çîâà êîíñòðóêòîðà íàäêëàññà, êîòîðûé èíèöèàëèçèðóåò ïîëÿ ïàðàìåòðàìè g,
à çàòåì ïàðàìåòðû f ïðèñâàèâàþòñÿ ïîëÿì ñ òåìè æå èìåíàìè, îáúÿâëåííûì
â êëàññå C. (Ýòè îãðàíè÷åíèÿ ïðîâåðÿþòñÿ â ïðàâèëå òèïèçàöèè äëÿ êëàññîâ
íà ðèñ. 19.4.) Â ïîëíîé Java êîíñòðóêòîð ïîäêëàññà äîëæåí ñîäåðæàòü âûçîâ
êîíñòðóêòîðà íàäêëàññà (åñëè êîíñòðóêòîð íàäêëàññà ïðèíèìàåò àðãóìåíòû);
èìåííî ïîýòîìó çäåñü òåëî êîíñòðóêòîðà âûçûâàåò super äëÿ èíèöèàëèçàöèè
ïîëåé ýêçåìïëÿðà. Åñëè áû ìû íå ñòðåìèëèñü ñäåëàòü FJ ñòðîãèì ïîäìíî-
æåñòâîì Java, ìû ìîãëè áû îòêàçàòüñÿ îò âûçîâà super è çàñòàâèòü êàæäûé
êîíñòðóêòîð íàïðÿìóþ èíèöèàëèçèðîâàòü âñå ïåðåìåííûå.

Îáúÿâëåíèå ìåòîäà D m(C x) {return t;} ââîäèò ìåòîä ñ èìåíåì m, òèïîì
ðåçóëüòàòà D è ïàðàìåòðàìè x òèïîâ Ñ. Òåëîì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûé
îïåðàòîð return t. Ïåðåìåííûå x ñâÿçàíû âíóòðè t. Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåòñÿ,
÷òî âíóòðè t ñâÿçàíà îñîáàÿ ïåðåìåííàÿ this.

Òàáëèöà êëàññîâ CT � îòîáðàæåíèå èìåí êëàññîâ C íà îáúÿâëåíèÿ êëàñ-
ñîâ CL. Ïðîãðàììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó pCT, tq, ñîñòîÿùóþ èç òàáëèöû
êëàññîâ è òåðìà. ×òîáû óïðîñòèòü íîòàöèþ â ïîñëåäóþùåì èçëîæåíèè, ìû
âñåãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü ôèêñèðîâàííóþ òàáëèöó êëàññîâ CT .

Ó êàæäîãî êëàññà åñòü íàäêëàññ, îáúÿâëÿåìûé ÷åðåç extends. Îòñþäà âîç-
íèêàåò âîïðîñ: êàêîé íàäêëàññ èìååò êëàññ Object? Åñòü íåñêîëüêî ñïîñîáîâ
ðåøåíèÿ ýòîãî âîïðîñà; ïðîñòåéøåå ðåøåíèå, êîòîðîå ìû çäåñü ïðèíèìàåì �
ñ÷èòàòü Object îñîáî âûäåëåííûì èìåíåì êëàññà, îïðåäåëåíèå êîòîðîãî îò-
ñóòñòâóåò â òàáëèöå êëàññîâ. Âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, èùóùàÿ ïîëÿ â
òàáëèöå êëàññîâ, ðàññìàòðèâàåò Object êàê îñîáûé ñëó÷àé, è âîçâðàùàåò äëÿ
íåãî ïóñòóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëåé, îáîçíà÷àåìóþ ñèìâîëîì ; ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ òàêæå, ÷òî ó êëàññà Object íåò ìåòîäîâ.4

Ïî òàáëèöå êëàññîâ ìîæíî âûÿâèòü îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ ìåæäó
êëàññàìè. Çàïèñü C <: D áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ ïîäòèïîì D. Òî
åñòü, îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ � ýòî òðàíçèòèâíî-ðåôëåêñèâíîå çàìûêà-
íèå îòíîøåíèÿ íåïîñðåäñòâåííîãî ïîäòèïèðîâàíèÿ, çàäàâàåìîãî âûðàæåíèÿ-
ìè extends â CT . Ôîðìàëüíî îíî îïðåäåëÿåòñÿ íà ðèñ. 19.1.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äàííàÿ íàì òàáëèöà êëàññîâ óäîâëåòâîðÿåò íåêî-
òîðûì ìèíèìàëüíûì óñëîâèÿì: à) CT pCq � class C... äëÿ êàæäîãî C P
dompCT q; á) Object R dompCT q; â) äëÿ êàæäîãî èìåíè êëàññà C (êðîìå
Object), âñòðå÷àþùåãîñÿ ãäå-ëèáî â CT , âûïîëíÿåòñÿ C P dompCT q; ã) â îò-
íîøåíèè ïîäòèïèðîâàíèÿ, ïîñòðîåííîì íà îñíîâå CT , íåò öèêëîâ � ò. å., îò-
íîøåíèå <: àíòèñèììåòðè÷íî.

Çàìåòèì, ÷òî òèïàì, îïðåäåëÿåìûì òàáëèöåé êëàññîâ, ðàçðåøàåòñÿ áûòü
ðåêóðñèâíûìè â òîì ñìûñëå, ÷òî îïðåäåëåíèå A ìîæåò èñïîëüçîâàòü A êàê
òèï ñâîèõ ìåòîäîâ è ïåðåìåííûõ ýêçåìïëÿðà. Ðàçðåøåíà è âçàèìíàÿ ðåêóðñèÿ
ìåæäó îïðåäåëåíèÿìè êëàññîâ.

4Â ïîëíîé Java ó êëàññà Object åñòü íåñêîëüêî ìåòîäîâ. Â ÿçûêå FJ ìû èõ èãíîðèðóåì.
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Ïîèñê ïîëåé fieldspCq � C f

fieldspObjectq � 

CT pCq � class C extends D {C f; K M}

fieldspDq � D g

fieldspCq � D g, C f

Ïîèñê òèïîâ ìåòîäîâ
mtype pm, Cq � CÑ C

CT pCq � class C extends D {C f; K M}

B m (B x) {return t;} P M

mtype pm, Cq � BÑ B

CT pCq � class C extends D {C f; K M}

m íå îïðåäåëåí â M

mtype pm, Cq � mtype pm, Dq

Ïîèñê òåë ìåòîäîâ
mbodypm, Cq � (x,t)

CT pCq � class C extends D {C f; K M}

B m (B x) {return t;} P M

mbodypm, Cq � (x,t)

CT pCq � class C extends D {C f; K M}

m íå îïðåäåëåí â M

mbody pm, Cq � mbody pm, Dq

Êîððåêòíîå ïåðåîïðåäåëåíèå ìåòîäîâ

override pm, D, CÑ C0q

èç mtype pm, Dq � DÑ D0,
ñëåäóåò, ÷òî C � D è C0 � D0

override pm, D, CÑ C0q

Ðèñ. 19.2. Îáëåã÷åííàÿ Java (âñïîìîãàòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ)

Óïðàæíåíèå 19.4.1 r�s: Ïî àíàëîãèè ñ ïðàâèëîì S-Top, â íàøåì ëÿìáäà-
èñ÷èñëåíèè ñ ïîäòèïàìè ìîæíî áûëî áû îæèäàòü íàëè÷èÿ ïðàâèëà, óòâåð-
æäàþùåãî, ÷òî Object ÿâëÿåòñÿ íàäòèïîì ëþáîãî êëàññà. Ïî÷åìó îíî íàì
çäåñü íå íóæíî?

Âñïîìîãàòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ

Â ïðàâèëàõ òèïèçàöèè è âû÷èñëåíèÿ ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ íåêîòîðûìè
âñïîìîãàòåëüíûìè îïðåäåëåíèÿìè, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 19.2. Ïîëÿ
êëàññà C, îáîçíà÷àåìûå êàê fieldspCq, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
C f, ñâÿçûâàþùóþ òèï êàæäîãî ïîëÿ ñ åãî èìåíåì äëÿ âñåõ ïîëåé, îáúÿâ-
ëåííûõ â êëàññå C è åãî íàäêëàññàõ. Òèï ìåòîäà m â êëàññå C, îáîçíà÷àåìûé
mtypepm, Cq � ýòî ïàðà, êîòîðàÿ çàïèñûâàåòñÿ êàê BÑ B, ñîñòîÿùàÿ èç ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè òèïîâ àðãóìåíòîâ B è îäíîãî òèïà ðåçóëüòàòà B. Àíàëîãè÷íî,
òåëî ìåòîäà m â êëàññå C, îáîçíà÷àåìîå mbodypm, Cq, åñòü ïàðà, çàïèñûâàåìàÿ
êàê (x,t), ñîñòîÿùàÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðàìåòðîâ x è òåðìà t. Ïðå-
äèêàò overridepm, D, C Ñ C0q ðåøàåò, ìîæíî ëè îïðåäåëèòü ìåòîä m ñ òèïàìè
àðãóìåíòîâ C è òèïîì ðåçóëüòàòà C0 â ïîäêëàññå êëàññà D. Â ñëó÷àå ïåðåîïðå-
äåëåíèÿ, åñëè ìåòîä ñ òàêèì æå èìåíåì îïðåäåëåí â íàäêëàññå, íîâûé ìåòîä
îáÿçàí èìåòü òîò æå ñàìûé òèï.
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Âû÷èñëåíèå tÑ t1

fieldspCq � C f

(new C(v)).fi Ñ vi
(E-ProjNew)

mbodypm, Cq � (x,t0)

(new C(v)).m(u)

Ñ rx ÞÑ u, this ÞÑ new C(v)st0

(E-InvkNew)

C <: D

(D)(new C(v))Ñ new C(v)

(E-CastNew)

t0 Ñ t10

t0.fÑ t10.f
(E-Field)

t0 Ñ t10

t0.m(t)Ñ t10.m(t)
(E-Invk-Recv)

ti Ñ t1i

v0.m(v, ti, t)

Ñ v0.m(v, t1i, t)

(E-Invk-Arg)

ti Ñ t1i

new C(v, ti, t)

Ñ new C(v, t1i, t)

(E-New-Arg)

t0 Ñ t10

(C)t0 Ñ (C)t10
(E-Cast)

Ðèñ. 19.3. Îáëåã÷åííàÿ Java (âû÷èñëåíèå)

Âû÷èñëåíèå

Ìû èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíóþ îïåðàöèîííóþ ñåìàíòèêó ñ âûçîâîì ïî çíà-
÷åíèþ (ðèñ. 19.3). Òðè ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ � äëÿ îáðàùåíèÿ ê ïîëþ, âûçîâà
ìåòîäà è ïðèâåäåíèÿ òèïà, � áûëè ðàññìîòðåíû â �19.2. Îñòàëüíûå ïðàâè-
ëà ôîðìàëèçóþò ñòðàòåãèþ âûçîâà ïî çíà÷åíèþ. Çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîãóò
ïîëó÷èòüñÿ ïðè íîðìàëüíîì çàâåðøåíèè âû÷èñëèòåëÿ � ýòî ïîëíîñòüþ âû-
÷èñëåííûå òåðìû ñîçäàíèÿ îáúåêòîâ âèäà new C(v).

×òîáû ñîâåðøèòü îïåðàöèþ ïðèâåäåíèÿ òèïà, íóæíî ïðîâåðèòü, ÿâëÿåò-
ñÿ ëè íàñòîÿùèé òèï îáúåêòà, ïîäâåðãàþùåãîñÿ ïðèâåäåíèþ, ïîäòèïîì òèïà,
óêàçàííîãî â âûðàæåíèè ïðèâåäåíèÿ. Åñëè ýòî òàê, òî îïåðàöèÿ ïðèâåäåíèÿ
îòáðàñûâàåòñÿ, à ñàì îáúåêò îáúÿâëÿåòñÿ åå ðåçóëüòàòîì. Ýòî â òî÷íîñòè ñîîò-
âåòñòâóåò ñåìàíòèêå Java: ïðèâåäåíèå âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ íèêàê íå èçìåíÿåò
îáúåêò, � îíî ëèáî çàâåðøàåòñÿ óñïåøíî, ëèáî òåðïèò íåóäà÷ó è ïîðîæäàåò
èñêëþ÷åíèå. Â FJ, âìåñòî òîãî, ÷òîáû ïîðîæäàòü èñêëþ÷åíèå, íåóäà÷íîå ïðè-
âåäåíèå ïðîñòî îêàçûâàåòñÿ òóïèêîâûì òåðìîì, ïîñêîëüêó íèêàêîå ïðàâèëî
âû÷èñëåíèÿ ê íåìó íå ïðèìåíèìî.

Òèïèçàöèÿ

Ïðàâèëà òèïèçàöèè äëÿ òåðìîâ, îáúÿâëåíèé ìåòîäîâ è îáúÿâëåíèé êëàñ-
ñîâ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 19.4. Êîíòåêñò Γ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íîå îòîá-
ðàæåíèå ïåðåìåííûõ íà òèïû, çàïèñûâàåìîå êàê x:C. Óòâåðæäåíèÿ î òèïè-
çàöèè äëÿ òåðìîâ èìåþò âèä Γ $ t : C, ÷òî ÷èòàåòñÿ ¾â êîíòåêñòå Γ òåðì
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Òèïèçàöèÿ òåðìîâ Γ $ t : C

x:C P Γ

Γ $ x : C
(T-Var)

Γ $ t0 : C0 fieldspC0q � C f

Γ $ t0.fi : Ci
(T-Field)

Γ $ t0 : C0

mtypepm, C0q � DÑ C

Γ $ t : C C <: D

Γ $ t0.m(t) : C
(T-Invk)

fieldspCq � D f

Γ $ t : C C <: D

Γ $ new C(t) : C
(T-New)

Γ $ t0 : D D <: C

Γ $ (C)t0 : C
(T-UCast)

Γ $ t0 : D C <: D C � D

Γ $ (C)t0 : C

(T-DCast)

Γ $ t0 : D C �<:D D �<:C
ïðåäóïðåæäåíèå î ãëóïîñòè

Γ $ (C)t0 : C

(T-SCast)
Òèïèçàöèÿ ìåòîäîâ M OK â C

x:C, this:C $ t0:E0 E0 <: C0

CT pCq � class C extends D {...}

overridepm, D, CÑ C0q

C0 m (C x) {return t0} OK â C

Òèïèçàöèÿ êëàññîâ C OK

K � C(D g, C f) {super(g); this.f=f}

fieldspDq � D g M OK â C

class C extends D {C f; K M} OK

Ðèñ. 19.4. Îáëåã÷åííàÿ Java (òèïèçàöèÿ)

t èìååò òèï C¿. Ïðàâèëà òèïèçàöèè óïðàâëÿþòñÿ ñèíòàêñèñîì,5 ïðè÷åì äëÿ
êàæäîãî òèïà òåðìà èìååòñÿ ïî îäíîìó ïðàâèëó, êðîìå ïðèâåäåíèé, äëÿ êî-
òîðûõ åñòü òðè ïðàâèëà (îíè îáñóæäàþòñÿ íèæå). Ïðàâèëà òèïèçàöèè äëÿ
êîíñòðóêòîðîâ è äëÿ âûçîâîâ ìåòîäîâ ïðîâåðÿþò, ÷òî òèï êàæäîãî àðãóìåí-
òà ÿâëÿåòñÿ ïîäòèïîì òîãî, êîòîðûé îáúÿâëåí äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ôîð-
ìàëüíîãî ïàðàìåòðà. Ìû ñîêðàùàåì óòâåðæäåíèÿ î òèïèçàöèè äëÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé î÷åâèäíûì îáðàçîì, à èìåííî: Γ $ x:C ñëóæèò ñîêðàùåíèåì
äëÿ Γ $ x1:C1, . . . ,Γ $ xn:Cn, à C <: D äëÿ C1 <: D1, . . . , Cn <: Dn.

Íåáîëüøîé òåõíè÷åñêîé èííîâàöèåé â FJ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ¾ãëóïîãî¿ ïðè-
âåäåíèÿ òèïà. Åñòü òðè ïðàâèëà äëÿ ïðèâåäåíèé: âîñõîäÿùåå ïðèâåäåíèå
(upcast), â êîòîðîì òèï ïðèâîäèìîãî îáúåêòà ÿâëÿåòñÿ ïîäêëàññîì öåëåâîãî
òèïà, íèñõîäÿùåå ïðèâåäåíèå (downcast), â êîòîðîì òèï ïðèâîäèìîãî îáúåê-
òà � íàäêëàññ öåëåâîãî òèïà, è ãëóïîå ïðèâåäåíèå (stupid cast), â êîòîðîì
ìåæäó äâóìÿ òèïàìè íåò íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ. Êîìïèëÿòîð
Java îòâåðãàåò òåðì, ñîäåðæàùèé ¾ãëóïîå ïðèâåäåíèå¿, êàê íåâåðíûé. Îäíà-

5Êàê è â ïîëíîé Java, ìû âûáèðàåì àëãîðèòìè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó äëÿ îòíîøåíèÿ
òèïèçàöèè. Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî â íàñòîÿùåé Java òîëüêî òàêóþ ôîðìóëèðîâêó è ìîæíî
âûáðàòü. Ñì. óïðàæíåíèå 19.4.6.
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êî, ìû âûíóæäåíû ðàçðåøèòü ¾ãëóïûå ïðèâåäåíèÿ¿ â FJ, åñëè õîòèì îáåñïå-
÷èòü áåçîïàñíîñòü òèïîâ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î ñîõðàíåíèè òèïîâ â ñåìàíòèêå
ñ ìàëûì øàãîì. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî ðàçóìíûé òåðì ìîæåò ïðè ðå-
äóêöèè ïðåâðàòèòüñÿ â òåðì, ñîäåðæàùèé ¾ãëóïîå ïðèâåäåíèå¿. Ðàññìîòðèì,
íàïðèìåð, ñëåäóþùåå âûðàæåíèå, â êîòîðîì èñïîëüçóþòñÿ êëàññû A è B, îïðå-
äåëåííûå â �19.2:

(A)(Object)new B()Ñ (A)new B()

Ìû óêàçûâàåì íà îñîáóþ ïðèðîäó ¾ãëóïûõ ïðèâåäåíèé¿, äîáàâëÿÿ ïðåäóïðå-
æäåíèå î ãëóïîñòè (stupid warning) â ïðàâèëî T-SCast; òèïèçàöèÿ â FJ
ñîîòâåòñòâóåò òèïèçàöèè â Java òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ýòî ïðàâèëî íå
âñòðå÷àåòñÿ ïðè âûâîäå.

Óòâåðæäåíèÿ î òèïèçàöèè äëÿ îáúÿâëåíèé ìåòîäîâ èìåþò âèä M OK â C,
÷òî ÷èòàåòñÿ êàê ¾îáúÿâëåíèå ìåòîäà M ñôîðìóëèðîâàíî âåðíî, åñëè îíî
âñòðå÷àåòñÿ â êëàññå C¿. Ïðè âûâîäå èñïîëüçóåòñÿ îòíîøåíèå òèïèçàöèè äëÿ
òåëà ìåòîäà, â êîòîðîì ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè ñëóæàò àðãóìåíòû ìåòîäà
ñ îáúÿâëåííûìè äëÿ íèõ òèïàìè, ïëþñ îñîáàÿ ïåðåìåííàÿ this òèïà C.

Óòâåðæäåíèÿ î òèïèçàöèè äëÿ îáúÿâëåíèé êëàññîâ èìåþò âèä CL OK, ÷òî
÷èòàåòñÿ êàê ¾îáúÿâëåíèå êëàññà CL ñôîðìóëèðîâàíî âåðíî¿. Ïðè âûâîäå ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñòðóêòîð âûçûâàåò super ñ ïîëÿìè íàäêëàññà è èíèöèàëèçè-
ðóåò ïîëÿ, îáúÿâëåííûå â ñàìîì êëàññå, à òàêæå ÷òî âñå îáúÿâëåíèÿ ìåòîäîâ
â êëàññå âåðíû.

Òèï òåðìà ìîæåò çàâèñåòü îò òèïà ëþáîãî ìåòîäà, êîòîðûé âûçûâàåòñÿ
âíóòðè òåðìà, à òèï ìåòîäà çàâèñèò îò òèïà òåðìà (åãî òåëà). Ïîýòîìó ìû
äîëæíû óáåäèòüñÿ, ÷òî çäåñü íå âîçíèêàåò ïîðî÷íîãî êðóãà. Â ñàìîì äåëå,
ïîðî÷íûé êðóã íå ìîæåò ïîÿâèòüñÿ ïîòîìó, ÷òî òèï êàæäîãî ìåòîäà îáú-
ÿâëÿåòñÿ ÿâíî. Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî çàãðóçèòü òàáëèöó êëàññîâ öåëèêîì è
èñïîëüçîâàòü åå äëÿ ïðîâåðêè òèïîâ, íå òðåáóÿ, ÷òîáû âñå êëàññû â ýòîé òàá-
ëèöå áûëè ïðîâåðåíû. Äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êàæäûé êëàññ áûë ðàíî èëè ïîçäíî
ïðîâåðåí.

Óïðàæíåíèå 19.4.2 r��s: Íåêîòîðûå ïðîåêòíûå ðåøåíèÿ â FJ ïðîäèêòîâàíû
æåëàíèåì ñäåëàòü ÿçûê ïîäìíîæåñòâîì Java â òîì ñìûñëå, ÷òîáû êàæ-
äàÿ ïðàâèëüíî èëè íåïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííàÿ ïðîãðàììà íà FJ áûëà áû,
ñîîòâåòñòâåííî, ïðàâèëüíî èëè íåïðàâèëüíî òèïèçèðîâàíà íà Java, è ïîâå-
äåíèå ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûõ ïðîãðàìì äîëæíî áûòü îäèíàêîâî â îáîèõ
ÿçûêàõ. Ïðåäïîëîæèì, ìû îòêàçûâàåìñÿ îò ýòîãî òðåáîâàíèÿ � ò. å. ïðåä-
ïîëîæèì, íàì äîñòàòî÷íî èìåòü Java-ïîäîáíîå áàçîâîå èñ÷èñëåíèå. Êàê
ìîæíî èçìåíèòü FJ, ÷òîáû ÿçûê ñòàë ïðîùå èëè èçÿùíåå?

Óïðàæíåíèå 19.4.3 rÐåêîìåíäóåòñÿ,���Ûs: Îïåðàöèÿ ïðèñâàèâàíèÿ íî-
âîãî çíà÷åíèÿ ïîëþ îáúåêòà îïóùåíà â FJ ðàäè ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ, îäíàêî
ìîæíî åå äîáàâèòü, íå ñèëüíî èçìåíÿÿ õàðàêòåð èñ÷èñëåíèÿ. Ñäåëàéòå ýòî,
èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå îáðàçöà ïîäõîä êî ññûëêàì èç ãë. 13.

Óïðàæíåíèå 19.4.4 r� � � Ûs: Ðàñøèðüòå FJ àíàëîãàìè êîíñòðóêöèé try

è raise èç Java. Èñïîëüçóéòå â êà÷åñòâå îáðàçöà îïèñàíèå èñêëþ÷åíèé èç
ãë. 14.
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Óïðàæíåíèå 19.4.5 r��Ûs: Êàê è Java, FJ ïðåäñòàâëÿåò îòíîøåíèå òèïè-
çàöèè â àëãîðèòìè÷åñêîé ôîðìå. Ïðàâèëî âêëþ÷åíèÿ îòñóòñòâóåò; âìåñòî
ýòîãî, íåñêîëüêî äðóãèõ ïðàâèë ñîäåðæàò ñðåäè ñâîèõ ïðåäïîñûëîê ïðîâåðêó
ïîäòèïèðîâàíèÿ. Ìîæíî ëè ïåðåñòðîèòü ñèñòåìó â áîëåå äåêëàðàòèâíîì
ñòèëå, èñêëþ÷èâ âñå èëè áîëüøèíñòâî èç ýòèõ ïðåäïîñûëîê, è äîáàâèâ âìå-
ñòî ýòîãî åäèíîå ïðàâèëî âêëþ÷åíèÿ?

Óïðàæíåíèå 19.4.6 r���s: Â ïîëíîé Java íàðÿäó ñ êëàññàìè èìåþòñÿ èíòåð-
ôåéñû (interfaces), êîòîðûå îïðåäåëÿþò òèïû ìåòîäîâ, íî íå èõ ðåàëèçàöèþ.
Èíòåðôåéñû ïîëåçíû, ïîñêîëüêó ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî ïîñòðîèòü áîëåå áî-
ãàòîå îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ, íå îãðàíè÷åííîå äðåâîâèäíîé ôîðìîé: ó
êàæäîãî êëàññà åñòü òîëüêî îäèí íàäêëàññ (èç êîòîðîãî îí íàñëåäóåò ïåðå-
ìåííûå ýêçåìïëÿðà è òåëà ìåòîäîâ), íî êðîìå òîãî, îí ìîæåò ðåàëèçîâû-
âàòü ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî èíòåðôåéñîâ.

Íàëè÷èå èíòåðôåéñîâ â Java äèêòóåò àëãîðèòìè÷åñêèé ïîäõîä ê îòíî-
øåíèþ òèïèçàöèè, ïîñêîëüêó èìåííî ïðè òàêîì ïîäõîäå ó êàæäîãî òèïèçè-
ðóåìîãî òåðìà èìååòñÿ åäèíñòâåííûé (íàèìåíüøèé) òèï. Ïðè÷èíà ëåæèò
âî âçàèìîäåéñòâèè óñëîâíûõ âûðàæåíèé (êîòîðûå â Java çàïèñûâàþòñÿ êàê
t1 ? t2 : t3) ñ èíòåðôåéñàìè.

1. Ïîêàæèòå, êàê ìîæíî ðàñøèðèòü FJ èíòåðôåéñàìè â ñòèëå Java.

2. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè íàëè÷èè èíòåðôåéñîâ îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ
íåîáÿçàòåëüíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèé. (Íàïîìíèì, ÷òî
â �16.3 ñóùåñòâîâàíèå îáúåäèíåíèé èãðàëî êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëü-
ñòâå òîãî, ÷òî óñëîâíûå âûðàæåíèÿ èìåþò ìèíèìàëüíûé òèï.)

3. Êàêîâî ïðàâèëî Java äëÿ òèïèçàöèè óñëîâíûõ âûðàæåíèé? Ðàçóìíî ëè
îíî?

Óïðàæíåíèå 19.4.7 r� � �s: Â FJ ïîääåðæèâàåòñÿ êëþ÷åâîå ñëîâî this èç
Java, íî íå ïîääåðæèâàåòñÿ super. Ïîêàæèòå, êàê åãî äîáàâèòü.

19.5. Ñâîéñòâà

Äëÿ FJ ìîæíî äîêàçàòü ñòàíäàðòíóþ òåîðåìó î ñîõðàíåíèè òèïîâ.

Òåîðåìà 19.5.1 rÑîõðàíåíèås: Åñëè Γ $ t : C è t Ñ t', òî Γ $ t' : C'

äëÿ íåêîòîðîãî C' <: C.
Äîêàçàòåëüñòâî: Óïðàæíåíèå r���s.

Êðîìå òîãî, ìîæíî äîêàçàòü îäèí èç âàðèàíòîâ ñòàíäàðòíîé òåîðåìû î
ïðîäâèæåíèè: åñëè ïðîãðàììà ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàíà, òî îíà ìîæåò îêà-
çàòüñÿ â òóïèêå òîëüêî â ñëó÷àå íåóäà÷íîé ïîïûòêè ïðèâåäåíèÿ âíèç. Â ýòîì
ñëó÷àå ìû äëÿ âûÿâëåíèÿ îøèáî÷íîãî ïðèâåäåíèÿ ïîëüçóåìñÿ ìåõàíèçìîì
êîíòåêñòîâ âû÷èñëåíèÿ.
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Ëåììà 19.5.2 Ïóñòü èìååòñÿ ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûé òåðì t.

1. Åñëè t � new C0(t).f, òî fieldspC0q � C f è f P f.

2. Åñëè t � new C0(t).m(s), òî mbodypm, C0q � px, t0q è |x| � |s|.

Äîêàçàòåëüñòâî: Íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà.

Îïðåäåëåíèå 19.5.3 Ìíîæåñòâî êîíòåêñòîâ âû÷èñëåíèÿ (evaluation contexts)
äëÿ FJ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
E ::= êîíòåêñòû âû÷èñëåíèÿ:

rs ¾äûðà¿
E.f îáðàùåíèå ê ïîëþ
E.m(t) âûçîâ ìåòîäà (ïîëó÷àòåëü)
v.m(v,E,t) âûçîâ ìåòîäà (àðãóìåíò)
new C(v,E,t) ñîçäàíèå îáúåêòà (àðãóìåíò)
(C)E ïðèâåäåíèå òèïà

Êîíòåêñò âû÷èñëåíèÿ � ýòî òåðì ñ äûðîé âíóòðè (îáîçíà÷àåìîé êàê rs).
Çàïèñü Erts îáîçíà÷àåò îáûêíîâåííûé òåðì, ïîëó÷àþùèéñÿ ïðè çàìåíå äûðû
â E íà t.

Êîíòåêñòû âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ïîíÿòèþ ¾ñëåäóþùåãî ïîäòåðìà,
ïîäëåæàùåãî âû÷èñëåíèþ¿, â òîì ñìûñëå, ÷òî, èìåÿ t Ñ t', ìû ìîæåì âû-
ðàçèòü t è t' â âèäå t � Errs è t' � Err's äëÿ óíèêàëüíîé òðîéêè E, r
è r', òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü rÑ r' ñîãëàñíî îäíîìó èç ïðàâèë âû÷èñëåíèÿ
E-ProjNew, E-InvkNew ëèáî E-CastNew.

Òåîðåìà 19.5.4 rÏðîäâèæåíèås: Ïóñòü èìååòñÿ çàìêíóòûé ïðàâèëüíî
òèïèçèðîâàííûé òåðì t â íîðìàëüíîé ôîðìå. Òîãäà ëèáî à) t ÿâëÿåòñÿ
çíà÷åíèåì, ëèáî á) äëÿ íåêîòîðîãî êîíòåêñòà âû÷èñëåíèÿ E èìååì t �
Er(C)(new D(v))s, ïðè÷åì D �<: C.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðÿìîëèíåéíàÿ èíäóêöèÿ ïî äåðåâüÿì âûâîäà òèïîâ.

Ñâîéñòâî ïðîäâèæåíèÿ ìîæíî íåñêîëüêî óòî÷íèòü: åñëè â òåðìå t âñå ïðè-
âåäåíèÿ íàïðàâëåíû ââåðõ, îí íå ìîæåò îêàçàòüñÿ â òóïèêå (êðîìå òîãî, åñëè
â ïðîãðàììå ñîäåðæàòñÿ òîëüêî ïðèâåäåíèÿ ââåðõ, ïðè åå âû÷èñëåíèè íå ìî-
ãóò âîçíèêíóòü íèêàêèå äðóãèå ïðèâåäåíèÿ). Îäíàêî êàê ïðàâèëî, ïðèâåäåíèÿ
èñïîëüçóþòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóçèòü ñòàòè÷åñêèé òèï îáúåêòà, è íàì ïðèõî-
äèòñÿ ìèðèòüñÿ ñ âîçìîæíîñòüþ òîãî, ÷òî âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðèâåäåíèå
ìîæåò îêàçàòüñÿ íåóäà÷íûì. Ðàçóìååòñÿ, â ïîëíîé Java íåóäà÷íîå ïðèâåäåíèå
íå ïðèâîäèò ê íåìåäëåííîé îñòàíîâêå ïðîãðàììû: ïîðîæäàåòñÿ èñêëþ÷åíèå,
êîòîðîå ìîæåò áûòü ïåðåõâà÷åíî àêòèâíûì îáðàáîò÷èêîì èñêëþ÷åíèé.

Óïðàæíåíèå 19.5.5 r���Ûs: Èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå çàãîòîâêè îäíó èç ïðî-
ãðàìì ïðîâåðêè òèïîâ äëÿ êàêîãî-ëèáî âàðèàíòà ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ, ïî-
ñòðîéòå ïðîãðàììó ïðîâåðêè òèïîâ è èíòåðïðåòàòîð äëÿ Îáëåã÷åííîé
Java.
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Óïðàæíåíèå 19.5.6 r� � �� Ûs: Â èñõîäíîé ñòàòüå ïî FJ (Igarashi, Pierce,
and Wadler, 1999), ïîìèìî ïðî÷åãî, áûëî ôîðìàëèçîâàíî ïîíÿòèå ïîëèìîðô-
íîãî òèïà, êàê â GJ. Ðàñøèðüòå ïðîãðàììó ïðîâåðêè òèïîâ è èíòåðïðåòà-
òîð èç óïðàæíåíèÿ 19.5.5, âêëþ÷èâ â íåãî ýòè êîíñòðóêöèè. (Ïåðåä âûïîë-
íåíèåì ýòîãî óïðàæíåíèÿ íåîáõîäèìî ïðî÷åñòü ãë. 23, 25, 26 è 28.)

19.6. Îáúåêòû: êîäèðîâàíèå èëè ýëåìåíòàðíîå

ïîíÿòèå?

Ìû ðàññìîòðåëè äâà ðàçëè÷íûõ ïîäõîäà ê ñåìàíòèêå è òèïèçàöèè äëÿ ïðî-
ñòûõ îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ ÿçûêîâ. Â ãë. 18 ìû çàêîäèðîâàëè îáúåêòû
è íàñëåäîâàíèå ðåàëèçàöèé ñ ïîìîùüþ òàêèõ êîíñòðóêöèé ïðîñòîãî òèïèçè-
ðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ, êàê çàïèñè, ññûëêè è ïîäòèïû. Â ýòîé ãëàâå
ìû èçëîæèëè ïðÿìîå îïèñàíèå ïðîñòîãî ÿçûêà, â êîòîðîì îáúåêòû è êëàññû
ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ìåõàíèçìàìè.

Êàæäûé èç ýòèõ ïîäõîäîâ ìîæåò áûòü ïî-ñâîåìó ïîëåçåí. Èññëåäîâàíèå
êîäèðîâàíèÿ îáúåêòîâ îáíàæàåò áàçîâûå ìåõàíèçìû èíêàïñóëÿöèè è ïîâòîð-
íîãî èñïîëüçîâàíèÿ è ïîçâîëÿåò ñðàâíèòü èõ ñ äðóãèìè ìåõàíèçìàìè, ïðåä-
íàçíà÷åííûìè äëÿ àíàëîãè÷íûõ öåëåé. Êðîìå òîãî, êîäèðîâàíèå ïîìîãàåò
ïîíÿòü, êàê îáúåêòû ïåðåâîäÿòñÿ êîìïèëÿòîðàìè â ÿçûêè åùå áîëåå íèçêî-
ãî óðîâíÿ, à òàêæå êàê îáúåêòû âçàèìîäåéñòâóþò ñ äðóãèìè âîçìîæíîñòÿìè
ÿçûêà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîäõîä ê îáúåêòàì êàê ê ýëåìåíòàðíûì ìåõàíèç-
ìàì ïîçâîëÿåò ïðÿìî ðàññóæäàòü îá èõ îïåðàöèîííîé ñåìàíòèêå è ïîâåäåíèè
ñ òî÷êè çðåíèÿ òèïèçàöèè; òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ëó÷øå ïðèñïîñîáëåíî äëÿ âû-
ñîêîóðîâíåâîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ÿçûêîâ è íàïèñàíèÿ äîêóìåíòàöèè.

Ðàçóìååòñÿ, â êîíå÷íîì ñ÷åòå õîòåëîñü áû ñîõðàíèòü îáå òî÷êè çðåíèÿ �
èìåòü âûñîêîóðîâíåâûé ÿçûê, âêëþ÷àþùèé ýëåìåíòàðíûå êîíñòðóêöèè ñ
êëàññàìè, îáúåêòàìè è ò. ä., ñ ñîáñòâåííûìè ïðàâèëàìè òèïèçàöèè è îïåðàöè-
îííîé ñåìàíòèêîé, à òàêæå ïðàâèëà ïåðåâîäà ýòîãî ÿçûêà â íåêîòîðûé ÿçûê
áîëåå íèçêîãî óðîâíÿ, â êîòîðîì åñòü òîëüêî çàïèñè è ôóíêöèè (èëè äàæå
ÿçûê åùå áîëåå íèçêîãî óðîâíÿ, â êîòîðîì íåò íè÷åãî, êðîìå ðåãèñòðîâ, óêà-
çàòåëåé è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìàíä), è, íàêîíåö, äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî
ïåðåâîä íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé ðåàëèçàöèåé âûñîêîóðîâíåâîãî
ÿçûêà, â òîì ñìûñëå, ÷òî ïåðåâîä ñîõðàíÿåò ñâîéñòâà âû÷èñëåíèÿ è òèïèçàöèè
âûñîêîóðîâíåâîãî ÿçûêà. Ñóùåñòâóåò ìíîãî ðåàëèçàöèé ýòîé èññëåäîâàòåëü-
ñêîé ïðîãðàììû � äëÿ ñàìîé FJ ýòî ïðîäåëàëè Ëèã, Òðèôîíîâ èØàî (League,
Trifonov, and Shao, 2001), à äëÿ äðóãèõ îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ áàçîâûõ
èñ÷èñëåíèé � Õîôìàí è Ïèðñ (Hofmann and Pierce, 1995b), Áðþñ (Bruce,
1994, 2002), Àáàäè, Êàðäåëëè è Âèøâàíàòàí (Abadi, Cardelli, and Viswanathan,
1996), à òàêæå äðóãèå àâòîðû.

19.7. Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ýòà ãëàâà íàïèñàíà íà áàçå ñòàòüè Èãàðàñè, Ïèðñà è Óîäëåðà, ãäå âïåðâûå
óïîìèíàëñÿ ÿçûê FJ (Igarashi, Pierce, and Wadler, 1999). Îñíîâíîå îòëè÷èå
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â ïðåäñòàâëåíèè ìàòåðèàëà ñîñòîèò â òîì, ÷òî çäåñü, êàê è âîîáùå íà ïðî-
òÿæåíèè ýòîé êíèãè, ìû èñïîëüçîâàëè îïåðàöèîííóþ ñåìàíòèêó ñ âûçîâîì
ïî çíà÷åíèþ, òîãäà êàê â èñõîäíîé ñòàòüå èñïîëüçîâàëîñü íåäåòåðìèíèñòñêîå
îòíîøåíèå áåòà-ðåäóêöèè.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ äîêàçàòåëüñòâ òèïîâîé áåçîïàñíîñòè äëÿ
ïîäìíîæåñòâ Java. Â ñàìîì ðàííåì èç íèõ Äðîññîïóëó, Àéçåíáàõ è Õóðøèä
(Drossopoulou, Eisenbach, and Khurshid, 1999), èñïîëüçóÿ ìåòîä, âïîñëåäñòâèè
ìåõàíè÷åñêè ïðîâåðåííûé Ñàéìîì (Syme, 1997), äîêàçûâàþò áåçîïàñíîñòü
äëÿ ñóùåñòâåííîãî ïîäìíîæåñòâà äèàëåêòà Java áåç ïàðàëëåëèçìà. Ïîäîáíî
FJ, îíè ðàáîòàþò â ðàìêàõ îïåðàöèîííîé ñåìàíòèêè ñ ìàëûì øàãîì, íî èçáå-
ãàþò òîíêîñòåé ¾ãëóïîãî ïðèâåäåíèÿ¿, öåëèêîì óáèðàÿ èç ÿçûêà ïðèâåäåíèÿ.
Íèïêîâ è Îõàéìá (Nipkow and von Oheimb, 1998) ïðèâîäÿò ìåõàíè÷åñêè ïðî-
âåðåííîå äîêàçàòåëüñòâî áåçîïàñíîñòè äëÿ íåñêîëüêî áîëåå øèðîêîãî áàçîâîãî
ÿçûêà. Èõ ÿçûê âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðèâåäåíèÿ, íî ñôîðìóëèðîâàí ñðåäñòâàìè
îïåðàöèîííîé ñåìàíòèêè ¾ñ áîëüøèì øàãîì¿, è ïðîáëåìà ñ ¾ãëóïûìè ïðè-
âåäåíèÿìè¿ â òàêîì êîíòåêñòå íå âîçíèêàåò. Ôëàòò, Êðèøíàìóðòè è Ôåëëåé-
ñåí (Flatt, Krishnamurthi, and Felleisen, 1998a,b) èñïîëüçóþò îïåðàöèîííóþ
ñåìàíòèêó ñ ìàëûì øàãîì. Îíè ôîðìàëèçóþò ïîäìíîæåñòâî, âêëþ÷àþùåå
ïðèñâàèâàíèå è ïðèâåäåíèÿ. ¾Ãëóïûå ïðèâåäåíèÿ¿ ðàññìàòðèâàþòñÿ òàê æå,
êàê â FJ. Èõ ñèñòåìà íåñêîëüêî áîëüøå FJ ïî ðàçìåðó (ïðàâèëà ñèíòàêñèñà,
òèïèçàöèè è îïåðàöèîííîé ñåìàíòèêè ïðèìåðíî âòðîå áîëüøå ïî îáúåìó), à
äîêàçàòåëüñòâî áåçîïàñíîñòè, áóäó÷è çíà÷èòåëüíî äëèííåå, èìååò ïðèìåðíî
òàêóþ æå ñëîæíîñòü, êàê äëÿ FJ.

Èç ýòèõ òðåõ ðàáîò, ðàáîòà Ôëàòòà, Êðèøíàìóðòè è Ôåëëåéñåíà áëèæå
âñåãî ê FJ â îäíîì âàæíîì àñïåêòå: ýòè àâòîðû, êàê è ìû, ñòàâÿò ñâîåé öå-
ëüþ âûáîð êàê ìîæíî ìåíüøåãî áàçîâîãî èñ÷èñëåíèÿ, îòðàæàþùåãî òîëüêî
òå ñâîéñòâà Java, êîòîðûå âàæíû äëÿ íåêîòîðîé êîíêðåòíîé çàäà÷è. Â èõ
ñëó÷àå, çàäà÷åé áûë àíàëèç ðàñøèðåíèÿ Java êëàññàìè-ïðèìåñÿìè (mixins) â
ñòèëå Common Lisp. Íàïðîòèâ, öåëüþ äâóõ äðóãèõ óïîìÿíóòûõ ñèñòåì áûëî
èññëåäîâàòü êàê ìîæíî áîëüøåå ïîäìíîæåñòâî Java, ïîñêîëüêó îñíîâíîé èõ
èíòåðåñ çàêëþ÷àëñÿ â äîêàçàòåëüñòâå áåçîïàñíîñòè Java êàê òàêîâîé.

Â ëèòåðàòóðå ïî îñíîâàì îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ ÿçûêîâ ìîæíî íàéòè
ìíîæåñòâî ñòàòåé ïî ôîðìàëèçàöèè îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ ÿçûêîâ, îñ-
íîâàííûõ íà êëàññàõ, ëèáî ðàññìàòðèâàþùèõ êëàññû êàê ýëåìåíòàðíûé ìå-
õàíèçì (íàïð., Wand, 1989a, Bruce, 1994, Bono, Patel, Shmatikov, and Mitchell,
1999b, Bono, Patel, and Shmatikov, 1999a), ëèáî ïåðåâîäÿùèõ êëàññû â áî-
ëåå íèçêîóðîâíåâûå êîíñòðóêöèè (íàïð., Fisher and Mitchell, 1998, Bono and
Fisher, 1998, Abadi and Cardelli, 1996, Pierce and Turner, 1994).

Ðîäñòâåííîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé ðàññìàòðèâàåò ìîäåëè îáúåêòíî-
îðèåíòèðîâàííûõ ÿçûêîâ, â êîòîðûõ êëàññû çàìåíÿþòñÿ êàêîé-ëèáî ôîðìîé
ïåðåîïðåäåëåíèÿ ìåòîäîâ (method override) èëè äåëåãàöèè (delegation) (Ungar
and Smith, 1987), ïðè êîòîðûõ îòäåëüíûå îáúåêòû ìîãóò íàñëåäîâàòü ïîâå-
äåíèå äðóãèõ îáúåêòîâ. Ïîëó÷àþùèåñÿ èñ÷èñëåíèÿ ÷àñòî áûâàþò ïðîùå, ÷åì
äëÿ ÿçûêîâ, îñíîâàííûõ íà êëàññàõ, ïîñêîëüêó ðàáîòàþò ñ ìåíüøèìè íàáîðà-
ìè áàçîâûõ ïîíÿòèé. Ñàìîå ðàçâèòîå è ñàìîå èçâåñòíîå èç íèõ � èñ÷èñëåíèå
îáúåêòîâ (object calculus) Àáàäè è Êàðäåëëè (Abadi and Cardelli, 1996). Åùå
îäíî ïîïóëÿðíîå èñ÷èñëåíèå ðàçðàáîòàíî Ôèøåðîì, Õîíñåëëîì è Ìèò÷åëëîì
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(Fisher, Honsell, and Mitchell, 1994).
Ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùèéñÿ ïîäõîä ê îáúåêòàì, êëàññàì è ïîäòèïàì, èç-

âåñòíûé ïîä íàçâàíèåì ìóëüòèìåòîäû (multi-methods), áûë ôîðìàëèçîâàí
Êàñòàíüåé, Ãåëëè è Ëîíãî (Castagna, Ghelli, and Longo, 1995). Äîïîëíèòåëü-
íûå ññûëêè ìîæíî íàéòè â ïðèìå÷àíèè íà ñ. 254.

Â êàæäîì áîëüøîì ÿçûêå
çàêëþ÷åí ìàëåíüêèé, êîòîðûé
ñòðåìèòñÿ âûáðàòüñÿ íàðóæó.

Èãàðàñè, Ïèðñ è Óîäëåð
(Igarashi, Pierce, and Wadler,

1999)

Â êàæäîé áîëüøîé ïðîãðàììå
çàêëþ÷åíà ìàëåíüêàÿ, êîòîðàÿ
ñòðåìèòñÿ âûáðàòüñÿ íàðóæó.

Òîíè Õîàð, ¾Ýôôåêòèâíîå
ïðîèçâîäñòâî áîëüøèõ

ïðîãðàìì¿ (1970)

ß òîëñòûé, íî âíóòðè ÿ õóäîé.
Âàì íèêîãäà íå ïðèõîäèëî â
ãîëîâó, ÷òî ó êàæäîãî òîëñòÿêà
âíóòðè ñèäèò õóäîé ÷åëîâåê?

Äæîðäæ Îðóýëë, ¾Çà ãëîòêîì
ñâåæåãî âîçäóõà¿ (1939)
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Ãëàâà 20

Ðåêóðñèâíûå òèïû

Â ðàçäåëå 11.12 ìû âèäåëè, êàê ìîæíî ðàñøèðèòü ïðîñòóþ ñèñòåìó òèïîâ
êîíñòðóêòîðîì òèïîâ List(T), êîòîðûé îïèñûâàåò ñïèñêè ñ ýëåìåíòàìè òèïà
T. Ñïèñêè � ëèøü îäèí ïðèìåð áîëüøîãî êëàññà ðàñïðîñòðàíåííûõ ñòðóêòóð,
â êîòîðûé òàêæå âõîäÿò î÷åðåäè, áèíàðíûå äåðåâüÿ, ïîìå÷åííûå äåðåâüÿ, äå-
ðåâüÿ àáñòðàêòíîãî ñèíòàêñèñà è ò. ï., êîòîðûå ìîãóò ðàñòè äî ïðîèçâîëüíîãî
ðàçìåðà, íî ïðè ýòîì èìåþò ïðîñòóþ, ðåãóëÿðíóþ ñòðóêòóðó. Íàïðèìåð, ýëå-
ìåíò òèïà List(Nat) âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïóñòûì (nil), ëèáî ïàðîé (¾ÿ÷åé-
êîé cons¿), ñîñòîÿùåé èç ÷èñëà è List(Nat). Î÷åâèäíî, íå èìååò ñìûñëà ïðåä-
ñòàâëÿòü âñå òàêèå ñòðóêòóðû â âèäå îòäåëüíûõ ýëåìåíòàðíûõ ÿçûêîâûõ êîí-
ñòðóêöèé. Âìåñòî ýòîãî íàì íóæåí îáùèé ìåõàíèçì, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî èõ â
ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü íà îñíîâå áîëåå ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ.
Ýòîò ìåõàíèçì íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíûìè òèïàìè (recursive types).

Ðàññìîòðèì åùå ðàç òèï ñïèñêîâ ÷èñåë1. Óòâåðæäåíèå, ÷òî ñïèñîê ÿâëÿ-
åòñÿ ëèáî nil, ëèáî ïàðîé, ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü ïðè ïîìîùè âàðèàíòíûõ
òèïîâ è òèïîâ êîðòåæåé, êîòîðûå îïðåäåëåíû â ðàçäåëàõ 11.10 è 11.7:

NatList = <nil:Unit , cons :{... ,...} >;

Çíà÷åíèå, ñâÿçàííîå ñ ìåòêîé âàðèàíòà nil, òðèâèàëüíî, ïîñêîëüêó óæå ñàìà
ìåòêà nil ñîîáùàåò íàì âñå, ÷òî òðåáóåòñÿ çíàòü î ïóñòîì ñïèñêå. Â òî æå
âðåìÿ, çíà÷åíèå, ñâÿçàííîå ñ ìåòêîé cons, ÿâëÿåòñÿ ïàðîé, ñîñòîÿùåé èç ÷èñëà
è äðóãîãî ñïèñêà. Ïåðâûé êîìïîíåíò ýòîé ïàðû èìååò òèï Nat,

NatList = <nil:Unit , cons: {Nat , ...}>;

à âòîðîé êîìïîíåíò ÿâëÿåòñÿ ñïèñêîì ÷èñåë, ò. å. ýëåìåíòîì òîãî ñàìîãî òèïà
NatList, êîòîðûé ìû â äàííûé ìîìåíò îïðåäåëÿåì:

NatList = <nil:Unit , cons:{Nat ,NatList}>;

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòîå òèïèçèðîâàííîå èñ÷èñëåíèå ñ ðåêóðñèâíûìè òè-
ïàìè. Â ïðèìåðàõ èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå êîíñòðóêöèè èç ïðåäûäóùèõ ãëàâ; ñîîòâåòñòâó-
þùèé èíòåðïðåòàòîð íàçûâàåòñÿ fullequirec. Äëÿ ðàçäåëà 20.2 èíòåðïðåòàòîðîì ñëóæèò
fullisorec.

1Â ýòîé ãëàâå ìû íå áóäåì êàñàòüñÿ âîïðîñà î òîì, êàê äàòü åäèíîå îáîáùåííîå îïðåäå-
ëåíèå ñïèñêîâ ñ ýëåìåíòàìè ïðîèçâîëüíîãî òèïà T. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëåíèÿ íàì ïîíàäîáèòñÿ
ìåõàíèçì îïåðàòîðîâ íàä òèïàìè (type operators), êîòîðûé áóäåò ââåäåí â ãëàâå 29.
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Ýòî óðàâíåíèå íå ÿâëÿåòñÿ îáûêíîâåííûì îïðåäåëåíèåì â òîì ñìûñëå, ÷òî â
íåì ìû íå äàåì íîâîå èìÿ âûðàæåíèþ, çíà÷åíèå êîòîðîãî íàì çàðàíåå ïîíÿò-
íî, � ïîñêîëüêó â ïðàâîé ÷àñòè èñïîëüçóåòñÿ òî ñàìîå èìÿ, êîòîðîå ïîäëåæèò
îïðåäåëåíèþ. Íàïðîòèâ, ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïðåäåëåíèå
áåñêîíå÷íîãî äåðåâà:

<nil:

����� ,cons:

77777 >

Unit {

����� ,
:::: }

Nat <nil:

����� ,cons:

77777 >

Unit {

����� ,
:::: }

Nat <nil:

����� ,cons:
**** >

Unit ...

Ðåêóðñèâíîå óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå ýòî áåñêîíå÷íîå äåðåâî, ïîõîæå íà
óðàâíåíèå, êîòîðûì îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ ôàêòîðèàëà, ïðèâå-
äåííîå íà ñ. 72. Êàê è òàì, íàì áóäåò óäîáíî ïðåîáðàçîâàòü ýòî óðàâíåíèå
â ïðàâèëüíîå îïðåäåëåíèå, ïåðåìåñòèâ ¾öèêë¿ â ïðàâóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ.2

Ìû ñäåëàåì ýòî, ââîäÿ ÿâíûé îïåðàòîð ðåêóðñèè äëÿ òèïîâ � îïåðàòîð µ:

NatList = µX. <nil:Unit , cons:{Nat ,X}>;

Èíòóèòèâíî ýòî âûðàæåíèå ÷èòàåòñÿ òàê: ¾Ïóñòü NatList áóäåò áåñêîíå÷íûì
òèïîì, óäîâëåòâîðÿþùèì óðàâíåíèþ X = <nil:Unit, cons:Nat,X>¿.

Â ðàçäåëå 20.2 ìû óâèäèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà íåìíîãî ðàçíûõ ñïîñîáà
ôîðìàëèçàöèè ðåêóðñèâíûõ òèïîâ � òàê íàçûâàåìûå ýêâèðåêóðñèâíîå (equi-
recursive) è èçîðåêóðñèâíîå (iso-recursive) ïðåäñòàâëåíèÿ. Îíè îòëè÷àþòñÿ êî-
ëè÷åñòâîì àííîòàöèé òèïîâ, êîòîðûå ïðîãðàììèñò äîëæåí âûïèñàòü, ÷òîáû
ïîìî÷ü ñèñòåìå ïðîâåðêè. Â ïðèìåðàõ, ïðèâåäåííûõ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå,
ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü áîëåå ïðîñòîå ýêâèðåêóðñèâíîå ïðåäñòàâëåíèå.

20.1. Ïðèìåðû

Ñïèñêè

Ïðåæäå âñåãî, çàêîí÷èì ïðèìåð ñî ñïèñêàìè ÷èñåë, íà÷àòûé íàìè â ïðåäû-
äóùåì ðàçäåëå. ×òîáû èñïîëüçîâàòü ýòè ñïèñêè ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè, íàì
íóæíà êîíñòàíòà nil, êîíñòðóêòîð cons äëÿ äîáàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ â íà÷àëî

2Òàêîå ïåðåìåùåíèå óäîáíî ïîòîìó, ÷òî îíî ïîçâîëèò íàì ãîâîðèòü î ðåêóðñèâíûõ òèïàõ,
íå èìåíóÿ èõ. Îäíàêî, ðàáîòà ñ ÿâíî èìåíîâàííûìè ðåêóðñèâíûìè òèïàìè òàêæå èìååò ñâîè
ïðåèìóùåñòâà � ñì. îáñóæäåíèå èìåííûõ (nominal) è ñòðóêòóðíûõ (structural) ñèñòåì
òèïîâ â �19.3.

Rev: �revision�, November 28, 2010 298 �source�le�



20.1. Ïðèìåðû 299

ñóùåñòâóþùåãî ñïèñêà, îïåðàöèÿ isnil, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò â êà÷åñòâå àð-
ãóìåíòà ñïèñîê è âîçâðàùàåò áóëåâî çíà÷åíèå, à òàêæå îïåðàöèè äåêîìïîçè-
öèè hd è tl äëÿ èçâëå÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðâîãî ýëåìåíòà è îñòàòêà èç
íåïóñòîãî ñïèñêà. Íà ðèñ. 11.13 ìû îïðåäåëèëè ýòè ôóíêöèè êàê âñòðîåííûå
îïåðàòîðû; òåïåðü íàøà çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü èõ èç
áàçîâûõ ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèÿ nil è cons íåìåäëåííî ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ NatList ÷å-
ðåç äâóõýëåìåíòíûé âàðèàíòíûé òèï.

nil = <nil=unit > as NatList;

� nil : NatList

cons = λn:Nat. λl:NatList. <cons={n,l}> as NatList;

� cons : Nat Ñ NatList Ñ NatList

(Íàïîìíèì èç �11.12, ÷òî âûðàæåíèå âèäà <l=t> as T èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñî-
çäàíèÿ çíà÷åíèé âàðèàíòíîãî òèïà: çíà÷åíèå t ïîìå÷àåòñÿ ìåòêîé l è ¾âêëà-
äûâàåòñÿ¿ â âàðèàíòíûé òèï T. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðîöåäóðà ïðîâåðêè òè-
ïîâ àâòîìàòè÷åñêè ¾ðàçâåðíåò¿ ðåêóðñèâíûé òèï NatList â âàðèàíòíûé òèï
<nil:Unit, cons:Nat,NatList>.)

Îñòàëüíûå áàçîâûå îïåðàöèè íàä ñïèñêàìè ïðîâåðÿþò èõ ñòðóêòóðó è èç-
âëåêàþò îòäåëüíûå èõ ÷àñòè. Âñå îíè ðåàëèçóþòñÿ â òåðìèíàõ case.

isnil = λl:NatList. case l of

<nil=u> ñ true

| <cons=p> ñ false;

� isnil : NatList Ñ Bool

hd = λl:NatList. case l of <nil=u> ñ 0 | <cons=p> ñ p.1;

� hd : NatList Ñ Nat

tl = λl:NatList. case l of <nil=u> ñ l | <cons=p> ñ p.2;

� tl : NatList Ñ NatList

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìû ðåøèëè, ÷òî âûçîâ hd äëÿ ïóñòîãî ñïèñêà áóäåò âîç-
âðàùàòü 0, à âûçîâ tl äëÿ ïóñòîãî ñïèñêà � ïóñòîé ñïèñîê. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ
òàêæå ìîæíî áûëî áû âîçáóæäàòü èñêëþ÷åíèÿ.

Ñ ïîìîùüþ âñåõ ýòèõ îïðåäåëåíèé ìîæíî íàïèñàòü ðåêóðñèâíóþ ôóíê-
öèþ, êîòîðàÿ ñóììèðóåò ýëåìåíòû ñïèñêà:

sumlist = fix (λs:NatList ÑNat. λl:NatList.
if isnil l then 0 else plus (hd l) (s (tl l)));

� sumlist : NatList Ñ Nat

mylist = cons 2 (cons 3 (cons 5 nil));

sumlist mylist;

� 10 : Nat
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Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ ñàì NatList � áåñêîíå÷íîå òèïîâîå âûðàæåíèå, âñå åãî ýëå-
ìåíòû ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè ñïèñêàìè. Ýòî ïîòîìó, ÷òî íè ïðèìèòèâû ïîñòðî-
åíèÿ ïàðû è ïîìåòêè âàðèàíòîâ, íè êîíñòðóêöèÿ fix ñ âûçîâîì ïî çíà÷åíèþ
íå ïðèãîäíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ñòðóêòóð.

Óïðàæíåíèå 20.1.1 r��s: Îäèí èç ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ïîìå÷åííûõ äâî-
è÷íûõ äåðåâüåâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî äåðåâî ìîæåò áûòü ëèáî ëèñòîì (áåç
ìåòêè), ëèáî âíóòðåííèì óçëîì ñ ÷èñëåííîé ìåòêîé è äâóìÿ äî÷åðíèìè äå-
ðåâüÿìè. Îïðåäåëèòå òèï NatTree è ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð îïåðàöèé äëÿ
ñîçäàíèÿ, óíè÷òîæåíèÿ è ïðîâåðêè äåðåâüåâ. Íàïèøèòå ôóíêöèþ, êîòîðàÿ
áóäåò âûïîëíÿòü îáõîä äåðåâà ¾â ãëóáèíó¿ è âîçâðàùàòü ñïèñîê íàéäåííûõ
ìåòîê. Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ êîäà èñïîëüçóéòå èíòåðïðåòàòîð fullequirec.

¾Æàäíûå¿ ôóíêöèè

Äðóãîé ïðèìåð, äåìîíñòðèðóþùèé íåñêîëüêî áîëåå õèòðîå èñïîëüçîâàíèå
ðåêóðñèâíûõ òèïîâ � òèï ¾æàäíûõ ôóíêöèé¿, êîòîðûå ìîãóò ïðèíèìàòü ëþ-
áîå êîëè÷åñòâî ÷èñëåííûõ àðãóìåíòîâ, è âñåãäà âîçâðàùàþò íîâóþ ôóíêöèþ,
ñòîëü æå ¾æàäíóþ¿:

Hungry = µA. Nat ÑA;

Ýëåìåíòû ýòîãî òèïà ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðà fix:

f = fix (λf: Nat ÑHungry. λn:Nat. f);

� f : Hungry

f 0 1 2 3 4 5;

� <fun > : Hungry

Ïîòîêè

Áîëåå ïîëåçíûé âàðèàíò âûøåîïèñàííîãî òèïà Hungry � òèï Stream (ïî-
òîê), ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé, êîòîðûå ìîãóò ïîòðåáëÿòü ëþáîå êîëè÷åñòâî
çíà÷åíèé unit, êàæäûé ðàç âîçâðàùàÿ ïàðó, ñîñòîÿùóþ èç ÷èñëà è íîâîãî
ïîòîêà.

Stream = µA. Unit Ñ{Nat ,A};

Ìû ìîæåì îïðåäåëèòü äâå îïåðàöèè äåêîìïîçèöèè äëÿ ïîòîêîâ; åñëè s �
ïîòîê, òî ðåçóëüòàòîì âûçîâà hd s áóäåò ïåðâîå ÷èñëî, êîòîðîå îí âåðíåò,
êîãäà ìû ïåðåäàäèì åìó unit.

hd = λs:Stream. (s unit ).1;

� hd : Stream Ñ Nat

Àíàëîãè÷íî, ðåçóëüòàòîì tl s áóäåò íîâûé ïîòîê, êîòîðûé ìû ïîëó÷èì, åñëè
ïåðåäàäèì unit â s.

tl = λs:Stream. (s unit ).2;

� tl : Stream Ñ Stream
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Äëÿ ñîçäàíèÿ ïîòîêà ìû ñíîâà èñïîëüçóåì îïåðàòîð fix:

upfrom0 = fix (λf: Nat ÑStream. λn:Nat. λ_:Unit. {n,f (succ n)}) 0;

� upfrom0 : Stream

hd upfrom0;

� 0 : Nat

hd (tl (tl (tl upfrom0 )));

� 3 : Nat

Óïðàæíåíèå 20.1.2 rÐåêîìåíäóåòñÿ,��s: Ñîçäàéòå ïîòîê, âûäàþùèé ýëå-
ìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ...).

Ïîòîêè ìîæíî äàëüøå îáîáùèòü äî ïðîñòîé ôîðìû ïðîöåññîâ
(processes) � ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ ÷èñëî, à âîçâðàùàþùèõ ÷èñëî è
íîâûé ïðîöåññ.

Process = µA. Nat Ñ{Nat ,A};

Âîò, íàïðèìåð, ïðîöåññ, êîòîðûé íà êàæäîì øàãå âîçâðàùàåò ñóììó âñåõ ýëå-
ìåíòîâ, ïîëó÷åííûõ èì äî ñèõ ïîð:

p = fix (λf: Nat ÑProcess. λacc:Nat. λn:Nat.
let newacc = plus acc n in

{newacc , f newacc }) 0;

� p : Process

Êàê è äëÿ ïîòîêîâ, ìîæíî îïðåäåëèòü âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè äëÿ âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ñ ïðîöåññàìè:

curr = λs:Process. (s 0).1;

� curr : Process Ñ Nat

send = λn:Nat. λs:Process. (s n).2;

� send : Nat Ñ Process Ñ Process

Åñëè ìû ïåðåäàäèì ïðîöåññó p ÷èñëà 5, 3 è 20, òî ÷èñëî, êîòîðîå îí âåðíåò â
îòâåò íà ïîñëåäíåå îáðàùåíèå, áóäåò 28.

curr (send 20 (send 3 (send 5 p)));

� 28 : Nat

Îáúåêòû

Íåáîëüøîå ïåðåîñìûñëåíèå ïîñëåäíåãî ïðèìåðà äàåò íàì åùå îäèí çíà-
êîìûé ÿçûê âçàèìîäåéñòâèÿ ñ äàííûìè � îáúåêòû. Âîò, íàïðèìåð, òèï äëÿ
îáúåêòîâ-ñ÷åò÷èêîâ (counter), êîòîðûå õðàíÿò âíóòðè ñåáÿ ÷èñëî è ïîçâîëÿ-
þò ëèáî çàïðàøèâàòü òåêóùåå çíà÷åíèå ýòîãî ÷èñëà, ëèáî óâåëè÷èâàòü åãî:

Counter = µC. {get:Nat , inc:Unit ÑC};
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Çàìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå îáúåêòîâ çäåñü � ÷èñòî ôóíêöèîíàëüíîå (êàê
è â ãëàâå 19, è â îòëè÷èå îò òîãî, êîòîðîå áûëî â ãëàâå 18): îòïðàâêà ñîîá-
ùåíèÿ inc îáúåêòó-ñ÷åò÷èêó íå âûçûâàåò èçìåíåíèÿ âíóòðåííåãî ñîñòîÿíèÿ
îáúåêòà; âìåñòî ýòîãî îïåðàöèÿ âîçâðàùàåò íîâûé îáúåêò-ñ÷åò÷èê, â êîòîðîì
âíóòðåííåå ñîñòîÿíèå óâåëè÷åíî. Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèå ðåêóðñèâíûõ
òèïîâ ïîçâîëÿåò óêàçàòü, ÷òî âîçâðàùàåìûé îáúåêò èìååò òîò æå ñàìûé òèï,
÷òî è îðèãèíàë.

Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ìåæäó ýòèìè îáúåêòàìè è ïðîöåññàìè, êîòîðûå ìû
îáñóæäàëè âûøå, ñîñòîèò â òîì, ÷òî îáúåêò ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî îïðåäåëåí-
íîé çàïèñüþ (ñîäåðæàùåé ôóíêöèþ), òîãäà êàê ïðîöåññ � ðåêóðñèâíî îïðå-
äåëåííàÿ ôóíêöèÿ (âîçâðàùàþùàÿ êîðòåæ). Ïîëüçà îò òàêîé ñìåíû òî÷êè
çðåíèÿ â òîì, ÷òî ìû ìîæåì ðàñøèðèòü íàøó çàïèñü è âêëþ÷èòü â íåå áîëåå
îäíîé ôóíêöèè, íàïðèìåð, äîáàâèâ îïåðàöèþ óìåíüøåíèÿ çíà÷åíèÿ:

Counter = µC. {get:Nat , inc:Unit ÑC, dec:Unit Ñ C};

Äëÿ ñîçäàíèÿ îáúåêòà counter ìû èñïîëüçóåì êîìáèíàòîð íåïîäâèæíîé òî÷-
êè, êàê ìû ýòî äåëàëè âûøå.

c = let create = fix (λf: {x:Nat} ÑCounter. λs: {x:Nat}.

{get = s.x,

inc = λ_:Unit. f {x=succ(s.x)},

dec = λ_:Unit. f {x=pred(s.x)} })

in create {x=0};

� c : Counter

Ïðè âûçîâå îïåðàöèé íàä c ìû ïðîñòî âûäåëÿåì ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå:

c1 = c.inc unit;

c2 = c1.inc unit;

c2.get;

� 2 : Nat

Óïðàæíåíèå 20.1.3 r��s: Ðàñøèðüòå òèï Counter è ñ÷åò÷èê c, ïðèâåäåííûé
âûøå, òàê, ÷òîáû îíè âêëþ÷àëè îïåðàöèè backup è reset (êàê ìû ýòî äåëàëè
â �18.7): ïðè âûïîëíåíèè îïåðàöèè backup ñ÷åò÷èê ñîõðàíÿåò ñâîå òåêóùåå
çíà÷åíèå â ñïåöèàëüíîì âíóòðåííåì ðåãèñòðå, à âûçîâ reset ïðèâîäèò ê
âîññòàíîâëåíèþ çíà÷åíèÿ èç ýòîãî ðåãèñòðà.

Ðåêóðñèâíûå çíà÷åíèÿ íà îñíîâå ðåêóðñèâíûõ òèïîâ

Áîëåå óäèâèòåëüíîå èñïîëüçîâàíèå ðåêóðñèâíûõ òèïîâ, ÿñíî ïîêàçûâàþ-
ùåå èõ âûðàçèòåëüíóþ ñèëó � ýòî ïîñòðîåíèå ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííîãî
êîìáèíàòîðà íåïîäâèæíîé òî÷êè. Äëÿ ëþáîãî òèïà T ìû ñëåäóþùèì îáðàçîì
ìîæåì îïðåäåëèòü êîíñòðóêòîð íåïîäâèæíîé òî÷êè äëÿ ôóíêöèè íàä T.

fixT = λf:T ÑT. (λx:(µA.A ÑT). f (x x)) (λx:(µA.A Ñ
T). f (x x));

� fixT : (T ÑT) Ñ T
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìû ñîòðåì òèïû, òî ýòîò òåðì áóäåò âûãëÿäåòü â òî÷íî-
ñòè êàê áåñòèïîâûé êîìáèíàòîð íåïîäâèæíîé òî÷êè, ðàññìîòðåííûé íàìè íà
ñ. 85.

Çäåñü îñíîâíîé òðþê çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè ðåêóðñèâíîãî òèïà
äëÿ òèïèçàöèè äâóõ óïîìèíàíèé âûðàæåíèÿ x x. Êàê ìû âèäåëè â óïðàæ-
íåíèè 9.3.2, òèïèçàöèÿ ýòîãî òåðìà òðåáóåò, ÷òîáû x èìåë ôóíêöèîíàëüíûé
òèï, îáëàñòüþ çíà÷åíèé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñàì x. ßñíî, ÷òî êîíå÷íîãî òèïà
ñ òàêèì ñâîéñòâîì íå ñóùåñòâóåò, íî áåñêîíå÷íûé òèï µA.A -> T ïðåêðàñíî
ñïðàâëÿåòñÿ ñ ýòîé çàäà÷åé.

Èç ýòîãî ïðèìåðà ñëåäóåò, ÷òî ïðèñóòñòâèå ðåêóðñèâíûõ òèïîâ ëîìàåò
ñâîéñòâî ñòðîãîé íîðìàëèçàöèè: ñ ïîìîùüþ êîìáèíàòîðà fixT ìîæíî íàïè-
ñàòü ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûé òåðì, âû÷èñëåíèå êîòîðîãî (ïðè ïðèìåíåíèè
ê unit) íèêîãäà íå çàâåðøèòñÿ.

divergeT = λ_:Unit. fixT (λx:T. x);

� divergeT : Unit ÑT

Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó òàêèå òåðìû ìîæíî ïîñòðîèòü äëÿ ëþáîãî òèïà, îòñþ-
äà ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé òèï â ýòîé ñèñòåìå ñîäåðæèò êàêèå-íèáóäü òåðìû, â
îòëè÷èå îò λÑ.3

Èíòåðïðåòàöèÿ áåñòèïîâîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ

Âîçìîæíî, ëó÷øå âñåãî ñèëó ðåêóðñèâíûõ òèïîâ èëëþñòðèðóåò òîò ôàêò,
÷òî áåñòèïîâîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå ìîæíî ïîëíîñòüþ âêëþ÷èòü, � ïðàâèëüíî
òèïèçèðîâàííûì îáðàçîì, � â ñòàòè÷åñêè òèïèçèðîâàííûé ÿçûê ñ ðåêóðñèâ-
íûìè òèïàìè. Äîïóñòèì, ÷òî D � ýòî ñëåäóþùèé òèï:4

D = µX.X ÑX;

Îïðåäåëèì ¾ôóíêöèþ âëîæåíèÿ¿ lam, îòîáðàæàþùóþ ôóíêöèè èç D â D íà
ýëåìåíòû D:

lam = λf:D ÑD. f as D;

� lam : D

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ îäíîãî ýëåìåíòà D ê äðóãîìó ìû ïðîñòî ðàñêðûâàåì òèï
ïåðâîãî, âûäåëÿåì ôóíêöèþ è ïðèìåíÿåì åå êî âòîðîìó:

ap = λf:D. λa:D. f a;

� ap : D

3Ýòîò ôàêò äåëàåò ñèñòåìû ñ ðåêóðñèâíûìè òèïàìè áåñïîëåçíûìè â êà÷åñòâå ëîãèê,
åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì òèïû êàê ëîãè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ Êàððè-
Ãîâàðäà (ñì. �9.4), è èíòåðïðåòèðóåì ¾òèï T ñîäåðæèò òåðìû¿ êàê ¾óòâåðæäåíèå T ÿâëÿåòñÿ
äîêàçóåìûì¿. Ïðè ýòîì åñëè êàæäûé òèï ñîäåðæèò òåðìû, òî çíà÷èò, ÷òî êàæäîå óòâåð-
æäåíèå â ëîãèêå äîêàçóåìî � òî åñòü, ÷òî ëîãèêà ïðîòèâîðå÷èâà.

4×èòàòåëü, çíàêîìûé ñ äåíîòàöèîííîé ñåìàíòèêîé, çàìåòèò, ÷òî îïðåäåëåíèå D â òî÷-
íîñòè ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëÿþùèì ñâîéñòâîì óíèâåðñàëüíûõ äîìåíîâ (universal domains),
èñïîëüçóåìûõ â ñåìàíòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ÷èñòîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ.

�source�le� 303 Rev: �revision�, November 28, 2010



304 20.1. Ïðèìåðû

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî M � çàêðûòûé ëÿìáäà-òåðì, ñîäåðæàùèé òîëüêî
ïåðåìåííûå, àáñòðàêöèè è ïðèìåíåíèÿ. Â òàêîì ñëó÷àå, ìû ìîæåì ñêîíñòðó-
èðîâàòü ýëåìåíò D, ïðåäñòàâëÿþùèé M (îáîçíà÷èâ åãî êàê M�), åäèíîîáðàçíûì
ìåòîäîì:

x� � x

pλx.Mq� � lam (λx:D. M�)

pM Nq� � ap M� N�

Âîò, íàïðèìåð, áåñòèïîâîé êîìáèíàòîð íåïîäâèæíîé òî÷êè, âûðàæåííûé êàê
ýëåìåíò D:

fixD = lam (λf:D.
ap (lam (λx:D. ap f (ap x x)))

(lam (λx:D. ap f (ap x x))));

� fixD : D

Ýòî âíåäðåíèå ÷èñòîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ ìîæíî ðàñøèðèòü è âêëþ÷èòü â
íåãî äðóãèå ýëåìåíòû, íàïðèìåð, ÷èñëà. Çàìåíèì îïðåäåëåíèå D íà âàðèàíò-
íûé òèï ñ îäíèì âàðèàíòîì äëÿ ÷èñåë è îäíèì äëÿ ôóíêöèé:

D = µX. <nat:Nat , fn:X ÑX>;

Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíò D ÿâëÿåòñÿ ëèáî ÷èñëîì, ëèáî ôóíêöèåé èç D â D,
ñîîòâåòñòâåííî ïîìå÷åííîé nat èëè fn. Ðåàëèçàöèÿ êîíñòðóêòîðà lam ïðàê-
òè÷åñêè òàêàÿ æå, êàê è âûøå:

lam = λf:D ÑD. <fn=f> as D;

� lam : (D Ñ D) Ñ D

Îäíàêî ðåàëèçàöèÿ ap èìååò èíòåðåñíîå îòëè÷èå:

ap = λf:D. λa:D.
case f of

<nat=n> ñ divergeD unit

| <fn=f> ñ f a;

� ap : D Ñ D Ñ D

Ïðåæäå ÷åì íàì óäàñòñÿ ïðèìåíèòü f ê a, íóæíî âûäåëèòü ôóíêöèþ f ñ ïîìî-
ùüþ case. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ óêàçàòü, êàê íàøå ïðèìåíåíèå âåäåò ñåáÿ, åñëè
f íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé. (Â ýòîì ïðèìåðå ìû ïðîñòî çàöèêëèâàåìñÿ; ìîæíî
áûëî áû òàêæå âîçáóäèòü èñêëþ÷åíèå). Çàìåòüòå, íàñêîëüêî ïðîâåðêà ìåòêè
â ýòîì ïðèìåðå ïîõîæà íà ïðîâåðêó ìåòêè âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ â äèíàìè-
÷åñêè òèïèçèðîâàííûõ ÿçûêàõ âðîäå Scheme. Â ýòîì ñìûñëå ìîæíî ñêàçàòü,
÷òî òèïîâîå âû÷èñëåíèå ¾âêëþ÷àåò â ñåáÿ¿ áåñòèïîâîå èëè äèíàìè÷åñêè òè-
ïèçèðîâàííîå âû÷èñëåíèå.

Àíàëîãè÷íàÿ ïðîâåðêà ìåòîê íåîáõîäèìà ïðè îïðåäåëåíèè ôóíêöèè ñëå-
äîâàíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ D:

suc = λf:D. case f of

<nat=n> ñ (<nat=succ n> as D)

| <fn=f> ñ divergeD unit;

� suc : D Ñ D

Rev: �revision�, November 28, 2010 304 �source�le�



20.2. Ôîðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ 305

Âêëþ÷åíèå 0 â D òðèâèàëüíî:

zro = <nat=0> as D;

� zro : D

Óïðàæíåíèå 20.1.4 r�s: Äîïîëíèòå ýòî êîäèðîâàíèå áóëåâûìè çíà÷åíèÿìè è
óñëîâíûìè âûðàæåíèÿìè, è çàêîäèðóéòå òåðìû, if false then 1 else 0 è
if false then 1 else false â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ D. ×òî ïðîèñõîäèò ïðè
âû÷èñëåíèè ýòèõ òåðìîâ?

Óïðàæíåíèå 20.1.5 rÐåêîìåíäóåòñÿ,��s: Ðàñøèðüòå òèï äàííûõ D òàê,
÷òîáû îí âêëþ÷àë çàïèñè

D = µX. <nat:Nat , fn:X ÑX, rcd:Nat Ñ X>;

è ðåàëèçóéòå ñîçäàíèå çàïèñåé è ïðîåêöèþ ïîëåé. Äëÿ ïðîñòîòû â êà÷åñòâå
ìåòîê ïîëåé èñïîëüçóéòå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, � ò.å. çàïèñè ïðåäñòàâëÿþò-
ñÿ êàê ôóíêöèè èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â ýëåìåíòû D. Ïðîâåðüòå ñâîå ðàñøè-
ðåíèå èíòåðïðåòàòîðîì fullequirec.

20.2. Ôîðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ

Â ëèòåðàòóðå ïî ñèñòåìàì òèïîâ ïðåäñòàâëåíû äâà îñíîâíûõ ïîä-
õîäà ê ðåêóðñèâíûì òèïàì. Îñíîâíîå îòëè÷èå ìåæäó íèìè çàêëþ÷àåò-
ñÿ â îòâåòå íà ïðîñòîé âîïðîñ: êàêîâî îòíîøåíèå ìåæäó òèïîì µX.T

è åãî îäíîøàãîâîé ðàçâåðòêîé? Íàïðèìåð, êàê ñîîòíîñÿòñÿ NatList è
<nil:Unit,cons:Nat,NatList>?

1. Ïðè ýêâèðåêóðñèâíîì (equi-recursive) ïîäõîäå ýòè äâà òèïîâûõ âûðàæå-
íèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ýêâèâàëåíòíûå ïî îïðåäåëåíèþ (de�nitionally
equal) � âçàèìîçàìåíÿåìûå âî âñåõ êîíòåêñòàõ, � ïîñêîëüêó îíè îáî-
çíà÷àþò îäíî è òî æå áåñêîíå÷íîå äåðåâî.5 Ïðîöåäóðà ïðîâåðêè òèïîâ
îòâå÷àåò çà òî, ÷òîáû òåðìû îäíîãî òèïà áûëè äîïóñòèìû â êà÷åñòâå
àðãóìåíòîâ ôóíêöèè, îæèäàþùåé òåðìû äðóãîãî, è ò. ï.

Ïðèÿòíîé îñîáåííîñòüþ ýêâèðåêóðñèâíîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè
îòëè÷àþòñÿ îò äåêëàðàòèâíûõ ïðåäñòàâëåíèé óæå èçâåñòíûõ íàì ñè-
ñòåì òîëüêî òåì, ÷òî òðåáóþò ðàçðåøèòü, ÷òîáû òèïîâûå âûðàæåíèÿ
áûëè áåñêîíå÷íûìè.6 Ñóùåñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ, òåîðåìû î òèïîâîé
áåçîïàñíîñòè è äîêàçàòåëüñòâà îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé, åñëè îíè íå çàâè-
ñÿò îò èíäóêöèè ïî òèïîâûì âûðàæåíèÿì (êîòîðàÿ, åñòåñòâåííî, áîëüøå
íå ðàáîòàåò).

Êîíå÷íî, ðåàëèçàöèÿ ýêâèðåêóðñèâíûõ òèïîâ òðåáóåò íåêîòîðîé ðàáî-
òû, ïîñêîëüêó àëãîðèòìû ïðîâåðêè òèïîâ íå ìîãóò íàïðÿìóþ ðàáîòàòü
ñ áåñêîíå÷íûìè ñòðóêòóðàìè. Äåòàëè òàêèõ ðåàëèçàöèè îïèñàíû â ãëà-
âå 21.

5Îòîáðàæåíèå èç µ-òèïîâ â áåñêîíå÷íûå äåðåâüÿ ôîðìàëüíî îïðåäåëÿåòñÿ â �21.8.
6Ñòðîãî ãîâîðÿ, ñëåäóåò ñêàçàòü ðåãóëÿðíûìè (regular) � ñì. �21.7.
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2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè èçîðåêóðñèâíîì (iso-recursive) ïîäõîäå ðåêóðñèâ-
íûé òèï è ðåçóëüòàò øàãà åãî ðàçâåðòêè ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè, íî èçî-
ìîðôíûìè òèïàìè.

Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, ðàñêðûòèåì ðåêóðñèâíîãî òèïà µX.T ÿâ-
ëÿåòñÿ òèï, ïîëó÷åííûé ïóòåì âçÿòèÿ òåëà T è çàìåíû âñåõ âõîæäåíèé
X íà âåñü ðåêóðñèâíûé òèï, ò. å., èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíóþ íîòàöèþ äëÿ
ïîäñòàíîâêè, rX ÞÑ pµX.TqsT. Íàïðèìåð, òèï NatList, ò. å.

µX.<nil:Unit ,cons:{Nat ,X}>,

ðàñêðûâàåòñÿ â

<nil:Unit , cons:{Nat , µX.<nil:Unit ,cons:{Nat ,X}>}>.

Â ñèñòåìå ñ èçîðåêóðñèâíûìè òèïàìè äëÿ êàæäîãî ðåêóðñèâíîãî òèïà
µX.T ìû ââîäèì ïàðó ôóíêöèé

unfold[µX.T] : µX.TÑ rX ÞÑ µX.TsT
fold[µX.T] : rX ÞÑ µX.TsTÑ µX.T

êîòîðûå ¾ñâèäåòåëüñòâóþò îá èçîìîðôèçìå¿ ÷åðåç îòîáðàæåíèå (â îáå
ñòîðîíû) çíà÷åíèé ìåæäó äâóìÿ òèïàìè:

µX.T

unfold[µX.T]

''
[X Ñ µX.T] T

fold[µX.T]

ii

Îòîáðàæåíèÿ fold è unfold ðåàëèçîâàíû â êà÷åñòâå ïðèìèòèâîâ ÿçû-
êà, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 20.1. Òî, ÷òî îíè îáðàçóþò èçîìîðôèçì,
îòðàæàåòñÿ â ïðàâèëå âû÷èñëåíèÿ E-UnfldFld, óíè÷òîæàþùåì âûðà-
æåíèå fold, êîãäà îíî îêàçûâàåòñÿ â ïàðå ñ ñîîòâåòñòâóþùèì unfold.
(Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ íå òðåáóåò, ÷òîáû àííîòàöèè òèïîâ äëÿ fold è
unfold áûëè îäèíàêîâûìè, ïîñêîëüêó äëÿ ïðîâåðêè òàêîãî îãðàíè÷å-
íèÿ íàì ïðèøëîñü áû çàïóñêàòü ïðîöåäóðó ïðîâåðêè òèïîâ âî âðåìÿ
âûïîëíåíèÿ. Îäíàêî, ïðè âû÷èñëåíèè ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííîé ïðî-
ãðàììû ýòè äâå àííîòàöèè òèïîâ áóäóò ðàâíû ïðè âñÿêîì ïðèìåíåíèè
E-UnfldFld.)

Îáà ïîäõîäà øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ êàê â òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ, òàê
è ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ýêâèðåêóðñèâíûé ñòèëü,
ïîæàëóé, ëåã÷å ïîíÿòü èíòóèòèâíî, íî îí áîëåå òðåáîâàòåëåí ê ïðîöåäóðå
ïðîâåðêè òèïîâ, ïîñêîëüêó îíà äîëæíà ýôôåêòèâíî íàõîäèòü òî÷êè, â êîòî-
ðûõ ñëåäóåò äîáàâèòü àííîòàöèè fold è unfold. Áîëåå òîãî, âçàèìîäåéñòâèå
ìåæäó ýêâèðåêóðñèâíûìè òèïàìè è äðóãèìè íåòðèâèàëüíûìè òèïîâûìè âîç-
ìîæíîñòÿìè, òàêèìè, êàê îãðàíè÷åííàÿ êâàíòèôèêàöèÿ è îïåðàòîðû íàä òè-
ïàìè, áûâàåò äîñòàòî÷íî ñëîæíûì è ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíûì òåîðåòè÷åñêèì
òðóäíîñòÿì (ñì., íàïðèìåð, Ghelli, 1993; Colazzo and Ghelli, 1999) èëè äàæå ê
òîìó, ÷òî çàäà÷à ïðîâåðêè òèïîâ îêàçûâàåòñÿ íåðàçðåøèìîé (Solomon, 1978).

Èçîðåêóðñèâíûé ñòèëü íåñêîëüêî òÿæåëåå ïî ÷àñòè îáîçíà÷åíèé � îí òðå-
áóåò, ÷òîáû ïðîãðàììû ñîïðîâîæäàëèñü èíñòðóêöèÿìè fold è unfold âåçäå,
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Ñ µ Ðàñøèðÿåò λÑ (9.1)

t ::= . . . òåðìû
fold [T] t ñâåðòêà
unfold [T] t ðàçâåðòêà

v ::= . . . çíà÷åíèÿ
fold [T] v ñâåðòêà

T ::= . . . òèïû
X òèïîâàÿ ïåðåìåííàÿ
µX.T ðåêóðñèâíûé òèï

Íîâûå ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ tÑ t1

unfold [S] (fold [T] v1)Ñ v1

(E-UnfldFld)

t1 Ñ t11

fold [T] t1 Ñ fold [T] t11

(E-Fld)

t1 Ñ t11

unfold [T] t1 Ñ unfold [T] t11

(E-Unfld)
Íîâûå ïðàâèëà òèïèçàöèè Γ $ t : T

U � µX.T1 Γ $ t1 : rX ÞÑ UsT1

Γ $ fold [U] t1 : U

(T-Fld)

U � µX.T1 Γ $ t1 : U

Γ $ unfold [U] t1 : rX ÞÑ UsT1

(T-Unfld)

Ðèñ. 20.1. Èçîðåêóðñèâíûå òèïû (λµ)

ãäå óïîòðåáëÿþòñÿ ðåêóðñèâíûå òèïû. Îäíàêî íà ïðàêòèêå ýòè àííîòàöèè
÷àñòî ìîæíî ¾ñïðÿòàòü¿, ñëèâ èõ ñ àííîòàöèÿìè äðóãîãî ðîäà. Íàïðèìåð,
â ÿçûêàõ ñåìåéñòâà ML êàæäîå îïðåäåëåíèå datatype íåÿâíî ââîäèò ðåêóð-
ñèâíûé òèï. Êàæäîå èñïîëüçîâàíèå êîíñòðóêòîðà ïðè ïîñòðîåíèè çíà÷åíèÿ
êîíêðåòíîãî òèïà äàííûõ íåÿâíî âêëþ÷àåò fold, à êîíñòðóêòîð, èñïîëüçóå-
ìûé ïðè ñîïîñòàâëåíèè ñ îáðàçöîì, íåÿâíî ïðèìåíÿåò unfold. Àíàëîãè÷íî, â
Java êàæäîå îïðåäåëåíèå êëàññà ââîäèò ðåêóðñèâíûé òèï, à âûïîëíåíèå ìå-
òîäà îáúåêòà âêëþ÷àåò íåÿâíûé unfold. Ýòî óäà÷íîå ïåðåêðûòèå ìåõàíèçìîâ
äåëàåò èçîðåêóðñèâíûé ñòèëü äîñòàòî÷íî óäîáíûì äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëü-
çîâàíèÿ.

Âîò ïðèìåð NatList â èçîðåêóðñèâíîì âèäå. Óäîáíî áóäåò ñíà÷àëà îïðå-
äåëèòü ñîêðàùåíèå äëÿ ðàçâåðíóòîé ôîðìû NatList:

NLBody = <nil:Unit , cons:{Nat ,NatList}>;
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Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü nil, ïîñòðîèâ âàðèàíò ñ òèïîì NLBody, à çàòåì
ñâåðíóâ åãî äî NatList; cons ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

nil = fold [NatList] (<nil=unit > as NLBody );

cons = λn:Nat. λl:NatList. fold [NatList] <cons={n,l}> as NLBody;

Ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé isnil, hd è tl òðåáóþò âçÿòü NatList
è ðàññìîòðåòü åãî êàê âàðèàíòíûé òèï, ÷òîáû îáðàáîòàòü êàæäûé âàðèàíò ïî
îòäåëüíîñòè. Ýòî äåëàåòñÿ ïóòåì ðàçâåðòêè àðãóìåíòà l:

isnil = λl:NatList.
case unfold [NatList] l of

<nil=u> ñ true

| <cons=p> ñ false;

hd = λl:NatList.
case unfold [NatList] l of

<nil=u> ñ 0

| <cons=p> ñ p.1;

tl = λl:NatList.
case unfold [NatList] l of

<nil=u> ñ l

| <cons=p> ñ p.2;

Óïðàæíåíèå 20.2.1 rÐåêîìåíäóåòñÿ,��s: Ïåðåôîðìóëèðóéòå íåêîòîðûå
ïðèìåðû èç �20.1 (â ÷àñòíîñòè, ïðèìåð fix T co ñ. 302) ñ ÿâíûì èñïîëüçîâà-
íèåì àííîòàöèé fold è unfold. Ïðîâåðüòå èõ ñ ïîìîùüþ èíòåðïðåòàòîðà
fullisorec.

Óïðàæíåíèå 20.2.2 r��s: Ñäåëàéòå íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì î ïðî-
äâèæåíèè è ñîõðàíåíèè äëÿ èçîðåêóðñèâíîé ñèñòåìû.

20.3. Ïîäòèïû

Ïîñëåäíèé âîïðîñ, êîòîðûé ñëåäóåò îáñóäèòü â ýòîé ãëàâå, êàñàåòñÿ ñî÷å-
òàíèÿ ðåêóðñèâíûõ òèïîâ ñ äðóãèì, óæå ðàññìîòðåííûì, âàæíûì ðàñøèðå-
íèåì ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ � ïîäòèïàìè. Íàïðèìåð,
ïðåäïîëîæèì, ÷òî òèï Even ÿâëÿåòñÿ ïîäòèïîì Nat. Êàê äîëæíû ñîîòíîñèòü-
ñÿ òèïû µX.Nat -> (Even � X) è µX.Even -> (Nat � X)?

Ïðîùå âñåãî ðàññìàòðèâàòü òàêèå âîïðîñû, èçó÷àÿ èõ ¾â ïðåäåëå¿, � ò.å.
èñïîëüçóÿ ýêâèðåêóðñèâíîå òîëêîâàíèå ðåêóðñèâíûõ òèïîâ. Â ïðåäñòàâëåí-
íîì ïðèìåðå ýëåìåíòû îáîèõ òèïîâ ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðîñòûå ðå-
àêòèâíûå ïðîöåññû (ñð. ñ. 301): ïîëó÷èâ ÷èñëî, îíè âîçâðàùàþò äðóãîå ÷èñ-
ëî è íîâûé ïðîöåññ, ãîòîâûé ïîëó÷èòü ÷èñëî, è ò. ä. Ïðîöåññû, îòíîñÿùèåñÿ
ê ïåðâîìó òèïó, âñåãäà âûäàþò ÷åòíûå ÷èñëà, à â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ ìî-
ãóò ïðèíèìàòü ëþáûå ÷èñëà. Ïðîöåññû, îòíîñÿùèåñÿ êî âòîðîìó òèïó, ìîãóò
âûäàâàòü ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, íî âñåãäà îæèäàþò, ÷òî èì ïåðåäàäóò ÷åòíîå
÷èñëî. Äëÿ ïåðâîãî òèïà äåéñòâóþò áîëåå æåñòêèå îãðàíè÷åíèÿ íà òî, êàêèå
àðãóìåíòû ìîãóò áûòü ïåðåäàíû ôóíêöèè, è êàêèå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü
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âîçâðàùåíû; ïîýòîìó ìû èíòóèòèâíî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïåðâûé òèï ÿâëÿåòñÿ
ïîäòèïîì âòîðîãî. Ýòè âû÷èñëåíèÿ ìîæíî èçîáðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ñ

~~~~
@@@@

Nat �

����
>>>>

Even Ñ

�����
9999

Nat �

					 +++

Even ...

Ñ

~~~~
@@@@

--
<:

Even

<:
qq �

����
>>>>

--
<:

Nat--
<:

Ñ

�����
5555

--
<:

Even

<:
qq �

����� +++
--

<:

Nat--
<:

...

Ìîæíî ëè ñäåëàòü ýòî èíòóèòèâíîå ðàññóæäåíèå òî÷íûì? Äà, ýòî âîçìîæíî,
êàê ìû óâèäèì â ãëàâå 21.

20.4. Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ïðèìåíåíèå ðåêóðñèâíûõ òèïîâ â èíôîðìàòèêå âîñõîäèò êàê ìèíèìóì
ê Ìîððèñó (Morris, 1968). Èõ îñíîâíûå ñèíòàêñè÷åñêèå è ñåìàíòè÷åñêèå
ñâîéñòâà (áåç ïîäòèïîâ) ñîáðàíû ó Êàðäîíå è Êîïïî (Cardone and Coppo,
1991). Îáçîð ñâîéñòâ áåñêîíå÷íûõ è ðåãóëÿðíûõ äåðåâüåâ ïðèâåäåí ó Êóðñåëÿ
(Courcelle, 1983). Îñíîâíûå ñèíòàêñè÷åñêèå è ñåìàíòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåêóð-
ñèâíûõ òèïîâ áåç ïîòèïîâ áûëè óñòàíîâëåíû â ðàííèõ ïóáëèêàöèÿõÞý (Huet,
1976), à òàêæå Ìàêêóèíà, Ïëîòêèíà è Ñåòè (MacQueen, Plotkin, and Sethi,
1986). (Åùå áîëåå ðàííÿÿ ñòàòüÿ Êëîäà Ïåðà (Claude Pair), êîòîðàÿ íàçûâàåò-
ñÿ ¾Î ñèíòàêñèñå Àëãîëà 68¿ (¾Concerning the Syntax of Algol 68¿), ñîäåðæèò,
ïî-âèäèìîìó, ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè ðàâåíñòâà äëÿ ýêâèðåêóð-
ñèâíûõ òèïîâ. Îðèãèíàë, îïóáëèêîâàííûé â æóðíàëå ¾Algol Bulletin¿ �31
çà ìàðò 1970 ãîäà, òðóäíîäîñòóïåí, îäíàêî Ïüåð Ëåêàí ëþáåçíî ïðåäîñòàâèë
äîñòóï ê îòñêàíèðîâàííîìó ôàéëó íà ñâîåì âåá-ñàéòå.)

Ìîððèñ (Morris, 1968, ñ. 122-124) ïåðâûì çàìåòèë, ÷òî ïðè ïîìîùè ðåêóð-
ñèâíûõ òèïîâ ìîæíî ïîñòðîèòü ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûé îïåðàòîð fix äëÿ
òåðìîâ (�20.1).

Îòíîøåíèå ìåæäó èçîðåêóðñèâíîé è ýêâèðåêóðñèâíîé ñèñòåìàìè èññëå-
äîâàëîñü Àáàäè è Ôüîðå (Abadi and Fiore, 1996). Äâà ïîäõîäà ê ôîðìàëèçà-
öèè ðåêóðñèâíûõ òèïîâ ïîÿâèëèñü óæå â ðàííèõ ðàáîòàõ â ýòîé îáëàñòè, íî
õîðîøî çàïîìèíàþùèåñÿ òåðìèíû ¾èçîðåêóðñèâíûé¿ è ¾ýêâèðåêóðñèâíûé¿
ïîÿâèëèñü ëèøü íåäàâíî ó Êðýðè, Õàðïåðà è Ïóðè (Crary, Harper, and Puri,
1999).

Ññûëêè íà äîïîëíèòåëüíóþ ëèòåðàòóðó îòíîñèòåëüíî ðåêóðñèâíûõ òèïîâ
ñ ïîäòèïàìè ìîæíî íàéòè â ðàçäåëå 21.12.
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Ãëàâà 21

Ìåòàòåîðèÿ ðåêóðñèâíûõ

òèïîâ

Â ãëàâå 20 áûëè ââåäåíû äâà àëüòåðíàòèâíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåêóðñèâíûõ
òèïîâ: ýêâèðåêóðñèâíûå òèïû, êîòîðûå ïî îïðåäåëåíèþ ýêâèâàëåíòíû ñâîèì
ðàçâåðòêàì, è èçîðåêóðñèâíûå òèïû, ãäå ýêâèâàëåíòíîñòü ÿâíî îòìå÷àåòñÿ
ïðè ïîìîùè òåðìîâ fold è unfold. Â ýòîé ãëàâå ìû ðàçðàáàòûâàåì òåîðåòè÷å-
ñêèå îñíîâàíèÿ ïðîöåäóð ïðîâåðêè òèïîâ äëÿ ýêâèðåêóðñèâíûõ òèïîâ. (Ðåàëè-
çàöèÿ èçîðåêóðñèâíûõ òèïîâ äîñòàòî÷íî ïðÿìîëèíåéíà). Ìû áóäåì ðàáîòàòü
ñ ñèñòåìîé, ïîääåðæèâàþùåé îäíîâðåìåííî è ðåêóðñèâíûå òèïû, è ïîäòèïû,
ïîñêîëüêó íà ïðàêòèêå îíè ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ âìåñòå. Ñèñòåìà ñ ýêâèðåêóð-
ñèâíûìè òèïàìè, íî áåç ïîäòèïîâ, áûëà áû ëèøü íåíàìíîãî ïðîùå, ïîñêîëüêó
âñå ðàâíî íåîáõîäèìî ïðîâåðÿòü ýêâèâàëåíòíîñòü ðåêóðñèâíûõ òèïîâ.

Â ãëàâå 20 ìû âèäåëè, ÷òî ïîäòèïèðîâàíèå ýêâèðåêóðñèâíûõ òèïîâ ìîæíî
èíòóèòèâíî ïîíèìàòü â òåðìèíàõ áåñêîíå÷íûõ äåðåâüåâ âûâîäà ïîäòèïèðî-
âàíèÿ, îïåðèðóþùèõ áåñêîíå÷íûìè òèïàìè. Íàøåé çàäà÷åé áóäåò óòî÷íèòü
ýòè èíòóèòèâíûå ïîíÿòèÿ ïðè ïîìîùè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìåòîäà êîèíäóêöèè
(coinduction), è îáîçíà÷èòü ÷åòêóþ âçàèìîñâÿçü ìåæäó áåñêîíå÷íûìè äåðå-
âüÿìè è áåñêîíå÷íûìè âûâîäàìè, ñ îäíîé ñòîðîíû, è êîíå÷íûìè ïðåäñòàâëå-
íèÿìè, ñ êîòîðûìè ðàáîòàåò ðåàëüíûé àëãîðèòì ïîäòèïèðîâàíèÿ, ñ äðóãîé.

Ìû íà÷íåì â �21.1 ñ ðàññìîòðåíèÿ áàçîâîé òåîðèè èíäóêòèâíûõ è êîèíäóê-
òèâíûõ îïðåäåëåíèé, à òàêæå ñâÿçàííûõ ñ íèìè ïðèíöèïîâ äîêàçàòåëüñòâà.
Â �21.2 è �21.3 ýòà îáùàÿ òåîðèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê ñëó÷àþ ïîäòèïîâ, è äàþòñÿ
îïðåäåëåíèÿ êàê óæå çíàêîìîãî íàì îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ íà êîíå÷íûõ
òèïàõ, òàê è åãî êîèíäóêòèâíîãî ðàñøèðåíèÿ íà ñëó÷àé áåñêîíå÷íûõ òèïîâ.
Â �21.4 ìû íåñêîëüêî îòêëîíÿåìñÿ îò òåìû è ðàññìàòðèâàåì íåêîòîðûå âî-
ïðîñû, ñâÿçàííûå ñ òðàíçèòèâíîñòüþ (êîòîðûå, êàê ìû óæå âèäåëè, ÿâëÿþòñÿ
ñóùåñòâåííûì èñòî÷íèêîì òðóäíîñòåé â ñèñòåìàõ ñ ïîäòèïàìè). Â �21.5 âûâî-
äÿòñÿ ïðîñòûå àëãîðèòìû äëÿ ïðîâåðêè ïðèíàäëåæíîñòè ê èíäóêòèâíî è êî-
èíäóêòèâíî îïðåäåëåííûì ìíîæåñòâàì; áîëåå ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ðàñ-

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòîå òèïèçèðîâàííîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå ñ ïîäòèïàìè
(ðèñ. 15.1), òèïàìè-ïðîèçâåäåíèÿìè (11.5) è ýêâèðåêóðñèâíûìè òèïàìè. Ñîîòâåòñòâóþùèé
èíòåðïðåòàòîð íàçûâàåòñÿ equirec.
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ñìàòðèâàþòñÿ â �21.6. Â �21.7 ýòè àëãîðèòìû ïðèìåíÿþòñÿ ê âàæíîìó ÷àñò-
íîìó ñëó÷àþ ïîäòèïèðîâàíèÿ � ¾ðåãóëÿðíûì¿ áåñêîíå÷íûì òèïàì. Â �21.8
ââîäÿòñÿ µ-òèïû êàê êîíå÷íûé ñïîñîá çàïèñè áåñêîíå÷íûõ òèïîâ, è äîêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî áîëåå ñëîæíîå (îäíàêî ðåàëèçóåìîå êîíå÷íûì îáðàçîì) îòíîøåíèå
ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ µ-òèïîâ ñîîòâåòñòâóåò îáûêíîâåííîìó êîèíäóêòèâíîìó
îïðåäåëåíèþ ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ áåñêîíå÷íûõ òèïîâ. Â �21.9 äîêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî àëãîðèòì ïðîâåðêè ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ µ-òèïîâ âñåãäà çàâåðøàåòñÿ.
Â �21.10 ýòîò àëãîðèòì ñðàâíèâàåòñÿ ñ äðóãèì, ðàçðàáîòàííûì Àìàäèî è Êàð-
äåëëè. Â �21.11 êðàòêî îáñóæäàþòñÿ èçîðåêóðñèâíûå òèïû.

21.1. Èíäóêöèÿ è êîèíäóêöèÿ

Äîïóñòèì, ìû çàôèêñèðîâàëè íåêîòîðîå óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî
(universal set) (èëè óíèâåðñóì) U â êà÷åñòâå îáëàñòè ðàññìîòðåíèÿ äëÿ íàøèõ
èíäóêòèâíûõ è êîèíäóêòèâíûõ îïðåäåëåíèé. U ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæå-
ñòâî ¾âñåõ âåùåé â ìèðå¿. Ðîëü èíäóêòèâíûõ è êîèíäóêòèâíûõ îïðåäåëåíèé
áóäåò çàêëþ÷àòüñÿ â òîì, ÷òîáû âûáðàòü íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî U . (Â äàëü-
íåéøåì â êà÷åñòâå U ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìíîæåñòâî âñåõ ïàð òèïîâ, òàê
÷òî ïîäìíîæåñòâà U áóäóò îòíîøåíèÿìè íà òèïàõ. Îäíàêî äëÿ òåêóùåãî îá-
ñóæäåíèÿ íàì ïîäîéäåò ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî U .)

Îïðåäåëåíèå 21.1.1 Ôóíêöèÿ F P PpUq Ñ PpUq ìîíîòîííà (monotone), åñëè
èç X � Y ñëåäóåò, ÷òî F pXq � F pY q. (Íàïîìíèì, ÷òî PpUq � ìíîæåñòâî
âñåõ ïîäìíîæåñòâ U .)

Â äàëüíåéøåì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî F � íåêîòîðàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ
íà PpUq. Ìû ÷àñòî áóäåì íàçûâàòü F ïîðîæäàþùåé ôóíêöèåé (generating
function).

Îïðåäåëåíèå 21.1.2 Ïóñòü X � ïîäìíîæåñòâî U .

1. X ÿâëÿåòñÿ F -çàìêíóòûì (F -closed), åñëè F pXq � X.

2. X ÿâëÿåòñÿ F -êîíñèñòåíòíûì (F -consistent), åñëè X � F pXq.

3. X ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé (�xed point) F , åñëè F pXq � X.

Â ýòèõ îïðåäåëåíèÿõ óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ýëåìåíòû U êàê íåêîòîðîãî ðî-
äà óòâåðæäåíèÿ èëè âûñêàçûâàíèÿ, à F � êàê îòíîøåíèå ¾îáîñíîâàíèÿ¿, êîòî-
ðîå, ïîëó÷àÿ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî âûñêàçûâàíèé (ïðåäïîñûëêè), ãîâîðèò, êà-
êèå óòâåðæäåíèÿ (çàêëþ÷åíèÿ) èç íèõ ñëåäóþò. Â òàêîì ñëó÷àå, F -çàìêíóòûì
ÿâëÿåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå íåâîçìîæíî óâåëè÷èòü, äîáàâëÿÿ ýëåìåí-
òû, îáîñíîâàííûå ñ ïîìîùüþ F � ýòî ìíîæåñòâî óæå ñîäåðæèò âñå çàêëþ÷å-
íèÿ, êîòîðûå ìîæíî ñäåëàòü èç åãî ÷ëåíîâ. F -êîíñèñòåíòíîå ìíîæåñòâî, ñî-
îòâåòñòâåííî, ¾ñàìîîáîñíîâàíî¿: êàæäîå óòâåðæäåíèå â íåì îáîñíîâàíî äðó-
ãèìè óòâåðæäåíèÿìè, êîòîðûå òàêæå ÿâëÿþòñÿ åãî ÷ëåíàìè. Íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà F � ìíîæåñòâî, îäíîâðåìåííî çàìêíóòîå è êîíñèñòåíòíîå: îíî âêëþ÷à-
åò âñå îáîñíîâàíèÿ, òðåáóåìûå åãî ÷ëåíàìè, âñå çàêëþ÷åíèÿ, êîòîðûå ñëåäóþò
èç åãî ÷ëåíîâ, è íè÷åãî áîëåå.
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Ïðèìåð 21.1.3 Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïîðîæäàþùóþ ôóíêöèþ íà òðåõýëå-
ìåíòíîì óíèâåðñàëüíîì ìíîæåñòâå U � ta, b, cu:

E1pHq � tcu E1pta, buq � tcu
E1ptauq � tcu E1pta, cuq � tb, cu
E1ptbuq � tcu E1ptb, cuq � ta, b, cu
E1ptcuq � tb, cu E1pta, b, cuq � ta, b, cu

Èìååòñÿ òîëüêî îäíî E1-çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ta, b, cu è ÷åòûðå
E1-êîíñèñòåíòíûõ ìíîæåñòâà � H, tcu, tb, cu, ta, b, cu

E1 ìîæíî êîìïàêòíî ïðåäñòàâèòü íàáîðîì ïðàâèë âûâîäà (inference
rules):

c

c

b

b c

a

Êàæäîå èç ýòèõ ïðàâèë óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè âñå ýëåìåíòû íàä ÷åðòîé
âõîäÿò â èñõîäíîå ìíîæåñòâî, òî ýëåìåíò ïîä ÷åðòîé âõîäèò â ðåçóëüòè-
ðóþùåå ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 21.1.4 rÊíàñòåð-Òàðñêèé (Tarski, 1955)s:

1. Ïåðåñå÷åíèå âñåõ F -çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé íåïî-
äâèæíîé òî÷êîé F .

2. Îáúåäèíåíèå âñåõ F -êîíñèñòåíòíûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåé
íåïîäâèæíîé òî÷êîé F .

Äîêàçàòåëüñòâî: Ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ÷àñòü (2); ÷àñòü (1) äîêàçû-
âàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì. Ïóñòü C � tX | X � F pXqu åñòü ñî-
âîêóïíîñòü âñåõ F -êîíñèñòåíòíûõ ìíîæåñòâ, è ïóñòü P åñòü îáúåäèíå-
íèå âñåõ òàêèõ ìíîæåñòâ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî F ìîíîòîííà, è ÷òî äëÿ âñÿ-
êîãî X P C ìû çíàåì, ÷òî X F -êîíñèñòåíòíî è ÷òî X � P , ïîëó÷àåì
X � F pXq � F pP q. Ñëåäîâàòåëüíî, P �

�
XPC X � F pP q, ò. å., ìíîæå-

ñòâî P F -êîíñèñòåíòíî. Áîëåå òîãî, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ, P � íàèáîëüøåå
F -êîíñèñòåíòíîå ìíîæåñòâî. Ñíîâà èñïîëüçóÿ ìîíîòîííîñòü F , ïîëó÷àåì
F pP q � F pF pP qq. Ýòî îçíà÷àåò, ïî îïðåäåëåíèþ C, ÷òî F pP q P C. Ñëå-
äîâàòåëüíî, êàê è äëÿ ëþáîãî ÷ëåíà C, èìååì F pP q � P , ò. å., P ÿâëÿåòñÿ
F -çàìêíóòûì. Ìû óñòàíîâèëè, ÷òî P � íàèáîëüøåå F -êîíñèñòåíòíîå ìíî-
æåñòâî, è ÷òî P � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà F . Òàêèì îáðàçîì, P � íàèáîëüøàÿ
íåïîäâèæíàÿ òî÷êà.

Îïðåäåëåíèå 21.1.5 Íàèìåíüøàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà F çàïèñûâàåòñÿ â âè-
äå µF . Íàèáîëüøàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà F çàïèñûâàåòñÿ â âèäå νF .

Ïðèìåð 21.1.6 Äëÿ âûøåïðèâåäåííîé ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè E1 èìååì
µE1 � νE1 � ta, b, cu.

Óïðàæíåíèå 21.1.7 r�s: Äîïóñòèì, ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ E2 äëÿ óíèâåðñó-
ìà ta, b, cu îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè âûâîäà:

a

c

b

a b

c
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ßâíî âûïèøèòå ìíîæåñòâî ïàð, ñîñòàâëÿþùèõ îòíîøåíèå E2, êàê
ìû ýòî ïðîäåëàëè âûøå äëÿ E1. Ïåðå÷èñëèòå âñå E2-çàìêíóòûå è âñå
E2-êîíñèñòåíòíûå ìíîæåñòâà. ×åìó ðàâíû µE2 è νE2?

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî µF ñàìî ïî ñåáå F -çàìêíóòî (ñëåäîâàòåëüíî, îíî
ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì F -çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì), à νF F -êîíñèñòåíòíî (ñëå-
äîâàòåëüíî, îíî ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì F -êîíñèñòåíòíûì ìíîæåñòâîì). Ýòî
íàáëþäåíèå äàåò íàì ïàðó îñíîâîïîëàãàþùèõ ñïîñîáîâ ðàññóæäåíèÿ:

Ñëåäñòâèå 21.1.8 rèç 21.1.4s:

1. Ïðèíöèï èíäóêöèè: Åñëè X ÿâëÿåòñÿ F -çàìêíóòûì, òî µF � X.

2. Ïðèíöèï êîèíäóêöèè: Åñëè X ÿâëÿåòñÿ F -êîíñèñòåíòíûì, òî X �
νF .

Èíòóèòèâíî ýòè ïðèíöèïû ìîæíî îáîñíîâàòü òàê: ìíîæåñòâî X � ýòî ïðå-
äèêàò, îïðåäåëåííûé ñâîèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîæåñòâîì � ïîäìíîæå-
ñòâîì U , äëÿ êîòîðîãî ïðåäèêàò âåðåí. Ïîêàçàòü, ÷òî ñâîéñòâî X âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà x � òî æå ñàìîå, ÷òî ïîêàçàòü, ÷òî x ïðèíàäëåæèò
ìíîæåñòâóX. Ïðèíöèï èíäóêöèè ãîâîðèò, ÷òî âñÿêîå ñâîéñòâî, õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîå ìíîæåñòâî êîòîðîãî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî F (ò. å. F ñîõðàíÿåò ñâîé-
ñòâî X), âåðíî äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ èíäóêòèâíî îïðåäåëåííîãî ìíîæåñòâà µF .

Ñîîòâåòñòâåííî, ïðèíöèï êîèíäóêöèè ïîçâîëÿåò ïðîâåðèòü, ïðèíàäëå-
æèò ëè x êîèíäóêòèâíî îïðåäåëåííîìó ìíîæåñòâó νF . ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî
x P νF , äîñòàòî÷íî íàéòè ìíîæåñòâî X òàêîå, ÷òî x P X è X ÿâëÿåòñÿ
F -êîíñèñòåíòíûì. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî êîèíäóêöèÿ íåñêîëüêî ìåíåå èçâåñòíà,
÷åì èíäóêöèÿ, ïðèíöèï êîèíäóêöèè èãðàåò âàæíóþ ðîëü âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ
èíôîðìàòèêè; íàïðèìåð, îí ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïðèåìîì äîêàçàòåëüñòâà â
òåîðèÿõ ïàðàëëåëèçìà, îñíîâàííûõ íà áèñèìóëÿöèè (bisimulation), à òàêæå
ëåæèò â îñíîâå ìíîãèõ àëãîðèòìîâ ïðîâåðêè ìîäåëåé (model checking).

Ïðèíöèïû èíäóêöèè è êîèíäóêöèè øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ýòîé ãëàâå. Ìû
íå âûïèñûâàåì êàæäîå èíäóêòèâíîå ðàññóæäåíèå â âèäå ïîðîæäàþùèõ ôóíê-
öèé è ïðåäèêàòîâ; íàïðîòèâ, ìû äëÿ êðàòêîñòè çà÷àñòóþ èñïîëüçóåì óæå èç-
âåñòíûå íàì èíñòðóìåíòû, íàïðèìåð, ñòðóêòóðíóþ èíäóêöèþ. Êîèíäóêòèâ-
íûå àëãîðèòìû èçëàãàþòñÿ ïîäðîáíåå.

Óïðàæíåíèå 21.1.9 rÐåêîìåíäóåòñÿ,� � �s: Ïîêàæèòå, ÷òî ïðèíöèïû
îáûêíîâåííîé èíäóêöèè íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ (2.4.1), à òàêæå ëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêîé èíäóêöèè ïî ïàðàì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (2.4.4) ñëåäóþò èç ïðèíöèïà
èíäóêöèè 21.1.8

21.2. Êîíå÷íûå è áåñêîíå÷íûå òèïû

Ìû íàìåðåíû êîíêðåòèçèðîâàòü îáùèå îïðåäåëåíèÿ íàèáîëüøåé íåïî-
äâèæíîé òî÷êè è êîèíäóêòèâíîãî ìåòîäà äîêàçàòåëüñòâà ïîäðîáíîñòÿìè, îò-
íîñÿùèìèñÿ ê ïîäòèïèðîâàíèþ. Îäíàêî ñíà÷àëà òðåáóåòñÿ ôîðìàëüíî ïîêà-
çàòü, êàê ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òèïû â âèäå äåðåâüåâ (êîíå÷íûõ ëèáî áåñêî-
íå÷íûõ).
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Äëÿ êðàòêîñòè â ýòîé ãëàâå ìû èìååì äåëî òîëüêî ñ òðåìÿ êîíñòðóêòîðàìè
òèïîâ:Ñ, � è Top. Ìû ïðåäñòàâëÿåì òèïû êàê (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íûå) äåðå-
âüÿ, ÷üè âåðøèíû ïîìå÷åíû îäíèì èç òðåõ ñèìâîëîâ:Ñ, � èëè Top. Îïðåäåëå-
íèÿ ïîäîãíàíû ê íàøèì êîíêðåòíûì ïîòðåáíîñòÿì; èçëîæåíèå îáùåé òåîðèè
áåñêîíå÷íûõ ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ ìîæíî íàéòè ó Êóðñåëÿ (Courcelle, 1983).

Ìû èñïîëüçóåì çàïèñü t1, 2u� äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìíîæåñòâà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé, ñîñòîÿùèõ èç åäèíèö è äâîåê. Íàïîìíèì, ÷òî ïóñòàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èçîáðàæàåòñÿ çíàêîì , à çàïèñü ik îçíà÷àåò k êîïèé i. Åñëè π è σ �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî π, σ îáîçíà÷àåò êîíêàòåíàöèþ π è σ.

Îïðåäåëåíèå 21.2.1 Äðåâîâèäíûé òèï (tree type)1 (èëè ïðîñòî äåðåâî, tree)
åñòü ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ T P t1, 2u� Ñ tÑ,�, Topu, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäó-
þùèì îãðàíè÷åíèÿì:

• Tpq îïðåäåëåíà;

• åñëè îïðåäåëåíà Tpπ, σq, òî îïðåäåëåíà è Tpπq;

• åñëè Tpπq �Ñ, ëèáî Tpπq � �, òî îïðåäåëåíû Tpπ, 1q è Tpπ, 2q;

• åñëè Tpπq � Top, òî Tpπ, 1q è Tpπ, 2q íå îïðåäåëåíû.

Äðåâîâèäíûé òèï T êîíå÷åí (�nite), åñëè êîíå÷åí dompTq. Ìíîæåñòâî âñåõ
äðåâîâèäíûõ òèïîâ îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì T ; ïîäìíîæåñòâî êîíå÷íûõ òè-
ïîâ çàïèñûâàåòñÿ êàê Tf .

Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè Top áóäåò îçíà÷àòü äåðåâî T, ãäå Tpq � Top. Åñ-
ëè T1 è T2 � äåðåâüÿ, òî T1�T2 îáîçíà÷àåò òàêîå äåðåâî, äëÿ êîòîðîãî
(T1�T2)pq � �, à (T1�T2)pi, πq � Tipπq; T1ÑT2 îáîçíà÷àåò äåðåâî, äëÿ
êîòîðîãî (T1�T2)pq �Ñ, à (T1 ÑT2)pi, πq � Tipπq, äëÿ i � 1, 2. Íàïðè-
ìåð, (Top�Top)ÑTop îáîçíà÷àåò êîíå÷íûé äðåâîâèäíûé òèï T, îïðåäåëÿå-
ìûé ôóíêöèåé, äàþùåé Tpq �Ñ, Tp1q � � è Tp2q � Tp1, 1q � Tp1, 2q � Top. Ñ
ïîìîùüþ ìíîãîòî÷èé ìû íåôîðìàëüíî îïèñûâàåì áåñêîíå÷íûå äðåâîâèäíûå
òèïû. Íàïðèìåð, TopÑ(TopÑ(TopÑ...)) ñîîòâåòñòâóåò òèïó T, ó êîòîðîãî
Tp2kq �Ñ äëÿ âñåõ k ¥ 0, à Tp2k, 1q � Top äëÿ âñåõ k ¥ 0. Ýòè ñîãëàøåíèÿ
ïîêàçàíû íà ðèñ. 21.1.

Ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ äðåâîâèäíûõ òèïîâ ìîæíî áîëåå êðàòêî îïðåäåëèòü
ãðàììàòèêîé:

T ::= Top

T�T
TÑT

Ôîðìàëüíî, Tf � íàèìåíüøàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ïîðîæäàþùåé ôóíê-
öèè, çàäàâàåìîé ïðè ïîìîùè ãðàììàòèêè. Óíèâåðñóìîì ýòîé ïîðîæäàþùåé
ôóíêöèè ñëóæèò ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷íûõ äåðåâüåâ, ÷üè âåð-
øèíû ïîìå÷åíû ñèìâîëàìè Top, � è Ñ (ò. å., ìíîæåñòâî, ïîëó÷åííîå îáîá-
ùåíèåì îïðåäåëåíèÿ 21.2.1 ÷åðåç îòáðàñûâàíèå äâóõ ïîñëåäíèõ óñëîâèé). Âñå

1Âûðàæåíèå ¾äðåâîâèäíûé òèï¿ âûãëÿäèò íå ñëèøêîì êðàñèâî, îäíàêî åãî áóäåò î÷åíü
óäîáíî èñïîëüçîâàòü, êîãäà â �21.8 ìû áóäåì îáñóæäàòü àëüòåðíàòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ðå-
êóðñèâíûõ òèïîâ â âèäå êîíå÷íûõ âûðàæåíèé, ñîäåðæàùèõ ñèìâîë µ (µ-òèïû).
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Ðèñ. 21.1. Ïðèìåðû äðåâîâèäíûõ òèïîâ.

ìíîæåñòâî T ìîæíî ïîëó÷èòü èç òîé æå ñàìîé ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè, âçÿâ
íàèáîëüøóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó âìåñòî íàèìåíüøåé.

Óïðàæíåíèå 21.2.2 rÐåêîìåíäóåòñÿ,��s: Ðàçâèâàÿ èäåè, èçëîæåííûå â
ïðåäûäóùåì àáçàöå, ïðåäëîæèòå óíèâåðñóì U è ïîðîæäàþùóþ ôóíêöèþ
F P PpUq Ñ PpUq òàêèå, ÷òîáû ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ äðåâîâèäíûõ òèïîâ
áûëî íàèìåíüøåé íåïîäâèæíîé òî÷êîé F , à ìíîæåñòâî âñåõ äðåâîâèäíûõ
òèïîâ T � íàèáîëüøåé íåïîäâèæíîé òî÷êîé F .

21.3. Ïîäòèïû

Ìû îïðåäåëÿåì îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ êîíå÷íûõ äðåâîâèäíûõ
òèïîâ è äëÿ äðåâîâèäíûõ òèïîâ îáùåãî âèäà êàê, ñîîòâåòñòâåííî, ìèíèìàëü-
íóþ è ìàêñèìàëüíóþ íåïîäâèæíûå òî÷êè ìîíîòîííûõ ôóíêöèé íà íåêîòîðûõ
óíèâåðñóìàõ. Â ñëó÷àå ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ êîíå÷íûõ äðåâîâèäíûõ òèïîâ â
êà÷åñòâå óíèâåðñóìà âûñòóïàåò ìíîæåñòâî Tf�Tf ïàð êîíå÷íûõ äðåâîâèäíûõ
òèïîâ; íàøà ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ áóäåò îòîáðàæàòü ïîäìíîæåñòâà ýòîãî
óíèâåðñóìà (òî åñòü, îòíîøåíèÿ íà Tf ) íà äðóãèå ïîäìíîæåñòâà, è íåïîäâèæ-
íûå òî÷êè ýòîé ôóíêöèè òàêæå áóäóò îòíîøåíèÿìè íà Tf . Â ñëó÷àå ïîäòèïè-
ðîâàíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ (êîíå÷íûõ èëè áåñêîíå÷íûõ) äåðåâüåâ óíèâåðñó-
ìîì áóäåò T � T .

Îïðåäåëåíèå 21.3.1 rÊîíå÷íîå ïîäòèïèðîâàíèås: Äâà êîíå÷íûõ äðåâî-
âèäíûõ òèïà S è T íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè ïîäòèïèðîâàíèÿ (¾S ÿâëÿåòñÿ
ïîäòèïîì T¿), åñëè pS, Tq P µSf , ãäå ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ Sf P PpTf � Tf q Ñ
PpTf � Tf q îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

Sf pRq � tpT, Topq | T P Tfu
Y tpS1 � S2, T1 � T2q | pS1, T1q, pS2, T2q P Ru
Y tpS1 Ñ S2, T1 Ñ T2q | pT1, S1q, pS2, T2q P Ru

Ýòà ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ â òî÷íîñòè âûðàæàåò çíà÷åíèå îáû÷íîãî îïðå-
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äåëåíèÿ îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ ÷åðåç íàáîð ïðàâèë âûâîäà:

T <: Top

S1 <: T1 S2 <: T2

S1�S2 <: T1�T2

T1 <: S1 S2 <: T2

S1ÑS2 <: T1ÑT2

Óòâåðæäåíèå S <: T íàä ÷åðòîé âî âòîðîì è òðåòüåì ïðàâèëàõ ñëåäóåò
÷èòàòü êàê ¾åñëè ïàðà pS, Tq âõîäèò â àðãóìåíò Sf¿, à ïîä ÷åðòîé � êàê
¾òî pS, Tq âõîäèò â ðåçóëüòàò¿.

Îïðåäåëåíèå 21.3.2 rÁåñêîíå÷íîå ïîäòèïèðîâàíèås: Äâà (êîíå÷íûõ ëè-
áî áåñêîíå÷íûõ) äðåâîâèäíûõ òèïà S è T íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè ïîäòèïè-
ðîâàíèÿ, åñëè pS, Tq P νS, ãäå S P PpT � T q Ñ PpT � T q îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

SpRq � tpT, Topq | T P T u
Y tpS1 � S2, T1 � T2q | pS1, T1q, pS2, T2q P Ru
Y tpS1 Ñ S2, T1 Ñ T2q | pT1, S1q, pS2, T2q P Ru

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ýòîãî îòíîøåíèÿ â âèäå ïðàâèë âûâîäà òî÷íî
òàêîå æå, êàê äëÿ âûøåïðèâåäåííîãî èíäóêòèâíîãî îòíîøåíèÿ; èçìåíåíèÿ
ñîñòîÿò òîëüêî â òîì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì áîëåå øèðîêèé óíèâåðñóì
òèïîâ, è âìåñòî íàèìåíüøåé âûáèðàåì íàèáîëüøóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Óïðàæíåíèå 21.3.3 r�s: Ïîêàæèòå, ÷òî νS íå ñîâïàäàåò ñî âñåì T �T , ïðè-
âåäÿ ïðèìåð ïàðû pS, Tq, íå ëåæàùåé â νS.

Óïðàæíåíèå 21.3.4 r�s: Ñóùåñòâóåò ëè ïàðà òèïîâ pS, Tq, ñâÿçàííàÿ îòíî-
øåíèåì νS, íî íå µS? À ïàðà òèïîâ pS, Tq, ñâÿçàííàÿ îòíîøåíèåì νSf , íî
íå µSf?

Ñëåäóåò ñðàçó ïðîâåðèòü áàçîâîå ñâîéñòâî îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ íà
áåñêîíå÷íûõ äðåâîâèäíûõ òèïàõ � òðàíçèòèâíîñòü. (Â �16.1 ìû óæå âèäå-
ëè, ÷òî ïîäòèïèðîâàíèå íà êîíå÷íûõ òèïàõ òðàíçèòèâíî.) Åñëè áû îòíîøå-
íèå ïîäòèïèðîâàíèÿ íå áûëî òðàíçèòèâíûì, íåìåäëåííî áûëî áû óòðà÷åíî
êðàéíå âàæíîå ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ òèïîâ ïðè âû÷èñëåíèè. ×òîáû óáåäèòüñÿ
â ýòîì, ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþòñÿ òèïû S, T è U, òàêèå, ÷òî S <: T, T <: U, íî
íåâåðíî, ÷òî S <: U. Ïóñòü s � çíà÷åíèå òèïà S, à f � ôóíêöèÿ òèïà UÑTop.
Òîãäà äëÿ òåðìà (λx:T. f x) s ìîæíî íàéòè òèï, óïîòðåáèâ ïðàâèëî âêëþ-
÷åíèÿ îäèí ðàç äëÿ êàæäîãî ïðèìåíåíèÿ, îäíàêî çà îäèí øàã îí ïåðåõîäèò â
íåâåðíî òèïèçèðîâàííûé òåðì f s.

Îïðåäåëåíèå 21.3.5 Îòíîøåíèå R � U � U òðàíçèòèâíî (transitive), åñëè
îíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ìîíîòîííîé ôóíêöèè TRpRq � tpx, yq | Dz P
U .px, zq, pz, yq P Ru � ò. å., åñëè TRpRq � R.
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Ëåììà 21.3.6 Ïóñòü èìååòñÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ F P PpU � Uq Ñ PpU �
Uq. Åñëè TRpF pRqq � F pTRpRqq äëÿ ëþáîãî R � U � U , òî îòíîøåíèå νF
òðàíçèòèâíî.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîñêîëüêó νF ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé, òî νF �
F pνF q, à îòñþäà TRpνF q � TRpF pνF qq. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ïðåäïîëî-
æåíèþ ëåììû, TRpνF q � F pTRpνF qq. Äðóãèìè ñëîâàìè, îòíîøåíèå TRpνF q
F -êîíñèñòåíòíî, à ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðèíöèïó êîèíäóêöèè, TRpνF q � νF .
Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ïî îïðåäåëåíèþ 21.3.5 ýêâèâàëåíòíî òðàíçèòèâíî-
ñòè νF .

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû íàïîìèíàåò òðàäèöèîííûé ìåòîä, êîòîðûì
óñòàíàâëèâàþò èçáûòî÷íîñòü ïðàâèëà òðàíçèòèâíîñòè â ñèñòåìàõ ëîãè÷å-
ñêîãî âûâîäà. Ýòîò ìåòîä ÷àñòî íàçûâàþò ¾äîêàçàòåëüñòâîì ïîñðåäñòâîì
óñòðàíåíèÿ ñå÷åíèé¿ (cut elimination proofs) (ñì. �16.1). Óñëîâèå TRpF pRqq �
F pTRpRqq ñîîòâåòñòâóåò êëþ÷åâîìó øàãó â òàêèõ äîêàçàòåëüñòâàõ: åñëè äàíî,
÷òî íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå âûâîäèìî ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ íåêîòîðûõ óòâåð-
æäåíèé èç R, ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë èç F , à çàòåì ïðàâèëà òðàíçèòèâíîñòè TR,
òî ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ìîæíî òàêæå èçìåíèòü ïîðÿäîê ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë �
ñíà÷àëà èñïîëüçîâàòü ïðàâèëî òðàíçèòèâíîñòè, à çàòåì ïðàâèëà èç F . Ñ ïî-
ìîùüþ ýòîé ëåììû ìû óñòàíàâëèâàåì òðàíçèòèâíîñòü îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðî-
àâíèÿ.

Òåîðåìà 21.3.7 Îòíîøåíèå νS òðàíçèòèâíî.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ñîãëàñíî ëåììå 21.3.6, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
TRpSpRqq � SpTRpRqq äëÿ ëþáîãî R � T � T . Ïóñòü pS, Tq P TRpSpRqq.
Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ TR, ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé òèï U P T òàêîé, ÷òî
pS, Uq, pU, Tq P SpRq. Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî pS, Tq P SpTRpRqq. Ðàññìîò-
ðèì âîçìîæíûå ôîðìû U.

Âàðèàíò: U � Top

Ïîñêîëüêó pU, Tq P SpRq, èç îïðåäåëåíèÿ S ñëåäóåò, ÷òî T äîëæåí ðàâíÿòüñÿ
Top. Îäíàêî pA, Topq P SpQq äëÿ ëþáûõ A è Q; â ÷àñòíîñòè, pS, Tq � pS, Topq P
SpTRpRqq.

Âàðèàíò: U � U1 � U2

Åñëè T � Top, òî pS, Tq P SpTRpRqq, êàê â ïðåäûäóùåì âàðèàíòå. Â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå, èç pU, Tq P SpRq ñëåäóåò, ÷òî T � T1�T2, ïðè÷åì pU1, T1q, pU2, T2q P
R. Àíàëîãè÷íî, èç pS, Uq P SpRq ñëåäóåò, ÷òî S � S1 � S2, ïðè÷åì
pS1, U1q, pS2, U2q P R. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ TR, èìååì pS1, T1q, pS2, T2q P
TRpRq, îòêóäà ïî îïðåäåëåíèþ S ñëåäóåò, ÷òî pS1 � S2, T1 � T2q P SpTRpRqq.

Âàðèàíò: U � U1 Ñ U2

Àíàëîãè÷íî.

Óïðàæíåíèå 21.3.8 rÐåêîìåíäóåòñÿ,��s: Ïîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå ïîä-
òèïèðîâàíèÿ íà áåñêîíå÷íûõ äåðåâüÿõ òàêæå ðåôëåêñèâíî.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïðîäîëæàåì îáñóæäàòü òðàíçèòèâíîñòü, ñðàâ-
íèâàÿ ïîäõîä ê íåé â ñòàíäàðòíûõ îïèñàíèÿõ êîíå÷íûõ òèïîâ è â íàøåì òå-
ïåðåøíåì èçëîæåíèè òåîðèè ïîäòèïîâ äëÿ áåñêîíå÷íûõ äðåâîâèäíûõ òèïîâ.
Ïðè ïåðâîì ÷òåíèè ýòîò ðàçäåë ìîæíî ïðîïóñòèòü èëè áåãëî ïðîñìîòðåòü.
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Â ãëàâå 16 ìû óçíàëè, ÷òî ñòàíäàðòíûå ôîðìóëèðîâêè èíäóêòèâíî îïðåäå-
ëÿåìûõ îòíîøåíèé ïîäòèïèðîâàíèÿ, êàê ïðàâèëî, èçëàãàþòñÿ â äâóõ ôîðìàõ:
äåêëàðàòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå, îïòèìèçèðîâàííîå ñ òî÷êè çðåíèÿ ÷èòàåìîñòè,
è àëãîðèòìè÷åñêîå, êîòîðîå áîëåå èëè ìåíåå íàïðÿìóþ ñîîòâåòñòâóåò ðåàëè-
çàöèè. Â ïðîñòûõ ñèñòåìàõ ýòè äâà ïðåäñòàâëåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîõîæè äðóã
íà äðóãà; â áîëåå ñëîæíûõ îíè ìîãóò ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àòüñÿ, è äîêàçàòåëü-
ñòâî èõ ýêâèâàëåíòíîñòè ìîæåò áûòü íåïðîñòîé çàäà÷åé. (Ïðèìåð ýòîãî ìû
óâèäèì â ãëàâå 28; ñóùåñòâóåò òàêæå ìíîæåñòâî äðóãèõ ïðèìåðîâ.)

Îäíî èç íàèáîëåå ñóùåñòâåííûõ ðàçëè÷èé ìåæäó äåêëàðàòèâíûìè è àëãî-
ðèòìè÷åñêèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ñîñòîèò â òîì, ÷òî â äåêëàðàòèâíûõ ïðåä-
ñòàâëåíèÿõ ñîäåðæèòñÿ ÿâíîå ïðàâèëî òðàíçèòèâíîñòè � åñëè S <: U è
U <: T, òî S <: T, � à â àëãîðèòìè÷åñêèõ åãî íåò. Ýòî ïðàâèëî áåñïîëåç-
íî äëÿ àëãîðèòìà, ïîñêîëüêó äëÿ åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè âûâîäå ïðèøëîñü áû
óãàäûâàòü U.

Â äåêëàðàòèâíûõ ñèñòåìàõ ïðàâèëî òðàíçèòèâíîñòè âûïîëíÿåò äâå ïîëåç-
íûå ôóíêöèè. Âî-ïåðâûõ, îíî ñ î÷åâèäíîñòüþ ïîêàçûâàåò ÷èòàòåëþ, ÷òî îòíî-
øåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ äåéñòâèòåëüíî òðàíçèòèâíî. Âî-âòîðûõ, ïðàâèëî òðàí-
çèòèâíîñòè ÷àñòî ïîçâîëÿåò ïðîùå è ïðèìèòèâíåå ñôîðìóëèðîâàòü äðóãèå
ïðàâèëà; â àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ ïðèõîäèòñÿ ñî÷åòàòü ýòè ïðîñòûå
ïðàâèëà è ïîëó÷àòü òÿæåëîâåñíûå ìåãàïðàâèëà, ÷òîáû ó÷åñòü âñå âîçìîæíûå
êîìáèíàöèè ïðîñòûõ ïðàâèë. Íàïðèìåð, åñëè â ñèñòåìå åñòü òðàíçèòèâíîñòü,
òî ïðàâèëà ¾ïîäòèïèðîâàíèÿ â ãëóáèíó¿ äëÿ ïîëåé çàïèñåé, ¾ïîäòèïèðîâàíèÿ
â øèðèíó¿ ïóòåì äîáàâëåíèÿ íîâûõ ïîëåé è ¾ïåðåñòàíîâêè¿ ïîëåé ìîæíî ââî-
äèòü ïî îòäåëüíîñòè, ÷òîáû èõ áûëî ïðîùå ïîíÿòü; ìû ñäåëàëè òàê â �15.2.
Áåç òðàíçèòèâíîñòè ïðèõîäèòñÿ îáúåäèíÿòü âñå ýòè òðè ïðàâèëà â îäíî, ó÷è-
òûâàþùåå îäíîâðåìåííî ãëóáèíó, øèðèíó è ïåðåñòàíîâêè, êàê ìû ýòî ñäåëàëè
â �16.1.

Äî íåêîòîðîé ñòåïåíè óäèâèòåëüíî, ÷òî ñàìà âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü äå-
êëàðàòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ñ ïðàâèëîì òðàíçèòèâíîñòè îêàçûâàåòñÿ ñëåä-
ñòâèåì ¾òðþêà¿, êîòîðûé ìîæíî ïðîäåëàòü ñ èíäóêòèâíûìè, íî íå ñ êîèíäóê-
òèâíûìè îïðåäåëåíèÿìè. ×òîáû ïîíÿòü ïðè÷èíó ýòîãî, çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî
òðàíçèòèâíîñòè åñòü ñâîéñòâî çàìûêàíèÿ � îíî òðåáóåò, ÷òîáû îòíîøåíèå
ïîäòèïèðîâàíèÿ áûëî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ïðàâèëà òðàíçèòèâíîñòè. Òàê
êàê îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ êîíå÷íûõ òèïîâ ñàìî ïî ñåáå îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàê çàìûêàíèå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî íàáîðà ïðàâèë, òî çàìûêàíèÿ
òðàíçèòèâíîñòè ìîæíî äîáèòüñÿ, ïðîñòî äîáàâèâ åãî ê íàáîðó ïðàâèë. Òàêîâî
îáùåå ñâîéñòâî èíäóêòèâíûõ îïðåäåëåíèé è ñâîéñòâ çàìûêàíèÿ: îáúåäèíåíèå
äâóõ íàáîðîâ ïðàâèë, áóäó÷è ïðèìåíåíî èíäóêòèâíî, ïîðîæäàåò íàèìåíüøåå
îòíîøåíèå, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî îáîèõ íàáîðîâ ïðàâèë, âçÿòûõ ïî îòäåëü-
íîñòè. Ýòî ñâîéñòâî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü áîëåå àáñòðàêòíî, â òåðìèíàõ
ïîðîæäàþùèõ ôóíêöèé:

Óòâåðæäåíèå 21.4.1 Äîïóñòèì, èìåþòñÿ ìîíîòîííûå ôóíêöèè F è G, è
ïóñòü HpXq � F pXq Y GpXq. Òîãäà µH � íàèìåíüøåå ìíîæåñòâî, êîòî-
ðîå îäíîâðåìåííî F -çàìêíóòî è G-çàìêíóòî.
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Äîêàçàòåëüñòâî: Âî-ïåðâûõ, ïîêàæåì, ÷òî µH çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî F
è G. Ïî îïðåäåëåíèþ, µH � HpµHq � F pµHqYGpµHq, òàê ÷òî F pµHq � µH
è GpµHq � µH. Âî-âòîðûõ, ïîêàæåì, ÷òî µH � íàèìåíüøåå ìíîæå-
ñòâî, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî îäíîâðåìåííî F è G. Äîïóñòèì, èìååò-
ñÿ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî X òàêîå, ÷òî F pXq � X è GpXq � X. Òîãäà
HpXq � F pXq Y GpXq � X, òî åñòü, X ÿâëÿåòñÿ H-çàìêíóòûì. Ïî-
ñêîëüêó µH � íàèìåíüøåå H-çàìêíóòîå ìíîæåñòâî (ïî òåîðåìå Êíàñòåðà-
Òàðñêîãî), èìååì µH � X.

Ê ñîæàëåíèþ, ýòîò ïðèåì äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ íå
ðàáîòàåò â ñëó÷àå êîèíäóêòèâíûõ îïðåäåëåíèé. Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå
óïðàæíåíèå, åñëè äîáàâèòü òðàíçèòèâíîñòü ê ïðàâèëàì, ïîðîæäàþùèì êî-
èíäóêòèâíî îïðåäåëåííîå îòíîøåíèå, òî ïîëó÷åííîå îòíîøåíèå âñåãäà áóäåò
âûðîæäåíî.

Óïðàæíåíèå 21.4.2 r�s: Äîïóñòèì, èìååòñÿ ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ F íà
óíèâåðñóìå U . Ïîêàæèòå, ÷òî íàèáîëüøàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà νFTR ïî-
ðîæäàþùåé ôóíêöèè

FTRpRq � F pRq Y TRpRq

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âñþäó îïðåäåëåííîå (total) îòíîøåíèå U � U .

Ïîýòîìó â ñëó÷àå êîèíäóêòèâíûõ îòíîøåíèé ìû îòêàçûâàåìñÿ îò äåêëàðà-
òèâíûõ ïðåäñòàâëåíèé è ðàáîòàåì òîëüêî ñ àëãîðèòìè÷åñêèìè.

21.5. Ïðîâåðêà ïðèíàäëåæíîñòè

Òåïåðü ñêîíöåíòðèðóåì âíèìàíèå íà ãëàâíîì âîïðîñå ýòîé ãëàâû: êàê îïðå-
äåëèòü ïðè äàííîé ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè F íà íåêîòîðîì óíèâåðñóìå U è
ýëåìåíòå x P U , ïðèíàäëåæèò ëè x íàèáîëüøåé íåïîäâèæíîé òî÷êå F . Ïðî-
âåðêà ïðèíàäëåæíîñòè â íàèìåíüøèõ íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ
áîëåå êðàòêî (â óïð. 21.5.13).

Â îáùåì ñëó÷àå äàííûé ýëåìåíò x P U ìîæåò ïîðîæäàòüñÿ ôóíêöèåé F
ìíîãèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Òî åñòü, ìîæåò ñóùåñòâîâàòü áîëåå îäíîãî
ìíîæåñòâà X � U òàêîãî, ÷òî x P F pXq. Íàçîâåì âñÿêîå òàêîå ìíîæåñòâî
ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì (generating set) äëÿ x. Ïîñêîëüêó F ìîíîòîííà,
ëþáîå íàäìíîæåñòâî ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà äëÿ x òàêæå áóäåò ïîðîæäàþ-
ùèì ìíîæåñòâîì äëÿ x, òàê ÷òî èìååò ñìûñë ãîâîðèòü òîëüêî î ìèíèìàëüíûõ
ïîðîæäàþùèõ ìíîæåñòâàõ. Äåëàÿ åùå îäèí øàã, ìû îãðàíè÷èâàåì íàøå âíè-
ìàíèå êëàññîì ¾îáðàòèìûõ¿ ïîðîæäàþùèõ ôóíêöèé, â êîòîðûõ äëÿ êàæäîãî
x èìååòñÿ íå áîëåå îäíîãî ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 21.5.1 Ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ îáðàòèìîé
(invertible), åñëè äëÿ êàæäîãî x P U íàáîð ìíîæåñòâ

Gx � tX � U | x P F pXqu
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ëèáî ïóñò, ëèáî ñîäåðæèò ðîâíî îäèí ÷ëåí, ÿâëÿþùèéñÿ ïîäìíîæåñòâîì
âñåõ îñòàëüíûõ. Åñëè F îáðàòèìà, òî äëÿ íåå îïðåäåëåíà ÷àñòè÷íàÿ ôóíê-
öèÿ ïîääåðæêè supportF P U Ñ PpUq:

supportF pxq �

"
X åñëè X P Gx è @X 1 P GX .X � X 1

Ò åñëè GX � H

Ôóíêöèÿ support îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå äëÿ ìíîæåñòâ:

supportF pXq �

" �
xPX supportF pxq åñëè @x P X.supportF pxq Ó

Ò â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

Åñëè F ÿñíà èç êîíòåêñòà, ìû ÷àñòî áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ â íàçâàíèè
ôóíêöèè supportF (à òàêæå äðóãèõ ôóíêöèé, îñíîâàííûõ íà F , êîòîðûå ìû
îïðåäåëèì íèæå).

Óïðàæíåíèå 21.5.2 r��s: Óáåäèòåñü, ÷òî Sf è S, ïîðîæäàþùèå ôóíêöèè äëÿ
îòíîøåíèé ïîäòèïèðîâàíèÿ èç îïðåäåëåíèé 21.3.1 è 21.3.2, îáðàòèìû, è íà-
ïèøèòå èõ ôóíêöèè ïîääåðæêè.

Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ äëÿ ïðîâåðêè ïðèíàäëåæ-
íîñòè â íàèìåíüøåé è íàèáîëüøåé íåïîäâèæíîé òî÷êå ïîðîæäàþùåé ôóíê-
öèè F . Ýëåìåíòàðíûå øàãè ýòèõ àëãîðèòìîâ áóäóò âêëþ÷àòü ¾îáðàòíîå ïðè-
ìåíåíèå F¿: ÷òîáû ïðîâåðèòü ÷ëåíñòâî ýëåìåíòà x, òðåáóåòñÿ óçíàòü, êàê x
ìîã áûòü ïîðîæäåí ôóíêöèåé F . Ïðåèìóùåñòâî îáðàòèìîé F ñîñòîèò â òîì,
÷òî âñåãäà ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ñïîñîáà ïîðîäèòü äàííûé x. Â ñëó÷àå
íåîáðàòèìîé F ýëåìåíòû ìîãóò ïîðîæäàòüñÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, è ýòî
ìîæåò ïðèâîäèòü ê êîìáèíàòîðíîìó âçðûâó êîëè÷åñòâà ïóòåé, êîòîðûå àë-
ãîðèòì äîëæåí ïðîâåðèòü. Ñ ýòîãî ìîìåíòà ìû îãðàíè÷èâàåì ðàññìîòðåíèå
ñëó÷àåì îáðàòèìûõ ïîðîæäàþùèõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 21.5.3 Ýëåìåíò x F -ïîääåðæèâàåòñÿ (F -supported), åñëè
supportF pxq Ó; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå x íàçûâàåòñÿ F -âèñÿ÷èì (F -unsupported).
F -ïîääåðæèâàåìûé ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ F -îïîðíûì (F -ground), åñëè
supportF pxq � H.

Çàìåòèì, ÷òî âèñÿ÷èé ýëåìåíò x íå âõîäèò â F pXq íè äëÿ êàêîãî X, à
îïîðíûé x, íàîáîðîò, ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì F pXq äëÿ ëþáîãî X.

Îáðàòèìóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ãðàôà ïîääåðæêè. Íàïðè-
ìåð, íà ðèñ. 21.2 ôóíêöèÿ E íà óíèâåðñóìå ta, b, c, d, e, f, g, h, iu îïðåäåëÿåò-
ñÿ ïóòåì äåìîíñòðàöèè òîãî, êàêèå ýëåìåíòû òðåáóþòñÿ, ÷òîáû ïîääåðæàòü
êàæäûé äàííûé ýëåìåíò óíèâåðñóìà: äëÿ êàæäîãî x ìíîæåñòâî supportEpxq
ñîäåðæèò âñå y, ê êîòîðûì îò x âåäóò ñòðåëêè. Âèñÿ÷èé ýëåìåíò îáîçíà÷àåòñÿ
ïåðå÷åðêíóòûì êðóæêîì. Â ýòîì ïðèìåðå i � åäèíñòâåííûé âèñÿ÷èé ýëåìåíò,
à g � åäèíñòâåííûé îïîðíûé ýëåìåíò. (Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî h, ïî íàøåìó
îïðåäåëåíèþ, ïîääåðæèâàåòñÿ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî åãî ìíîæåñòâó ïîääåðæêè
ïðèíàäëåæèò âèñÿ÷èé ýëåìåíò.)

Óïðàæíåíèå 21.5.4 r�s: Ïðèâåäèòå ïðàâèëà âûâîäà, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîé
ôóíêöèè, êàê ìû ýòî ñäåëàëè â ïðèìåðå 21.1.3. Óáåäèòåñü, ÷òî Eptb, cuq �
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Ðèñ. 21.2. Ïðèìåð ôóíêöèè support .

tg, a, du, ÷òî Epta, iuq � tg, hu, è ÷òî ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ, îòìå÷åííûå
íà ñõåìå êàê µE è νE, äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ íàèìåíüøåé è íàèáîëüøåé
íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè E.

Âçãëÿä íà ðèñ. 21.2 íàâîäèò íà ìûñëü î òîì, ÷òî ýëåìåíò x ïðèíàäëåæèò
ê íàèáîëüøåé íåïîäâèæíîé òî÷êå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èç íåãî â ãðà-
ôå ïîääåðæêè íåäîñòèæèì íè îäèí âèñÿ÷èé ýëåìåíò. Îòñþäà ñëåäóåò àëãî-
ðèòìè÷åñêàÿ ñòðàòåãèÿ ïðîâåðêè ïðèíàäëåæíîñòè x ê ìíîæåñòâó νF : íóæíî
ïåðå÷èñëèòü ýëåìåíòû, äîñòèæèìûå èç x ÷åðåç ôóíêöèþ support ; îáúÿâèòü
îòðèöàòåëüíûé ðåçóëüòàò, åñëè äîñòèãíóò âèñÿ÷èé ýëåìåíò; èíà÷å îáúÿâèòü
ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ìåæäó ýëåìåíòàìè ìîãóò
èìåòüñÿ öèêëû äîñòèæèìîñòè, è ïðîöåäóðà ïåðå÷èñëåíèÿ äîëæíà ïîçàáîòèòü-
ñÿ î òîì, ÷òîáû íå ïîïàñòü â áåñêîíå÷íûé öèêë. Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ðàçäåëà
ìû èññëåäóåì ýòó ñòðàòåãèþ.

Îïðåäåëåíèå 21.5.5 Äîïóñòèì, ó íàñ èìååòñÿ îáðàòèìàÿ ïîðîæäàþùàÿ
ôóíêöèÿ F . Îïðåäåëèì áóëåâñêóþ ôóíêöèþ gfpF (èëè ïðîñòî gfp; ýòî ñî-
êðàùåíèå îò greatest �xed point � ¾íàèáîëüøàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà¿) ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:2

gfppXq � åñëè supportpXq Ò, òî ëîæü
èíà÷å åñëè supportpXq � X, òî èñòèíà
èíà÷å gfppsupportpXq YXq

Ðàññóæäàÿ íåôîðìàëüíî, gfp íà÷èíàåò ñ X è ðàñøèðÿåò åãî ïðè ïîìîùè
support äî òåõ ïîð, ïîêà ìíîæåñòâî íå ñòàíåò êîíñèñòåíòíûì, ëèáî ïîêà
íå îáíàðóæèòñÿ âèñÿ÷èé ýëåìåíò. Îïðåäåëåíèå gfp ìîæíî ðàñøèðèòü íà
îòäåëüíûå ýëåìåíòû, ïðèíÿâ gfppxq � gfpptxuq.

Óïðàæíåíèå 21.5.6 r�s: Íà îñíîâàíèè ðèñ. 21.2 ìîæíî ñäåëàòü åùå îäíî íà-
áëþäåíèå: ýëåìåíò x ìíîæåñòâà νF íå âõîäèò â µF , åñëè ÷åðåç íåãî ïðîõî-
äèò öèêë â ãðàôå ïîääåðæêè (èëè åñëè ñóùåñòâóåò ïóòü îò x ê ýëåìåíòó

2Çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì îïðåäåëåíèÿ ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé, ò. å.,
ñ÷èòàåì, ÷òî gfp � íàèìåíüøàÿ ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äàííîìó óðàâíåíèþ.
Òàêèå îïðåäåëåíèÿ ñàìè ïî ñåáå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íàèìåíüøèå íåïîäâèæíûå òî÷êè
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîðîæäàþùèõ ôóíêöèé. Ïîäðîáíîñòè ìîæíî íàéòè â ëþáîì ó÷åáíèêå ïî
äåíîòàöèîííîé ñåìàíòèêå, íàïð., ó Ãàíòåðà (Gunter, 1992), Óèíñêåëà (Winskel, 1993) èëè
Ìèò÷åëëà (Mitchell, 1996).
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öèêëà). Âåðíî ëè îáðàòíîå � òî åñòü, åñëè x ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì νF , íî íå µF ,
âñåãäà ëè îò x åñòü ïóòü ê öèêëó?

Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ýòîãî ðàçäåëà ìû äîêàçûâàåì ïðàâèëüíîñòü îïðåäå-
ëåíèÿ ôóíêöèè gfp, à òàêæå òî, ÷òî åå âû÷èñëåíèå âñåãäà çàâåðøàåòñÿ. (Ïðè
ïåðâîì ÷òåíèè ýòîò ìàòåðèàë ìîæíî ïðîïóñòèòü è ñðàçó ïåðåéòè ê ñëåäóþ-
ùåìó ðàçäåëó.) Äëÿ íà÷àëà óñòàíîâèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèè support .

Ëåììà 21.5.7 X � F pY q òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà supportF pXq Ó è
supportF pXq � Y .
Äîêàçàòåëüñòâî: Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî x P F pY q òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà supportpxq Ó è supportpxq � Y . Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî
x P F pY q. Òîãäà Y P Gx � tX � U | x P F pXqu � ò. å., Gx � H. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïîñêîëüêó F îáðàòèìà, supportpxq, íàèìåíüøèé ýëåìåíò Gx, ñó-
ùåñòâóåò, è supportpxq � Y . Â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, åñëè supportpxq � Y ,
òî F psupportpxqq � F pY q èç-çà ìîíîòîííîñòè F . Îäíàêî x P F psupportpxqq
ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè support , òàê ÷òî x P F pY q.

Ëåììà 21.5.8 Äîïóñòèì, P � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ôóíêöèè F . Òîãäà X � P
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà supportF pXq Ó è supportF pXq � P .
Äîêàçàòåëüñòâî: Äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü, ÷òî P � F pP q, è ïðèìåíèòü
ëåììó 21.5.7.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü ïðàâèëüíîñòü îïðåäåëåíèÿ gfp êàê ÷àñòè÷íîé
ôóíêöèè. (Ïîëíàÿ ïðàâèëüíîñòü íàñ ïîêà íå èíòåðåñóåò, ïîñêîëüêó ïðè íåêî-
òîðûõ ïîðîæäàþùèõ ôóíêöèÿõ gfp áóäåò ðàñõîäèòüñÿ. Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå
ìû äîêàæåì, ÷òî äëÿ îãðàíè÷åííîãî êëàññà ïîðîæäàþùèõ ôóíêöèé âû÷èñ-
ëåíèå gfp âñåãäà çàâåðøàåòñÿ.)

Òåîðåìà 21.5.9

1. Åñëè gfpF pXq � èñòèíà, òî X � νF .

2. Åñëè gfpF pXq � ëîæü, òî X � νF .

Äîêàçàòåëüñòâî: Äîêàçàòåëüñòâî êàæäîãî èç óòâåðæäåíèé ïðîâîäèòñÿ èí-
äóêöèåé ïî ðåêóðñèâíîé ñòðóêòóðå âûçîâîâ àëãîðèòìà.

1. Èç îïðåäåëåíèÿ gfp ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ìîæåò âåðíóòü
çíà÷åíèå èñòèíà â äâóõ ñëó÷àÿõ. Åñëè gfppXq � èñòèíà ïîòîìó, ÷òî
supportpXq � X, òî, ïî ëåììå 21.5.7, ìû èìååì X � F pXq, ò. å., ìíî-
æåñòâî X ÿâëÿåòñÿ F -êîíñèñòåíòíûì; òàêèì îáðàçîì, X � νF ïî
ïðèíöèïó êîèíäóêöèè. Åñëè æå, ñ äðóãîé ñòîðîíû, gfppXq � èñòèíà
ïîòîìó, ÷òî gfppsupportpXq YXq � èñòèíà, òî, ñîãëàñíî ïðåäïîëîæå-
íèþ èíäóêöèè, supportpXq YX � νF è, òàêèì îáðàçîì, X � νF .

2. Îïÿòü æå, åñòü äâà ñïîñîáà ïîëó÷èòü gfppXq � ëîæü. Ñíà÷àëà ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî gfppXq � ëîæü ïîòîìó, ÷òî supportpXq Ò. Òîãäà X � νF
ïî ëåììå 21.5.8. Ïðåäïîëîæèì, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷òî gfppXq � ëîæü
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ïîòîìó, ÷òî gfppsupportpXqYXq � ëîæü. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èí-
äóêöèè, supportpXq YX � νF . Ýòî óòâåðæäåíèå ðàâíîñèëüíî X � νF
ëèáî supportpXq � νF . Â ëþáîì ñëó÷àå, X � νF (âî âòîðîì âàðèàíòå �
ïî ëåììå 21.5.8).

Òåïåðü ìû äîëæíû íàéòè äîñòàòî÷íîå óñëîâèå çàâåðøåíèÿ gfp, è òàêèì îá-
ðàçîì ïîëó÷èòü êëàññ ïîðîæäàþùèõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ àëãîðèòì îïðå-
äåëåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ãàðàíòèðîâàííî çàâåðøàåòñÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ ýòîãî
êëàññà íàì ïîòðåáóåòñÿ íåêîòîðàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåðìèíîëîãèÿ.

Îïðåäåëåíèå 21.5.10 Åñëè èìååòñÿ îáðàòèìàÿ ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ F è
ýëåìåíò x P U , ìíîæåñòâî predF pxq (èëè ïðîñòî predpxq) íåïîñðåäñòâåííûõ
ïðåäøåñòâåííèêîâ x îïðåäåëÿåòñÿ êàê

predpxq �

"
H åñëè supportpxq Ò
supportpxq åñëè supportpxq Ó

à ðàñøèðåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ íà ìíîæåñòâà X � U � êàê

predpXq �
¤
xPX

predpxq.

Ìíîæåñòâî reachableF pXq (èëè ïðîñòî reachablepXq) ýëåìåíòîâ, äîñòèæè-
ìûõ èç ìíîæåñòâà X ÷åðåç support , îïðåäåëÿåòñÿ êàê

reachablepXq �
¤
n¥0

prednpXq.

à ðàñøèðåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ íà îòäåëüíûå ýëåìåíòû x P U � êàê

reachablepxq � reachableptxuq.

Ýëåìåíò y P U äîñòèæèì (reachable) èç ýëåìåíòà x, åñëè y P reachablepxq.

Îïðåäåëåíèå 21.5.11 Îáðàòèìàÿ ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèåé ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé (�nite state), åñëè ìíîæåñòâî
reachablepxq êîíå÷íî äëÿ ëþáîãî x P U .

Äëÿ ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé ïðîñòðàí-
ñòâî ïîèñêà, ïðîñìàòðèâàåìîå àëãîðèòìîì gfp, êîíå÷íî, è gfp âñåãäà çàâåðøà-
åòñÿ:

Òåîðåìà 21.5.12 Åñëè reachableF pXq êîíå÷íî, òî gfpF pXq îïðåäåëåíà. Ñëå-
äîâàòåëüíî, åñëè F � ôóíêöèÿ ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé, òî
gfpF pXq çàâåðøàåòñÿ äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íîãî X � U .
Äîêàçàòåëüñòâî: Äëÿ êàæäîãî ðåêóðñèâíîãî âûçîâà gfppY q â ãðàôå âûçîâîâ,
ïîðîæäåííîì èñõîäíûì âûçîâîì gfppXq, èìååì Y � reachablepXq. Áîëåå òî-
ãî, ìíîæåñòâî Y ïðè êàæäîì âûçîâå ñòðîãî óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïîñêîëüêó ìíî-
æåñòâî reachablepXq êîíå÷íî, mpY q � |reachablepXq| � |Y | ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü êàê ìåðó çàâåðøåíèÿ äëÿ gfp.
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Óïðàæíåíèå 21.5.13 r���s: Äîïóñòèì, èìååòñÿ îáðàòèìàÿ ïîðîæäàþùàÿ
ôóíêöèÿ F . Îïðåäåëèì ôóíêöèþ lfpF (èëè ïðîñòî lfp) êàê

lfppXq � åñëè supportpXq Ò, òî ëîæü
èíà÷å åñëè X � H, òî èñòèíà
èíà÷å lfppsupportpXqq.

Íåôîðìàëüíî, lfp íà÷èíàåò ñ ìíîæåñòâà X è óìåíüøàåò åãî äî òåõ ïîð,
ïîêà îíî íå ñòàíåò ïóñòûì. Äîêàæèòå ÷àñòè÷íóþ ïðàâèëüíîñòü ýòîãî
àëãîðèòìà â òîì ñìûñëå, ÷òî

1. Åñëè lfpF pXq � èñòèíà, òî X � µF .

2. Åñëè lfpF pXq � ëîæü, òî X � µF .

Ìîæíî ëè óêàçàòü êëàññ ïîðîæäàþùèõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ lfpF ãàðàí-
òèðîâàííî çàâåðøàåòñÿ äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ âõîäîâ?

21.6. Áîëåå ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû

Õîòü àëãîðèòì gfp äàåò ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò, îí íå î÷åíü ýôôåêòèâåí,
ïîñêîëüêó òðåáóåòñÿ ïåðåâû÷èñëÿòü çíà÷åíèå support äëÿ âñåãî ìíîæåñòâà X
ïðè êàæäîì ðåêóðñèâíîì âûçîâå. Íàïðèìåð, â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè âûçîâîâ gfp äëÿ ôóíêöèè E ñ ðèñ. 21.2,

gfpptauq
� gfppta, b, cuq
� gfppta, b, c, e, f, guq
� gfppta, b, c, e, f, g, duq
� èñòèíà.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî supportpaq âû÷èñëÿåòñÿ ÷åòûðå ðàçà. Ìîæíî óñî-
âåðøåíñòâîâàòü àëãîðèòì è èçáàâèòüñÿ îò èçëèøíèõ ïåðåâû÷èñëåíèé, åñëè
ïîääåðæèâàòü ìíîæåñòâî ãèïîòåç (assumptions) A, äëÿ ýëåìåíòîâ êîòîðîãî
ìíîæåñòâà ïîääåðæêè óæå ðàññìîòðåíû, è ìíîæåñòâî öåëåé (goals) X, äëÿ
ýëåìåíòîâ êîòîðîãî ìíîæåñòâà ïîääåðæêè åùå íå ðàññìîòðåíû.

Îïðåäåëåíèå 21.6.1 Ïóñòü èìååòñÿ îáðàòèìàÿ ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ F .
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ gfpaF (èëè ïðîñòî gfpa) ñëåäóþùèì îáðàçîì (âåðõíèé
èíäåêñ a îçíà÷àåò assumptions � ¾ãèïîòåçû¿):

gfpapA,Xq � åñëè supportpXq Ò, òî ëîæü
èíà÷å åñëè X � H, òî èñòèíà
èíà÷å gfpapAYX, supportpXqzpAYXqq

×òîáû ïðîâåðèòü óòâåðæäåíèå x P νF , äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü
gfpapH, txuq.

�source�le� 325 Rev: �revision�, November 28, 2010



326 21.6. Áîëåå ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû

Ýòîò àëãîðèòì (êàê è äâà äðóãèõ àëãîðèòìà èç ýòîãî ðàçäåëà) âû÷èñëÿåò
ìíîæåñòâî ïîääåðæêè äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà òîëüêî îäèí ðàç. Âû÷èñëåíèå
ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà âûãëÿäèò òàê:

gfpapH, tauq
� gfpaptau, tb, cuq
� gfpapta, b, cu, te, f, guq
� gfpapta, b, c, e, f, g, du,Hq
� èñòèíà.

Åñòåñòâåííî, óòâåðæäåíèå î êîððåêòíîñòè ýòîãî àëãîðèòìà âûãëÿäèò íåìíîãî
ñëîæíåå, ÷åì òî, ÷òî ìû âèäåëè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

Òåîðåìà 21.6.2

1. Åñëè supportF pAq � AYX è gfpaF pA,Xq � èñòèíà, òî AYX � νF .

2. Åñëè gfpaF pA,Xq � ëîæü, òî X � νF .

Äîêàçàòåëüñòâî: Àíàëîãè÷íî 21.5.9.

Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ðàçäåëà ðàññìàòðèâàþòñÿ åùå äâà âàðèàíòà àëãîðèò-
ìà gfp, êîòîðûå áîëåå òî÷íî ñîîòâåòñòâóþò èçâåñòíûì àëãîðèòìàì ïðîâåðêè
ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ ðåêóðñèâíûõ òèïîâ. Ïðè ïåðâîì ÷òåíèè îñòàòîê ýòîãî
ðàçäåëà ìîæíî ïðîïóñòèòü è ïåðåéòè ê íà÷àëó ñëåäóþùåãî ðàçäåëà.

Îïðåäåëåíèå 21.6.3 Íåáîëüøàÿ âàðèàöèÿ íà òåìó gfpa ñîñòîèò â òîì, ÷òî-
áû íà êàæäîì øàãå áðàòü òîëüêî îäèí ýëåìåíò X è ðàñêðûâàòü åãî ôóíêöèþ
support . Ýòîò íîâûé àëãîðèòì íàçûâàåòñÿ gfpsF (èëè ïðîñòî gfps; áóêâà s
îçíà÷àåò single � ¾îäèíî÷íûé¿).

gfpspA,Xq � åñëè X � H, òî èñòèíà
èíà÷å ïóñòü x � íåêîòîðûé ýëåìåíò X, äëÿ êîòîðîãî
åñëè x P A, òî gfpspA,Xztxuq
èíà÷å åñëè supportpxq Ò, òî ëîæü
èíà÷å gfpspAY txu, pX Y supportpxqqzpAY txuqq.

Óòâåðæäåíèå î êîððåêòíîñòè (ò. å., èíâàðèàíò ðåêóðñèâíîãî ¾öèêëà¿) äëÿ
ýòîãî àëãîðèòìà â òî÷íîñòè òàêîå æå, êàê â òåîðåìå 21.6.2.

Â îòëè÷èå îò âûøåïðèâåäåííîãî àëãîðèòìà, ìíîãèå ñóùåñòâóþùèå àëãî-
ðèòìû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåêóðñèâíîãî ïîäòèïèðîâàíèÿ ïðèíèìàþò â êà÷åñòâå
àðãóìåíòà âñåãî îäèí ýëåìåíò, à íå èõ ìíîæåñòâî. Åùå îäíà íåáîëüøàÿ ìîäè-
ôèêàöèÿ íàøåãî àëãîðèòìà ïðèáëèæàåò åãî ê òàêèì ïðîöåäóðàì. Èçìåíåííûé
àëãîðèòì áîëüøå íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì õâîñòîâîé ðåêóðñèè,3 ïîñêîëüêó ñòåê

3Õâîñòîâûì âûçîâîì (tail call) íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíûé âûçîâ, ÿâëÿþùèéñÿ ïîñëåäíèì
äåéñòâèåì âûçûâàþùåé ôóíêöèè � ò. å. òàêîé, ÷òî ðåçóëüòàò, âîçâðàùàåìûé èç ðåêóðñèâ-
íîãî âûçîâà, áóäåò ðåçóëüòàòîì è âûçûâàþùåé ôóíêöèè. Õâîñòîâûå âûçîâû ïðåäñòàâëÿþò
èíòåðåñ ïîòîìó, ÷òî áîëüøèíñòâî êîìïèëÿòîðîâ äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ÿçûêîâ ðåàëèçóþò
èõ êàê ïðîñòûå ïåðåõîäû, è ïðè ýòîì çàíîâî èñïîëüçóåòñÿ ìåñòî íà ñòåêå, çàíÿòîå âûçûâà-
þùåé ôóíêöèåé, à íå âûäåëÿåòñÿ íîâûé êàäð ñòåêà. Âñëåäñòâèå ýòîãî öèêë, ðåàëèçîâàííûé
â âèäå õâîñòî-ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè, êîìïèëèðóåòñÿ â òàêîé æå ìàøèííûé êîä, êàê ýêâè-
âàëåíòíûé åìó öèêë while.
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âûçîâîâ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ õðàíåíèÿ åùå íå ïðîâåðåííûõ ïîäöåëåé. Åùå îä-
íî èçìåíåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî àëãîðèòì ïðèíèìàåò ìíîæåñòâî ãèïîòåç A
è âîçâðàùàåò íîâîå ìíîæåñòâî ãèïîòåç â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà. Ýòî ïîçâîëÿåò
çàïîìèíàòü ãèïîòåçû î ïîäòèïèðîâàíèè, ïîðîæäåííûå â óæå çàâåðøèâøèõñÿ
ðåêóðñèâíûõ âûçîâàõ, è ñíîâà èõ èñïîëüçîâàòü â ïîñëåäóþùèõ âûçîâàõ. Â
ñóùíîñòè, ìíîæåñòâî ãèïîòåç ¾ïðîøèâàåòñÿ¿ (is threaded) ñêâîçü ãðàô ðåêóð-
ñèâíûõ âûçîâîâ; îòñþäà íàçâàíèå íîâîãî àëãîðèòìà, gfpt.

Îïðåäåëåíèå 21.6.4 Åñëè äàíà îáðàòèìàÿ ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ F , òî
ôóíêöèÿ gfptF (èëè ïðîñòî gfpt; áóêâà t îçíà÷àåò threaded � ¾ïðîøèòûé¿)
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

gfptpA, xq � åñëè x P A, òî A
èíà÷å åñëè supportpxq Ò, òî íåóäà÷à
èíà÷å
ïóñòü tx1, . . . xnu � supportpxq, è
ïóñòü A0 � AY txu, è
ïóñòü A1 � gfptpA0, x1q, è
. . .
ïóñòü An � gfptpAn�1, xnq, è
òîãäà ðåçóëüòàòîì áóäåò An.

×òîáû ïðîâåðèòü óòâåðæäåíèå x P νF , òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü gfptpH, xq.
Åñëè ýòî âû÷èñëåíèå çàâåðøàåòñÿ óñïåøíî, òî x P νF . Åñëè îíî íåóäà÷-
íî, òî x R νF . Ìû èñïîëüçóåì äëÿ íåóäà÷ ñëåäóþùåå ñîãëàøåíèå: åñëè âû-
÷èñëåíèå âûðàæåíèÿ B íåóäà÷íî, òî ¾ïóñòü A � B, è òîãäà ðåçóëüòàòîì
áóäåò C¿ òàêæå íåóäà÷íî. Òàêèì îáðàçîì ìû èçáåãàåì ÿâíûõ áëîêîâ ¾îáðà-
áîòêè èñêëþ÷åíèé¿ â êàæäîì ðåêóðñèâíîì âûçîâå gfpt.

Óòâåðæäåíèå î êîððåêòíîñòè äëÿ ýòîãî àëãîðèòìà òðåáóåòñÿ åùå ðàç èç-
ìåíèòü ïî ñðàâíåíèþ ñ òåì, ÷òî ìû âèäåëè âûøå, íà ýòîò ðàç ïðèíÿâ âî
âíèìàíèå åãî íå-õâîñòîðåêóðñèâíóþ ôîðìóëèðîâêó è ïîñòóëèðîâàâ äîïîëíè-
òåëüíûé ¾ñòåê¿ X ýëåìåíòîâ, ïîääåðæêó êîòîðûõ ïðåäñòîèò ïðîâåðèòü.

Ëåììà 21.6.5

1. Åñëè gfptF pA, xq � A1, òî AY txu � A1.

2. Äëÿ êàæäîãî X, åñëè supportF pAq � AYX Y txu è gfptF pA, xq � A1, òî
supportF pA

1q � A1 YX.

Äîêàçàòåëüñòâî: ×àñòü (1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòóþ èíäóêöèþ ïî ðå-
êóðñèâíîé ñòðóêòóðå âûçîâîâ àëãîðèòìà.

×àñòü (2) òàêæå äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî ðåêóðñèâíîé ñòðóêòóðå âû-
çîâîâ àëãîðèòìà. Åñëè x P A, òî A1 � A, è òðåáóåìûé âûâîä ñëåäóåò èç
ïðåäïîëîæåíèÿ íåìåäëåííî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäïîëîæèì, ÷òî A1 � A,
è ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà supportpxq ñîäåðæèò äâà ýëåìåíòà x1

è x2. Îáùèé ñëó÷àé, çäåñü íå ïîêàçàííûé, äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñ ïîìî-
ùüþ âíóòðåííåé èíäóêöèè ïî ðàçìåðó supportpxq. Àëãîðèòì âû÷èñëÿåò A0,
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A1 è A2, è âîçâðàùàåò A2. Íóæíî ïîêàçàòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî X0, ÷òî åñëè
supportpAq � AYtxuYX0, òî supportpA2q � A2YX0. Ïóñòü X1 � X0Ytx2u.
Ïîñêîëüêó

supportpA0q � supportpAq Y supportpxq
� supportpAq Y tx1, x2u
� AY txu YX0 Y tx1, x2u
� A0 YX0 Y tx1, x2u
� A0 YX1 Y tx1u,

òî ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè ê ïåðâîìó ðåêóðñèâíîìó
âûçîâó, êîíêðåòèçèðîâàâ óíèâåðñàëüíî êâàíòèôèöèðîâàííóþ ïåðåìåííóþ X
çíà÷åíèåì X1. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåì supportpA1q � A1YX1 � A1Ytx2uYX0. Òå-
ïåðü ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè êî âòîðîìó ðåêóðñèâíîìó
âûçîâó, êîíêðåòèçèðîâàâ ïåðåìåííóþ X çíà÷åíèåì X0 è ïîëó÷èòü òðåáóå-
ìûé ðåçóëüòàò: supportpA2q � A2 YX0.

Òåîðåìà 21.6.6

1. Åñëè gfptF pH, xq � A1, òî x P νF .

2. Åñëè gfptF pH, xq � íåóäà÷à, òî x R νF .

Äîêàçàòåëüñòâî: Â ÷àñòè (1) çàìåòèì, ÷òî ïî ëåììå 21.6.5(1), x P A1. Êîí-
êðåòèçèðóÿ ÷àñòü (2) ëåììû ÷åðåç X � H, ïîëó÷àåì supportpA1q � A1 �
ò. å., ìíîæåñòâî A1 ÿâëÿåòñÿ F -êîíñèñòåíòíûì ñîãëàñíî ëåììå 21.5.7,
è ïîýòîìó A1 � νF ïî êîèíäóêöèè. Â ÷àñòè (2) ìû ðàññóæäàåì (ïðèìå-
íÿÿ íåñëîæíóþ èíäóêöèþ ïî ãëóáèíå âûçîâîâ ïðè âû÷èñëåíèè àëãîðèòìà
gfptF ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû 21.5.8), ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîãî A ìû èìååì
gfptF pA, xq � íåóäà÷à, òî x R νF .

Ïîñêîëüêó âñå àëãîðèòìû ýòîãî ðàçäåëà çàíèìàþòñÿ ïðîñìîòðîì ìíîæå-
ñòâà äîñòèæèìûõ ýëåìåíòîâ, äîñòàòî÷íîå óñëîâèå çàâåðøåíèÿ äëÿ âñåõ ýòèõ
àëãîðèòìîâ òàêîå æå, êàê è äëÿ èñõîäíîãî àëãîðèòìà gfp: îíè çàâåðøàþòñÿ
ïðè ëþáîì âõîäå, åñëè ôóíêöèÿ F èìååò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé.

21.7. Ðåãóëÿðíûå äåðåâüÿ

Ê ýòîìó ìîìåíòó ìû ðàçðàáîòàëè îáùèå àëãîðèòìû ïðîâåðêè ïðèíàäëåæ-
íîñòè ìíîæåñòâó, îïðåäåëåííîìó êàê íàèáîëüøàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ïîðîæ-
äàþùåé ôóíêöèè F , â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî F îáðàòèìà è èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî
ñîñòîÿíèé; îòäåëüíî ìû ïîêàçàëè, êàê îïðåäåëèòü ïîäòèïèðîâàíèå íà áåñêî-
íå÷íûõ äåðåâüÿõ â âèäå íàèáîëüøåé íåïîäâèæíîé òî÷êè íåêîòîðîé ïîðîæäà-
þùåé ôóíêöèè S. Î÷åâèäíûì ñëåäóþùèì øàãîì áóäåò êîíêðåòèçàöèÿ îäíîãî
èç íàøèõ àëãîðèòìîâ ïðè åãî ïðèìåíåíèè ê S. Ðàçóìååòñÿ, ýòîò êîíêðåòíûé
àëãîðèòì áóäåò çàâåðøàòüñÿ íå ïðè âñåõ âõîäíûõ äàííûõ, ïîñêîëüêó â îáùåì
ñëó÷àå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, äîñòèæèìûõ èç íåêîòîðîé ïàðû áåñêîíå÷íûõ
òèïîâ, ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì. Îäíàêî, êàê ìû óâèäèì â ýòîì ðàçäåëå, åñ-
ëè ìû îãðàíè÷èì ðàññìîòðåíèå áåñêîíå÷íûìè òèïàìè íåêîòîðîé ðàçóìíîé
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ôîðìû � òàê íàçûâàåìûìè ðåãóëÿðíûìè òèïàìè (regular types), òî ïîëó-
÷èì ãàðàíòèþ òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî äîñòèæèìûõ ñîñòîÿíèé áóäåò êîíå÷íî, è
àëãîðèòì ïðîâåðêè ïîäòïèðîâàíèÿ âñåãäà áóäåò çàâåðøàòüñÿ.

Îïðåäåëåíèå 21.7.1 Äðåâîâèäíûé òèï S ÿâëÿåòñÿ ïîääåðåâîì (subtree) äðå-
âîâèäíîãî òèïà T, åñëè S � λσ.T(π,σ) äëÿ íåêîòîðîãî π � òî åñòü, åñëè
ôóíêöèþ S èç ïóòåé â ñèìâîëû ìîæíî ïîëó÷èòü èç ôóíêöèè T ïóòåì äîáàâ-
ëåíèÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ïðåôèêñà π ê ïóòÿì-àðãóìåíòàì, êîòîðûå
ìû ïåðåäàåì ôóíêöèè T; ïðåôèêñ π ñîîòâåòñòâóåò ïóòè îò êîðíÿ äåðåâà T

ê êîðíþ äåðåâà S. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîääåðåâüåâ òèïà T ìû îáîçíà÷àåì êàê
subtreespTq.

Îïðåäåëåíèå 21.7.2 Äðåâîâèäíûé òèï T P T íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì
(regular), åñëè ìíîæåñòâî subtreespTq êîíå÷íî � ò. å. åñëè ó T êîíå÷íîå ÷èñëî
ðàçëè÷íûõ ïîääåðåâüåâ. Ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ òèïîâ îáîçíà÷àåòñÿ êàê Tr.

Ïðèìåðû 21.7.3

1. Âñÿêèé êîíå÷íûé äðåâîâèäíûé òèï ðåãóëÿðåí; ÷èñëî åãî ðàçëè÷íûõ ïîä-
äåðåâüåâ íå áîëüøå ÷èñëà âåðøèí. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ïîääåðåâüåâ òàê-
æå ìîæåò áûòü ñòðîãî ìåíüøå ÷èñëà âåðøèí. Íàïðèìåð, ó òèïà
T � TopÑ(Top�Top) ïÿòü âåðøèí, íî âñåãî òðè ðàçëè÷íûõ ïîääåðåâà
(ñàìî T, Top�Top è Top).

2. Íåêîòîðûå áåñêîíå÷íûå äðåâîâèäíûå òèïû ðåãóëÿðíû. Íàïðèìåð, äåðå-
âî

T � Top� (Top� . . . ))

èìååò âñåãî äâà ðàçëè÷íûõ ïîääåðåâà � ñàìî T è Top.

3. Äðåâîâèäíûé òèï

T � B� (A� (B� (A� (A� (B� (A� (A� (A� (B� . . . )

ãäå ïàðû ïîñëåäîâàòåëüíûõ âõîæäåíèé B ðàçäåëÿþòñÿ âñå áîëüøèì êî-
ëè÷åñòâîì âõîæäåíèé A, íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì. Ïîñêîëüêó T íå ðåãó-
ëÿðåí, ìíîæåñòâî reachableSpT, Tq, ñîäåðæàùåå âñå ïàðû óòâåðæäåíèé
î ïîäòèïèðîâàíèè, òðåáóåìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà T <: T, áåñêîíå÷íî.

Óòâåðæäåíèå 21.7.4 Îãðàíè÷åíèå Sr ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè S íà ìíîæå-
ñòâî ðåãóëÿðíûõ äðåâîâèäíûõ òèïîâ èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé.
Äîêàçàòåëüñòâî: Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîé ïàðû ðåãóëÿðíûõ äðå-
âîâèäíûõ òèïîâ pS, Tq, ìíîæåñòâî reachableSr

pS, Tq êîíå÷íî. Çàìåòèì, ÷òî
reachableSr

pS, Tq � subtreespSq � subtreespTq; ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî êîíå÷íî,
ïîñêîëüêó êîíå÷íû subtreespSq è subtreespTq.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ïðîöåäóðó ïðîâåðêè äëÿ îòíîøåíèÿ
ïîäòèïèðîâàíèÿ íà ðåãóëÿðíûõ äðåâîâèäíûõ òèïàõ, êîíêðåòèçèðîâàâ ôóíê-
öèåé S ëþáîé èç àëãîðèòìîâ ïðîâåðêè ïðèíàäëåæíîñòè. Ðàçóìååòñÿ, ÷òîáû
ýòî ðàáîòàëî â êàêîé-ëèáî ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè, íóæíî ïðåäñòàâëÿòü ðå-
ãóëÿðíûå äåðåâüÿ ñ ïîìîùüþ êàêèõ-òî êîíå÷íûõ ñòðóêòóð. Îäèí èç âàðèàíòîâ
òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, µ-íîòàöèÿ, îáñóæäàåòñÿ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
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Â ýòîì ðàçäåëå ðàçðàáàòûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ µ-íîòàöèÿ, îïðåäåëÿåòñÿ ïîä-
òèïèðîâàíèå íà µ-âûðàæåíèÿõ, è óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íèì è
ïîäòèïèðîâàíèåì äëÿ äðåâîâèäíûõ òèïîâ.

Îïðåäåëåíèå 21.8.1 Ïóñòü X áóäåò îáîçíà÷åíèåì äëÿ ëþáîé èç ñ÷åòíî-
ãî ìíîæåñòâà òèïîâûõ ïåðåìåííûõ tX1, X2, . . .u. Ìíîæåñòâî T rawm ñûðûõ
µ-òèïîâ (raw µ-types) åñòü ìíîæåñòâî âûðàæåíèé, îïðåäåëÿåìûõ ñëåäóþùåé
ãðàììàòèêîé:

T ::= X

Top

T�T
TÑT

µX.T

Ñèíòàêñè÷åñêèé îïåðàòîð µ îáîçíà÷àåò ñâÿçûâàíèå, è ÷åðåç íåãî ñòàí-
äàðòíûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ ñâîáîäíîé è ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé,
çàìêíóòûõ ñûðûõ µ-òèïîâ, à òàêæå ýêâèâàëåíòíîñòè ñûðûõ µ-òèïîâ ñ
òî÷íîñòüþ äî ïåðåèìåíîâàíèÿ ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Çàïèñü FV pTq îáî-
çíà÷àåò ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ñûðîãî µ-òèïà T. Ïîäñòàíîâêà
rX ÞÑ SsT ñ èçáåãàíèåì çàõâàòà ïåðåìåííûõ ñûðîãî µ-òèïà S â ñûðîé µ-òèï
T òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáû÷íî.

×òîáû äîñòè÷ü äîëæíîãî ñîîòâåòñòâèÿ ñ ðåãóëÿðíûìè äåðåâüÿìè, òðåáó-
åòñÿ íåñêîëüêî îãðàíè÷èòü ìíîæåñòâî ñûðûõ µ-òèïîâ: íàì õîòåëîñü áû ¾ñ÷è-
òûâàòü¿ äðåâîâèäíûé òèï êàê áåñêîíå÷íóþ ðàçâåðòêó äàííîãî µ-òèïà, îäíàêî
ñóùåñòâóþò ñûðûå µ-òèïû, êîòîðûå íåâîçìîæíî ðàçóìíûì îáðàçîì èíòåðïðå-
òèðîâàòü êàê ïðåäñòàâëåíèÿ äðåâîâèäíûõ òèïîâ. Â ýòèõ òèïàõ âñòðå÷àþòñÿ
ïîäâûðàæåíèÿ âèäà µX.µX1...µXn.X, ãäå âñå ïåðåìåííûå ñ X1 ïî Xn îòëè÷íû
îò X. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, T � µX.X. Ðàçâåðòêà T ñíîâà äàåò T, òàê ÷òî ñ ïî-
ìîùüþ òàêîé îïåðàöèè íèêàêîå äåðåâî ¾ñ÷èòàòü¿ íåâîçìîæíî. Ýòî ïðèâîäèò
íàñ ê ñëåäóþùåìó îãðàíè÷åíèþ.

Îïðåäåëåíèå 21.8.2 Ñûðîé µ-òèï T íàçûâàåòñÿ ñîêðàòèìûì (contractive),
åñëè äëÿ ëþáîãî ïîäâûðàæåíèÿ T âèäà µX.µX1...µXn.S òåëî S íå ðàâíÿåòñÿ
X. Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå: ñûðîé µ-òèï ñîêðàòèì, åñëè âñÿêîå âõîæäå-
íèå µ-ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé â òåëå îòäåëåíî îò ñâÿçûâàþùåé êîíñòðóêöèè,
ïî ìåíüøåé ìåðå, îäíèì ýëåìåíòîì Ñ èëè �.

Ñûðîé µ-òèï íàçûâàåòñÿ ïðîñòî µ-òèïîì (µ-type), åñëè îí ñîêðàòèì.
Ìíîæåñòâî µ-òèïîâ îáîçíà÷àåòñÿ Tm.

Åñëè T � µ-òèï, òî µ-height(T) îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî µ-ñâÿçûâàíèé â
åãî íà÷àëå.

Îáû÷íîå ïîíèìàíèå µ-òèïîâ êàê êîíå÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ áåñêîíå÷-
íûõ ðåãóëÿðíûõ äåðåâüåâ ôîðìàëèçóåòñÿ ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé ôóíêöèè.
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Ðèñ. 21.3. Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèè treeof

Îïðåäåëåíèå 21.8.3 Ôóíêöèÿ treeof , îòîáðàæàþùàÿ çàìêíóòûå µ-òèïû íà
äðåâîâèäíûå òèïû, èíäóêòèâíî îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

treeof pTopqpq � Top

treeof pT1ÑT2qpq � Ñ
treeof pT1ÑT2qpi, πq � treeof pTiqpπq

treeof pT1�T2qpq � �
treeof pT1�T2qpi, πq � treeof pTiqpπq

treeof pµX.Tqpπq � treeof prX ÞÑ µX.TsTqpπq

×òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî (òî åñòü ó÷èòû-
âàåò âñå âàðèàíòû, è âñåãäà îáåñïå÷èâàåò çàâåðøåíèå âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè),
çàìåòèì ñëåäóþùåå:

1. Âñÿêîå ðåêóðñèâíîå èñïîëüçîâàíèå treeof â ïðàâîé ÷àñòè îïðåäåëåíèÿ
óìåíüøàåò ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ðàçìåð ïàðû p|π|, µ-heightpTqq: âàðèàí-
òû äëÿ SÑT è S�T óìåíüøàþò |π|; âàðèàíò äëÿ µX.T îñòàâëÿåò |π|
íåèçìåííûì, íî óìåíüøàåò µ-height(T).

2. Âñå ðåêóðñèâíûå âûçîâû ñîõðàíÿþò ñîêðàòèìîñòü è çàìûêàíèå òèïîâ-
àðãóìåíòîâ. Â ÷àñòíîñòè, òèï µX.T ñîêðàòèì è çàìêíóò òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîêðàòèìà è çàìêíóòà åãî ðàçâåðòêà rX ÞÑ µX.TsT.
Ýòî ñëóæèò îáîñíîâàíèåì øàãà ðàçâåðòêè â îïðåäåëåíèè treeof pµX.Tq.

Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè treeof ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ïàðû òèïîâ:
treeof pS, Tq � ptreeof pSq, treeof pTqq.

Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ treeof ê µ-òèïó ïðèâåäåí íà ðèñ. 21.3.
Îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ äðåâîâèäíûõ òèïîâ áûëî îïðåäåëåíî â

�21.3 êàê íàèáîëüøàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè S. Â ýòîì
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ðàçäåëå ìû ðàñøèðèëè ñèíòàêñèñ òèïîâ µ-òèïàìè, ïîâåäåíèå êîòîðûõ èíòóè-
òèâíî îïèñûâàåòñÿ ïðàâèëàìè (ñîîòâåòñòâåííî, ïðàâîé è ëåâîé) µ-ñâåðòêè:

S <: rX ÞÑ µX.TsT

S <: µX.T
è

rX ÞÑ µX.SsS <: T

µX.S <: T

Ôîðìàëüíî ìû îïðåäåëÿåì ïîäòèïèðîâàíèå äëÿ µ-òèïîâ ÷åðåç ïîðîæäàþùóþ
ôóíêöèþ Sm, â îïðåäåëåíèè êîòîðîé òðè âàðèàíòà ñîâïàäàþò ñ îïðåäåëåíèåì
S, à åùå äâà ñîîòâåòñòâóþò ïðàâèëàì µ-ñâåðòêè.

Îïðåäåëåíèå 21.8.4 Äâà µ-òèïà S è T íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè ïîäòèïè-
ðîâàíèÿ, åñëè pS, Tq P νSm, ãäå ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ Sm P PpTm � Tmq Ñ
PpTm � Tmq îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

SmpRq � tpS, Topq | S P Tmu
Y tpS1 � S2, T1 � T2q | pS1, T1q, pS2, T2q P Ru
Y tpS1 Ñ S2, T1 Ñ T2q | pT1, S1q, pS2, T2q P Ru
Y tpS, µX.Tq | pS, rX ÞÑ µX.TsTq P Ru
Y tpµX.S, Tq | prX ÞÑ µX.SsS, Tq P R, T � Top è T � µY.T1u

Çàìåòèì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íå â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò âûøåïðè-
âåäåííûì ïðàâèëàì µ-ñâåðòêè: ìû ââåëè àñèììåòðèþ ìåæäó ïîñëåäíèì è
ïðåäïîñëåäíèì âàðèàíòîì, ÷òîáû ñäåëàòü ôóíêöèþ îáðàòèìîé (èíà÷å âà-
ðèàíòû ïåðåêðûâàëèñü áû). Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå,
Sm ïîðîæäàåò òî æå ñàìîå îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ, ÷òî è áîëåå åñòå-
ñòâåííàÿ ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ4 Sd, ó êîòîðîé êîìïîíåíòû îïðåäåëåíèÿ
ïðÿìî ñîîòâåòñòâóþò ïðàâèëàì âûâîäà.

Óïðàæíåíèå 21.8.5 r���s: Âûïèøèòå îïðåäåëåíèå âûøåóïîìÿíóòîé ôóíê-
öèè Sd è ïîêàæèòå, ÷òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé. Äîêàæèòå, ÷òî
νSd � νSm.

Ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ Sm îáðàòèìà, ïîñêîëüêó îïðåäåëåíà ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ôóíêöèÿ ïîääåðæêè:

supportSm
pS, Tq �

$''''''''''''&
''''''''''''%

H åñëè T � Top

tpS1, T1q, pS2, T2qu åñëè S � S1 � S2 è
T � T1 � T2

tpT1, S1q, pS2, T2qu åñëè S � S1 Ñ S2 è
T � T1 Ñ T2

tpS, rX ÞÑ µX.T1sT1qu åñëè T � µX.T1

tprX ÞÑ µX.S1sS1, Tqu åñëè S � µX.S1 è
T � µX.T1, T � Top

Ò â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ

Îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ íà µ-òèïàõ ïîêà ÷òî áûëî ââåäåíî îòäåëüíî
îò îïðåäåëåííîãî ðàíåå îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ äðåâîâèäíûõ òèïîâ.

4Áóêâà d â Sd íàïîìèíàåò, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ îñíîâàíà íà ¾äåêëàðàòèâíûõ¿ (declarative)
ïðàâèëàõ âûâîäà äëÿ µ-ñâåðòêè, â îòëè÷èå îò ¾àëãîðèòìè÷åñêèõ¿ ïðàâèë, èñïîëüçóåìûõ
â Sm.
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Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì µ-òèïû âñåãî ëèøü êàê ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ
ðåãóëÿðíûõ òèïîâ â êîíå÷íîì âèäå, íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòè äâà îòíî-
øåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (21.8.7) óñòàíàâëèâàåò
ýòî ñîîòâåòñòâèå. Îäíàêî ñíà÷àëà òðåáóåòñÿ äîêàçàòü òåõíè÷åñêóþ ëåììó.

Ëåììà 21.8.6 Äîïóñòèì, îòíîøåíèå R � Tm � Tm ÿâëÿåòñÿ
Sm-êîíñèñòåíòíûì. Äëÿ ëþáîé ïàðû pS, Tq P R èìååòñÿ íåêîòîðàÿ
ïàðà pS1, T1q P R òàêàÿ, ÷òî treeof pS1, T1q � treeof pS, Tq, è íè S1, íè T1 íå
íà÷èíàþòñÿ ñ µ.
Äîêàçàòåëüñòâî: Èíäóêöèÿ ïî ñóììå êîëè÷åñòâà âõîæäåíèé µ â íà÷àëå S è
T. Åñëè íè S, íè T íå íà÷èíàþòñÿ ñ µ, òî ìîæíî âçÿòü pS1, T1q � pS, Tq. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, åñëè pS, Tq � pS, µX.T1q, òî, èñõîäÿ èç Sm-êîíñèñòåíòíîñòè R,
èìååì pS, Tq P SmpRq, òàê ÷òî pS2, T2q � pS, rX ÞÑ µX.T1sT1q P R. Òàê êàê T ñî-
êðàòèì, òî T2, ðåçóëüòàò ðàçâåðòêè T, ñîäåðæèò â íà÷àëå íà îäíó µ ìåíü-
øå, ÷åì T. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ïàðà
òèïîâ pS1, T1q, òàêàÿ, ÷òî íè S1, íè T1 íå íà÷èíàþòñÿ ñ µ, è treeof pS2, T2q �
treeof pS1, T1q. Ïîñêîëüêó, ïî îïðåäåëåíèþ treeof, treeof pS, Tq � treeof pS2, T2q, ïà-
ðà pS1, T1q � òî, ÷òî íàì íóæíî. Âàðèàíò ñ pS, Tq � pµX.S1, Tq äîêàçûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî.

Òåîðåìà 21.8.7 Ïóñòü pS, Tq P Tm � Tm. Òîãäà pS, Tq P νSm òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà treeof pS, Tqq P νS.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà íàïðàâëåíèå ¾òîëüêî åñëè¿ � ïî-
êàæåì, ÷òî èç pS, Tq P νSm ñëåäóåò treeof pS, Tq P νS. Ïóñòü pA, Bq �
treeof pS, Tq P T � T . Ñîãëàñíî ïðèíöèïó êîèíäóêöèè, òðåáóåìûé ðåçóëüòàò
áóäåò ïîëó÷åí, åñëè ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì S-êîíñèñòåíòíîå ìíîæåñòâî
Q P T �T òàêîå, ÷òî pA, Bq P Q. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî òàêèì ìíîæåñòâîì
ÿâëÿåòñÿ Q � treeof pνSmq. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî
pA1, B1q P SpQq äëÿ âñåõ pA1, B1q P Q.

Ïóñòü èìååòñÿ ïàðà µ-òèïîâ pS1, T1q P νSm, òàêàÿ, ÷òî treeof pS1, T1q �
pA1, B1q. Èñõîäÿ èç ëåììû 21.8.6, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íè S1, íè T1 íå
íà÷èíàþòñÿ ñ µ. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî νSm Sm-êîíñèñòåíòíî, ïàðà pS1, T1q
äîëæíà áûòü ïîääåðæàíà îäíèì èç âàðèàíòîâ â îïðåäåëåíèè Sm, ò. å. äîëæ-
íà èìåòü îäíó èç ñëåäóþùèõ ôîðì:

Âàðèàíò: pS1, T1q � pS1, Topq
Òîãäà B1 � Top, è pA1, B1q P SpQq ïî îïðåäåëåíèþ S.

Âàðèàíò: pS1, T1q � pS1 � S2, T1 � T2q, ãäå pS1, T1q, pS2, T2q P νSm
Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ treeof , èìååì B1 � treeof pT1q � B1�B2, ãäå êàæäûé Bi �
treeof pTiq. Àíàëîãè÷íî, A1 � A1 � A2, ãäå Ai � treeof pSiq. Ïðèìåíåíèå ôóíêöèè
treeof ê ýòèì ïàðàì äàåò pA1, B1q, pA2, B2q P Q. Íî òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ S
ìû ïîëó÷àåì pA, Bq � pA1 � A2, B1 � B2q P SpQq.

Âàðèàíò: pS1, T1q � pS1 Ñ S2, T1 Ñ T2q, ãäå pT1, S1q, pS2, T2q P νSm
Àíàëîãè÷íî.

Òåïåðü ïðîâåðèì íàïðàâëåíèå ¾åñëè¿ � ïîêàæåì, ÷òî èç treeof pS, Tq P
νS ñëåäóåò, ÷òî pS, Tq P νSm. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó êîèíäóêöèè, äîñòàòî÷íî
ïðîäåìîíñòðèðîâàòü Sm-êîíñèñòåíòíîå ìíîæåñòâî R P Tm � Tm òàêîå,
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÷òî pS, Tq P R. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî òàêèì ìíîæåñòâîì ÿâëÿåòñÿ R �
tpS1, T1q P Tm�Tm | treeof pS1, T1q P νSu. ßñíî, ÷òî pS, Tq P R. ×òîáû çàâåðøèòü
äîêàçàòåëüñòâî, îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî èç pS1, T1q P R ñëåäóåò pS1, T1q P
SmpRq

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó νS ÿâëÿåòñÿ S-êîíñèñòåíòíûì, âñÿêàÿ ïàðà
pA1, B1q P νS äîëæíà èìåòü îäíó èç òðåõ ôîðì: pA1, Topq, pA1�A2, B1�B2q èëè
pA1 Ñ A2, B1 Ñ B2q. Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ treeof ìû âèäèì, ÷òî âñÿêàÿ
ïàðà pS1, T1q P R äîëæíà èìåòü îäíó èç ôîðì pS1, Topq, pS1�S2, T1�T2q, pS1 Ñ
S2, T1 Ñ T2q, pS1, µX.T1q ëèáî pµX.S1, T

1q. Ðàññìîòðèì âñå ýòè âàðèàíòû ïî
î÷åðåäè.

Âàðèàíò: pS1, T1q � pS1, Topq
Â ýòîì ñëó÷àå pS1, T1q P SmpRq íåïîñðåäñòâåííî ïî îïðåäåëåíèþ Sm.

Âàðèàíò: pS1, T1q � pS1 � S2, T1 � T2q
Ïóñòü pA1, B1q � treeof pS1, T1q. Òîãäà pA1, B1q � pA1 � A2, B1 � B2q, ãäå Ai �
treeof pSiq, à Bi � treeof pBiq. Ïîñêîëüêó pA1, B1q P νS, èç S-êîíñèñòåíòíîñòè
ìíîæåñòâà νS ñëåäóåò pAi, Biq P νS, à îòñþäà pSi, Tiq P R ïî îïðåäåëåíèþ R.
Òåïåðü îïðåäåëåíèå Sm äàåò íàì pS1, T1q � pS1 � S2, T1 � T2q P SmpRq.

Âàðèàíò: pS1, T1q � pS1 Ñ S2, T1 Ñ T2q
Àíàëîãè÷íî.

Âàðèàíò: pS1, T1q � pS1, µX.T1q
Ïóñòü T2 � rX ÞÑ µX.T1sT1. Ïî îïðåäåëåíèþ, treeof pT2q � treeof pT1q. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ R, ìû èìååì pS1, T2q P R, è, òàêèì îáðàçîì,
pS1, T1q P SmpRq, ïî îïðåäåëåíèþ Sm.

Âàðèàíò: pS1, T1q � pµX.S1, T
1q

Åñëè T1 � Top èëè T1 íà÷èíàåòñÿ ñ µ, òî ïðèìåíèì îäèí èç ïðåäûäóùèõ
âàðèàíòîâ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðåäïîñëåäíåìó
âàðèàíòó.

Ñîîòâåòñòâèå, óñòàíîâëåííîå ýòîé òåîðåìîé, ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèåì î êîð-
ðåêòíîñòè è ïîëíîòå îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ µ-òèïîâ, îïðåäåëåííîãî
â ýòîì ðàçäåëå. Îíî àíàëîãè÷íî îáûêíîâåííîìó îòíîøåíèþ ïîäòèïèðîâàíèÿ
äëÿ áåñêîíå÷íûõ äðåâîâèäíûõ òèïîâ, êîòîðûå îãðàíè÷åíû òèïàìè, ïðåäñòà-
âèìûìè â âèäå êîíå÷íûõ µ-âûðàæåíèé.

21.9. Ïîäñ÷åò ïîäâûðàæåíèé

Ïðè ïîäñòàíîâêå â îáùèé àëãîðèòì gfpt (21.6.4) êîíêðåòíîé ôóíêöèè
supportSm

äëÿ îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ íà µ-òèïàõ (21.8.4) ïîëó÷àåòñÿ àë-
ãîðèòì ïðîâåðêè ïîäòèïèðîâàíèÿ, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 21.4. Ðàññóæäåíèÿ,
ïðèâåäåííûå â ðàçäåëå 21.6, ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ýòîãî àëãîðèòìà áóäåò ãà-
ðàíòèðîâàíî çàâåðøåíèå â ñëó÷àå, åñëè ìíîæåñòâî reachableSm

pS, Tq êîíå÷íî
äëÿ ëþáîé ïàðû µ-òèïîâ pS, Tq. Íàñòîÿùèé ðàçäåë ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó
òîãî, ÷òî ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ (óòâåðæäåíèå 21.9.11).
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subtypeSm
pA, S, Tq � åñëè pS, Tq P A, òî

A
èíà÷å ïóñòü A0 � AY tpS, Tqu, è òîãäà
åñëè T � Top, òî
A0

èíà÷å åñëè S � S1 � S2 è T � T1 � T2, òî
ïóñòü A1 � subtypepA0, S1, T1q, è òîãäà

subtypepA1, S2, T2q
èíà÷å åñëè S � S1 Ñ S2 è T � T1 Ñ T2, òî
ïóñòü A1 � subtypepA0, T1, S1q, è òîãäà

subtypepA1, S2, T2q
èíà÷å åñëè T � µX.T1, òî

subtypepA0, S, rX ÞÑ µX.T1sT1q
èíà÷å åñëè S � µX.S1, òî

subtypepA0, rX ÞÑ µX.S1sS1, Tq
èíà÷å
íåóäà÷à

Ðèñ. 21.4. Êîíêðåòíûé àëãîðèòì ïðîâåðêè ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ µ-òèïîâ

Íà ïåðâûé âçãëÿä, ýòî ñâîéñòâî êàæåòñÿ ïî÷òè î÷åâèäíûì, îäíàêî åãî
ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî îêàçûâàåòñÿ óäèâèòåëüíî òðóäîåìêèì. Ñëîæíîñòü ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî åñòü äâà ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà ¾çàìêíóòûõ ïîä-
âûðàæåíèé¿ µ-òèïà. Îäèí èç íèõ, êîòîðûé ìû íàçîâåì ¾ïîäâûðàæåíèÿ ïðè
âçãëÿäå ñâåðõó âíèç¿, ïðÿìî ñîîòâåòñòâóåò ïîäâûðàæåíèÿì, ïîðîæäàåìûì
÷åðåç supportSm

. Äðóãîé, êîòîðûé ìû íàçîâåì ¾ïîäâûðàæåíèÿ ïðè âçãëÿäå
ñíèçó ââåðõ¿, ïðèâîäèò ê ïðîñòîìó äîêàçàòåëüñòâó òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî çà-
ìêíóòûõ ïîäâûðàæåíèé âñÿêîãî µ-òèïà êîíå÷íî. Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíèÿ
àëãîðèòìà ñòðîèòñÿ òàê: ñíà÷àëà îïðåäåëÿþòñÿ îáà ýòèõ ñïîñîáà, à ïîòîì ïî-
êàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî ïîäâûðàæåíèé ïî ïåðâîìó îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà ïîäâûðàæåíèé ïî âòîðîìó (óòâåðæäåíèå 21.9.10).
Òàêîé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà âçÿò íàìè ó Áðàíäòà è Õåíãëåéíà (Brandt and
Henglein, 1997).

Îïðåäåëåíèå 21.9.1 µ-òèï S ÿâëÿåòñÿ ïîäâûðàæåíèåì (top-down
subexpression) µ-òèïà T ïðè âçãëÿäå ñâåðõó âíèç, ÷òî çàïèñûâàåòñÿ
êàê S � T, åñëè ïàðà pS, Tq ïðèíàäëåæèò íàèìåíüøåé íåïîäâèæíîé òî÷êå
ñëåäóþùåé ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè:

TDpRq � tpT, Tq | T P Tmu
Y tpS, T1�T2q | pS, T1q P Ru
Y tpS, T1�T2q | pS, T2q P Ru
Y tpS, T1ÑT2q | pS, T1q P Ru
Y tpS, T1ÑT2q | pS, T2q P Ru
Y tpS, µX.Tq | pS, rX ÞÑ µX.TsTq P Ru
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Óïðàæíåíèå 21.9.2 r�s: Äàéòå ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ S � T

â âèäå íàáîðà ïðàâèë âûâîäà.

Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ supportSm
, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ µ-òèïîâ

S è T âñå ïàðû, ñîäåðæàùèåñÿ â supportSm
pS, Tq, ñîñòîÿò èç ïîäâûðàæåíèé S è

T ïðè âçãëÿäå ñâåðõó âíèç.

Ëåììà 21.9.3 Åñëè pS1, T1q P supportSm
pS, Tq, òî ëèáî S1 � S, ëèáî S1 � T, à

òàêæå ëèáî T1 � S, ëèáî T1 � T.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ supportSm

.

Êðîìå òîãî, îòíîøåíèå ïîäâûðàæåíèé ïðè âçãëÿäå ñâåðõó âíèç òðàíçèòèâ-
íî:

Ëåììà 21.9.4 Åñëè S � U è U � T, òî S � T.
Äîêàçàòåëüñòâî: Óòâåðæäåíèå ëåììû ýêâèâàëåíòíî @U, T. U � Tñ p@S. S �
U ñ S � Tq. Äðóãèìè ñëîâàìè, òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî µpTDq � R, ãäå
R � tpU, Tq | @S. S � U ñ S � Tu. Ïî ïðèíöèïó èíäóêöèè, äîñòàòî÷-
íî ïîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå R ÿâëÿåòñÿ TD-çàìêíóòûì � òî åñòü, ÷òî
TDpRq � R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî pU, Tq P TDpRq. Ïðîâåäåì ðàçáîð âàðèàíòîâ
ïî îïðåäåëåíèþ TD.

Âàðèàíò: pU, Tq � pT, Tq
ßñíî, ÷òî pT, Tq P R.

Âàðèàíò: pU, Tq � pU, T1�T2q è pU, T1q P R
Ïîñêîëüêó pU, T1q P R, äîëæíî áûòü S � U ñ S � T1 äëÿ ëþáîãî S. Ïî îïðå-
äåëåíèþ �, äëÿ âñåõ S äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òàêæå S � U ñ S � T1�T2.
Ñëåäîâàòåëüíî, pU, Tq � pU, T1�T2q P R, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ R.

Îñòàëüíûå âàðèàíòû:
Àíàëîãè÷íî.

Ñî÷åòàíèå äâóõ ïîñëåäíèõ ëåìì äàåò íàì óòâåðæäåíèå, ðàäè êîòîðîãî ìû
ââåëè ïîíÿòèå ïîäâûðàæåíèÿ ïðè âçãëÿäå ñâåðõó âíèç:

Óòâåðæäåíèå 21.9.5 Åñëè pS1, T1q P reachableSmpS, Tq, òî ëèáî S
1
� S, ëèáî S1 �

T, à òàêæå ëèáî T1 � S, ëèáî T1 � T.
Äîêàçàòåëüñòâî: Èíäóêöèÿ ïî îïðåäåëåíèþ reachableSm

, ñ èñïîëüçîâàíèåì
òðàíçèòèâíîñòè �.

Êîíå÷íîñòü reachableSm
pS, Tq áóäåò ñëåäîâàòü (â óòâåðæäåíèè 21.9.11) èç

ïîñëåäíåãî äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ è èç òîãî ôàêòà, ÷òî ó âñÿêîãî µ-òèïà U
èìååòñÿ òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ïîäâûðàæåíèé ïðè âçãëÿäå ñâåðõó âíèç. Ê ñî-
æàëåíèþ, ýòî ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå íåî÷åâèäíî èç îïðåäåëåíèÿ �. Ïîïûòêà
äîêàçàòü ýòî ïóòåì ñòðóêòóðíîé èíäóêöèè ïî U, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå TD,
òåðïèò íåóäà÷ó, ïîñêîëüêó ïîñëåäíèé âàðèàíò â îïðåäåëåíèè TD ëîìàåò èí-
äóêöèþ: äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîäâûðàæåíèé U � µX.T èñïîëüçóåòñÿ âûðàæåíèå
rX ÞÑ µX.TsT, à îíî, âîçìîæíî, áîëüøå ïî ðàçìåðó.

Â àëüòåðíàòèâíîì ïîíÿòèè ïîäâûðàæåíèé ïðè âçãëÿäå ñíèçó ââåðõ ýòó
ïðîáëåìó óäàåòñÿ îáîéòè, ïîñêîëüêó ïîäñòàíîâêà µ-òèïîâ âìåñòî ïåðåìåííûõ
ðåêóðñèè ïðîâîäèòñÿ ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ïîäâûðàæåíèé, à íå äî íåãî. Òàêîå
èçìåíåíèå äàåò íàì ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî êîíå÷íîñòè.
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Îïðåäåëåíèå 21.9.6 µ-òèï S ÿâëÿåòñÿ ïîäâûðàæåíèåì (bottom-up
subexpression) µ-òèïà T ïðè âçãëÿäå ñíèçó ââåðõ, ÷òî çàïèñûâàåòñÿ
êàê S ¨ T, åñëè ïàðà pS, Tq ïðèíàäëåæèò ê íàèìåíüøåé íåïîäâèæíîé òî÷êå
ñëåäóþùåé ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè:

BUpRq � tpT, Tq | T P Tmu
Y tpS, T1�T2q | pS, T1q P Ru
Y tpS, T1�T2q | pS, T2q P Ru
Y tpS, T1ÑT2q | pS, T1q P Ru
Y tpS, T1ÑT2q | pS, T2q P Ru
Y tprX ÞÑ µX.TsS, µX.Tq | pS, Tq P Ru

Ýòî íîâîå îïðåäåëåíèå ïîäâûðàæåíèé îòëè÷àåòñÿ îò ñòàðîãî òîëüêî â âà-
ðèàíòå äëÿ òèïîâ, íà÷èíàþùèõñÿ ñ ñèìâîëà µ. ×òîáû ïîëó÷èòü ïîäâûðàæåíèÿ
òàêîãî òèïà ïðè âçãëÿäå ñâåðõó âíèç, ìû ñíà÷àëà åãî ðàçâîðà÷èâàëè, à çàòåì
ñîáèðàëè ïîäâûðàæåíèÿ ðåçóëüòàòà ðàçâåðòêè. Âû÷èñëÿÿ ïîäâûðàæåíèÿ ïðè
âçãëÿäå ñíèçó ââåðõ, ìû ñíà÷àëà ñîáèðàåì (íå îáÿçàòåëüíî çàìêíóòûå) ïîäâû-
ðàæåíèÿ òåëà, à çàòåì çàìûêàåì èõ, ïðèìåíÿÿ ðàçâåðòûâàþùóþ ïîäñòàíîâêó.

Óïðàæíåíèå 21.9.7 r��s: Äàéòå ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ S ¨
T â âèäå íàáîðà ïðàâèë âûâîäà.

Áåç òðóäà äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñÿêîå âûðàæåíèå èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
ïîäâûðàæåíèé ïðè âçãëÿäå ñíèçó ââåðõ.

Ëåììà 21.9.8 Ìíîæåñòâî tS | S ¨ Tu êîíå÷íî äëÿ ëþáîãî T.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðÿìîëèíåéíàÿ ñòðóêòóðíàÿ èíäóêöèÿ ïî T, èñïîëüçóÿ
ñëåäóþùèe íàáëþäåíèÿ, êîòîðûå ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèé BU è îòíîøå-
íèÿ ¨:

• åñëè T � Top èëè T � X, òî tS | S ¨ Tu � tTu;

• åñëè T � T1�T2 ëèáî T � T1ÑT2, òî tS | S ¨ Tu � tTu Y tS | S ¨ T1u Y tS |
S ¨ T2u;

• åñëè T � µX.T1, òî tS | S ¨ Tu � tTu Y trX ÞÑ TsS | S ¨ T1u.

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ïîäâûðàæåíèÿ òèïà ïðè âçãëÿäå ñíèçó ââåðõ âêëþ÷à-
þò åãî ïîäâûðàæåíèÿ ïðè âçãëÿäå ñâåðõó âíèç, íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ
ëåììà, ñâÿçûâàþùàÿ ïîäâûðàæåíèÿ ïðè âçãëÿäå ñíèçó ââåðõ è ïîäñòàíîâêó.

Ëåììà 21.9.9 Åñëè S ¨ rX ÞÑ QsT, òî ëèáî S ¨ Q, ëèáî S � rX ÞÑ QsS1 äëÿ
íåêîòîðîãî S1 òàêîãî, ÷òî S1 ¨ T.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ñòðóêòóðíàÿ èíäóêöèÿ ïî T.

Âàðèàíò: T � Top

Â îïðåäåëåíèè BU òîëüêî âàðèàíò ñ ðåôëåêñèâíîñòüþ äîïóñêàåò Top â êà-
÷åñòâå ïðàâîãî ýëåìåíòà ïàðû, òàê ÷òî äîëæíî áûòü S � Top. Òðåáóåìûé
ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ ïðè S1 � Top.
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Âàðèàíò: T � Y

Åñëè Y � X, èìååì S ¨ rX ÞÑ QsT � Q, è òðåáóåìûé ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç
óñëîâèÿ ëåììû. Åñëè Y � X, èìååì S ¨ rX ÞÑ QsT � Y. Òîëüêî âàðèàíò ñ
ðåôëåêñèâíîñòüþ â îïðåäåëåíèè BU ìîæåò äàòü íàì ýòó ïàðó, òàê ÷òî
S � Y. Òðåáóåìûé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ ïðè S1 � Y.

Âàðèàíò: T � T1�T2

Èìååì S ¨ rX ÞÑ QsT � rX ÞÑ QsT1�rX ÞÑ QsT2. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ BU , åñòü
òðè ñïîñîáà, êîòîðûìè S ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîäâûðàæåíèåì ýòîãî òèïà-
ïðîèçâåäåíèÿ ïðè âçãëÿäå ñíèçó ââåðõ. Ðàññìîòðèì ýòè ñïîñîáû ïî î÷åðåäè.

Ïîäâàðèàíò: S � rX ÞÑ QsT
Âîçüìåì S1 � T.

Ïîäâàðèàíò: S ¨ rX ÞÑ QsT1

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ëèáî S ¨ Q (è òîãäà ìû óæå
èìååì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå), ëèáî S � rX ÞÑ QsS1 äëÿ íåêîòî-
ðîãî S1 ¨ T1. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò
S1 ¨ rX ÞÑ Qs ïî îïðåäåëåíèþ BU .

Ïîäâàðèàíò: S ¨ rX ÞÑ QsT2

Àíàëîãè÷íî.

Âàðèàíò: T � T1ÑT2

Àíàëîãè÷íî âàðèàíòó ñ òèïîì-ïðîèçâåäåíèåì.

Âàðèàíò: T � µY.T1

Èìååì S ¨ rX ÞÑ QsT � µY.rX ÞÑ QsT1. Åñòü äâà ñïîñîáà, êîòîðûìè S ìîæåò
îêàçàòüñÿ ïîäâûðàæåíèåì ýòîãî òèïà ïðè âçãëÿäå ñíèçó ââåðõ.

Ïîäâàðèàíò: S � rX ÞÑ QsT
Âîçüìåì S1 � T.

Ïîäâàðèàíò: S � rY ÞÑ µY.rX ÞÑ QsT1sS1, ãäå S1 ¨ rX ÞÑ QsT1

Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äàåò íàì äâå âîçìîæíîñòè:

• S1 ¨ Q. Èñõîäÿ èç íàøèõ ñîãëàøåíèé îá èìåíàõ ñâÿçàííûõ
ïåðåìåííûõ, èçâåñòíî, ÷òî Y R FV pQq, è îòñþäà Y R FV pS1q.
Íî òîãäà S � rY ÞÑ µY.rX ÞÑ QsT1sS1 � S1, òàê ÷òî S ¨ Q.

• S1 � rX ÞÑ QsS2 äëÿ íåêîòîðîãî S2 òàêîãî, ÷òî S2 ¨

T1. Â òàêîì ñëó÷àå, S � rY ÞÑ µY.rX ÞÑ QsT1sS1 � rY ÞÑ
µY.rX ÞÑ QsT1srX ÞÑ QsS2 � rX ÞÑ QsrY ÞÑ µY.T1sS2. Òðåáóåìûé
ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ ïðè S1 � rY ÞÑ µY.SsS2.

Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî âñÿêîå ïîä-
âûðàæåíèå µ-òèïà ïðè âçãëÿäå ñâåðõó âíèç ìîæíî íàéòè ñðåäè åãî ïîäâûðà-
æåíèé ïðè âçãëÿäå ñíèçó ââåðõ.

Óòâåðæäåíèå 21.9.10 Åñëè S � T, òî S ¨ T.
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Äîêàçàòåëüñòâî: Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî µTD � µBU . Ïî ïðèíöèïó
èíäóêöèè, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî µBU ÿâëÿåòñÿ TD-çàìêíóòûì, òî
åñòü, ÷òî TDpµBUq � µBU . Äðóãèìè ñëîâàìè, íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî
èç pA, Bq P TDpµBUq ñëåäóåò, ÷òî pA, Bq P µBU � BUpµBUq. Ïîñëåäíåå
óòâåðæäåíèå áóäåò âåðíî, åñëè äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà TD, êîòîðûé ìîã áû
ïîðîäèòü ïàðó pA, Bq èç µBU , íàéäåòñÿ âàðèàíò â îïðåäåëåíèè BU , êîòîðûé
òàêæå ïîðîæäàë áû pA, Bq èç µBU . Ýòî òðèâèàëüíî âåðíî äëÿ âñåõ âàðèàí-
òîâ â îïðåäåëåíèè TD, êðîìå ïîñëåäíåãî, ïîñêîëüêó îíè ñîâïàäàþò ñ ñîîò-
âåòñòâóþùèìè âàðèàíòàìè BU . Â ïîñëåäíåì âàðèàíòå pA, Bq � pS, µX.Tq P
TDpµBUq è pS, rX ÞÑ µX.TsTq P µBU , èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, S ¨ rX ÞÑ µX.TsT.
Ïî ëåììå 21.9.9, ëèáî S ¨ µX.T, òî åñòü, pS, µX.Tq P µBU , ÷òî íàì è íàäî,
ëèáî S � rX ÞÑ µX.TsS1 äëÿ íåêîòîðîãî S1 òàêîãî, ÷òî pS1, Tq P µBU . Èç ïîñëåä-
íåãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî pS, µX.Tq P BUpµBUq � µBU , ïî ïîñëåäíåìó
âàðèàíòó â îïðåäåëåíèè BU .

Êîìáèíèðóÿ óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàííûå â ýòîì ðàçäåëå, ìû ïîëó÷àåì îêîí-
÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò.

Óòâåðæäåíèå 21.9.11 Äëÿ ëþáûõ µ-òèïîâ S è T, ìíîæåñòâî reachableSmpS, Tq
êîíå÷íî.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü äëÿ S è T, Td áóäåò ìíîæåñòâîì èõ ïîäâûðàæåíèé
ïðè âçãëÿäå ñâåðõó âíèç, à Bu � ìíîæåñòâîì èõ ïîäâûðàæåíèé ïðè âçãëÿ-
äå ñíèçó ââåðõ. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 21.9.5, reachableSm

pS, Tq � Td � Td.
Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 21.9.10, Td�Td � Bu�Bu. Ïî ëåììå 21.9.8, ïîñëåä-
íåå ìíîæåñòâî êîíå÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî reachableSmpS, Tq òàê-
æå êîíå÷íî.

21.10. Îòñòóïëåíèå: ýêñïîíåíöèàëüíûé àëãî-

ðèòì

Àëãîðèòì subtype, ïðåäñòàâëåííûé â íà÷àëå �21.9 (ðèñ. 21.4), ìîæíî åùå
íåìíîãî óïðîñòèòü, çàñòàâèâ åãî âîçâðàùàòü áóëåâñêîå çíà÷åíèå, à íå íîâîå
ìíîæåñòâî ãèïîòåç (ñì. ðèñ. 21.5). Ïîëó÷åííàÿ ïðè ýòîì ïðîöåäóðà, subtypeac,
ñîîòâåòñòâóåò àëãîðèòìó Àìàäèî è Êàðäåëëè äëÿ ïðîâåðêè ïîäòèïèðîâàíèÿ
(Amadio and Cardelli, 1993). Îíà âû÷èñëÿåò òî æå ñàìîå îòíîøåíèå, ÷òî è
subtype, íî íàìíîãî ìåíåå ýôôåêòèâíà, ïîñêîëüêó íå çàïîìèíàåò ïàðû òèïîâ
â îòíîøåíèè ïîäòèïèðîâàíèÿ âî âðåìÿ ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ â âàðèàíòàõ äëÿ
Ñ è �. Òàêîå, êàçàëîñü áû, íåâèííîå èçìåíåíèå ïðèâîäèò ê âçðûâíîìó ðî-
ñòó êîëè÷åñòâà ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ, âûïîëíÿåìûõ àëãîðèòìîì. Êîëè÷åñòâî
ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ â àëãîðèòìå subtype ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó îáùåãî
êîëè÷åñòâà ïîäâûðàæåíèé â äâóõ òèïàõ-àðãóìåíòàõ (ìîæíî ýòî ïðîâåðèòü,
èññëåäîâàâ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 21.9.8 è óòâåðæäåíèÿ 21.9.11), òîãäà êàê â
ñëó÷àå subtypeac îíî ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî.

Ýêñïîíåíöèàëüíîå ïîâåäåíèå subtypeac ìîæíî ÿñíî ïîêàçàòü íà ñëåäóþùåì
ïðèìåðå. Èíäóêòèâíî îïðåäåëèì ñåìåéñòâà òèïîâ Sn è Tn ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S0 � µX.Top�X Sn�1 � µX.XÑSn
T0 � µX.Top�(Top�X) Tn�1 � µX.XÑTn
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subtypeacpA, S, Tq � åñëè pS, Tq P A, òî èñòèíà
èíà÷å ïóñòü A0 � AY pS, Tq, è òîãäà
åñëè T � Top, òî èñòèíà
èíà÷å åñëè S � S1�S2 è T � T1�T2, òî

subtypeacpA0, S1, T1q è
subtypeacpA0, S2, T2q

èíà÷å åñëè S � S1ÑS2 è T � T1ÑT2, òî
subtypeacpA0, T1, S1q è
subtypeacpA0, S2, T2q

èíà÷å åñëè S � µX.S1, òî
subtypeacpA0, rX ÞÑ µX.S1sS1, Tq

èíà÷å åñëè T � µX.T1, òî
subtypeacpA0, S, rX ÞÑ µX.T1sT1q

èíà÷å ëîæü

Ðèñ. 21.5. Àëãîðèòì ïðîâåðêè ïîäòèïèðîâàíèÿ Àìàäèî è Êàðäåëëè

Ïîñêîëüêó Sn è Tn ñîäåðæàò ïî îäíîìó âõîæäåíèþ Sn�1 è Tn�1, ñîîòâåòñòâåí-
íî, èõ ðàçìåð (ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñîêðàùåíèé) ëèíåéíî çàâèñèò îò n. Îäíàêî
ïðîâåðêà Sn <: Tn ïîðîæäàåò âûâîä, ðàñòóùèé ýêñïîíåíöèàëüíî, êàê ìîæíî
âèäåòü ïî ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ

subtypeacpH, Sn, Tnq
� subtypeacpA1, SnÑSn�1, Tnq
� subtypeacpA2, SnÑSn�1, TnÑTn�1q
� subtypeacpA3, Tn, Snq è subtypeacpA3, Sn�1, Tn�1q

� subtypeacpA4, TnÑTn�1, Snq è . . .
� subtypeacpA5, TnÑTn�1, SnÑSn�1q è . . .
� subtypeacpA6, Sn, Tnq è subtypeacpA6, Tn�1, Sn�1q è . . .
� è ò. ä.,

ãäå

A1 � tpSn, Tnqu
A2 � A1 Y tpSnÑSn�1, Tnqu
A3 � A2 Y tpSnÑSn�1, TnÑTn�1qu
A4 � A3 Y tpTn, Snqu
A5 � A4 Y tpTnÑTn�1, Snqu
A6 � A5 Y tpTnÑTn�1, SnÑSn�1qu

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî èñõîäíûé âûçîâ subtypeacpH, Sn, Tnq ïðèâîäèò ê
äâóì (ïîä÷åðêíóòûì) ðåêóðñèâíûì âûçîâàì òàêîãî æå âèäà, íî ñ àðãóìåíòà-
ìè Sn�1 è Tn�1. Êàæäûé èç íèõ, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâåäåò ê äâóì ðåêóðñèâ-
íûì âûçîâàì ñ àðãóìåíòàìè Sn�2 è Tn�2, è òàê äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå
êîëè÷åñòâî ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ ïðîïîðöèîíàëüíî 2n.
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21.11. Ïîäòèïèðîâàíèå äëÿ èçîðåêóðñèâíûõ òè-

ïîâ

Â �20.2 ìû óïîìÿíóëè, ÷òî íåêîòîðûå ñèñòåìû ñ ðåêóðñèâíûìè òèïàìè
èñïîëüçóþò èçîðåêóðñèâíîå (iso-recursive) ïðåäñòàâëåíèå, â êîòîðîì ñâåðòêà
è ðàçâåðòêà ðåêóðñèâíûõ òèïîâ ÿâíûì îáðàçîì ïîìå÷àþòñÿ êîíñòðóêòîðàìè
òåðìîâ fold è unfold. Â òàêèõ ÿçûêàõ êîíñòðóêòîð òèïîâ µ ÿâëÿåòñÿ ¾æåñò-
êèì¿ â òîì ñìûñëå, ÷òî åãî ïîëîæåíèå â òèïå âëèÿåò íà òî, êàê ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü òåðìû äàííîãî òèïà.

Åñëè ìû äîáàâèì ïîäòèïèðîâàíèå â ñèñòåìó ñ èçîðåêóðñèâíûìè òèïàìè,
æåñòêîñòü êîíñòðóêòîðà µ áóäåò âëèÿòü òàêæå íà îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâà-
íèÿ. Âìåñòî èíòóèòèâíîãî ïîíÿòèÿ ¾ðàçâåðíóòü äî ïðåäåëà, à çàòåì ïðîâå-
ðèòü ïîäòèïèðîâàíèå¿, êîòîðîå ìû ïðèìåíÿëè íà ïðîòÿæåíèè áîëüøåé ÷àñòè
ýòîé ãëàâû, íåîáõîäèìî íàïðÿìóþ îïðåäåëèòü ïðàâèëà ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ
ðåêóðñèâíûõ òèïîâ.

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîå îïðåäåëåíèå èçîðåêóðñèâíîãî ïîäòèïèðîâà-
íèÿ � òàê íàçûâàåìîå ¾ÿíòàðíîå ïðàâèëî¿ (Amber rule), êîòîðîå íàçûâàåòñÿ
òàê, ïîñêîëüêó ñòàëî èçâåñòíûì ïî ÿçûêó Amber (¾ÿíòàðü¿), ñîçäàííîìó Êàð-
äåëëè (Cardelli, 1986):

Σ, X<:Y $ S <: T

Σ $ µX.S <: µY.T
(S-Amber)

Èíòóèòèâíî ýòî ïðàâèëî ìîæíî ÷èòàòü òàê: ¾×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî µX.S ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäòèïîì µY.T ïðè íåêîòîðîì ìíîæåñòâå ïðåäïîëîæåíèé Σ, äîñòàòî÷-
íî ïîêàçàòü, ÷òî S <: T ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî X <: Y¿.5

Σ çäåñü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòî ìíîæåñòâî ïàð ïåðåìåííûõ ðåêóðñèè, ãäå
õðàíÿòñÿ óæå ðàññìîòðåííûå ïàðû ðåêóðñèâíûõ òèïîâ. Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ
èñïîëüçóþòñÿ åùå â îäíîì ïðàâèëå ïîäòèïèðîâàíèÿ:

pX <: Yq P Σ

Σ $ X <: Y
(S-Assumption)

ïîçâîëÿþùåì íàì çàêëþ÷èòü, ÷òî X <: Y, åñëè ìû óæå ýòî ïðåäïîëàãàåì.
Â ñóùíîñòè, äîáàâëåíèå ýòèõ äâóõ ïðàâèë ê îáû÷íîìó àëãîðèòìó ïðîâåðêè

ïîäòèïèðîâàíèÿ èç ãëàâû 16 (ïðè ýòîì íàäî åùå ðàñøèðèòü îñòàëüíûå ïðà-
âèëà, ÷òîáû îíè ïåðåäàâàëè ïðåäïîëîæåíèÿ îò ïðåäïîñûëîê ê çàêëþ÷åíèþ)
äàåò íàì àëãîðèòì, êîòîðûé âåäåò ñåáÿ ïðèìåðíî êàê àëãîðèòì subtypeac ïî
ðèñ. 21.5, ãäå Σ èãðàåò ðîëü A. Ðàçíèöà ñîñòîèò â òîì, ÷òî à) ¾ðàçâåðòêà¿ ðå-
êóðñèâíûõ òèïîâ ïðîâîäèòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè îêàçûâàþòñÿ ñðàçó ïî
îáå ñòîðîíû îòíîøåíèÿ <:, è á) íå ïðîâîäèòñÿ ïîäñòàíîâêà ðåêóðñèâíûõ òè-
ïîâ â òåëà (îíè ïðîñòî îñòàþòñÿ â âèäå ïåðåìåííûõ), è ïîýòîìó ëåãêî âèäåòü,
÷òî àëãîðèòì âñåãäà çàâåðøàåòñÿ.

5Çàìåòèì, ÷òî ýòî ïðàâèëî, â îòëè÷èå îò áîëüøèíñòâà ïðàâèë, â êîòîðûõ â îáåèõ ÷àñòÿõ
ïðèñóòñòâóþò ñâÿçûâàþùèå êîíñòðóêöèè (íàïðèìåð, S-All íà ðèñ. 26.1), òðåáóåò, ÷òîáû
ïåðåä ïðèìåíåíèåì ïðàâèëà ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå X è Y áûëè ïåðåèìåíîâàíû òàê, ÷òîáû
ðàçëè÷àòüñÿ.
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Ïðàâèëà ïîäòèïèðîâàíèÿ, âñòðå÷àþùèåñÿ â èìåííûõ ñèñòåìàõ òèïîâ (òà-
êèõ, êàê Îáëåã÷åííàÿ Java, ñì. ãëàâó 19) áëèçêîðîäñòâåííû ¾ÿíòàðíîìó ïðà-
âèëó¿.

Óïðàæíåíèå 21.11.1 rÐåêîìåíäóåòñÿ,��s: Íàéäèòå ðåêóðñèâíûå òèïû S è
T òàêèå, ÷òî S <: T ïî ýêâèðåêóðñèâíîìó îïðåäåëåíèþ, íî íå ïî ¾ÿíòàðíîìó
ïðàâèëó¿.

21.12. Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ýòà ãëàâà îñíîâàíà íà ñòàòüå-ñàìîó÷èòåëå Ãàïååâà, Ëåâèíà è Ïèðñà
(Gapeyev, Levin, and Pierce, 2000).

Îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î êîèíäóêöèè ìîæíî íàéòè â ¾Ïîðî÷íûõ êðóãàõ¿ Áàð-
âàéçà è Ìîññà (¾Vicious Circles¿, Barwise and Moss, 1996), ñàìîó÷èòåëå Ãîðäî-
íà ïî êîèíäóêöèè è ôóíêöèîíàëüíîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ (Gordon, 1995), à
òàêæå âî ââîäíîé ñòàòüå Ìèëíåðà è Òîôòå ïî êîèíäóêöèè â ñåìàíòèêå ÿçû-
êîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ (Milner and Tofte, 1991a). Èíôîðìàöèþ î ìîíîòîííûõ
ôóíêöèÿõ è íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ ñì. ó À÷åëÿ (Aczel, 1977) è ó Äýâè è Ïðèñòëè
(Davey and Priestley, 1990).

Êîèíäóêòèâíûå äîêàçàòåëüñòâà ñòàëè èñïîëüçîâàòüñÿ â èíôîðìàòèêå â
1970-å ãîäû, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ Ìèëíåðà (Milner, 1980) è Ïàðêà (Park, 1981)
ïî ïàðàëëåëèçìó; ñì. òàêæå êàòåãîðèàëüíûå ðàññóæäåíèÿ Àðáèáà è Ìåéíñà
î äóàëüíîñòè â òåîðèè àâòîìàòîâ (Arbib and Manes, 1975). Îäíàêî èíäóêöèÿ
â åå äâîéñòâåííîé ¾êî-¿ ôîðìå áûëà èçâåñòíà ìàòåìàòèêàì íàìíîãî ðàíüøå;
îíà â ÿâíîì âèäå èñïîëüçîâàëàñü, íàïðèìåð, â àáñòðàêòíîé àëãåáðå è òåîðèè
êàòåãîðèé. Îñíîâîïîëàãàþùàÿ êíèãà À÷åëÿ (1988) î íå âïîëíå îáîñíîâàííûõ
ìíîæåñòâàõ ñîäåðæèò êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð.

Àìàäèî è Êàðäåëëè (Amadio and Cardelli, 1993) ïîñòðîèëè ïåðâûé àëãî-
ðèòì ïðîâåðêè ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ ðåêóðñèâíûõ òèïîâ. Â èõ ñòàòüå îïðå-
äåëÿþòñÿ òðè îòíîøåíèÿ: îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íûõ äåðåâüÿõ,
àëãîðèòì, ïðîâåðÿþùèé ïîäòèïèðîâàíèå äëÿ µ-òèïîâ, è îòíîøåíèå ññûëî÷íî-
ãî ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ µ-òèïîâ, îïðåäåëÿåìîå êàê íàèìåíüøàÿ íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà äëÿ íàáîðà äåêëàðàòèâíûõ ïðàâèë âûâîäà; äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòè òðè
îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíû, è âñå îíè ñâÿçûâàþòñÿ ñ ìîäåëüíîé êîíñòðóêöèåé,
îñíîâàííîé íà îòíîøåíèÿõ ÷àñòè÷íîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Êîèíäóêöèÿ íå èñ-
ïîëüçóåòñÿ; âìåñòî ýòîãî äëÿ ðàññóæäåíèé î áåñêîíå÷íûõ äåðåâüÿõ ââîäèòñÿ
ïîíÿòèå êîíå÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ ê áåñêîíå÷íîìó äåðåâó. Ýòî ïîíÿòèå çàòåì
èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü âî ìíîãèõ äîêàçàòåëüñòâàõ.

Áðàíäò è Õåíãëåéí (Brandt and Henglein, 1997) îáíàæèëè êîèíäóêòèâíóþ
ñóòü ñèñòåìû Àìàäèî è Êàðäåëëè, äàâ íîâóþ èíäóêòèâíóþ àêñèîìàòèçàöèþ
îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ, êîððåêòíóþ è ïîëíóþ ïî îòíîøåíèþ ê àêñèîìàì
Àìàäèî è Êàðäåëëè. Òàê íàçûâàåìîå ïðàâèëî Arrow/Fix â ýòîé àêñèîìàòè-
çàöèè âîïëîùàåò êîèíäóêòèâíîñòü ñèñòåìû. Â ýòîé ñòàòüå îïèñûâàåòñÿ îáùèé
ìåòîä ïîñòðîåíèÿ èíäóêòèâíîé àêñèîìàòèçàöèè äëÿ îòíîøåíèé, êîòîðûå íàè-
áîëåå åñòåñòâåííî îïèñûâàþòñÿ ÷åðåç êîèíäóêöèþ, è ïðèâîäèòñÿ ïîäðîáíîå
äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíèÿ äëÿ àëãîðèòìà ïðîâåðêè ïîäòèïèðîâàíèÿ. Â �21.9
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ìû áëèçêî ñëåäóåì õîäó ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà. Áðàíäò è Õåíãëåéí ïîêàçûâà-
þò, ÷òî ñëîæíîñòü èõ àëãîðèòìà � Opn2q.

Êîçåí, Ïàëñáåðã è Øâàðöáàõ (Kozen, Palsberg, and Schwartzbach, 1993) ïî-
ëó÷àþò èçÿùíûé êâàäðàòè÷íûé àëãîðèòì ïîäòèïèðîâàíèÿ, çàìå÷àÿ, ÷òî ðå-
ãóëÿðíûé ðåêóðñèâíûé òèï ñîîòâåòñòâóåò àâòîìàòó ñ ïîìå÷åííûìè ñîñòîÿíè-
ÿìè. Îíè îïðåäåëÿþò ïîíÿòèå ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ äâóõ àâòîìàòîâ è ïîëó÷àþò
îáûêíîâåííûé àâòîìàò íàä ñëîâàìè, êîòîðûé ïðèíèìàåò ñëîâî òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà òèïû, ñîîòâåòñòâóþùèå èñõîäíûì àâòîìàòàì, íå íàõîäÿòñÿ â
îòíîøåíèè ïîäòèïèðîâàíèÿ. Ïîñëå ýòîãî ïðîâåðêà íà ïóñòîòó, ïðîâîäèìàÿ çà
ëèíåéíîå âðåìÿ, ðåøàåò çàäà÷ó ïðîâåðêè ïîäòèïèðîâàíèÿ. Ýòî, â ñî÷åòàíèè
ñ êâàäðàòè÷íûì âðåìåíåì äëÿ ïîñòðîåíèÿ àâòîìàòà-ïðîèçâåäåíèÿ è ëèíåé-
íûì âðåìåíåì ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïîâ â àâòîìàòû, äàåò îáùóþ êâàäðàòè÷íóþ
ñëîæíîñòü.

Õîñîéÿ, Âóéîí è Ïèðñ (Hosoya, Vouillon, and Pierce, 2001) èñïîëüçóþò ðîä-
ñòâåííûé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà òåîðèè àâòîìàòîâ, è óñòàíàâëèâàþò ñâÿçü
ìåæäó ðåêóðñèâíûìè òèïàìè (ñ îáúåäèíåíèÿìè) è äðåâîâèäíûìè àâòîìàòà-
ìè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü àëãîðèòì ïðîâåðêè ïîäòèïèðîâàíèÿ, ïðèñïîñîá-
ëåííûé äëÿ çàäà÷ îáðàáîòêè XML.

Äæèì è Ïàëñáåðã (Jim and Palsberg, 1999) ðåøàþò çàäà÷ó ðåêîíñòðóêöèè
òèïîâ (type reconstruction) (ñì. ãë. 22) äëÿ ÿçûêîâ ñ ïîäòèïàìè è ðåêóðñèâ-
íûìè òèïàìè. Êàê è ìû â ýòîé ãëàâå, îíè èñïîëüçóþò êîèíäóêòèâíóþ òî÷êó
çðåíèÿ íà îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ áåñêîíå÷íûõ äåðåâüåâ, è îáîñíî-
âûâàþò àëãîðèòì ïðîâåðêè ïîäòèïèðîâàíèÿ êàê ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ ñòðîèò
ìèíèìàëüíóþ ñèìóëÿöèþ (ò. å., â íàøåé òåðìèíîëîãèè, êîíñèñòåíòíîå ìíî-
æåñòâî) äëÿ äàííîé ïàðû òèïîâ. Îíè îïðåäåëÿþò ïîíÿòèÿ êîíñèñòåíòíîñòè è
P1-çàìûêàíèÿ äëÿ îòíîøåíèÿ íàä òèïàìè, ñîîòâåòñòâóþùèå íàøèì ïîíÿòèÿì
êîíñèñòåíòíîñòè è ìíîæåñòâ äîñòèæèìûõ ýëåìåíòîâ.

Ïðè äîñòàòî÷íî äîëãîì
ðàçìûøëåíèè ýòî óòâåðæäåíèå
î÷åâèäíî.

Ñîë Ãîðí
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Ãëàâà 22

Ðåêîíñòðóêöèÿ òèïîâ

Àëãîðèòìû ïðîâåðêè òèïîâ äëÿ âñåõ âèäåííûõ íàìè äî ñèõ ïîð èñ÷èñëåíèé
çàâèñÿò îò ÿâíûõ àííîòàöèé òèïà � â ÷àñòíîñòè, èì íóæíî, ÷òîáû â ëÿìáäà-
àáñòðàêöèÿõ óêàçûâàëñÿ òèï àðãóìåíòà. Â ýòîé ãëàâå ìû ðàçðàáàòûâàåì áîëåå
ìîùíûé àëãîðèòì ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ (type reconstruction), ñïîñîáíûé âû-
÷èñëèòü ãëàâíûé òèï (principal type) òåðìà, â êîòîðîì àííîòàöèè ïîëíîñòüþ
èëè ÷àñòè÷íî îòñóòñòâóþò. Àëãîðèòìû, ðîäñòâåííûå íàøåìó, ëåæàò â îñíîâå
òàêèõ ÿçûêîâ, êàê ML èëè Haskell.

Ñî÷åòàíèå ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ ñ äðóãèìè ÿçûêîâûìè êîíñòðóêöèÿìè ÷à-
ñòî òðåáóåò îñòîðîæíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, çàïèñè è ïîäòèïû ïðåäñòàâëÿþò çà-
ìåòíûå òðóäíîñòè. ×òîáû óïðîñòèòü èçëîæåíèå, ìû â ýòîé êíèãå ðàññìàòðè-
âàåì ðåêîíñòðóêöèþ òîëüêî äëÿ ïðîñòûõ òèïîâ; â �22.8 ìîæíî íàéòè ññûëêè
íà áîëåå ïîäðîáíûå èññëåäîâàíèÿ äðóãèõ êîìáèíàöèé.

22.1. Òèïîâûå ïåðåìåííûå è ïîäñòàíîâêè

Â íåêîòîðûõ èñ÷èñëåíèÿõ èç ïðåäûäóùèõ ãëàâ ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî
ìíîæåñòâî òèïîâ âêëþ÷àåò â ñåáÿ áåñêîíå÷íûé íàáîð íåèíòåðïðåòèðóåìûõ
(uninterpreted) áàçîâûõ òèïîâ (�11.1). Â îòëè÷èå îò èíòåðïðåòèðóåìûõ áàçî-
âûõ òèïîâ, òàêèõ êàê Bool èëè Nat, ó ýòèõ òèïîâ íåò íèêàêèõ îïåðàöèé ñî-
çäàíèÿ èëè óíè÷òîæåíèÿ òåðìîâ; èíòóèòèâíî, îíè ñëóæàò ïðîñòî çàãëóøêàìè
äëÿ êàêèõ-òî êîíêðåòíûõ òèïîâ, íàñòîÿùàÿ ïðèðîäà êîòîðûõ íàñ â äàííûé
ìîìåíò íå èíòåðåñóåò. Â ýòîé ãëàâå ìû áóäåì çàäàâàòü âîïðîñû âðîäå ¾Åñëè
ìû çàìåíèì çàãëóøêó X â òåðìå t êîíêðåòíûì òèïîì Bool, ïîëó÷èòñÿ ëè ó íàñ
òèïèçèðóåìûé òåðì?¿. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåèíòåð-
ïðåòèðóåìûå áàçîâûå òèïû êàê òèïîâûå ïåðåìåííûå (type variables), êîòîðûå
ìîæíî êîíêðåòèçèðîâàòü (instantiate) ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè (substitution)
äðóãèìè òèïàìè.

Ñ òåõíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ â ýòîé ãëàâå ïîëåçíî ðàçäåëèòü îïåðàöèþ
ïîäñòàíîâêè òèïîâ âìåñòî òèïîâûõ ïåðåìåííûõ íà äâå ÷àñòè: íóæíî îïèñàòü

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòîå òèïèçèðîâàííîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå (ðèñ. 9.1) ñ
áóëåâñêèìè çíà÷åíèÿìè (8.1), íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè (8.2) è áåñêîíå÷íûì íàáîðîì áàçîâûõ
òèïîâ (11.1). Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåàëèçàöèè íà OCaml íàçûâàþòñÿ recon è fullrecon.
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îòîáðàæåíèå σ òèïîâûõ ïåðåìåííûõ íà òèïû, íàçûâàåìîå ïîäñòàíîâêîé òè-
ïîâ(type substitution), è ïðèìåíèòü ýòî îòîáðàæåíèå ê êîíêðåòíîìó òèïó T,
ïîëó÷àÿ êîíêðåòèçàöèþ σT. Íàïðèìåð, ìîæíî îïðåäåëèòü σ � rX ÞÑ Bools, à
çàòåì ïðèìåíèòü σ ê òèïó XÑX, ïîëó÷àÿ σpXÑ Xq � BoolÑ Bool.

Îïðåäåëåíèå 22.1.1 Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîäñòàíîâêà òèïîâ (èëè
ïðîñòî ïîäñòàíîâêà, åñëè èç êîíòåêñòà ïîíÿòíî, ÷òî ðå÷ü èäåò î òèïàõ)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íîå îòîáðàæåíèå èç òèïîâûõ ïåðåìåííûõ â òèïû.
Íàïðèìåð, ìû çàïèñûâàåì â âèäå rX ÞÑ T, Y ÞÑ Us ïîäñòàíîâêó, ñîïîñòàâëÿþ-
ùóþ T ïåðåìåííîé X è U ïåðåìåííîé Y. Çàïèñü dompσq îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî
òèïîâûõ ïåðåìåííûõ, âñòðå÷àþùèõñÿ â ëåâîé ÷àñòè ïàð, îáðàçóþùèõ σ, à
rangepσq îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî òèïîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðàâîé ÷àñòè. Çà-
ìåòèì, ÷òî îäíà è òà æå ïåðåìåííàÿ ìîæåò ïðèíàäëåæàòü êàê îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ, òàê è îáëàñòè çíà÷åíèé ïîäñòàíîâêè. Êàê è â ñëó÷àå ïîäñòà-
íîâêè òåðìîâ, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå êîìïîíåíòû ïîäñòàíîâêè ïðèìåíÿ-
þòñÿ îäíîâðåìåííî; íàïðèìåð, rX ÞÑ Bool, Y ÞÑ XÑXs ïåðåâîäèò X â Bool, à Y

ïåðåâîäèò â XÑX, à íå â BoolÑBool.

Ïðèìåíåíèå ïîäñòàíîâêè ê òèïó îïðåäåëÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì:

σpXq �

#
T åñëè pX ÞÑ Tq P σ

X åñëè X R dompσq
σpNatq � Nat

σpBoolq � Bool

σpT1 ÑT2q � σT1 Ñ σT2

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå òèïîâ íåò íåîáõîäèìîñòè ïðèíèìàòü ìåðû äëÿ
òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü çàõâàòà ïåðåìåííûõ, ïîñêîëüêó â ÿçûêå âûðàæåíèé íàä
òèïàìè íåò êîíñòðóêöèé, ñâÿçûâàþùèõ ïåðåìåííûå (òàêèå êîíñòðóêöèè ïî-
ÿâÿòñÿ â ãëàâå 23).

Ïîäñòàíîâêà òèïîâ ïîòî÷å÷íî ðàñøèðÿåòñÿ íà êîíòåêñòû ïðè ïîìîùè ñëå-
äóþùåãî îïðåäåëåíèÿ:

σpx1:T1, . . . , xn:Tnq � px1:σT1, . . . , xn:σTnq

Àíàëîãè÷íî, ïîäñòàíîâêà ïðèìåíÿåòñÿ ê òåðìó t ïóòåì ïðèìåíåíèÿ êî âñåì
òèïàì, âñòðå÷àþùèìñÿ â åãî àííîòàöèÿõ.

Åñëè èìåþòñÿ ïîäñòàíîâêè σ è γ, ìû îáîçíà÷èì çàïèñüþ σ�γ ïîäñòàíîâêó,
êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èõ êîìïîçèöèåé ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

σ � γ �

�
X ÞÑ σpTq äëÿ âñåõ pX ÞÑ Tq P γ
X ÞÑ T äëÿ âñåõ pX ÞÑ Tq ïðè X R dompγq

�
Çàìåòèì, ÷òî pσ � γqS � σpγSq.

Êëþ÷åâîå ñâîéñòâî ïîäñòàíîâîê òèïîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè ñîõðàíÿþò
êîððåêòíîñòü óòâåðæäåíèé î òèïèçàöèè: åñëè òåðì, ñîäåðæàùèé òèïîâûå ïå-
ðåìåííûå, ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàí, òàêîâ æå áóäåò è ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê
íåìó ïðîèçâîëüíîé ïîäñòàíîâêè.

Òåîðåìà 22.1.2 rÑîõðàíåíèå òèïèçàöèè ïðè ïîäñòàíîâêå òèïîâs: Åñ-
ëè σ � êàêàÿ-ëèáî ïîäñòàíîâêà òèïîâ, à Γ $ t : T, òî σΓ $ σt : σT.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðÿìîëèíåéíàÿ èíäóêöèÿ ïî äåðåâüÿì âûâîäà òèïîâ.
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22.2. Äâå òî÷êè çðåíèÿ íà òèïîâûå ïåðåìåííûå

Ïðåäïîëîæèì, ó íàñ åñòü òåðì t, ñîäåðæàùèé òèïîâûå ïåðåìåííûå, è ñâÿ-
çàííûé ñ íèì êîíòåêñò Γ (êîòîðûé òàêæå ìîæåò ñîäåðæàòü òèïîâûå ïåðåìåí-
íûå). Ìîæíî çàäàòü äâà ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ âîïðîñà, êàñàþùèõñÿ t:

1. ¾Âñå ëè êîíêðåòèçàöèè t ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàíû?¿ Òî åñòü, âåðíî ëè,
÷òî ïðè ëþáîé σ ìû áóäåì èìåòü σΓ $ σt : T äëÿ íåêîòîðîãî T?

2. ¾Èìåþòñÿ ëè ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûå êîíêðåòèçàöèè t?¿ Òî åñòü,
ìîæåì ëè ìû íàéòè òàêóþ σ, ÷òî σΓ $ σt : T äëÿ íåêîòîðîãî T?

Ñîãëàñíî ïåðâîé òî÷êå çðåíèÿ, òèïû ïåðåìåííûõ äîëæíû îñòàâàòüñÿ àá-
ñòðàêòíûìè âî âðåìÿ ïðîâåðêè òèïîâ; òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì áûòü óâå-
ðåíû, ÷òî ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûé òåðì áóäåò ïðàâèëüíî ñåáÿ âåñòè, êàêèå
áû òèïû ìû íè ïîäñòàâèëè âìåñòî åãî òèïîâûõ ïåðåìåííûõ. Íàïðèìåð, òåðì

λf:X ÑX. λa:X. f (f a);

èìååò òèï (XÑX)ÑXÑX è, êàêèì áû êîíêðåòíûì òèïîì T ìû íè çàìåíèëè
áû X, êîíêðåòèçàöèÿ

λf:T ÑT. λa:T. f (f a);

îêàæåòñÿ ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàíà. Îòíîøåíèå ê òèïîâûì ïåðåìåííûì êàê ê
àáñòðàêöèÿì òèïà ïðèâîäèò ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó ïîëèìîðôèçìó (parametric
polymorphism), ïðè êîòîðîì òèïîâûå ïåðåìåííûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïåðåäà÷è
òîãî ôàêòà, ÷òî òåðì ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ðàçëè÷íûõ êîíòåêñòàõ ñ ðàçëè÷-
íûìè êîíêðåòíûìè òèïàìè. Ìû âåðíåìñÿ ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó ïîëèìîðôèçìó
äàëåå â ýòîé ãëàâå (�22.7), à òàêæå, áîëåå ïîäðîáíî, â ãëàâå 23.

Ñî âòîðîé òî÷êè çðåíèÿ, òåðì t äàæå íå îáÿçàí áûòü ïðàâèëüíî òèïèçè-
ðîâàí; ìû õîòèì óçíàòü, âîçìîæíî ëè êîíêðåòèçèðîâàòü åãî äî ïðàâèëüíî
òèïèçèðîâàííîãî òåðìà, âûáðàâ ïîäõîäÿùèå çíà÷åíèÿ äëÿ êàêèõ-ëèáî èç åãî
òèïîâûõ ïåðåìåííûõ. Íàïðèìåð, òåðì

λf:Y. λa:X. f (f a);

â ïðèâåäåííîì âèäå íå òèïèçèðóåì, îäíàêî, åñëè ìû çàìåíèì Y íà NatÑNat,
à X � íà Nat, ìû ïîëó÷èì òåðì

λf:Nat ÑNat. λa:Nat. f (f a);

òèïà (NatÑNat)ÑNatÑNat. Èëè æå, ïðè ïðîñòîé çàìåíå Y íà XÑX, ìû ïîëó-
÷èì òåðì

λf:X ÑX. λa:X. f (f a);

ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûé, íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå ïåðåìåííûõ. Íà ñàìîì äå-
ëå, ýòîò òåðì ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå îáùåé (most general) êîíêðåòèçàöèåé λf:Y.
λa:X. f (f a) â òîì ñìûñëå, ÷òî òàêàÿ ïîäñòàíîâêà ïðèíèìàåò íàèìåíüøèå
îáÿçàòåëüñòâà îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèé òèïîâûõ ïåðåìåííûõ, ñðåäè âñåõ ïîä-
ñòàíîâîê, äàþùèõ â ðåçóëüòàòå ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûé òåðì.

Ïîèñê êîððåêòíûõ êîíêðåòèçàöèé äëÿ òèïîâûõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ îñíî-
âîé èäåè ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ (type reconstruction) (èíîãäà åå åùå íàçûâàþò
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âûâîäîì òèïîâ, type inference), â ðàìêàõ êîòîðîé êîìïèëÿòîð ïîìîãàåò âîñ-
ñòàíîâèòü èíôîðìàöèþ î òèïàõ, îïóùåííóþ ïðîãðàììèñòîì. Â ïðåäåëüíîì
ñëó÷àå ìîæíî, êàê â ML, ïîçâîëèòü ïðîãðàììèñòó îïóñêàòü âñå àííîòàöèè
òèïà è ïèñàòü íà ÿçûêå ÷èñòîãî, áåñòèïîâîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ. Âî âðåìÿ
ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà ìû ñíàáæàåì êàæäóþ ¾ãîëóþ¿ ëÿìáäà-àáñòðàêöèþ
λx.t ïåðåìåííîé òèïà, ïîëó÷àÿ λx:X.t. Ïðè ýòîì X âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû
îòëè÷àòüñÿ îò òèïîâûõ ïåðåìåííûõ âñåõ äðóãèõ àáñòðàêöèé â ïðîãðàììå. Çà-
òåì ìû ïðîâîäèì ðåêîíñòðóêöèþ òèïîâ è íàõîäèì ñàìûå îáùèå çíà÷åíèÿ äëÿ
âñåõ ýòèõ ïåðåìåííûõ, ïîçâîëÿþùèå òåðìó ïðîéòè ïðîâåðêó òèïîâ. (Ñõåìà
íåñêîëüêî óñëîæíÿåòñÿ, åñëè â ÿçûêå, êàê â ML, ïðèñóòñòâóåò ïîëèìîðôèçì
÷åðåç let; ìû âåðíåìñÿ ê ýòîìó âîïðîñó â �22.6 è �22.7.)

×òîáû ôîðìàëèçîâàòü ðåêîíñòðóêöèþ òèïîâ, íàì ïîòðåáóåòñÿ ñïîñîá
êðàòêî îáîçíà÷èòü âîçìîæíûå ñïîñîáû ïîäñòàíîâêè òèïîâ âìåñòî òèïîâûõ
ïåðåìåííûõ â òåðìå è ñâÿçàííîì ñ íèì êîíòåêñòå, ïðè êîòîðûõ ïîëó÷àåòñÿ
ïðàâèëüíîå óòâåðæäåíèå î òèïèçàöèè.1

Îïðåäåëåíèå 22.2.1 Ïóñòü èìååòñÿ êîíòåêñò Γ è òåðì t. Ðåøåíèåì
(solution) äëÿ pΓ, tq íàçûâàåòñÿ ïàðà pσ, Tq òàêàÿ, ÷òî σΓ $ σt : T.

Ïðèìåð 22.2.2 Ïóñòü Γ � f:X, a:Y, à t � f a. Òîãäà
prX ÞÑ YÑNats, Natq prX ÞÑ YÑZs, Zq
prX ÞÑ YÑZ, Z ÞÑ Nats, Zq prX ÞÑ YÑNatÑNats, NatÑNatq
prX ÞÑ NatÑNat, Y ÞÑ Nats, Natq

ñóòü ðàçëè÷íûå ðåøåíèÿ pΓ, tq.

Óïðàæíåíèå 22.2.3 r�Ûs: Íàéäèòå òðè ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ äëÿ òåðìà

λx:X. λy:Y. λz:Z. (x z) (y z)

â ïóñòîì êîíòåêñòå.

22.3. Òèïèçàöèÿ íà îñíîâå îãðàíè÷åíèé

Îïèøåì àëãîðèòì, êîòîðûé ïðèíèìàåò íà âõîä òåðì t è êîíòåêñò Γ, è
âû÷èñëÿåò íàáîð îãðàíè÷åíèé, ò. å. óðàâíåíèé èç âûðàæåíèé òèïà (âîçìîæ-
íî, ñîäåðæàùèõ òèïîâûå ïåðåìåííûå), êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü âñå
ðåøåíèÿ äëÿ pΓ, tq. Èíòóèòèâíàÿ èäåÿ, ëåæàùàÿ â îñíîâå ýòîãî àëãîðèòìà, â
ñóùíîñòè, òà æå, ÷òî è â îñíîâå àëãîðèòìà ïðîâåðêè òèïîâ; îäíàêî íîâûé àë-
ãîðèòì íå ïðîâåðÿåò îãðàíè÷åíèÿ, à ïðîñòî âûïèñûâàåò èõ äëÿ äàëüíåéøåãî
ðàññìîòðåíèÿ. Íàïðèìåð, åñëè àëãîðèòì ïîëó÷àåò òåðì-ïðèìåíåíèå t1 t2, ãäå
Γ $ t1 : T1 è Γ $ t2 : T2, òî âìåñòî òîãî, ÷òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî T1 èìååò

1Ýòè îïðåäåëåíèÿ ìîæíî îðãàíèçîâàòü èíà÷å. Ïðåæäå âñåãî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåõà-
íèçì ýêçèñòåíöèàëüíûõ óíèôèêàíäîâ (existential uni�cands), ïðåäëîæåííûé Êèðõíåðîì è
Æóàííî (Kirchner and Jouannaud, 1990), âìåñòî îòäåëüíûõ óñëîâèé íîâèçíû â ïðàâèëàõ ïî-
ðîæäåíèÿ îãðàíè÷åíèé íà ðèñ. 22.1. Åùå îäíî âîçìîæíîå óëó÷øåíèå, êîòîðîå ìîæíî íàéòè
ó Ðåìè (R�emy, 1992a,b, ïîëíàÿ âåðñèÿ R�emy, 1998, ãë. 5), � ðàññìîòðåíèå ñàìèõ óòâåðæäå-
íèé î òèïèçàöèè êàê óíèôèêàíäîâ; íà÷èíàÿ ñ òðîéêè pΓ, t, Tq, â êîòîðîé âñå òðè êîìïîíåíòà
ìîãóò ñîäåðæàòü òèïîâûå ïåðåìåííûå, ìû èùåì ïîäñòàíîâêè σ òàêèå, ÷òî σΓ $ σptq : σpTq,
ò. å. ïîäñòàíîâêè, óíèôèöèðóþùèå ñõåìó óòâåðæäåíèÿ î òèïèçàöèè Γ $ t : T.
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x:T P Γ

Γ $ x : T |H tu
(CT-Var)

Γ, x:T1 $ t2 : T2 |X C

Γ $ λx:T1.t2 : T1 ÑT2 |X C
(CT-Abs)

Γ $ t1 : T1 |X1
C1 Γ $ t2 : T2 |X2

C2

X1 X X2 � X1 X FV pT2q � X2 X FV pT1q � H
X R X1,X2, T1, T2, C1, C2,Γ, t1 èëè t2

C 1 � C1 Y C2 Y tT1 � T2 ÑXu

Γ $ t1 t2 : X |X1YX2YtXu C
1

(CT-App)

Γ $ 0 : Nat |H tu (CT-Zero)

Γ $ t1 : T |X C
C 1 � C Y tT � Natu

Γ $ succ t1 : Nat |X C 1

(CT-Succ)

Γ $ t1 : T |X C
C 1 � C Y tT � Natu

Γ $ pred t1 : Nat |X C 1

(CT-Pred)

Γ $ t1 : T |X C
C 1 � C Y tT � Natu

Γ $ iszero t1 : Bool |X C 1

(CT-IsZero)

Γ $ true : Bool |H tu (CT-True)

Γ $ false : Bool |H tu (CT-False)

Γ $ t1 : T1 |X1 C1

Γ $ t2 : T2 |X2
C2 Γ $ t3 : T3 |X3

C3

X1,X2,X3 íå ïåðåñåêàþòñÿ
C 1 � C1 Y C2 Y C3 Y tT1 � Bool, T2 � T3u

Γ $ if t1 then t2 else t3 : T2 |X1YX2YX3 C
1

(CT-If)

Ðèñ. 22.1. Ïðàâèëà òèïèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè

âèä T2 ÑT12, è âåðíóòü T12 â êà÷åñòâå òèïà öåëîãî òåðìà, îí âûáèðàåò íîâóþ
òèïîâóþ ïåðåìåííóþ X, âûïèñûâàåò îãðàíè÷åíèå T1 � T2 ÑX, è âîçâðàùàåò X

â êà÷åñòâå òèïà òåðìà-ïðèìåíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 22.3.1 Ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèé (constraint set) C � ýòî íàáîð
óðàâíåíèé tSi � Ti

iP1..nu. Ïîäñòàíîâêà σ óíèôèöèðóåò (uni�es) óðàâíåíèå
S � T, åñëè ðåçóëüòàòû ïîäñòàíîâêè σS è σT ñîâïàäàþò. Ìû ãîâîðèì, ÷òî
ïîäñòàíîâêà σ óíèôèöèðóåò C (èëè óäîâëåòâîðÿåò åìó), åñëè îíà óíèôèöè-
ðóåò âñå óðàâíåíèÿ â C.

Îïðåäåëåíèå 22.3.2 Îòíîøåíèå òèïèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè (constraint typing
relation) Γ $ t : T |X C îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëàìè, ïðåäñòàâëåííûìè íà
ðèñ. 22.1. Âûðàæåíèå Γ $ t : T |X C ìîæíî íåôîðìàëüíî ïðî÷èòàòü êàê
¾òåðì t èìååò òèï T â êîíòåêñòå òèïèçàöèè Γ âñåãäà, êîãäà âûïîëíåíû
îãðàíè÷åíèÿ C¿. Â ïðàâèëå T-App çàïèñü FV pTq îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ
òèïîâûõ ïåðåìåííûõ, óïîìÿíóòûõ â T.

Èíäåêñû X ïîìîãàþò îòñëåæèâàòü òèïîâûå ïåðåìåííûå, ââåäåííûå â êàæ-
äîì ïîäâûâîäå. Ñ èõ ïîìîùüþ ìû äîáèâàåìñÿ òîãî, ÷òîáû íîâûå ïåðåìåííûå,
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ââåäåííûå â ðàçíûõ ïîääåðåâüÿõ, áûëè âñåãäà ðàçëè÷íû. Ïðè ïåðâîì ïðî÷òå-
íèè ïðàâèë ìîæíî íå îáðàùàòü âíèìàíèÿ íà ýòè èíäåêñû è íà ïðåäïîñûëêè,
â êîòîðûõ îíè óïîìèíàþòñÿ. Ïðè ñëåäóþùåì ÷òåíèè îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî
àííîòàöèè è ïðåäïîñûëêè îáåñïå÷èâàþò äâà óñëîâèÿ. Âî-ïåðâûõ, êàæäûé ðàç,
êîãäà â ïîñëåäíåì ïðàâèëå íåêîòîðîãî âûâîäà âûáèðàåòñÿ èìÿ òèïîâîé ïåðå-
ìåííîé, ýòî èìÿ äîëæíî îòëè÷àòüñÿ îò èìåí, óïîìèíàþùèõñÿ â êàêîì-ëèáî
èç ïîäâûâîäîâ. Âî-âòîðûõ, êîãäà â ïðàâèëå óïîìÿíóòû äâà èëè áîëåå ïîäâû-
âîäîâ, ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ, èñïîëüçóåìûõ â ýòèõ ïîäâûâîäàõ, íå äîëæíû
ïåðåñåêàòüñÿ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ýòè îãðàíè÷åíèÿ íå çàïðåùàþò íàì ñòðî-
èòü êàêîé-íèáóäü âûâîä äàííîãî òåðìà; îíè òîëüêî çàïðåùàþò íàì ñòðîèòü
âûâîäû, â êîòîðûõ îäíà è òà æå ¾íîâàÿ¿ ïåðåìåííàÿ ââîäèòñÿ â íåñêîëüêèõ
ìåñòàõ. Ïîñêîëüêó çàïàñ èìåí òèïîâûõ ïåðåìåííûõ áåñêîíå÷åí, íàì âñåãäà
óäàñòñÿ âûïîëíèòü òðåáîâàíèå íîâèçíû.

Ïðè ÷òåíèè ñíèçó ââåðõ ïðàâèëà òèïèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè îïðåäåëÿþò
íåñëîæíóþ ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ, ïðèíèìàÿ íà âõîäå Γ è t, âû÷èñëÿåò T è C
(à òàêæå X ), òàêèå, ÷òî Γ $ t : T |X C. Îäíàêî â îòëè÷èå îò îáûêíîâåííîãî
àëãîðèòìà òèïèçàöèè äëÿ ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ, íî-
âûé àëãîðèòì íèêîãäà íå òåðïèò íåóäà÷ó: äëÿ ëþáûõ Γ è t âñåãäà èìåþòñÿ
êàêèå-ëèáî T è C, òàê ÷òî Γ $ t : T |X C. Áîëåå òîãî, T è C îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ ïðè çàäàííûõ Γ è t. (Ñòðîãî ãîâîðÿ, àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ äåòåð-
ìèíèñòñêèì, òîëüêî åñëè åãî ðàññìàòðèâàòü ¾ñ òî÷íîñòüþ äî âûáîðà íîâûõ
èìåí òèïà¿. Ìû âåðíåìñÿ ê ýòîìó âîïðîñó â óïðàæíåíèè 22.3.9.)

×òîáû óïðîñòèòü íîòàöèþ â ïîñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèÿõ, ìû èíîãäà îïóñ-
êàåì X è ïèøåì ïðîñòî Γ $ t : T | C.

Óïðàæíåíèå 22.3.3 r� Ûs: Ïîñòðîéòå âûâîä òèïèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè,
èìåþùèé çàêëþ÷åíèå

$ λx:X. λy:Y. λz:Z. (x z) (y z) : S |X C

äëÿ íåêîòîðûõ S, X è C.

Èäåÿ îòíîøåíèÿ òèïèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû ìî-
æåì ïðîâåðèòü, òèïèçèðóåì ëè òåðì t â êîíòåêñòå Γ, ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ñíà÷àëà ñîáèðàåì îãðàíè÷åíèÿ C, êîòîðûì íóæíî óäîâëåòâîðèòü, ÷òîáû t

èìåë òèï, è îäíîâðåìåííî ïîëó÷àåì òèï S, ñîäåðæàùèé ïåðåìåííûå èç C è
õàðàêòåðèçóþùèé âîçìîæíûå òèïû t ñ òî÷íîñòüþ äî ýòèõ ïåðåìåííûõ. Çàòåì,
÷òîáû íàéòè ðåøåíèÿ äëÿ t, ìû ïðîñòî èùåì ïîäñòàíîâêè σ, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå îãðàíè÷åíèÿì C (ò. å. ïðåâðàùàþùèå âñå óðàâíåíèÿ èç C â òîæäåñòâà);
äëÿ êàæäîé òàêîé σ, òèï σS åñòü âîçìîæíûé òèï t. Åñëè ìû îáíàðóæèì, ÷òî
íåò ïîäñòàíîâîê, óäîâëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèÿì C, çíà÷èò, t íåâîçìîæíî
êîíêðåòèçèðîâàòü òàê, ÷òîáû îí ñòàë òèïèçèðóåìûì.

Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèé, ïîðîæäàåìûõ àëãîðèòìîì äëÿ òåðìà
t � λx:XÑY. x 0, ðàâíî tNatÑZ � XÑYu, à ñâÿçàííûé ñ ýòèì ìíîæåñòâîì
òèï ðåçóëüòàòà � (XÑY)ÑZ. Ïîäñòàíîâêà σ � rX ÞÑ Nat, Z ÞÑ Bool, Y ÞÑ Bools
ïðåâðàùàåò óðàâíåíèå NatÑZ � XÑY â òîæäåñòâî, è, òàêèì îáðàçîì, ìû âè-
äèì, ÷òî σ((XÑY)ÑZ), ò. å. (NatÑBool)ÑBool, ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíûì òèïîì
äëÿ t.

Ýòà èäåÿ ôîðìàëüíî âûðàæåíà â ñëåäóþùåì îïðåäåëåíèè:
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Îïðåäåëåíèå 22.3.4 Äîïóñòèì, Γ $ t : S | C. Ðåøåíèåì (solution) äëÿ
pΓ, t, S, Cq íàçûâàåòñÿ ïàðà pσ, Tq òàêàÿ, ÷òî σ óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì
C, à σS � T.

Àëãîðèòìè÷åñêàÿ çàäà÷à ïîèñêà ïîäñòàíîâîê, óíèôèöèðóþùèõ äàííûé íà-
áîð îãðàíè÷åíèé C, áóäåò ðàññìîòðåíà â ñëåäóþùåì ðàçäåëå. Îäíàêî ñíà÷àëà
òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî íàø àëãîðèòì òèïèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè ñîîòâåò-
ñòâóåò èçíà÷àëüíîìó äåêëàðàòèâíîìó îòíîøåíèþ òèïèçàöèè.

Ïðè äàííûõ êîíòåêñòå Γ è òåðìå t ó íàñ åñòü äâà ñïîñîáà îõàðàêòåðèçîâàòü
âîçìîæíûå ñïîñîáû êîíêðåòèçàöèè òèïîâûõ ïåðåìåííûõ â Γ è t, äàþùèå â
ðåçóëüòàòå êîððåêòíóþ òèïèçàöèþ:

1. rÄåêëàðàòèâíûés êàê ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé äëÿ pΓ, tq â ñìûñëå
îïðåäåëåíèÿ 22.2.1; ëèáî

2. rÀëãîðèòìè÷åñêèés ÷åðåç îòíîøåíèå òèïèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè �
íóæíî íàéòè S è C òàêèå, ÷òî Γ $ t : S | C, à çàòåì âçÿòü ìíîæåñòâî
ðåøåíèé pΓ, t, S, Cq.

Ìû äîêàçûâàåì ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ õàðàêòåðèçàöèé â äâà øàãà. Ñíà÷à-
ëà ïîêàæåì, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå pΓ, t, S, Cq ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðåøåíèåì pΓ, tq
(òåîðåìà 22.3.5). Çàòåì ïîêàæåì, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå äëÿ pΓ, tq ìîæíî ðàñøè-
ðèòü äî ðåøåíèÿ pΓ, t, S, Cq ïóòåì ïðèñâàèâàíèÿ çíà÷åíèé òèïîâûì ïåðåìåí-
íûì, ââåäåííûì â ïðîöåññå ïîðîæäåíèÿ îãðàíè÷åíèé.

Òåîðåìà 22.3.5 rÊîððåêòíîñòü òèïèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìès: Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî Γ $ t : S | C. Åñëè pσ, Tq ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì pΓ, t, S, Cq, òî
îíî òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì pΓ, tq.

Äëÿ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ðàññóæäåíèé ìíîæåñòâà íîâûõ ïåðåìåííûõ X
íåñóùåñòâåííû, è èõ ìîæíî îïóñòèòü.
Äîêàçàòåëüñòâî: Èíäóêöèÿ ïî äàííîìó íàì âûâîäó òèïèçàöèè ñ îãðàíè÷å-
íèÿìè Γ $ t : S | C. Ðàññìàòðèâàåì âàðèàíòû ïîñëåäíåãî ïðèìåíåííîãî
ïðàâèëà.

Âàðèàíò CT-Var: t � x x:S P Γ C � tu
Äàíî, ÷òî pσ, Tq ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì pΓ, t, S, Cq; ïîñêîëüêó C ïóñòî, ýòî ïðî-
ñòî îçíà÷àåò, ÷òî σS � T. Íî òîãäà ïî ïðàâèëó T-Var ìû íåìåäëåííî ïî-
ëó÷àåì σΓ $ x : T, ÷òî è òðåáóåòñÿ.

Âàðèàíò CT-Abs: t � λx:T1.t2 S � T1 ÑS2 Γ, x:T1 $ t2 : S2 | C
Äàíî, ÷òî pσ, Tq ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äëÿ pΓ, t, S, Cq, ò. å. σ óíèôèöèðó-
åò C, à T � σS � σT1 Ñ σS2. Òîãäà pσ, σS2q ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
ppΓ, x:T1q, t2, S2, Cq. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, pσ, σS2q ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ppΓ, x:T1q, t2q, ò. å., σΓ, x:σT1 $ σt2 : σS2. Ïî ïðàâèëó T-Abs,
σΓ $ λx:σT1.σt2 : σT1 Ñ σS2 � σpT1 Ñ S2q � T, êàê íàì è òðåáóåòñÿ.

Âàðèàíò CT-App: t � t1 t2 S � X

Γ $ t1 : S1 | C1 Γ $ t2 : S2 | C2

C � C1 Y C2 Y tS1 � S2 ÑXu
Ïî îïðåäåëåíèþ, σ óíèôèöèðóåò C1 è C2, è σS1 � σpS2 ÑXq. Òàêèì îáðàçîì,
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pσ, σS1q è pσ, σS2q ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè äëÿ pΓ, t1, S1, C1q è pΓ, t2, S2, C2q. Îò-
ñþäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååì σΓ $ σt1 : σS1 è σΓ $ σt2 : σS2.
Îäíàêî, ïîñêîëüêó σS1 � σS2 Ñ σX, ìû ïîëó÷àåì σΓ $ σt1 : σS2 Ñ σX è, ïî
ïðàâèëó T-App, σΓ $ σpt1 t2q : σX � T.

Îñòàëüíûå âàðèàíòû:
Àíàëîãè÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû òèïèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè ïî îòíîøåíèþ ê
îáûêíîâåííîìó îòíîøåíèþ òèïèçàöèè íåñêîëüêî ñëîæíåå, ïîñêîëüêó ïðèõî-
äèòñÿ òùàòåëüíî îòñëåæèâàòü íîâûå èìåíà òèïîâ.

Îïðåäåëåíèå 22.3.6 Çàïèñü σzX îáîçíà÷àåò ïîäñòàíîâêó, êîòîðàÿ íå îïðå-
äåëåíà äëÿ ïåðåìåííûõ èç X , à â îñòàëüíîì âåäåò ñåáÿ êàê σ.

Òåîðåìà 22.3.7 rÏîëíîòà òèïèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìès: Äîïóñòèì,
Γ $ t : S |X C. Åñëè pσ, Tq ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì pΓ, tq, è dompσqXX � H, òî
ñóùåñòâóåò ðåøåíèå pσ1, Tq äëÿ pΓ, t, S, Cq òàêîå, ÷òî σ1zX � σ.
Äîêàçàòåëüñòâî: Èíäóêöèÿ ïî äàííîìó äåðåâó âûâîäà òèïèçàöèè ñ îãðàíè-
÷åíèÿìè.

Âàðèàíò CT-Var: t � x x:S P Γ
Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî pσ, Tq ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì pΓ, xq, ëåììà îá èíâåðñèè
îòíîøåíèÿ òèïèçàöèè (9.3.1) ãîâîðèò, ÷òî T � σS. Íî òîãäà pσ, Tq ÿâëÿåòñÿ
òàêæå ðåøåíèåì pΓ, x, S, tuq.

Âàðèàíò CT-Abs: t � λx:T1.t2 Γ, x:T1 $ t2 : S2 |X C S � T1 ÑS2

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî pσ, Tq ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì pΓ, λx:T1.t2q, ëåììà îá èí-
âåðñèè îòíîøåíèÿ òèïèçàöèè äàåò σΓ, x:σT1 $ σt2 : T2 è T � σT1 ÑT2

äëÿ íåêîòîðîãî T2. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå
pσ1, T2q äëÿ ppΓ, x:T1q, t2, S2, Cq, òàêîå, ÷òî ïîäñòàíîâêà σ1zX ñîãëàñîâàíà ñ σ.
Ïðè ýòîì X íå ìîæåò ñîäåðæàòü íèêàêèå òèïîâûå ïåðåìåííûå èç T1. Ïî-
ýòîìó σ1T1 � σT1, à σ1S � σ1pT1 ÑS2q � σT1 Ñ σ1S2 � σT1 Ñ T2 � T. Òàêèì
îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî pσ1, Tq ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì pΓ, pλx:T1.t2q, T1 ÑS2, Cq.

Âàðèàíò CT-App: t � t1 t2 Γ $ t1 : S1 |X1 C1 Γ $ t2 : S2 |X2 C2

X1 X X2 � H
X1 X FV pS2q � H
X2 X FV pS1q � H
X íå âñòðå÷àåòñÿ â X1, X2, S1, S2, C1, C2

S � X X � X1 Y X2 Y tXu C � C1 Y C2 Y tS1 � S2 ÑXu
Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî pσ, Tq ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì pΓ, t1 t2q, ëåììà îá èí-
âåðñèè îòíîøåíèÿ òèïèçàöèè äàåò σΓ $ σt1 : T1 ÑT è σΓ $ σt2 : T1.
Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ pσ1, T1 ÑTq
äëÿ pΓ, t1, S1, C1q è pσ2, T1q äëÿ pΓ, t2, S2, C2q, ïðè÷åì σ1zX1 � σ � σ2zX2.
Òðåáóåòñÿ ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ïîäñòàíîâêó σ1, òàêóþ, ÷òî: (1) σ1zX ñî-
ãëàñîâàíà ñ σ; (2) σ1X � T; (3) σ1 óíèôèöèðóåò C1 è C2, è (4) σ1 óíèôèöèðóåò
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tS1 � S2 ÑXu, ò. å., σ1S1 � σ1S2 Ñ σ1X. Ìû îïðåäåëÿåì σ1 òàê:

σ1 �

�
���

Y ÞÑ U åñëè Y R X è pY ÞÑ Uq P σ
Y1 ÞÑ U1 åñëè Y1 P X1 è pY1 ÞÑ U1q P σ1

Y2 ÞÑ U2 åñëè Y2 P X2 è pY2 ÞÑ U2q P σ2

X ÞÑ T

�
���

Óñëîâèÿ (1) è (2) âûïîëíÿþòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì. Óñëîâèå (3) âûïîëíÿåò-
ñÿ, ïîñêîëüêó X1 è X2 íå ïåðåñåêàþòñÿ. Äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ (4) çàìåòèì
ñíà÷àëà, ÷òî äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íîâèçíû òèïîâûõ ïåðåìåííûõ ãàðàí-
òèðóþò íàì FV pS1qXpX2YtXuq � H, òàê ÷òî σ1S1 � σ1S1. Òåïåðü ïðîâåäåì
òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå: σ1S1 � σ1S1 � T1 ÑT � σ2S2 Ñ T � σ1S2 Ñ σ1X �
σ1pS2 ÑXq.

Îñòàëüíûå âàðèàíòû:
Àíàëîãè÷íî.

Ñëåäñòâèå 22.3.8 Äîïóñòèì, Γ $ t : S | C. Ðåøåíèå äëÿ pΓ, tq ñóùåñòâóåò
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå äëÿ pΓ, t, S, Cq.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïî òåîðåìàì 22.3.5 è 22.3.7.

Óïðàæíåíèå 22.3.9 rÐåêîìåíäóåòñÿ,���s: Â ïðîìûøëåííîì êîìïèëÿòî-
ðå, êàê ïðàâèëî, âìåñòî íåäåòåðìèíèñòñêîãî âûáîðà íîâîé òèïîâîé ïåðåìåí-
íîé â ïðàâèëå CT-App ïðèìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ, ïîðîæäàþùàÿ íîâóþ òèïî-
âóþ ïåðåìåííóþ ïðè êàæäîì ñâîåì âûçîâå, îòëè÷íóþ îò âñåõ îñòàëüíûõ
ïåðåìåííûõ, ïîðîæäàåìûõ òîé æå ôóíêöèåé ïðè äðóãèõ âûçîâàõ, à òàêæå
îò âñåõ òèïîâûõ ïåðåìåííûõ, ÿâíî óïîìÿíóòûõ â êîíòåêñòå ïðîâåðÿåìîãî
òèïà. Ïîñêîëüêó òàêèå ãëîáàëüíûå îïåðàöèè ¾gensym¿ ðàáîòàþò ÷åðåç ïî-
áî÷íûå ýôôåêòû è ñêðûòóþ ãëîáàëüíóþ ïåðåìåííóþ, î íèõ òðóäíî ðàññóæ-
äàòü ôîðìàëüíî. Îäíàêî, èõ ïîâåäåíèå ìîæíî ñûìèòèðîâàòü äîñòàòî÷íî
òî÷íî, è ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî óäîáíî ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ,
åñëè ¾ïðîáðîñèòü¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåèñïîëüçîâàííûõ èìåí ïåðåìåííûõ
ñêâîçü ïðàâèëà ïîðîæäåíèÿ îãðàíè÷åíèé.

Ïóñòü F îáîçíà÷àåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåèñïîëüçîâàííûõ èìåí òèïî-
âûõ ïåðåìåííûõ. Òîãäà, âìåñòî òîãî, ÷òîáû çàïèñûâàòü îòíîøåíèå ïîðîæ-
äåíèÿ îãðàíè÷åíèé êàê Γ $ t : T |X C, ìû åãî çàïèñûâàåì êàê Γ $F t : T |F 1

C, ãäå Γ, F è t ñëóæàò âõîäíûìè äàííûìè àëãîðèòìà, à T, F 1 è C � ðå-
çóëüòàòàìè åãî ðàáîòû. Êàæäûé ðàç, êîãäà àëãîðèòìó òðåáóåòñÿ íîâàÿ
ïåðåìåííàÿ, îí áåðåò ïåðâûé ýëåìåíò F è âîçâðàùàåò îñòàòîê êàê F 1.

Çàïèøèòå ïðàâèëà äëÿ ýòîãî àëãîðèòìà. Äîêàæèòå, ÷òî îíè ýêâèâà-
ëåíòíû, â ñîîòâåòñòâóþùåì ñìûñëå, èñõîäíûì ïðàâèëàì ïîðîæäåíèÿ îãðà-
íè÷åíèé.

Óïðàæíåíèå 22.3.10 rÐåêîìåíäóåòñÿ,��s: Ðåàëèçóéòå àëãîðèòì èç
óïðàæíåíèÿ 22.3.9 íà ML. Èñïîëüçóéòå òèï äàííûõ

type ty =

TyBool

| TyArr of ty * ty

| TyId of string

| TyNat
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äëÿ òèïîâ è

type constr = (ty * ty) list

äëÿ ìíîæåñòâ îãðàíè÷åíèé. Êðîìå òîãî, ïîòðåáóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå äëÿ
áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íîâûõ èìåí ïåðåìåííûõ. Åñòü ìíîæå-
ñòâî ñïîñîáîâ îðãàíèçîâàòü òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè; âîò äîñòàòî÷íî
ïðîñòîé ñïîñîá, èñïîëüçóþùèé ðåêóðñèâíûé òèï äàííûõ:

type nextuvar = NextUVar of string * uvargenerator

and uvargenerator = unit Ñ nextuvar

let uvargen =

let rec f n () = NextUVar("?X_" ^ string_of_int n, f (n+1))

in f 0

Òî åñòü, åñëè âûçâàòü ôóíêöèþ uvargen ñ àðãóìåíòîì (), òî îíà âîçâðàùà-
åò çíà÷åíèå âèäà NextUVar(x,f), ãäå x � íîâîå èìÿ ïåðåìåííîé, à f � åùå
îäíà ôóíêöèÿ òàêîãî æå âèäà.

Óïðàæíåíèå 22.3.11 r��s: Ïîêàæèòå, êàê ìîæíî ðàñøèðèòü àëãîðèòì ïî-
ðîæäåíèÿ îãðàíè÷åíèé, ÷òîáû îí ìîã ðàáîòàòü ñ îïðåäåëåíèÿìè ðåêóðñèâ-
íûõ ôóíêöèé îáùåãî âèäà (�11.11).

22.4. Óíèôèêàöèÿ

Ïðè ïîèñêå ðåøåíèé äëÿ ìíîæåñòâ îãðàíè÷åíèé ìû èñïîëüçóåì èäåþ, âû-
ñêàçàííóþ Õèíäëè (Hindley, 1969) è Ìèëíåðîì (Milner, 1978), êîòîðàÿ ñîñòîèò
â èñïîëüçîâàíèè óíèôèêàöèè (uni�cation) (Robinson, 1971) äëÿ ïðîâåðêè íåïó-
ñòîòû ìíîæåñòâà ðåøåíèé, è, åñëè ýòî òàê, íàõîæäåíèÿ ¾íàèëó÷øåãî¿ èç åãî
ýëåìåíòîâ â òîì ñìûñëå, ÷òî âñå îñòàëüíûå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü íåïîñðåä-
ñòâåííî ïîëó÷åíû èç íåãî.

Îïðåäåëåíèå 22.4.1 Ïîäñòàíîâêà σ íàçûâàåòñÿ ìåíåå êîíêðåòíîé (less
speci�c) (èëè áîëåå îáîáùåííîé (more general)), ÷åì ïîäñòàíîâêà σ1, åñëè
σ1 � γ �σ äëÿ íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè γ. Ýòî îòíîøåíèå çàïèñûâàåòñÿ òàê:
σ � σ1,

Îïðåäåëåíèå 22.4.2 Ãëàâíûì óíèôèêàòîðîì (principal uni�er) (èíîãäà åãî íà-
çûâàþò íàèáîëåå îáùèì óíèôèêàòîðîì (most general uni�er)) äëÿ ìíîæå-
ñòâà îãðàíè÷åíèé C íàçûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêà σ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ C, åñëè
ïðè ýòîì σ � σ1 äëÿ âñÿêîé ïîäñòàíîâêè σ1, óäîâëåòâîðÿþùåé C.

Óïðàæíåíèå 22.4.3 r�s: Âûïèøèòå ãëàâíûå óíèôèêàòîðû (òàì, ãäå îíè ñó-
ùåñòâóþò) äëÿ ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ îãðàíè÷åíèé:

tX � Nat, Y � XÑXu tNatÑNat � XÑYu
tXÑY � YÑZ, Z � UÑWu tNat � NatÑYu
tY � NatÑYu tu (ïóñòîå ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèé)
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unifypCq = åñëè C � H, òî rs
èíà÷å ïóñòü tS � Tu Y C 1 � C, è òîãäà
åñëè S � T

òîãäà unifypC 1q
èíà÷å åñëè S � X è X R FV pTq
òîãäà unifyprX ÞÑ TsC 1q � rX ÞÑ Ts

èíà÷å åñëè T � X è X R FV pSq
òîãäà unifyprX ÞÑ SsC 1q � rX ÞÑ Ss

èíà÷å åñëè S � S1 ÑS2 è T � T1 ÑT2

òîãäà unifypC 1 Y tS1 � T1, S2 � T2uq
èíà÷å
íåóäà÷à

Ðèñ. 22.2. Àëãîðèòì óíèôèêàöèè

Îïðåäåëåíèå 22.4.4 Àëãîðèòì óíèôèêàöèè (uni�cation algorithm) äëÿ òèïîâ
ïðèâåäåí íà ðèñ. 22.2.2 Âûðàæåíèå ¾ïóñòü tS � Tu Y C 1 � C¿ âî âòîðîé
ñòðîêå äîëæíî ÷èòàòüñÿ êàê ¾âûáåðåì îãðàíè÷åíèå S � T èç íàáîðà îãðà-
íè÷åíèé C è îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî îñòàâøèõñÿ îãðàíè÷åíèé â C ñèìâîëîì
C 1¿.

Äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ X R FV pTq â ïÿòîé ñòðîêå è X R FV pSq â ñåäüìîé
èçâåñòíû êàê ïðîâåðêà íà âõîæäåíèå (occur check). Îíè íå äàþò àëãîðèòìó
ïîðîäèòü ðåøåíèå, ñîäåðæàùåå öèêëè÷åñêóþ ïîäñòàíîâêó âðîäå X ÞÑ XÑX,
êîòîðàÿ íå èìååò ñìûñëà, åñëè ðå÷ü èäåò î êîíå÷íûõ âûðàæåíèÿõ òèïà. (Åñëè
ìû ðàñøèðèì íàø ÿçûê è âêëþ÷èì â íåãî áåñêîíå÷íûå âûðàæåíèÿ òèïà �
ò. å., ðåêóðñèâíûå òèïû, êàê îíè îïèñàíû â ãëàâàõ 20 è 21, � ïðîâåðêó íà
âõîæäåíèå ìîæíî óáðàòü.)

Òåîðåìà 22.4.5 Àëãîðèòì unify âñåãäà çàâåðøàåòñÿ. Ïðè ýòîì îí òåðïèò
íåóäà÷ó, åñëè ïîëó÷àåò íà âõîäå íåâûïîëíèìûé íàáîð îãðàíè÷åíèé, à â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå âîçâðàùàåò ãëàâíûé óíèôèêàòîð. Áîëåå ôîðìàëüíî:

1. unifypCq çàâåðøàåòñÿ äëÿ ëþáîãî C, ëèáî íåóäà÷åé, ëèáî äàâàÿ â ðåçóëü-
òàòå ïîäñòàíîâêó;

2. åñëè unifypCq � σ, òî σ � óíèôèêàòîð äëÿ C;

3. åñëè δ � óíèôèêàòîð äëÿ C, òî unifypCq � σ, ïðè÷åì σ � δ.

Äîêàçàòåëüñòâî: äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà (1), îïðåäåëèì ñòåïåíü ìíî-
æåñòâà îãðàíè÷åíèé C êàê ïàðó pm,nq, ãäå m � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ òèïîâûõ
ïåðåìåííûõ â C, à n � îáùèé ðàçìåð âñåõ òèïîâ â C. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü,
÷òî âñÿêàÿ âåòâü àëãîðèòìà unify ëèáî íåìåäëåííî çàâåðøàåòñÿ (óñïåøíî
â ïåðâîé âåòâè è íåóäà÷íî â ïîñëåäíåé), ëèáî âûçûâàåò unify ðåêóðñèâíî,

2Çàìåòèì, ÷òî íè÷òî â ýòîì àëãîðèòìå íå èñïîëüçóåò òîò ôàêò, ÷òî ìû óíèôèöèðóåì
âûðàæåíèÿ òèïîâ, à íå êàêèå-ëèáî äðóãèå âûðàæåíèÿ; òîò æå àëãîðèòì ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ïðè ðåøåíèè íàáîðîâ îãðàíè÷åíèé äëÿ ëþáûõ âûðàæåíèé (ïåðâîãî ïîðÿäêà).
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ïåðåäàâàÿ åé íîâîå ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèé, ñòåïåíü êîòîðîãî ëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêè ìåíüøå ñòåïåíè èñõîäíîãî.

×àñòü (2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîëèíåéíóþ èíäóêöèþ ïî ÷èñëó ðåêóð-
ñèâíûõ âûçîâîâ ïðè âû÷èñëåíèè unifypCq. Âñå âàðèàíòû òðèâèàëüíû, çà èñ-
êëþ÷åíèåì äâóõ âåòâåé, ðàáîòàþùèõ ñ ïåðåìåííûìè. Â ýòèõ âåòâÿõ äëÿ äî-
êàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî åñëè σ óíèôèöèðóåò rX ÞÑ TsD,
òî σ � rX ÞÑ Ds óíèôèöèðóåò tX � TuYD äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé
D.

Â ÷àñòè (3) äîêàçàòåëüñòâî ñíîâà âåäåòñÿ èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ðåêóðñèâ-
íûõ âûçîâîâ ïðè âû÷èñëåíèè unifypCq. Åñëè C � ïóñòîå ìíîæåñòâî, unify
íåìåäëåííî âîçâðàùàåò òðèâèàëüíóþ ïîäñòàíîâêó rs; ïîñêîëüêó δ � δ�rs, ìû
èìååì rs � δ, êàê è òðåáóåòñÿ. Åñëè C íåïóñòî, unify âûáèðàåò íåêîòîðóþ
ïàðó pS, Tq èç C, è ðàññìàòðèâàåò âàðèàíòû ôîðì S è T.

Âàðèàíò: S � T

Òàê êàê ïîäñòàíîâêà δ ÿâëÿåòñÿ óíèôèêàòîðîì äëÿ C, îíà óíèôèöèðóåò
òàêæå è C 1. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, unifypCq � σ, ïðè÷åì σ � δ, ÷òî
è òðåáóåòñÿ.

Âàðèàíò: S � X è X R FV pTq
Ïîñêîëüêó δ óíèôèöèðóåò S è T, èìååì δpSq � δpTq. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
ëþáîãî òèïà U âûïîëíÿåòñÿ δpUq � δprX ÞÑ TsUq; â ÷àñòíîñòè, ïîñêîëüêó
δ óíèôèöèðóåò C 1, îíà òàêæå äîëæíà óíèôèöèðîâàòü rX ÞÑ TsC 1. Ïðåäïî-
ëîæåíèå èíäóêöèè äàåò íàì unifyprX ÞÑ TsC 1q � σ1, ïðè÷åì δ � γ � σ1 äëÿ
íåêîòîðîé γ. Ïîñêîëüêó unifypCq � σ1 � rX ÞÑ Ts, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
δ � γ � pσ1 � rX ÞÑ Tsq. Ðàññìîòðèì ëþáóþ ïåðåìåííóþ Y. Åñëè Y � X, î÷å-
âèäíî, èìååì pγ � pσ1 � rX ÞÑ TsqqY � pγ � σ1qY � δY. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê
ìû óæå âèäåëè, pγ � pσ1 � rX ÞÑ TsqqX � pγ � σ1qT � δX. Ñî÷åòàÿ ýòè äâà íà-
áëþäåíèÿ, ïîëó÷àåì δY � pγ � pσ1 � rX ÞÑ TsqqY äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ Y, ò. å.,
δ � pγ � pσ1 � rX ÞÑ Tsqq.

Âàðèàíò: T � X è X R FV pSq
Àíàëîãè÷íî.

Âàðèàíò: S � S1 Ñ S2 è T � T1 Ñ T2

Íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî δ ÿâëÿåòñÿ óíèôèêà-
òîðîì tS1 ÑS2 � T1 ÑT2uYC

1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óíèôèöèðóåò
C 1 Y tS1 � T1, S2 � T2u.

Åñëè íè îäíî èç ýòèõ óñëîâèé íå ïðèìåíèìî ê S è T, òî unifypCq òåðïèò
íåóäà÷ó. Íî ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ: ëèáî S ðàâåí
Nat, à T � ôóíêöèîíàëüíûé òèï (èëè íàîáîðîò), ëèáî S � X è X P T (èëè
íàîáîðîò). Ïåðâûé ñëó÷àé ÿâíî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî C óíè-
ôèöèðóåì. ×òîáû óâèäåòü, ÷òî âòîðîé ñëó÷àé òàêæå åìó ïðîòèâîðå÷èò,
çàìåòèì, ÷òî, ïî ýòîìó ïðåäïîëîæåíèþ, δS � δT; åñëè X âñòðå÷àåòñÿ â
T, òî δT âñåãäà áóäåò ñòðîãî áîëüøå, ÷åì δS. Òàêèì îáðàçîì, åñëè unifypCq
òåðïèò íåóäà÷ó, òî ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèé C íå óíèôèöèðóåìî, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî δ ÿâëÿåòñÿ äëÿ íåãî óíèôè-
êàòîðîì; òàê ÷òî ýòîò ñëó÷àé íå ìîæåò âîçíèêíóòü.
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Óïðàæíåíèå 22.4.6 rÐåêîìåíäóåòñÿ,���s: Ðåàëèçóéòå àëãîðèòì óíèôè-
êàöèè.

22.5. Ãëàâíûå òèïû

Ìû óòâåðæäàëè âûøå, ÷òî, åñëè ñóùåñòâóåò êàêîé-òî ñïîñîá êîíêðåòè-
çèðîâàòü òèïîâûå ïåðåìåííûå â òåðìå òàê, ÷òîáû îí ñòàë òèïèçèðóåìûì, òî
ñóùåñòâóåò è íàèáîëåå îáùèé (most general), èëè ãëàâíûé (principal), ñïîñîá
ýòî ñäåëàòü. Òåïåðü ìû ôîðìàëèçóåì ýòî óòâåðæäåíèå.

Îïðåäåëåíèå 22.5.1 Ãëàâíûì ðåøåíèåì (principal solution) pΓ, t, S, Cq íàçû-
âàåòñÿ òàêîå ðåøåíèå pσ, Tq, ÷òî, åñëè pσ1, T'q òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
pΓ, t, S, Cq, òî âûïîëíÿåòñÿ σ � σ1. Åñëè pσ, Tq � ãëàâíîå ðåøåíèå, òî T íà-
çûâàåòñÿ ãëàâíûì òèïîì (principal type) òåðìà t â êîíòåêñòå Γ.3

Óïðàæíåíèå 22.5.2 r�Ûs: Íàéäèòå ãëàâíûé òèï λx:X. λy:Y. λz:Z. (x z)

(y z).

Òåîðåìà 22.5.3 rÃëàâíûå òèïûs: Åñëè çàäà÷à pΓ, t, S, Cq èìååò ðåøåíèå, òî
îíà èìååò è ãëàâíîå ðåøåíèå. Àëãîðèòì óíèôèêàöèè ïî ðèñ. 22.2 ïîçâîëÿåò
îïðåäåëèòü, èìååò ëè pΓ, t, S, Cq ðåøåíèå, è, åñëè ýòî òàê, íàéòè ãëàâíîå
ðåøåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïî îïðåäåëåíèþ ðåøåíèÿ äëÿ pΓ, t, S, Cq è ñâîéñòâàì óíè-
ôèêàöèè.

Ñëåäñòâèå 22.5.4 Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íàëè÷èÿ ðåøåíèÿ ó pΓ, tq ðàçðåøèìà.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïî ñëåäñòâèþ 22.3.8 è òåîðåìå 22.5.3.

Óïðàæíåíèå 22.5.5 rÐåêîìåíäóåòñÿ,� � �,Ûs: Ñî÷åòàÿ àëãîðèòìû ïî-
ðîæäåíèÿ îãðàíè÷åíèé èç óïðàæíåíèé 22.3.10 è 22.5.5, ïîñòðîéòå ïðîãðàì-
ìó ïðîâåðêè òèïîâ, âû÷èñëÿþùóþ ãëàâíûå òèïû. Çà îñíîâó ìîæíî âçÿòü
ïðîãðàììó reconbase. Òèïè÷íûé ïðîòîêîë âçàèìîäåéñòâèÿ ñ âàøåé ïðîãðàì-
ìîé ìîæåò âûãëÿäåòü òàê:

λx:X. x;

� <fun > : X Ñ X

λz:ZZ. λy:YY. z (y true);

� <fun > : (?X0 Ñ ?X1) Ñ (Bool Ñ ?X0) Ñ ?X1

λw:W. if true then false else w false;

� <fun > : (Bool Ñ Bool) Ñ Bool

Òèïîâûå ïåðåìåííûå ñ èìåíàìè âðîäå ?X0 ïîðîæäàþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.

3Íå ñëåäóåò ïóòàòü ãëàâíûå òèïû ñ ãëàâíîé òèïèçàöèåé. Ñì. ñ. 367.

�source�le� 359 Rev: �revision�, November 28, 2010



360 22.6. Íåÿâíûå àííîòàöèè òèïîâ

Óïðàæíåíèå 22.5.6 r���s: Êàêèå ñëîæíîñòè âîçíèêàþò ïðè ïîïûòêå ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ äàííûõ âûøå îïðåäåëåíèé (22.3.2 è äð.) íà çàïèñè? Êàê ìîæíî
ñ ýòèìè ñëîæíîñòÿìè ñïðàâèòüñÿ?

Ñ ïîìîùüþ èäåè ãëàâíûõ òèïîâ ìîæíî ïîñòðîèòü àëãîðèòì ðåêîíñòðóê-
öèè òèïîâ, ðàáîòàþùèé áîëåå ìåëêèìè øàãàìè, ÷åì îïèñàííûé çäåñü. Âìåñòî
òîãî, ÷òîáû ñíà÷àëà ïîðîæäàòü âñå îãðàíè÷åíèÿ, à ïîòîì ïûòàòüñÿ èõ âûïîë-
íèòü, ìîæíî ÷åðåäîâàòü ïîðîæäåíèå è ðàçðåøåíèå îãðàíè÷åíèé òàê, ÷òîáû
àëãîðèòì ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ íà êàæäîì øàãó âîçâðàùàë ãëàâíûé òèï. Òî,
÷òî ýòîò òèï ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì, ãàðàíòèðóåò íàì, ÷òî ïîäòåðì íèêîãäà íå
ïðèäåòñÿ àíàëèçèðîâàòü ïîâòîðíî: àëãîðèòì âñåãäà áåðåò íà ñåáÿ íàèìåíü-
øèå âîçìîæíûå îáÿçàòåëüñòâà, ÷òîáû äîñòè÷ü òèïèçèðóåìîñòè. Ñóùåñòâåí-
íûì ïðåèìóùåñòâîì òàêîãî àëãîðèòìà áóäåò, ÷òî îí ñìîæåò íàìíîãî òî÷íåå
âûÿâëÿòü îøèáêè â ïîëüçîâàòåëüñêèõ ïðîãðàììàõ.

Óïðàæíåíèå 22.5.7 r� � � Ûs: Ìîäèôèöèðóéòå ðåøåíèå óïðàæíåíèÿ 22.5.5
òàê, ÷òîáû óíèôèêàöèÿ ïðîâîäèëàñü ïîøàãîâî è âîçâðàùàëèñü ãëàâíûå òè-
ïû.

22.6. Íåÿâíûå àííîòàöèè òèïîâ

Êàê ïðàâèëî, ÿçûêè ñ ïîääåðæêîé ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ ïîçâîëÿþò ïðî-
ãðàììèñòàì ïîëíîñòüþ îïóñêàòü àííîòàöèè òèïîâ íà ëÿìáäà-àáñòðàêöèÿõ.
Îäèí èç ñïîñîáîâ äîñòè÷ü ýòîãî (êàê ìû çàìåòèëè â �22.2) � çàñòàâèòü ïðîöå-
äóðó ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà âñòàâëÿòü âìåñòî îïóùåííûõ àííîòàöèé ñâåæå-
ïîðîæäåííûå òèïîâûå ïåðåìåííûå. Áîëåå ïðèâëåêàòåëüíûì ðåøåíèåì áóäåò
äîáàâëåíèå íåàííîòèðîâàííûõ àáñòðàêöèé â ñèíòàêñèñ òåðìîâ, à òàêæå ââå-
äåíèå íîâîãî ïðàâèëà â îòíîøåíèå òèïèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè:

X R X Γ, x:X $ t1 : T |X C

Γ $ λx.t1 : XÑT |XYtXu C
(CT-AbsInf)

Òàêîé ïîäõîä ê íåàííîòèðîâàííûì àáñòðàêöèÿì íåñêîëüêî ïðîùå, ÷åì ïðåä-
ëîæåíèå ñ÷èòàòü èõ ñèíòàêñè÷åñêèì ñàõàðîì. Êðîìå òîãî, îí äîáàâëÿåò íåêî-
òîðóþ ïîëåçíóþ âûðàçèòåëüíîñòü: åñëè ìû ñêîïèðóåì íåàííîòèðîâàííóþ àá-
ñòðàêöèþ íåñêîëüêî ðàç, ïðàâèëî CT-AbsInf ïîçâîëèò íàì âûáðàòü ðàçíûå
ïåðåìåííûå â êà÷åñòâå òèïîâ àðãóìåíòà â êàæäîé êîïèè. Íàïðîòèâ, åñëè ñ÷è-
òàòü, ÷òî ¾ãîëàÿ¿ àáñòðàêöèÿ ñíàáæåíà íåâèäèìîé òèïîâîé ïåðåìåííîé, òî
êîïèðîâàíèå ïîðîäèò íåñêîëüêî âûðàæåíèé ñ îäíèì è òåì æå òèïîì àðãó-
ìåíòà. Ýòî ðàçëè÷èå îêàæåòñÿ ñóùåñòâåííûì ïðè îáñóæäåíèè ïîëèìîðôèçìà
÷åðåç let â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

22.7. Ïîëèìîðôèçì ÷åðåç let

Òåðìèí ïîëèìîðôèçì (polymorphism) îáîçíà÷àåò ñåìåéñòâî ðàçëè÷íûõ ìå-
õàíèçìîâ, ïîçâîëÿþùèõ èñïîëüçîâàòü îäèí è òîò æå ôðàãìåíò ïðîãðàììû
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ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè â ðàçëè÷íûõ êîíòåêñòàõ (â �23.2 ïîäðîáíåå îáñóæ-
äàþòñÿ íåêîòîðûå ðàçíîâèäíîñòè ïîëèìîðôèçìà). Àëãîðèòì ðåêîíñòðóêöèè
òèïîâ, ïðèâåäåííûé âûøå, íåñëîæíî îáîáùèòü, ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì ïðîñòóþ
ôîðìó ïîëèìîðôèçìà, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîëèìîðôèçì ÷åðåç let (let-
polymorphism), à òàêæå ïîëèìîðôèçì â ñòèëå ML (ML-style polymorphism),
à òàêæå ïîëèìîðôèçì ïî Äàìàñó-Ìèëíåðó (Damas-Milner polymorphism). Òà-
êîé ïîëèìîðôèçì âïåðâûå ïîÿâèëñÿ â èñõîäíîì äèàëåêòå ML (Milner, 1978)
è ïîçäíåå áûë âêëþ÷åí âî ìíîæåñòâî óäà÷íûõ ÿçûêîâ, ãäå îí ñëóæèò îñ-
íîâîé ìîùíûõ îáîáùåííûõ áèáëèîòåê (generic libraries) ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ
ñòðóêòóð (ñïèñêîâ, ìàññèâîâ, äåðåâüåâ, õýø-òàáëèö, ïîòîêîâ, âèäæåòîâ äëÿ
âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîëüçîâàòåëåì è ò. ä.).

Ïîëèìîðôèçì ÷åðåç let ìîæíî ìîòèâèðîâàòü òàêèì ïðèìåðîì: äîïóñòèì,
÷òî ìû îïðåäåëÿåì è èñïîëüçóåì ïðîñòóþ ôóíêöèþ double, äâàæäû ïðèìå-
íÿþùóþ ñâîé ïåðâûé àðãóìåíò êî âòîðîìó:

let double = λf:Nat ÑNat. λa:Nat. f(f(a)) in

double (λx:Nat. succ (succ x)) 2;

Ïîñêîëüêó ìû õîòèì ïðèìåíÿòü double ê ôóíêöèÿì òèïà NatÑNat, ìû àííî-
òèðóåì å¼ òèïîì (NatÑNat)Ñ(NatÑNat). Êðîìå òîãî, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü
double òàê, ÷òîáû îíà óäâàèâàëà áóëåâñêóþ ôóíêöèþ:

let double = λf:Bool ÑBool. λa:Bool. f(f(a)) in

double (λx:Bool. x) false;

Îäíàêî ìû íå ìîæåì èñïîëüçîâàòü îäíó è òó æå ôóíêöèþ double è ñ áó-
ëåâñêèìè çíà÷åíèÿìè, è ñ ÷èñëàìè: åñëè â îäíîé è òîé æå ïðîãðàììå íàì
òðåáóåòñÿ è òî, è äðóãîå, íàäî îïðåäåëèòü äâå ôóíêöèè, îòëè÷àþùèåñÿ òîëü-
êî àííîòàöèÿìè òèïîâ:

let doubleNat = λf:Nat ÑNat. λa:Nat. f(f(a)) in

let doubleBool = λf:Bool ÑBool. λa:Bool. f(f(a)) in

let a = doubleNat (λx:Nat. succ (succ x)) 1 in

let b = doubleBool (λx:Bool. x) false in ...

Äàæå åñëè ìû àííîòèðóåì àáñòðàêöèþ â double òèïîâîé ïåðåìåííîé,

let double = λf:X ÑX. λa:X. f(f(a)) in ...

ýòî íå ïîìîæåò. Íàïðèìåð, åñëè ìû íàïèøåì

let double = λf:X ÑX. λa:X. f(f(a)) in

let a = double (λx:Nat. succ (succ x)) 1 in

let b = double (λx:Bool. x) false in ...

òî èñïîëüçîâàíèå double â îïðåäåëåíèè a ïîðîäèò îãðàíè÷åíèå XÑX �
NatÑNat, à èñïîëüçîâàíèå double â îïðåäåëåíèè b ïîðîäèò îãðàíè÷åíèå
XÑX � BoolÑBool. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ âûäâèãàþò íåñîâìåñòèìûå òðåáîâàíèÿ
ê X, è âñÿ ïðîãðàììà îêàçûâàåòñÿ íåòèïèçèðóåìîé.

Ãäå æå çäåñü îøèáêà? Ïåðåìåííàÿ X âûñòóïàåò â ýòîì ïðèìåðå ñðàçó â äâóõ
ðàçíûõ ðîëÿõ. Âî-ïåðâûõ, îíà îòðàæàåò îãðàíè÷åíèå, ïî êîòîðîìó ïåðâûé àð-
ãóìåíò double ïðè âû÷èñëåíèè a äîëæåí áûòü ôóíêöèåé, òèïû àðãóìåíòà è
ðåçóëüòàòà êîòîðîé ñîâïàäàþò ñ òèïîì (Nat) âòîðîãî àðãóìåíòà double. Âî-
âòîðûõ, îíà îòðàæàåò îãðàíè÷åíèå, ñîãëàñíî êîòîðîìó àðãóìåíòû double ïðè
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âû÷èñëåíèè b òàêæå äîëæíû íàõîäèòüñÿ â ïîäîáíûõ îòíîøåíèÿõ. Ê ñîæà-
ëåíèþ, ïîñêîëüêó â îáîèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóåòñÿ îäíà è òà æå ïåðåìåííàÿ X,
òî âîçíèêàåò íåíóæíîå íàì îãðàíè÷åíèå, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì âòîðûå
àðãóìåíòû ïðè îáîèõ âûçîâàõ double äîëæíû áûòü îäíîãî è òîãî æå òèïà.

Íàì õîòåëîñü áû ðàçáèòü ýòó ïîñëåäíþþ ñâÿçü � ò. å. ñâÿçàòü ñ ðàçíûìè
âûçîâàìè ôóíêöèè double ðàçíûå ïåðåìåííûå X. Ê ñ÷àñòüþ, ýòî íåòðóäíî îð-
ãàíèçîâàòü. Íà ïåðâîì øàãå èçìåíèì îáûêíîâåííîå ïðàâèëî òèïèçàöèè äëÿ
let òàê, ÷òîáû âìåñòî âû÷èñëåíèÿ òèïà ñâÿçûâàåìîãî çíà÷åíèÿ t1 ñ ïîñëå-
äóþùèì èñïîëüçîâàíèåì åãî â êà÷åñòâå òèïà ïåðåìåííîé x ïðè âû÷èñëåíèè
òèïà òåëà t2:

Γ $ t1 : T1 Γ, x:T1 $ t2 : T2

Γ $ let x=t1 in t2 : T2

(T-Let)

îíî ïîäñòàâëÿëî t1 âìåñòî x â òåëî, à çàòåì ïðîâåðÿëî òèïû â ïîëó÷èâøåìñÿ
âûðàæåíèè:

Γ $ rx ÞÑ t1st2 : T2

Γ $ let x=t1 in t2 : T2

(T-LetPoly)

Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàåòñÿ è ïðàâèëî òèïèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè äëÿ let:

Γ $ rx ÞÑ t1st2 : T2 |X C

Γ $ let x=t1 in t2 : T2 |X C
(CT-LetPoly)

Â ñóùíîñòè, ìû èçìåíèëè ïðàâèëà òèïèçàöèè äëÿ let òàê, ÷òîáû îíè ïåðåä
îïðåäåëåíèåì òèïîâ ïðîèçâîäèëè øàã âû÷èñëåíèÿ

let x=v1 in t2 Ñ rx ÞÑ v1st2 (E-LetV)

Íà âòîðîì øàãå ïåðåïèøåì îïðåäåëåíèå double, èñïîëüçóÿ íåÿâíî àííî-
òèðîâàííûå (implicitly annotated) ëÿìáäà-àáñòðàêöèè èç �22.6.

let double = λf. λa. f(f(a)) in

let a = double (λx:Nat. succ (succ x)) 1 in

let b = double (λx:Bool. x) false in ...

Ñî÷åòàíèå ïðàâèë òèïèçàöèè îãðàíè÷åíèÿìè äëÿ let (CT-LetPoly) è íåÿâ-
íî àííîòèðîâàííîé ëÿìáäà-àáñòðàêöèè (CT-AbsInf) äàåò íàì èìåííî òî,
÷òî òðåáóåòñÿ: CT-LetPoly ïîðîæäàåò äâå êîïèè îïðåäåëåíèÿ double, à
CT-AbsInf ïðèïèñûâàåò êàæäîé èç àáñòðàêöèé îòäåëüíóþ òèïîâóþ ïåðåìåí-
íóþ. Îáû÷íûé ïðîöåññ ðàçðåøåíèÿ îãðàíè÷åíèé çàâåðøàåò òðåáóåìóþ ðàáî-
òó.

Îäíàêî ó ýòîé ñõåìû åñòü íåñêîëüêî íåäîñòàòêîâ, êîòîðûå íóæíî èñïðà-
âèòü, ïðåæäå ÷åì åå ìîæíî áóäåò ïðèìåíèòü åå íà ïðàêòèêå. Îäíî î÷åâèäíîå
óïóùåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè ìû íè ðàçó íå èñïîëüçóåì ñâÿçàííóþ ÷åðåç
let ïåðåìåííóþ â òåëå let, îïðåäåëåíèå ïðîñòî íå áóäåò ïîäâåðãíóòî ïðîâåðêå
òèïîâ. Íàïðèìåð, ïðîãðàììà âðîäå

let x = <áåññìûñëèöà> in 5
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ïðîéäåò ïðîâåðêó. Ýòî ìîæíî èñïðàâèòü, äîáàâèâ â ïðàâèëî òèïèçàöèè ïðåä-
ïîñûëêó

Γ $ rx ÞÑ t1st2 : T2 Γ $ t1 : T1

Γ $ let x=t1 in t2 : T2

(T-LetPoly)

à â ïðàâèëî CT-LetPoly � ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðåäïîñûëêó, ïðîâåðÿþùóþ,
÷òî t1 ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàí.

Áëèçêàÿ ïî ïðèðîäå ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè òåëî let ñîäåðæèò
íåñêîëüêî âõîæäåíèé ñâÿçàííîé ÷åðåç let ïåðåìåííîé, òî âñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü
îïðåäåëåíèÿ let áóäåò ïðîâåðÿòüñÿ ïðè êàæäîì âõîæäåíèè, íåçàâèñèìî îò
òîãî, åñòü ëè òàì íåÿâíî àííîòèðîâàííûå ëÿìáäà-àáñòðàêöèè. Ïîñêîëüêó ñà-
ìà ïðàâàÿ ñòîðîíà ìîæåò ñîäåðæàòü âûðàæåíèÿ let, ýòî ïðàâèëî òèïèçàöèè
ìîæåò çàñòàâèòü ïðîãðàììó ïðîâåðêè ïðîäåëàòü îáúåì ðàáîòû, ýêñïîíåíöè-
àëüíî çàâèñÿùèé îò ðàçìåðà èñõîäíîãî òåðìà!

×òîáû èçáåæàòü ýòèõ ïîñòîÿííûõ ïåðåïðîâåðîê, ïðàêòè÷åñêèå ðåàëèçàöèè
ÿçûêîâ ñ ïîëèìîðôèçìîì èñïîëüçóþò íåñêîëüêî áîëåå õèòðóþ (íî ôîðìàëüíî
ýêâèâàëåíòíóþ) ôîðìóëèðîâêó ïðàâèë òèïèçàöèè. Âêðàòöå, ïðîâåðêà òèïîâ
äëÿ òåðìà let x=t1 in t2 â êîíòåêñòå Γ ïðîèñõîäèò òàê:

1. Ñ ïîìîùüþ ïðàâèë òèïèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè âû÷èñëÿåì òèï S1 è ìíî-
æåñòâî ñâÿçàííûõ ñ íèì îãðàíè÷åíèé C1 äëÿ ñâÿçûâàåìîãî òåðìà t1.

2. Ïðîèçâîäèì óíèôèêàöèþ è íàõîäèì íàèáîëåå îáùåå ðåøåíèå σ äëÿ îãðà-
íè÷åíèé C1. Ïðèìåíÿåì σ ê S1 è Γ è ïîëó÷àåì ãëàâíûé òèï t1 � T1.

3. Îáîáùàåì (generalize) îñòàþùèåñÿ â T1 ïåðåìåííûå. Åñëè îñòàþòñÿ ïå-
ðåìåííûå X1. . . Xn, ìû çàïèñûâàåì ãëàâíóþ ñõåìó òèïà (type scheme)
äëÿ t1 â âèäå @X1...Xn.T1.

Çäåñü òîíêîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåëüçÿ îáîáùàòü ïåðåìåííûå èç T1, êî-
òîðûå òàêæå âñòðå÷àþòñÿ â Γ, ïîñêîëüêó ýòèì ïåðåìåííûì ñîîòâåòñòâó-
þò ðåàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, ñóùåñòâóþùèå ìåæäó t1 è åãî îêðóæåíèåì.
Íàïðèìåð, â

λf:X ÑX. λx:X. let g=f in g(x);

íå ñëåäóåò îáîáùàòü ïåðåìåííóþ X â òèïå XÑX, êîòîðûé ïðèïèñûâàåòñÿ
òåðìó g, ïîñêîëüêó ýòî ïîçâîëèëî áû íàì ïèñàòü íåâåðíûå ïðîãðàììû
âðîäå

(λf:X ÑX. λx:X. let g=f in g(0))

(λx:Bool. if x then true else false)

true;

4. Ðàñøèðÿåì êîíòåêñò, óêàçûâàÿ ñõåìó òèïà @X1...Xn.T1 äëÿ ïåðåìåííîé
x, è íà÷èíàåì ïðîâåðÿòü òèïû â òåëå t2. Â îáùåì ñëó÷àå, òåïåðü êîíòåêñò
ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé íå òèï, à ñõåìó òèïà.

5. Êàæäûé ðàç, êîãäà âíóòðè t2 âñòðå÷àåòñÿ ïåðåìåííàÿ x, ìû ðàññìàòðè-
âàåì ñõåìó åå òèïà @X1...Xn.T1. Ïîðîæäàåì íîâûå òèïîâûå ïåðåìåííûå
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Y1. . . Yn è ñ èõ ïîìîùüþ êîíêðåòèçèðóåì (instantiate) ñõåìó òèïà, ïîëó-
÷àÿ rX1 ÞÑ Y1, . . . , Xn ÞÑ YnsT1. Ýòî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìû èñïîëüçóåì
â êà÷åñòâå òèïà x.4

Ýòîò àëãîðèòì íàìíîãî ýôôåêòèâíåå, ÷åì ïðîñòîé ïîäõîä ñ ïîäñòàíîâêîé
â âûðàæåíèÿ let ïåðåä ïðîâåðêîé òèïîâ. Äåñÿòèëåòèÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïîêàçà-
ëè, ÷òî íà ïðàêòèêå îí ¾ïî ñóùåñòâó ëèíååí¿ îòíîñèòåëüíî ðàçìåðà âõîäíîé
ïðîãðàììû. Ïîýòîìó áûëî áîëüøîé íåîæèäàííîñòüþ, êîãäà Êôóðè, Òþðèí è
Óæè÷èí (Kfoury, Tiuryn, and Urzyczyn, 1990) è, íåçàâèñèìî îò íèõ, Ìåéðñîí
(Mairson, 1990) ïîêàçàëè, ÷òî â íàèõóäøåì ñëó÷àå ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ïî-
ïðåæíåìó ýêñïîíåíöèàëüíà! Ïîñòðîåííûé èìè ïðèìåð ñîäåðæèò íàãðîìîæäå-
íèå let â ñâÿçûâàåìîé ïîçèöèè äðóãèõ let � à íå â òåëàõ, ãäå îáû÷íî âñòðå-
÷àåòñÿ âëîæåííûå let. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ âûðàæåíèÿ, òèïû êîòîðûõ
ðàñòóò ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðåå, ÷åì ñàìè âûðàæåíèÿ. Íàïðèìåð, ñëåäóþùàÿ
ïðîãðàììà íà OCaml, ïðèâåäåííàÿ Ìåéðñîíîì (Mairson, 1990), ïðàâèëüíî òè-
ïèçèðîâàíà, íî ïðîâåðêà òèïîâ â íåé çàíèìàåò âåñüìà äîëãîå âðåìÿ:

let f0 = fun x Ñ (x,x) in

let f1 = fun y Ñ f0(f0 y) in

let f2 = fun y Ñ f1(f1 y) in

let f3 = fun y Ñ f2(f2 y) in

let f4 = fun y Ñ f3(f3 y) in

let f5 = fun y Ñ f4(f4 y) in

f5 (fun z Ñ z)

×òîáû ïîíÿòü, ïî÷åìó ýòî òàê, ïîïðîáóéòå ââåñòè f0, f1 è ò. ä. ïî îäíîìó â
êîìàíäíóþ ñòðîêó OCaml. Äàëüíåéøåå îáñóæäåíèå ìîæíî íàéòè ó Êôóðè,
Òþðèíà è Óæè÷èíà (Kfoury, Tiuryn, and Urzyczyn, 1994).

Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî, êîòîðîå ñëåäóåò óïîìÿíóòü, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ÿçûêîâ ñ ïîëèìîðôèçìîì ÷åðåç let ñëåäóåò âíè-
ìàòåëüíî îáðàáàòûâàòü âçàèìîäåéñòâèå ïîëèìîðôèçìà è êîíñòðóêöèé ñ ïî-
áî÷íûìè ýôôåêòàìè âðîäå èçìåíÿåìûõ ÿ÷ååê ïàìÿòè. Ýòó îïàñíîñòü ìîæíî
ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà ïðîñòîì ïðèìåðå:

let r = ref (λx. x) in

(r:=(λx:Nat. succ x);

(!r) true);

Ïî âûøåïðèâåäåííîìó àëãîðèòìó, ïðàâàÿ ÷àñòü let ïîëó÷àåò ãëàâíûé òèï
Ref (XÑX); ïîñêîëüêó X íèãäå áîëüøå íå âñòðå÷àåòñÿ, ýòîò òèï îáîáùàåòñÿ
äî @X.Ref (XÑX), è ýòó ñõåìó ìû ïðèñâàèâàåì ïåðåìåííîé r, äîáàâëÿÿ åå
â êîíòåêñò. Ïðè ïðîâåðêå òèïîâ äëÿ ïðèñâàèâàíèÿ âî âòîðîé ñòðîêå ýòà ñõå-
ìà êîíêðåòèçèðóåòñÿ äî Ref (NatÑNat). Ïðè ïðîâåðêå òðåòüåé ñòðîêè îíà
æå êîíêðåòèçèðóåòñÿ äî Ref (BoolÑBool). Îäíàêî òàêàÿ òèïèçàöèÿ íåêîð-
ðåêòíà, ïîñêîëüêó ïðè èñïîëíåíèè òåðìà ïðîèçîéäåò ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ
îïåðàöèè succ ê çíà÷åíèþ true.

4Ðàçëè÷èå ìåæäó ëÿìáäà-àáñòðàêöèåé, êîòîðàÿ ÿâíî àííîòèðîâàíà òèïîâîé ïåðåìåííîé,
è íåàííîòèðîâàííîé àáñòðàêöèåé, êîòîðîé àëãîðèòì ïîðîæäåíèÿ îãðàíè÷åíèé ïðèïèñûâàåò
íîâóþ ïåðåìåííóþ, òåðÿåò ñâîå çíà÷åíèå ïðè ââîäå îáîáùåíèÿ è êîíêðåòèçàöèè. Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ ñâÿçûâàåìîå âûðàæåíèå â let ïîëó÷àåò òèï, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ ïåðåìåííóþ. Ýòà
ïåðåìåííàÿ ïîäâåðãàåòñÿ îáîáùåíèþ, ïðåæäå ÷åì àëãîðèòì âíîñèò åå â êîíòåêñò, è çàìåíÿ-
åòñÿ íîâîé ïåðåìåííîé ïðè êàæäîé êîíêðåòèçàöèè.
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Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðàâèëà òèïèçàöèè îêàçàëèñü ðàññèíõðîíè-
çèðîâàíû ñ ïðàâèëàìè âû÷èñëåíèÿ. Ïðàâèëà òèïèçàöèè, ââåäåííûå â ýòîì
ðàçäåëå, ãîâîðÿò, ÷òî êàê òîëüêî ìû âèäèì âûðàæåíèå let, ìû äîëæíû íåìåä-
ëåííî âñòàâèòü åãî ïðàâóþ ÷àñòü â òåëî. Îäíàêî ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ ãîâî-
ðÿò, ÷òî ýòó ïîäñòàíîâêó ìîæíî ïðîèçâîäèòü òîëüêî ïîñëå òîãî, êàê ïðàâàÿ
÷àñòü áóäåò ñâåäåíà ê çíà÷åíèþ. Ïðàâèëà òèïèçàöèè âèäÿò äâà óïîòðåáëå-
íèÿ êîíñòðóêòîðà ref è àíàëèçèðóþò èõ â ðàçíûõ îêðóæåíèÿõ, îäíàêî ïðè
âû÷èñëåíèè âûäåëÿåòñÿ òîëüêî îäíà ref-ÿ÷åéêà.

Óñòðàíèòü ýòî ðàñõîæäåíèå ìîæíî äâóìÿ ñïîñîáàìè � èçìåíèâ âû-
÷èñëåíèå èëè òèïèçàöèþ. Â ïåðâîì ñëó÷àå5 ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ äëÿ let

ïðåâðàòèòñÿ â

let x=t1 in t2 Ñ rx ÞÑ t1st2 (E-Let)

Ïðè òàêîé ñòðàòåãèè ïåðâûé øàã ïðè âû÷èñëåíèè íàøåãî îïàñíîãî ïðèìåðà
çàìåíèò r åãî îïðåäåëåíèåì, è ïîëó÷èòñÿ

(ref (λx.x)) := (λx:Nat. succ x) in

(!( ref (λx. x))) true;

÷òî ñîâåðøåííî áåçîïàñíî! Â ïåðâîé ñòðîêå ñîçäàåòñÿ ÿ÷åéêà, èíèöèàëèçèðó-
åìàÿ ôóíêöèåé òîæäåñòâà, à çàòåì â íåå çàïèñûâàåòñÿ (λx:Nat. succ x). Âî
âòîðîé ñòðîêå ñîçäàåòñÿ äðóãàÿ ÿ÷åéêà, ñîäåðæàùàÿ ôóíêöèþ òîæäåñòâà, åå
ñîäåðæèìîå èçâëåêàåòñÿ è ïðèìåíÿåòñÿ ê àðãóìåíòó true. Îäíàêî ýòîò ïðè-
ìåð ïîêàçûâàåò òàêæå, ÷òî èçìåíåíèå ïðàâèë âû÷èñëåíèÿ ñ öåëüþ ñîîòâåò-
ñòâîâàòü ïðàâèëàì òèïèçàöèè äàåò íàì ÿçûê ñ äîñòàòî÷íî ñòðàííîé ñåìàíòè-
êîé, êîòîðàÿ óæå íå ñîîòâåòñòâóåò íàøèì èíòóèòèâíûì ïîíÿòèÿì î ïîðÿäêå
âû÷èñëåíèé ñ âûçîâîì ïî çíà÷åíèþ. (Èìïåðàòèâíûå ÿçûêè ñ äðóãèìè ñòðàòå-
ãèÿìè âû÷èñëåíèÿ ñóùåñòâóþò (Augustsson, 1984), íî îíè íå ñìîãëè çàâîåâàòü
ïîïóëÿðíîñòè, ïîñêîëüêó â íèõ òðóäíî ïîíÿòü ïîðÿäîê ïîáî÷íûõ ýôôåêòîâ
âî âðåìÿ èñïîëíåíèÿ è óïðàâëÿòü èì.)

Ëó÷øå áóäåò èçìåíèòü ïðàâèëî òèïèçàöèè òàê, ÷òîáû îíî ñîîòâåòñòâîâàëî
ïðàâèëó âû÷èñëåíèÿ. Ê ñ÷àñòüþ, ýòî íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà: íóæíî ïðîñòî
äîáàâèòü îãðàíè÷åíèå (åãî ÷àñòî íàçûâàþò îãðàíè÷åíèå íà çíà÷åíèÿ, value
restriction), êîòîðîå ãîâîðèò, ÷òî ñâÿçûâàíèå ÷åðåç let ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
êàê ïîëèìîðôíîå, ò. å. åãî ïåðåìåííûå ìîãóò ïîäâåðãàòüñÿ îáîáùåíèþ òîëüêî
â ñëó÷àå, åñëè åãî ïðàâàÿ ñòîðîíà ÿâëÿåòñÿ ñèíòàêñè÷åñêèì çíà÷åíèåì. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî â íàøåì îïàñíîì ïðèìåðå òèï, ïðèñâàèâàåìûé ïåðåìåííîé r,
ïðè äîáàâëåíèè â êîíòåêñò ðàâåí XÑX, à íå @X.XÑX. Îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäû-
âàåìûå âòîðîé ñòðîêîé, çàñòàâëÿþò X áûòü ðàâíûì Nat, è èç-çà ýòîãî ïðîâåðêà
òèïîâ â òðåòüåé ñòðîêå ïîòåðïèò íåóäà÷ó, ïîñêîëüêó Nat è Bool íå óíèôèöè-
ðóþòñÿ.

5Ñòðîãî ãîâîðÿ, â ýòîì ïðàâèëå íóæíî óïîìÿíóòü ñîñòîÿíèå ïàìÿòè (store), êàê ýòî
áûëî ñäåëàíî â ãëàâå 13, ïîñêîëüêó ðå÷ü èäåò î ÿçûêå ñî ññûëêàìè:

let x=t1 in t2 | µÑ rx ÞÑ t1st2 | µ (E-Let)
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Îãðàíè÷åíèå íà çíà÷åíèÿ ðåøàåò íàøó ïðîáëåìó ñ òèïîâîé áåçîïàñíîñòüþ
öåíîé íåêîòîðîé ïîòåðè âûðàçèòåëüíîñòè: ìû óæå íå ñìîæåì ïèñàòü ïðî-
ãðàììû, â êîòîðûõ ïðàâàÿ ñòîðîíà âûðàæåíèÿ let âûïîëíÿåò íåêîòîðîå èí-
òåðåñíîå âû÷èñëåíèå, è ïðè ýòîì åé ïðèñâàèâàåòñÿ ïîëèìîðôíàÿ ñõåìà òèïà.
Óäèâèòåëüíî òî, ÷òî ýòî îãðàíè÷åíèå ïî÷òè íå âëèÿåò íà ïðàêòè÷åñêîå ïðî-
ãðàììèðîâàíèå. Ðàéò (1995) ïîêàçàë ýòî, ïðîàíàëèçèðîâàâ îãðîìíûé ìàññèâ
êîäà, íàïèñàííîãî íà äèàëåêòå Standard ML â âåðñèè 1990 ãîäà (Milner, Tofte,
and Harper, 1990), êîòîðûé ïîääåðæèâàë áîëåå ãèáêîå ïðàâèëî òèïèçàöèè äëÿ
let, îñíîâàííîå íà ñëàáûõ òèïîâûõ ïåðåìåííûõ (weak type variables). Ðàéò
çàìåòèë, ÷òî êðîìå ãîðñòêè ñëó÷àåâ, ïðàâûå ÷àñòè let âñå ðàâíî ÿâëÿëèñü
çíà÷åíèÿìè. Ýòî íàáëþäåíèå áîëåå èëè ìåíåå çàêðûëî äèñêóññèþ, è ñ òåõ ïîð
âñå îñíîâíûå ÿçûêè ñ ïîëèìîðôèçìîì â ñòèëå ML ñîáëþäàþò îãðàíè÷åíèå íà
çíà÷åíèÿ.

Óïðàæíåíèå 22.7.1 r���Ûs: Ðåàëèçóéòå àëãîðèòì, íàìåòêè êîòîðîãî ïðè-
âåäåíû â ýòîì ðàçäåëå.

22.8. Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ïîíÿòèå ãëàâíîãî òèïà â ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèè âîñõîäèò, ïî ìåíüøåé ìåðå,
ê ðàáîòàì Êàððè 50-õ ãîäîâ (Curry and Feys, 1958). Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ
ãëàâíûõ òèïîâ íà îñíîâå èäåé Êàððè áûë ïîñòðîåí Õèíäëè (Hindley, 1969);
ñõîäíûå àëãîðèòìû áûëè íåçàâèñèìî îáíàðóæåíû Ìîððèñîì (Morris, 1968) è
Ìèëíåðîì (Milner, 1978). Â îáëàñòè ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêè ýòè èäåè ñó-
ùåñòâîâàëè åùå ðàíüøå: âîçìîæíî, ó Òàðñêîãî â 1920-õ ãîäàõ, è îïðåäåëåííî
ó áðàòüåâ Ìåðåäèò â 1950-å (Lemmon, Meredith, Meredith, Prior, and Thomas,
1957); ïåðâàÿ èõ êîìïüþòåðíàÿ ðåàëèçàöèÿ áûëà îñóùåñòâëåíà Äýâèäîì Ìå-
ðåäèòîì â 1957 ãîäó. Äîïîëíèòåëüíûå èñòîðè÷åñêèå ñâåäåíèÿ î ãëàâíûõ òèïàõ
ìîæíî íàéòè ó Õèíäëè (1997).

Óíèôèêàöèÿ (Robinson, 1971) èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ
èíôîðìàòèêè. Ïîäðîáíûå ââåäåíèÿ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, ó Áààäåðà è Íèï-
êîâà (Baader and Nipkow, 1998), Áààäåðà è Çèêìàíà (Baader and Siekmann,
1994) èëè ó Ëàññå è Ïëîòêèíà (Lassez and Plotkin, 1991).

Ïîëèìîðôèçì ÷åðåç let â ñòèëå ML áûë âïåðâûå îïèñàí Ìèëíåðîì
(Milner, 1978). Áûëî ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî àëãîðèòìîâ ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ,
èç êîòîðûõ íàèáîëåå èçâåñòåí Àëãîðèòì W (AlgorithmW) Äàìàñà è Ìèëíåðà
(Damas and Milner, 1982; ñì. òàêæå Lee and Yi, 1998). Îñíîâíîå îòëè÷èå Àëãî-
ðèòìà W îò ïðèâåäåííîãî íàìè â ýòîé ãëàâå ñîñòîèò â òîì, ÷òî Àëãîðèòì W
ïðèñïîñîáëåí äëÿ ¾÷èñòîé ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ¿ � ïðèñâîåíèÿ òèïîâ ñîâåð-
øåííî íåòèïèçèðîâàííûì òåðìàì, � â òî âðåìÿ êàê ó íàñ ïðîèñõîäèò îäíî-
âðåìåííî ðåêîíñòðóêöèÿ è ïðîâåðêà òèïîâ, à òåðìû ìîãóò ñîäåðæàòü ÿâíûå
àííîòàöèè, ãäå ìîãóò (íî íå îáÿçàòåëüíî äîëæíû) âñòðå÷àòüñÿ ïåðåìåííûå.
Ýòî óñëîæíÿåò íàøå îïèñàíèå ñ òåõíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ (îñîáåííî äîêà-
çàòåëüñòâî ïîëíîòû â òåîðåìå 22.3.7, ãäå íàì ïðèõîäèòñÿ çàáîòèòüñÿ, ÷òîáû
ïåðåìåííûå, ââåäåííûå ïðîãðàììèñòîì, îòëè÷àëèñü îò òåõ, êîòîðûå ïîÿâëÿ-
þòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðàâèë ïîðîæäåíèÿ îãðàíè÷åíèé), îäíàêî òàêîå èçëîæåíèå
ëó÷øå ñî÷åòàåòñÿ ñî ñòèëåì ïîâåñòâîâàíèÿ èç äðóãèõ ãëàâ êíèãè.
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Êëàññè÷åñêàÿ ñòàòüÿ Êàðäåëëè (Cardelli, 1987) ïåðå÷èñëÿåò íåñêîëüêî âî-
ïðîñîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ. Êðîìå òîãî, îïèñàíèå àë-
ãîðèòìîâ ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ ìîæíî íàéòè ó Àïïåëÿ (Appel, 1998), Àõî
è äð.(Aho, Sethi, and Ullman, 1986), à òàêæå ó Ðèäà (Reade, 1989). ×ðåç-
âû÷àéíî èçÿùíîå èçëîæåíèå áàçîâîé ñèñòåìû, íàçûâàåìîé ìèíè-ML (mini-
ML) (Clement, Despeyroux, Despeyroux, and Kahn, 1986) ÷àñòî ñëóæèò îñíîâîé
äëÿ òåîðåòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé. Òþðèí (Tiuryn, 1990) îáîçðåâàåò øèðîêèé
ñïåêòð ïðîáëåì ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ.

Ãëàâíûå òèïû íå ñëåäóåò ïóòàòü ñ ðîäñòâåííûì ïîíÿòèåì ãëàâíîé òèïè-
çàöèè (principal typing). Ðàçíèöà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ãëàâíîãî
òèïà êîíòåêñò Γ è òåðì t ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê âõîäû àëãîðèòìà, à ãëàâíûé
òèï T ñëóæèò åãî âûõîäîì. Àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãëàâíîé òèïèçàöèè
ïðèíèìàåò íà âõîäå òîëüêî t, à íà âûõîäå âûäàåò êàê Γ, òàê è T � ò. å. îí
âû÷èñëÿåò ìèíèìàëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ (minimal assumptions) î ñâîáîäíûõ
ïåðåìåííûõ â t. Ãëàâíûå òèïèçàöèè îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíû ïðè ðàçäåëüíîé
êîìïèëÿöèè è ¾îïòèìàëüíîé ïåðåêîìïèëÿöèè¿, äëÿ ïîøàãîâîãî âûâîäà òè-
ïîâ è ïîèñêà îøèáîê òèïèçàöèè. Ê ñîæàëåíèþ, âî ìíîãèõ ÿçûêàõ, âêëþ÷àÿ
ML, èìåþòñÿ ãëàâíûå òèïû, íî íå ãëàâíûå òèïèçàöèè. Ñì. Jim, 1996.

Ïîëèìîðôèçì â ñòèëå ML, ñî÷åòàþùèé ìîùíîñòü è ïðîñòîòó, îêàçûâàåòñÿ
¾íàèëó÷øèì êîìïðîìèññîì¿ â ïðîñòðàíñòâå âîçìîæíûõ ÿçûêîâûõ ïðîåêòîâ;
åãî ñìåøåíèå ñ äðóãèìè ìîùíûìè êîíñòðóêöèÿìè òèïèçàöèè ÷àñòî áûâàåò
âåñüìà íåòðèâèàëüíûì. Íàèáîëåå óñïåøíûé ðåçóëüòàò â ýòîé îáëàñòè ïîëó-
÷åí â èçÿùíîì îïèñàíèè ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ äëÿ çàïèñåé, ïðåäëîæåííîì
Âàíäîì (Wand, 1987) è ðàçâèòûì â ðàáîòàõ Âàíäà (Wand, 1988, 1989b), Ðåìè
(R�emy, 1989, 1990; R�emy, 1992a,b, 1998) è ìíîãèõ äðóãèõ. Èäåÿ ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû ââåñòè íîâóþ ðàçíîâèäíîñòü ïåðåìåííûõ � ñòðî÷íûå ïåðåìåííûå (row
variables), êîòîðûå èìåþò çíà÷åíèåì íå òèïû, à öåëûå ¾ñòðîêè¿, ñîñòîÿùèå èç
ìåòîê è ñâÿçàííûõ ñ íèìè òèïîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ ìíîæåñòâ îãðàíè÷åíèé, ñâÿ-
çàííûõ ñ ïåðåìåííûìè ñòðîê, èñïîëüçóåòñÿ ïðîñòàÿ ôîðìà ýêâàöèîíàëüíîé
óíèôèêàöèè (equational uni�cation); ñì. óïðàæíåíèå 22.5.6. Ãàððèã (Garrigue
and A��t-Kaci, 1994) è äðóãèå ðàçðàáîòàëè àíàëîãè÷íûå ìåòîäû äëÿ âàðèàíò-
íûõ òèïîâ. Ýòè ìåòîäû áûëè ðàñïðîñòðàíåíû íà îáùèå ïîíÿòèÿ êëàññîâ òè-
ïîâ (type classes) (Kaes, 1988; Wadler and Blott, 1989), òèïîâ îãðàíè÷åíèé
(constraint types) (Odersky, Sulzmann, and Wehr, 1999) è ñïåöèôèöèðîâàííûõ
òèïîâ (quali�ed types) (Jones, 1994b,a), êîòîðûå ëåæàò â îñíîâå ñèñòåìû êëàñ-
ñîâ òèïîâ â ÿçûêå Haskell (Hall et al., 1996; Hudak et al., 1992; Thompson, 1999);
ïîäîáíûå èäåè âñòðå÷àþòñÿ òàêæå â ÿçûêàõ Mercury (Somogyi, Henderson, and
Conway, 1996) è Clean (Plasmeijer, 1998).

Óýëëñ (Wells, 1994) ïîêàçàë, ÷òî çàäà÷à ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ äëÿ
áîëåå ìîùíîé ôîðìû èìïðåäèêàòèâíîãî ïîëèìîðôèçìà (impredicative
polymorphism) íåðàçðåøèìà. Íåêîòîðûå ðàçíîâèäíîñòè ÷àñòè÷íîé ðåêîí-
ñòðóêöèè òèïîâ (partial type reconstruction) äëÿ ýòîé ñèñòåìû òàêæå îêà-
çûâàþòñÿ íåðàçðåøèìûìè. Â �23.6 è �23.8 ïðèâîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èí-
ôîðìàöèÿ îá ýòèõ ðåçóëüòàòàõ, è î òîì, êàê ðåêîíñòðóêöèÿ òèïîâ â ñòèëå ML
ñî÷åòàåòñÿ ñ áîëåå ñèëüíûìè ôîðìàìè âðîäå ïîëèìîðôèçìà ðàíãà 2 (rank-2
polymorphism).

Îòíîñèòåëüíî ñî÷åòàíèÿ ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ â ñòèëå ML ñ ïîäòèïà-
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ìè áûëè îïóáëèêîâàíû íåêîòîðûå ìíîãîîáåùàþùèå ðåçóëüòàòû (Aiken and
Wimmers, 1993; Eifrig, Smith, and Trifonov, 1995; Jagannathan and Wright, 1995;
Trifonov and Smith, 1996; Odersky, Sulzmann, and Wehr, 1999; Flanagan and
Felleisen, 1997; Pottier, 1997), îäíàêî ïðàêòè÷åñêèå ðåàëèçàöèè ïîêà íå íàøëè
øèðîêîãî ïðèìåíåíèÿ.

Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèå ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ ïî ML íà ðå-
êóðñèâíûå òèïû (ãëàâà 20) íå ïðåäñòàâëÿåò ñåðüåçíûõ òðóäíîñòåé (Huet,
1975, 1976). Åäèíñòâåííîå ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå îò àëãîðèòìîâ, ïðèâåäåí-
íûõ â ýòîé ãëàâå, êàñàåòñÿ îïðåäåëåíèÿ óíèôèêàöèè, â êîòîðîì îïóñêàþò
ïðîâåðêó íà âõîæäåíèå (occur check) (êîòîðàÿ îáû÷íî ïðîâåðÿåò, ÷òî ïîä-
ñòàíîâêà, êîòîðóþ âîçâðàùàåò àëãîðèòì óíèôèêàöèè, íå ñîäåðæèò öèêëîâ).
Ïîñëå ýòîãî, ÷òîáû ïî-ïðåæíåìó ãàðàíòèðîâàòü çàâåðøåíèå àëãîðèòìà, òðåáó-
åòñÿ èçìåíèòü ïðåäñòàâëåíèå äàííûõ è îáåñïå÷èòü ñîâìåñòíîå èñïîëüçîâàíèå
ïîäñòðóêòóð, íàïðèìåð, ÷åðåç äåñòðóêòèâíûå îáíîâëåíèÿ (âîçìîæíî, öèêëè-
÷åñêèõ) ñòðóêòóð, ñîñòîÿùèõ èç óêàçàòåëåé. Òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ îáû÷íû â
âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ ðåàëèçàöèÿõ ÿçûêîâ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñî÷åòàíèå ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ ñ ðåêóðñèâíî îïðåäå-
ëåííûìè òåðìàìè ïîðîæäàåò ñëîæíóþ ïðîáëåìó, èçâåñòíóþ ïîä íàçâàíèåì
ïîëèìîðôíîé ðåêóðñèè (polymorphic recursion). Ïðîñòîå (è íå âûçûâàþùåå
ïðîáëåì) ïðàâèëî òèïèçàöèè äëÿ ðåêóðñèâíûõ îïðåäåëåíèé ôóíêöèé â ML
ãîâîðèò, ÷òî ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò óïîòðåáëÿòüñÿ âíóòðè ñâîåãî îïðå-
äåëåíèÿ òîëüêî ìîíîìîðôíî (ò. å. âñå ðåêóðñèâíûå âûçîâû äîëæíû èìåòü îä-
íè è òå æå òèïû àðãóìåíòîâ è ðåçóëüòàòîâ), òîãäà êàê â îñòàëüíîé ïðîãðàììå
åå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîëèìîðôíî (ñ àðãóìåíòàìè è ðåçóëüòàòàìè ðàçëè÷-
íûõ òèïîâ). Ìàéêðîôò (Mycroft, 1984) è Ìåéðòåíñ (Meertens, 1983) ïðåäëî-
æèëè ïîëèìîðôíîå ïðàâèëî òèïèçàöèè, ïîçâîëÿþùåå êîíêðåòèçèðîâàòü ðàç-
ëè÷íûìè òèïàìè ðåêóðñèâíûå âûçîâû ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè èç åå ñîáñòâåí-
íîãî òåëà. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ðàñøèðåíèè, èçâåñòíîì êàê Èñ÷èñëå-
íèå Ìèëíåðà-Ìàéêðîôòà (Milner-Mycroft calculus), çàäà÷à ðåêîíñòðóêöèè òè-
ïîâ íåðàçðåøèìà (Henglein, 1993, è, íåçàâèñèìî îò íåãî, Kfoury, Tiuryn, and
Urzyczyn, 1993a); îáà ýòè äîêàçàòåëüñòâà çàâèñÿò îò íåðàçðåøèìîñòè (íåîãðà-
íè÷åííîé) çàäà÷è ïîëó-óíèôèêàöèè, êàê ïîêàçàíî Êôóðè, Òþðèíûì è Óæè-
÷èíûì (Kfoury, Tiuryn, and Urzyczyn, 1993b).
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Ãëàâà 23

Óíèâåðñàëüíûå òèïû

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû ðàññìîòðåëè ïðîñòóþ ðàçíîâèäíîñòü ïîëèìîðôèç-
ìà ÷åðåç let, èìåþùåãîñÿ â ML. Â ýòîé ãëàâå ìû èçó÷àåì áîëåå îáùóþ ôîð-
ìó ïîëèìîðôèçìà â ðàìêàõ ìîùíîãî èñ÷èñëåíèÿ, èçâåñòíîãî êàê Ñèñòåìà F
(System F).

23.1. Ìîòèâàöèÿ

Êàê ìû óïîìÿíóëè â �22.7, â ïðîñòîì òèïèçèðîâàííîì ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèè
ìîæíî íàïèñàòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ¾óäâàèâàþùèõ¿ ôóíêöèé:

doubleNat = λf:Nat ÑNat. λx:Nat. f (f x);

doubleRcd = λf:{l:Bool} Ñ{l:Bool}. λx:{l:Bool}. f (f x);

doubleFun = λf:(Nat ÑNat) Ñ (Nat Ñ Nat). λx:Nat ÑNat. f (f x);

Êàæäàÿ èç ýòèõ ôóíêöèé ïðèìåíèìà ê ñâîåìó òèïó àðãóìåíòà, íî èõ ïîâå-
äåíèå îäèíàêîâî (áîëåå òîãî, òåêñò ôóíêöèé, ïîìèìî àííîòàöèé òèïà, òîæå
îäèíàêîâ). Åñëè íàì íóæíî ïðèìåíÿòü îïåðàöèè óäâîåíèÿ ê ðàçëè÷íûì òè-
ïàì àðãóìåíòîâ âíóòðè îäíîé ïðîãðàììû, íàì ïðèäåòñÿ íàïèñàòü îòäåëüíûå
îïðåäåëåíèÿ doubleT äëÿ êàæäîãî T. Òàêîå ïðîãðàììèðîâàíèå ïóòåì êîïè-
ðîâàíèÿ è âñòàâêè òåêñòà íàðóøàåò îäèí èç ãëàâíûõ ïðèíöèïîâ ðàçðàáîòêè
ïðîãðàìì:

Ïðèíöèï àáñòðàêöèè: Êàæäàÿ ñóùåñòâåííàÿ îáëàñòü ôóíêöè-
îíàëüíîñòè â ïðîãðàììå äîëæíà áûòü ðåàëèçîâàíà âñåãî â îäíîì
ìåñòå ïðîãðàììíîãî êîäà. Åñëè ðàçëè÷íûå ôðàãìåíòû êîäà ðåàëè-
çóþò àíàëîãè÷íóþ ôóíêöèîíàëüíîñòü, êàê ïðàâèëî, èìååò ñìûñë
ñëèòü èõ â îäèí ôðàãìåíò, àáñòðàãèðóÿ (abstracting out) ðàçëè÷à-
þùèåñÿ ÷àñòè.

Íà ïðîòÿæåíèè áîëüøåé ÷àñòè ýòîé ãëàâû èçó÷àåòñÿ ÷èñòàÿ Ñèñòåìà F (ðèñ. 23.1); â
ïðèìåðàõ èç �23.4 èñïîëüçóþòñÿ ðàñøèðåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ðàçëè÷íûìè óæå èçâåñòíûìè
íàì êîíñòðóêöèÿìè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåàëèçàöèÿ íà OCaml íàçûâàåòñÿ fullpoly. (Ïðè-
ìåðû ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàð è ñïèñêîâ òðåáóþò èíòåðïðåòàòîðà fullomega.)
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Â äàííîì ñëó÷àå ðàçëè÷àþùèåñÿ ÷àñòè � ýòî òèïû! Òàêèì îáðàçîì, íàì íó-
æåí ñïîñîá àáñòðàãèðîâàòü òèï òåðìà, à çàòåì êîíêðåòèçèðîâàòü àáñòðàêòíûé
òåðì àííîòàöèÿìè íóæíîãî òèïà.

23.2. Ðàçíîâèäíîñòè ïîëèìîðôèçìà

Ñèñòåìû òèïîâ, ïîçâîëÿþùèå èñïîëüçîâàòü åäèíûé ôðàãìåíò êîäà ñ ðàç-
ëè÷íûìè òèïàìè, èçâåñòíû ïîä îáùèì íàçâàíèåì ïîëèìîðôíûõ (polymorphic)
(ïîëè � ìíîãî, ìîðô � ôîðìà). Â ñîâðåìåííûõ ÿçûêàõ âñòðå÷àåòñÿ íåñêîëüêî
ðàçíîâèäíîñòåé ïîëèìîðôèçìà (ïðèâîäèìàÿ çäåñü êëàññèôèêàöèÿ îñíîâàíà
íà ðàáîòàõ Ñòðåé÷è (Strachey, 1967), à òàêæå Êàðäåëëè è Âåãíåðà (Cardelli
and Wegner, 1985)).

Ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîëèìîðôèçì (parametric polymorphism), êî-
òîðîìó ïîñâÿùåíà ýòà ãëàâà, ïîçâîëÿåò äàâàòü ó÷àñòêó êîäà ¾îáîá-
ùåííûé¿ òèï, èñïîëüçóÿ ïåðåìåííûå âìåñòî íàñòîÿùèõ òèïîâ, à
çàòåì êîíêðåòèçèðîâàòü, çàìåùàÿ ïåðåìåííûå òèïàìè. Ïàðàìåòðè-
÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ îäíîðîäíû: âñå ýêçåìïëÿðû äàííîãî ôðàãìåíòà
êîäà âåäóò ñåáÿ îäèíàêîâî.

Íàèáîëåå ìîùíîé ôîðìîé ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïîëèìîðôèçìà ÿâ-
ëÿåòñÿ èìïðåäèêàòèâíûé (impredicative) ïîëèìîðôèçì, èëè ïîëè-
ìîðôèçì ïåðâîãî êëàññà (�rst-class polymorphism). Èìåííî îí îá-
ñóæäàåòñÿ â äàííîé ãëàâå. Íà ïðàêòèêå áîëüøå ðàñïðîñòðàíåí ïî-
ëèìîðôèçì â ñòèëå ML (ML-style), òî åñòü ïîëèìîðôèçì ÷åðåç
let (let-polymorphism), îãðàíè÷åííûé ñâÿçûâàíèÿìè let âåðõíå-
ãî óðîâíÿ è çàïðåùàþùèé ôóíêöèè, â êîòîðûõ àðãóìåíòàìè ñëó-
æàò ïîëèìîðôíûå çíà÷åíèÿ. Âçàìåí îí ïðåäëàãàåò óäîáíóþ è åñòå-
ñòâåííóþ ôîðìó ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ (type reconstruction) (ãëà-
âà 22). Ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîëèìîðôèçì ïåðâîãî êëàññà ïðèîáðåòà-
åò ïîïóëÿðíîñòü â ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îí ñëóæèò òåõíè÷å-
ñêèì îñíîâàíèåì äëÿ ìîùíîé ñèñòåìû ìîäóëåé â ÿçûêàõ âðîäå ML
(ñì. Harper and Stone, 2000).

Ñïåöèàëèçèðîâàííûé ïîëèìîðôèçì (ad-hoc polymorphism), íà-
ïðîòèâ, ïîçâîëÿåò ïîëèìîðôíîìó çíà÷åíèþ äåìîíñòðèðîâàòü ðàç-
ëè÷íîå ïîâåäåíèå ïðè åãî ¾ðàññìîòðåíèè¿ îòíîñèòåëüíî ðàçíûõ
òèïîâ. Ñàìûé îáû÷íûé ïðèìåð ñïåöèàëèçèðîâàííîãî ïîëèìîðôèç-
ìà � ïåðåãðóçêà (overloading), êîãäà îäèí è òîò æå ñèìâîë ôóíê-
öèè ñîîòâåòñòâóåò ðàçëè÷íûì ðåàëèçàöèÿì; êîìïèëÿòîð (èëè ñè-
ñòåìà âðåìåíè âûïîëíåíèÿ, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, èäåò ëè ðå÷ü î
ñòàòè÷åñêîì (static) èëè äèíàìè÷åñêîì (dynamic) ðàçðåøåíèè ïå-
ðåãðóçêè) âûáèðàåò ïîäõîäÿùóþ ðåàëèçàöèþ äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ
ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèè, èñõîäÿ èç òèïîâ åå àðãóìåíòîâ.

Îáîáùàÿ ïåðåãðóçêó ôóíêöèé, ìû ïîëó÷àåì äèñïåò÷åðèçàöèþ
ìóëüòèìåòîäîâ (multi-method), êàê â CLOS (Bobrow et al., 1988;
Kiczales et al., 1991) è Cecil (Chambers, 1992; Chambers and Leavens,
1994). Ýòîò ìåõàíèçì áûë ôîðìàëèçîâàí â λ-&-èñ÷èñëåíèè Êàñòà-
íüè, Ãåëëè è Ëîíãî (Castagna, Ghelli, and Longo, 1995; ñð. Castagna,
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1997).
Áîëåå ìîùíàÿ ôîðìà ñïåöèàëèçèðîâàííîãî ïîëèìîðôèç-

ìà � èíòåíñèîíàëüíûé ïîëèìîðôèçì (intensional polymorphism)
(Harper and Morrisett, 1995; Crary, Weirich, and Morrisett, 1998), êî-
òîðûé äîïóñêàåò îãðàíè÷åííûå âû÷èñëåíèÿ íàä òèïàìè âî âðåìÿ
âûïîëíåíèÿ. Èíòåíñèîíàëüíûé ïîëèìîðôèçì ëåæèò â îñíîâå íåêî-
òîðûõ ñëîæíûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè äëÿ ïîëèìîðôíûõ ÿçûêîâ, â
òîì ÷èñëå áåñòåãîâîé ñáîðêè ìóñîðà, ¾ðàñïàêîâàííûõ¿ àðãóìåíòîâ
ôóíêöèé, ïîëèìîðôíîé ñåðèàëèçàöèè, à òàêæå îïòèìèçèðîâàííûõ
ïî ïàìÿòè ¾ïëîñêèõ¿ ñòðóêòóð äàííûõ.

Åùå áîëåå ìîùíûå ôîðìû ñïåöèàëèçèðîâàííîãî ïîëèìîðôèçìà
ìîæíî ïîëó÷èòü íà îñíîâå êîíñòðóêöèè typecase, êîòîðàÿ ïîçâî-
ëÿåò îñóùåñòâëÿòü ïðîèçâîëüíîå ñîïîñòàâëåíèå èíôîðìàöèè î òè-
ïàõ ñ îáðàçöîì âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ (Abadi, Cardelli, Pierce, and
R�emy, 1995; Abadi, Cardelli, Pierce, and Plotkin, 1991b; Henglein,
1994; Leroy and Mauny, 1991; Thatte, 1990). Òàêèå êîíñòðóêöèè,
êàê instanceof â Java, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îãðàíè÷åííóþ
ðàçíîâèäíîñòü typecase.

Ïîëèìîðôèçì ÷åðåç ïîäòèïû (subtype polymorphism) (ãëà-
âà 15) ïðèñâàèâàåò íåñêîëüêî òèïîâ îäíîìó òåðìó ñ ïîìîùüþ ïðà-
âèëà âêëþ÷åíèÿ è ïîçâîëÿåò èçáèðàòåëüíî ¾çàáûâàòü¿ ÷àñòü èí-
ôîðìàöèè î ïîâåäåíèè òåðìà.

Ýòè êàòåãîðèè íå ÿâëÿþòñÿ âçàèìîèñêëþ÷àþùèìè: ðàçëè÷íûå ôîðìû ïîëè-
ìîðôèçìà ìîãóò ñìåøèâàòüñÿ â îäíîì ÿçûêå. Íàïðèìåð, Standard ML ïîääåð-
æèâàåò êàê ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîëèìîðôèçì, òàê è ïðîñòóþ ïåðåãðóçêó âñòðî-
åííûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, íî íå ïîääåðæèâàåò ïîäòèïû, à Java ñî-
äåðæèò ïîäòèïû, ïåðåãðóçêó è ïðîñòîé ñïåöèàëèçèðîâàííûé ïîëèìîðôèçì
(instanceof), íî íå ñîäåðæèò (íà ìîìåíò íàïèñàíèÿ êíèãè) ïàðàìåòðè÷å-
ñêèé ïîëèìîðôèçì. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïðåäëîæåíèé ïî äîáàâëåíèþ ïà-
ðàìåòðè÷åñêîãî ïîëèìîðôèçìà â Java; íàèáîëåå èçâåñòåí èç íèõ GJ (Bracha,
Odersky, Stoutamire, and Wadler, 1998).

Èñïîëüçîâàíèå òåðìèíà ¾ïîëèìîðôèçì¿ áåç óòî÷íåíèé ïðèâîäèò ê íåêî-
òîðîé ïóòàíèöå ïðè îáùåíèè ðàçëè÷íûõ ïðîãðàììèñòñêèõ ñîîáùåñòâ. Ñðå-
äè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàììèñòîâ (ò. å. òåõ, êòî èñïîëüçóåò èëè ïðîåê-
òèðóåò ÿçûêè âðîäå ML, Haskell è ò. ï.), îí ïî÷òè âñåãäà îçíà÷àåò ïàðà-
ìåòðè÷åñêèé ïîëèìîðôèçì. Ñðåäè ïðîãðàììèñòîâ, ðàáîòàþùèõ ñ îáúåêòíî-
îðèåíòèðîâàííûìè ÿçûêàìè, îí, íàïðîòèâ, ïî÷òè âñåãäà îçíà÷àåò ïîëèìîð-
ôèçì ÷åðåç ïîäòèïû, à ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîëèìîðôèçì îáîçíà÷àåòñÿ òåðìè-
íîì îáîáùåííûå ôóíêöèè (generics).

23.3. Ñèñòåìà F

Ñèñòåìà, êîòîðóþ ìû èçó÷àåì â ýòîé ãëàâå, èçâåñòíà ïîä íàçâàíèåì Ñè-
ñòåìû F (System F). Åå âïåðâûå îòêðûë Æàí-Èâ Æèðàð (Girard, 1972) â
êîíòåêñòå òåîðèè äîêàçàòåëüñòâ â ëîãèêå. Íåñêîëüêî ïîçæå ñèñòåìó òèïîâ ñ
ïðàêòè÷åñêè òîé æå âûðàçèòåëüíîé ìîùíîñòüþ íåçàâèñèìî ïîñòðîèë ñïåöèà-
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ëèñò ïî èíôîðìàòèêå Äæîí Ðåéíîëüäñ (Reynolds, 1974), êîòîðûé íàçâàë åå ïî-
ëèìîðôíûì ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèåì (polymorphic lambda-calculus). Ýòà ñèñòåìà
àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ êàê èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòðóìåíò äëÿ ðàáîò ïî îñíîâà-
íèÿì ïîëèìîðôèçìà, à òàêæå ïîñëóæèëà áàçîé äëÿ ìíîãî÷èñëåííûõ ïðîåêòîâ
ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Èíîãäà åå òàêæå íàçûâàþò ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèåì
âòîðîãî ïîðÿäêà (second-order lambda calculus), ïîñêîëüêó ïî ñîîòíîøåíèþ
Êàððè-Ãîâàðäà (Curry-Howard correspondence) îíà àíàëîãè÷íà èíòóèöèîíèñò-
ñêîé ëîãèêå âòîðîãî ïîðÿäêà, â êîòîðîé ðàçðåøåíà êâàíòèôèêàöèÿ íå òîëüêî
ïî îòäåëüíûì îáúåêòàì ròåðìàìs, íî è ïî ïðåäèêàòàì ròèïàìs.

Îïðåäåëåíèå Ñèñòåìû F ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ðàñøèðåíèåì λÑ, ïðîñòî-
ãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ. Â λÑ ëÿìáäà-àáñòðàêöèÿ ñëóæèò äëÿ
àáñòðàãèðîâàíèÿ òåðìîâ èç òåðìîâ, à ñ ïîìîùüþ ïðèìåíåíèÿ âìåñòî àáñòðàãè-
ðîâàííûõ ÷àñòåé ïîäñòàâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ. Ïîñêîëüêó òåïåðü íàì ïîíàäîáèëñÿ
ìåõàíèçì äëÿ àáñòðàãèðîâàíèÿ òèïîâ èç òåðìîâ, à òàêæå äëÿ ïîñëåäóþùåãî
çàïîëíåíèÿ àáñòðàêöèé, ìû ââîäèì íîâóþ ôîðìó àáñòðàêöèè, êîòîðóþ ìû çà-
ïèñûâàåì â âèäå λX.t, ïàðàìåòðîì êîòîðîé ñëóæèò òèï, è íîâóþ ôîðìó ïðè-
ìåíåíèÿ, t [T], â êîòîðîé àðãóìåíòîì ñëóæèò âûðàæåíèå òèïà. Ìû íàçûâàåì
ýòè íîâûå àáñòðàêöèè àáñòðàêöèÿìè òèïà (type abstractions), à íîâóþ êîí-
ñòðóêöèþ ïðèìåíåíèÿ � ïðèìåíåíèåì (type application) èëè êîíêðåòèçàöèåé
òèïà (type instantiation).

Êîãäà ïðè âû÷èñëåíèè àáñòðàêöèÿ òèïà ñî÷åòàåòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì òèïà,
ïîëó÷àåòñÿ ðåäåêñ, â òî÷íîñòè êàê â λÑ. Ìû äîáàâëÿåì â ñèñòåìó ïðàâèëî
ðåäóêöèè:

(λX.t12) [T2]Ñ rX ÞÑ T2st12 (E-TappTabs)

àíàëîãè÷íîå îáûêíîâåííîìó ïðàâèëó ðåäóêöèè äëÿ òåðìîâ-àáñòðàêöèé è
òåðìîâ-ïðèìåíåíèé:

(λx:T11.t12) v2 Ñ rx ÞÑ v2st12 (E-AppAbs)

Íàïðèìåð, ïðè ïðèìåíåíèè ïîëèìîðôíîé ôóíêöèè òîæäåñòâà (identity
function)

id = λX. λx:X. x;

ê òèïó Nat â âûðàæåíèè id [Nat] ðåçóëüòàòîì áóäåò rX ÞÑ Nats(λx:X.x), ò. å.
λx:Nat.x, ôóíêöèÿ òîæäåñòâà íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

Íàêîíåö, ìû äîëæíû óêàçàòü òèï ïîëèìîðôíîé àáñòðàêöèè. Òàêèå òè-
ïû, êàê NatÑNat, èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ îáûêíîâåííûõ ôóíêöèé âðîäå
λx:Nat.x; òåïåðü äëÿ îïèñàíèÿ ïîëèìîðôíûõ ôóíêöèé âðîäå id íàì íóæåí
äðóãîé âèä ¾ôóíêöèîíàëüíîãî òèïà¿, îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî ñëóæàò
òèïû. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî òèïà-àðãóìåíòà T, ê êîòîðîìó ïðèìåíÿåòñÿ
id, îíà âîçâðàùàåò ôóíêöèþ âèäà TÑT; òî åñòü, òèï ðåçóëüòàòà id çàâèñèò
îò êîíêðåòíîãî òèïà, ïåðåäàâàåìîãî åé â êà÷åñòâå àðãóìåíòà. ×òîáû îòðàçèòü
ýòó çàâèñèìîñòü, ìû çàïèñûâàåì òèï id êàê @X.XÑX. Ïðàâèëà òèïèçàöèè äëÿ
ïîëèìîðôíûõ àáñòðàêöèè è ïðèìåíåíèÿ àíàëîãè÷íû ïðàâèëàì äëÿ àáñòðàê-
öèè è ïðèìåíåíèÿ íà óðîâíå òåðìîâ.

Γ, X $ t2 : T2

Γ $ λX.t2 : @X.T2

(T-TAbs)
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Γ $ t1 : @X.T12

Γ $ t1 [T2] : rX ÞÑ T2sT12

(T-TApp)

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ìû âêëþ÷àåì òèïîâóþ ïåðåìåííóþ X â êîíòåêñò, èñ-
ïîëüçóåìûé â ïîäâûâîäå äëÿ t. Ïðîäîëæàåò äåéñòâîâàòü ñîãëàøåíèå (5.3.4),
ñîãëàñíî êîòîðîìó èìåíà ïåðåìåííûõ (òåðìîâûõ èëè òèïîâûõ) äîëæíû áûòü
âûáðàíû òàê, ÷òîáû îòëè÷àòüñÿ îò óæå ñâÿçàííûõ â Γ, à ïåðåìåííûå, ñâÿçàí-
íûå ëÿìáäàìè, ìîæíî ïðè íåîáõîäèìîñòè ïåðåèìåíîâûâàòü, ÷òîáû âûïîëíèòü
ýòî óñëîâèå. (Â íåêîòîðûõ âàðèàíòàõ èçëîæåíèÿ Ñèñòåìû F ýòî óñëîâèå íî-
âèçíû çàäàåòñÿ êàê ÿâíîå äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå â ïðàâèëå T-TAbs, à íå
âñòðàèâàåòñÿ â ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ êîíòåêñòîâ, êàê ó íàñ.) Ïîêà ÷òî åäèí-
ñòâåííàÿ ðîëü òèïîâûõ ïåðåìåííûõ â êîíòåêñòàõ çàêëþ÷àåòñÿ â îòñëåæèâàíèè
îáëàñòåé âèäèìîñòè è çàùèòå îò ïîâòîðíîãî äîáàâëåíèÿ îäíîé è òîé æå òèïî-
âîé ïåðåìåííîé â êîíòåêñò. Â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ ìû áóäåì ñíàáæàòü òèïî-
âûå ïåðåìåííûå ðàçëè÷íîé èíôîðìàöèåé, íàïðèìåð, îãðàíè÷åíèÿìè (bounds)
(ãëàâà 26) èëè âèäàìè (kinds) (ãëàâà 29).

Íà ðèñ. 23.1 ïðèâåäåíî ïîëíîå îïðåäåëåíèå ïîëèìîðôíîãî ëÿìáäà-
èñ÷èñëåíèÿ, è âûäåëåíû åãî îòëè÷èÿ îò λÑ. Êàê îáû÷íî, çäåñü îïðåäåëÿåòñÿ
òîëüêî ÷èñòîå èñ÷èñëåíèå, áåç êîíñòðóêòîðîâ òèïîâ âðîäå çàïèñåé, áåç áàçî-
âûõ òèïîâ âðîäå Nat è Bool è áåç ðàñøèðåíèé òåðìîâîãî ÿçûêà âðîäå let è
fix. Ýòè äîïîëíèòåëüíûå êîíñòðóêöèè ìîæíî áåç òðóäà äîáàâèòü â ÷èñòóþ
ñèñòåìó, è â ïîñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ ìû áóäåì èõ ÷àñòî èñïîëüçîâàòü.

23.4. Ïðèìåðû

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëè-
ìîðôèçìà. Íà÷íåì, äëÿ ðàçìèíêè, ñ íåñêîëüêèõ íåáîëüøèõ, íî ïîñòåïåííî
óñëîæíÿþùèõñÿ ïðèìåðîâ, êîòîðûå èëëþñòðèðóþò âûðàçèòåëüíûå âîçìîæ-
íîñòè Ñèñòåìû F. Çàòåì êðàòêî ðàññìîòðèì îñíîâíûå èäåè ¾îáûêíîâåííîãî¿
ïîëèìîðôíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñî ñïèñêàìè, äåðåâüÿìè è ò. ï. Â ïîñëåäíèõ
äâóõ ðàçäåëàõ ââîäÿòñÿ òèïèçèðîâàííûå âàðèàíòû êîäèðîâàíèÿ ïî ×¼ð÷ó äëÿ
ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òèïîâ � áóëåâñêèõ çíà÷åíèé, ÷èñåë è ñïèñêîâ. (Ñàìî
êîäèðîâàíèå ðàññìàòðèâàëîñü â ãëàâå 5 äëÿ áåñòèïîâîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ.)
Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòè âàðèàíòû êîäèðîâàíèÿ íå èìåþò îñîáîé ïðàêòè÷åñêîé
öåííîñòè � äëÿ ýòèõ âàæíûõ ýëåìåíòîâ ÿçûêà ïðîùå ñîçäàòü õîðîøèé êîä, åñ-
ëè îíè âñòðîåíû êàê ïðèìèòèâû, � îíè ñëóæàò çàìå÷àòåëüíûìè ïðèìåðàìè,
íà êîòîðûõ ìîæíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü êàê òîíêîñòè, òàê è âûðàçèòåëüíóþ
ñèëó Ñèñòåìû F. Â ãëàâå 24 ìû óâèäèì íåêîòîðûå äðóãèå ïðèëîæåíèÿ ïîëè-
ìîðôèçìà â îáëàñòè ìîäóëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (modular programming) è
àáñòðàêòíûõ òèïîâ äàííûõ (ÀÒÄ).

Ðàçìèíêà

Ìû óæå ïîêàçàëè, êàê ñ ïîìîùüþ àáñòðàêöèè è ïðèìåíåíèÿ òèïîâ ìîæíî
îïðåäåëèòü åäèíóþ ïîëèìîðôíóþ ôóíêöèþ òîæäåñòâà

id = λX. λx:X. x;
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� id : @X. X ÑX

è êîíêðåòèçèðîâàòü åå òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü ëþáóþ íåîáõîäèìóþ ôóíêöèþ
òîæäåñòâà:

id [Nat];

� <fun > : Nat Ñ Nat

id [Nat] 0;

� 0 : Nat

Áîëåå ïîëåçíûì ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ïîëèìîðôíàÿ ôóíêöèÿ óäâîå-
íèÿ:

double = λX. λf:X ÑX. λa:X. f (f a);

� double : @X. (X ÑX) Ñ X Ñ X

Àáñòðàêöèÿ ïî òèïó X ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ôóíêöèè óäâîåíèÿ äëÿ êîíêðåòíûõ
òèïîâ, ïðèìåíÿÿ ôóíêöèþ double ê ðàçëè÷íûì àðãóìåíòàì-òèïàì:

doubleNat = double [Nat];

� doubleNat : (Nat Ñ Nat) Ñ Nat Ñ Nat

doubleNatArrowNat = double [Nat Ñ Nat];

� doubleNatArrowNat : ((Nat Ñ Nat) Ñ Nat Ñ Nat) Ñ

(Nat Ñ Nat) Ñ Nat Ñ Nat

Êîíêðåòèçèðîâàâ ôóíêöèþ double àðãóìåíòîì-òèïîì, å¼ ìîæíî ïðèìåíèòü ê
êîíêðåòíîé ôóíêöèè è àðãóìåíòó, èìåþùèì ñîîòâåòñòâóþùèå òèïû:

double [Nat] (λx:Nat. succ(succ(x))) 3;

� 7 : Nat

Âîò ïðèìåð ïîõèòðåå: ïîëèìîðôíîå ñàìîïðèìåíåíèå. Íàïîìíèì, ÷òî â
ïðîñòîì òèïèçèðîâàííîì ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèè íåâîçìîæíî ïðèñâîèòü òèï òåð-
ìó λx. x x (óïðàæíåíèå 9.3.2). À âîò â Ñèñòåìå F ýòîò òåðì îêàçûâàåòñÿ
òèïèçèðóåì, åñëè ïðèäàòü x ïîëèìîðôíûé òèï è äîëæíûì îáðàçîì åãî êîí-
êðåòèçèðîâàòü:

selfApp = λx:@X.X ÑX. x [@X.X ÑX] x;

� selfApp : (@X. X ÑX) Ñ (@X. X ÑX)

Â êà÷åñòâå (÷óòü) áîëåå ïîëåçíîãî ïðèìåðà ñàìîïðèìåíåíèÿ ìîæíî ïðèìåíèòü
ê ñåáå ñàìîé ôóíêöèþ double è ïîëó÷èòü ïîëèìîðôíóþ ôóíêöèþ ó÷åòâåðå-
íèÿ:

quadruple = λX. double [X ÑX] (double [X]);

� quadruple : @X. (X ÑX) Ñ X Ñ X
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Óïðàæíåíèå 23.4.1 r�Ûs: Èñïîëüçóÿ ïðàâèëà ïî ðèñ. 23.1, óáåäèòåñü â òîì,
÷òî âûøåïðèâåäåííûå òåðìû íà ñàìîì äåëå èìåþò òèïû, êîòîðûå óêàçàíû
â ïðèìåðàõ.

Ïîëèìîðôíûå ñïèñêè

Ïðàêòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëèìîðôèçìà, êàê
ïðàâèëî, íàìíîãî ïðîçàè÷íåå, ÷åì õèòðûå ïðèìåðû èç ïðåäûäóùåãî ïîäðàç-
äåëà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà îáûêíîâåííîãî ïîëèìîðôíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,
ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íàøåì ÿçûêå åñòü êîíñòðóêòîð òèïîâ List è êîíñòðóêòî-
ðû òåðìîâ äëÿ îáû÷íûõ ïðèìèòèâîâ ðàáîòû ñî ñïèñêàìè, èìåþùèå ñëåäóþ-
ùèå òèïû:

� nil : @X. List X

cons : @X. X ÑList X Ñ List X

isnil : @X. List X ÑBool

head : @X. List X ÑX

tail : @X. List X ÑList X

Êîãäà ìû âïåðâûå ââåëè ñïèñêè â �11.12, ìû ïîçâîëèëè ïðèìåíÿòü ýëåìåíòàð-
íûå îïåðàöèè ê ñïèñêàì ñ ýëåìåíòàìè ëþáîãî òèïà ÷åðåç ¾ñïåöèàëèçèðîâàí-
íûå¿ ïðàâèëà âûâîäà, ñîçäàííûå ñïåöèàëüíî äëÿ ñïèñêîâ. Òåïåðü ìû ìîæåì
ïðèïèñàòü ýòèì îïåðàöèÿì ïîëèìîðôíûå òèïû, âûðàæàþùèå â òî÷íîñòè òå
æå ñàìûå îãðàíè÷åíèÿ � òî åñòü, ñïèñêè áîëüøå íå íàäî ¾âïëàâëÿòü¿ â áà-
çîâûé ÿçûê; èõ ìîæíî ïðîñòî ðàññìàòðèâàòü êàê áèáëèîòåêó, ñîäåðæàùóþ
íåñêîëüêî êîíñòàíò, èìåþùèõ îïðåäåëåííûå ïîëèìîðôíûå òèïû. Òî æå ñà-
ìîå âåðíî äëÿ òèïà Ref è ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé íàä ññûëî÷íûìè ÿ÷åéêàìè
èç ãëàâû 13, à òàêæå äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ ñòðóêòóð äàííûõ è óïðàâëåíèÿ.

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ïðèìèòèâîâ ìû ìîæåì îïðåäåëÿòü ñîáñòâåííûå ïîëè-
ìîðôíûå îïåðàöèè íàä ñïèñêàìè. Âîò, íàïðèìåð, ïîëèìîðôíàÿ ôóíêöèÿ map,
êîòîðàÿ ïðèíèìàåò ôóíêöèþ, ïåðåâîäÿùóþ X â Y, è ñïèñîê X-îâ, è âîçâðàùàåò
ñïèñîê Y-îâ.

map = λX. λY.
λf: X ÑY.

(fix (λm: (List X) Ñ(List Y).

λl: List X.

if isnil [X] l

then nil [Y]

else cons [Y] (f (head [X] l))

(m (tail [X] l))));

� map : @X. @Y. (X ÑY) ÑList X Ñ List Y

l = cons [Nat] 4 (cons [Nat] 3 (cons [Nat] 2 (nil [Nat ])));

� l : List Nat

head [Nat] (map [Nat] [Nat] (λx:Nat. succ x) l);

� 5 : Nat

Óïðàæíåíèå 23.4.2 r�Ûs: Óáåäèòåñü â òîì, ÷òî map äåéñòâèòåëüíî èìååò
óêàçàííûé òèï.
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Óïðàæíåíèå 23.4.3 rÐåêîìåíäóåòñÿ,��s: Èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå îáðàçöà
map, íàïèøèòå ïîëèìîðôíóþ ôóíêöèþ îáðàùåíèÿ ñïèñêà

reverse : @X. List X ÑList X

Ýòî óïðàæíåíèå ëó÷øå âñåãî âûïîëíÿòü â èíòåðàêòèâíîì ðåæèìå. Çàïó-
ñòèòå èíòåðïðåòàòîð fullomega è ñêîïèðóéòå ñîäåðæèìîå ôàéëà test.f

èç êàòàëîãà fullomega â íà÷àëî ñâîåãî èñõîäíîãî ôàéëà. (Â ýòîì ôàéëå
ñîäåðæàòñÿ îïðåäåëåíèÿ êîíñòðóêòîðà List è ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðà-
öèé. Ýòè îïðåäåëåíèÿ òðåáóþò ìîùíûõ âîçìîæíîñòåé àáñòðàêöèè Ñèñòå-
ìû Fω, îïèñàííûõ â ãëàâå 29. Äëÿ ðàáîòû ñ ýòèì óïðàæíåíèåì íå îáÿçà-
òåëüíî â òî÷íîñòè ïîíèìàòü, êàê îíè ðàáîòàþò.)

Óïðàæíåíèå 23.4.4 r��Ûs: Íàïèøèòå ïðîñòóþ ïîëèìîðôíóþ ôóíêöèþ ñîð-
òèðîâêè

sort : @X. (X ÑX Ñ Bool) Ñ (List X) Ñ List X

â êîòîðîé ïåðâûì àðãóìåíòîì ñëóæèò ôóíêöèÿ ñðàâíåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ
òèïà X.

Êîäèðîâàíèå ïî ×¼ð÷ó

Â �5.2 ìû âèäåëè, ÷òî ìíîãèå ýëåìåíòàðíûå çíà÷åíèÿ äàííûõ, òàêèå êàê
áóëåâñêèå çíà÷åíèÿ, ÷èñëà è ñïèñêè, ìîãóò áûòü çàêîäèðîâàíû â âèäå ôóíê-
öèé â ÷èñòîì áåñòèïîâîì ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèè. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì,
êàê òî æå ñàìîå êîäèðîâàíèå ïî ×¼ð÷ó (Church encoding) ìîæíî ïðîèçâåñòè
â Ñèñòåìå F. ×èòàòåëü ìîæåò ïðè æåëàíèè îñâåæèòü ñâîå ïîíèìàíèå êîäèðî-
âàíèÿ ïî ×¼ð÷ó, ïåðå÷èòàâ �5.2.

Êîäèðîâàíèå ïî ×¼ð÷ó èíòåðåñíî ïî äâóì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, îíî ñëó-
æèò õîðîøèì óïðàæíåíèåì, ðàçâèâàþùèì ïîíèìàíèå àáñòðàêöèè è ïðèìåíå-
íèÿ òèïîâ. Âî-âòîðûõ, îíî ïîêàçûâàåò, ÷òî, êàê è ÷èñòîå áåñòèïîâîå ëÿìáäà-
èñ÷èñëåíèå, Ñèñòåìà F ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèòåëüíî âåñüìà áîãàòûì ÿçûêîì â òîì
ñìûñëå, ÷òî ÷èñòàÿ ñèñòåìà ñïîñîáíà âûðàçèòü øèðîêèé ñïåêòð ñòðóêòóð äàí-
íûõ è óïðàâëåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìû ðàçðàáîòàåì ïîëíîöåííûé ÿçûê
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò Ñèñòåìà F, òî âñå ýòè ñòðóêòó-
ðû ìîæíî äîáàâèòü â íåãî êàê ïðèìèòèâû (èç ñîîáðàæåíèé ýôôåêòèâíîñòè, à
òàêæå äëÿ òîãî, ÷òîáû ñíàáäèòü èõ áîëåå óäîáíûì êîíêðåòíûì ñèíòàêñèñîì),
íå íàðóøèâ ïðè ýòîì îñíîâíûå ñâîéñòâà áàçîâîãî ÿçûêà. Ðàçóìååòñÿ, äëÿ âñåõ
èíòåðåñíûõ âûñîêîóðîâíåâûõ ÿçûêîâûõ êîíñòðóêöèé ýòî íå òàê. Íàïðèìåð,
äîáàâëåíèå ññûëîê (references) â Ñèñòåìó F, êàê ìû ýòî ñäåëàëè äëÿ λÑ â
ãëàâå 13, âëå÷åò çà ñîáîé ñóùåñòâåííîå èçìåíåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ïðèðîäû èñ÷èñëåíèÿ.

Íà÷íåì ñ ×¼ð÷åâûõ áóëåâñêèõ çíà÷åíèé. Íàïîìíèì, ÷òî â áåñòèïîâîì
ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèè ìû ïðåäñòàâëÿëè áóëåâñêèå êîíñòàíòû true è false â âè-
äå ëÿìáäà-òåðìîâ tru è fls:

tru = λt. λf. t;

fls = λt. λf. f;
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Êàæäûé èç ýòèõ òåðìîâ ïðèíèìàåò äâà àðãóìåíòà, è âîçâðàùàåò îäèí èç íèõ.
Åñëè ìû õîòèì ïðèñâîèòü tru è fls îáùèé òèï, íàì íóæíî ïðåäïîëîæèòü,
÷òî îáà àðãóìåíòà èìåþò îäèí è òîò æå òèï (ïîñêîëüêó âûçûâàþùàÿ ïðîöå-
äóðà íå çíàåò, èìååò ëè îíà äåëî ñ tru èëè ñ fls), íî ýòîò òèï ìîæåò áûòü
êàêèì óãîäíî (ïîñêîëüêó tru è fls ñî ñâîèìè àðãóìåíòàìè íè÷åãî íå äåëàþò,
à òîëüêî âîçâðàùàþò îäèí èç íèõ). Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó
òèïó äëÿ tru è fls:

CBool = @X.X ÑX Ñ X

Òåðìû tru è fls â Ñèñòåìå F ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ àí-
íîòàöèé òèïà ê âûøåïðèâåäåííûì áåñòèïîâûì âåðñèÿì:

tru = λX. λt:X. λf:X. t;

� tru : CBool

fls = λX. λt:X. λf:X. f;

� fls : CBool

Ñòàíäàðòíûå áóëåâñêèå îïåðàöèè, òàêèå êàê not, ìîæíî âûðàçèòü, ïîðîæäàÿ
íîâîå áóëåâñêîå çíà÷åíèå, êîòîðîå ïðè ïîìîùè èìåþùåãîñÿ ðåøàåò, êîòîðûé
èç àðãóìåíòîâ òðåáóåòñÿ âåðíóòü:

not = λb:CBool. λX. λt:X. λf:X. b [X] f t;

� not : CBool Ñ CBool

Óïðàæíåíèå 23.4.5 rÐåêîìåíäóåòñÿ,�s: Íàïèøèòå òåðì, ïðèíèìàþùèé
äâà àðãóìåíòà òèïà CBool è âîçâðàùàþùèé èõ êîíúþíêöèþ (îïåðàòîð and).

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îáðàùàòüñÿ è ñ ÷èñëàìè. ×èñëà ×¼ð÷à (Church
numerals), ââåäåííûå â �5.2, êîäèðóþò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n â âèäå ôóíêöèè,
êîòîðàÿ ïðèíèìàåò äâà àðãóìåíòà, s è z, è n ðàç ïðèìåíÿåò s ê z:

c0 = λs. λz. z;

c1 = λs. λz. s z;

c2 = λs. λz. s (s z);

c3 = λs. λz. s (s (s z));

Ïîíÿòíî, ÷òî àðãóìåíò z äîëæåí èìåòü òîò æå òèï, ÷òî è îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
s, è ÷òî ðåçóëüòàò s äîëæåí ñíîâà èìåòü òîò æå ñàìûé òèï. Ýòî ïðèâîäèò íàñ
ê ñëåäóþùåìó òèïó ÷èñåë ×¼ð÷à äëÿ Ñèñòåìû F:

CNat = @X. (X ÑX) Ñ X Ñ X;

Ýëåìåíòû ýòîãî òèïà ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì äîáàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ àííî-
òàöèé ê áåñòèïîâûì ÷èñëàì ×¼ð÷à:

c0 = λX. λs:X ÑX. λz:X. z;

� c0 : CNat
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c1 = λX. λs:X ÑX. λz:X. s z;

� c1 : CNat

c2 = λX. λs:X ÑX. λz:X. s (s z);

� c2 : CNat

Òèïèçèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ-ïîñëåäîâàòåëü äëÿ ÷èñåë ×¼ð÷à îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

csucc = λn:CNat. λX. λs:X ÑX. λz:X. s (n [X] s z);

� csucc : CNat Ñ CNat

Òî åñòü, csucc âîçâðàùàåò ýëåìåíò òèïà CNat, êîòîðûé, ïîëó÷àÿ s è z, n ðàç
ïðèìåíÿåò s ê z (ïóòåì âûçîâà n ñ àðãóìåíòàìè s è z), à çàòåì ïðèìåíÿåò
s åùå ðàç. Ïîäîáíûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü è äðóãèå àðèôìåòè÷åñêèå
îïåðàöèè. Íàïðèìåð, ñëîæåíèå ìîæíî îïðåäåëèòü ëèáî ÷åðåç csucc:

cplus = λm:CNat. λn:CNat. m [CNat] csucc n;

� cplus : CNat Ñ CNat Ñ CNat

ëèáî áîëåå ïðÿìûì îáðàçîì:

cplus = λm:CNat. λn:CNat. λX. λs:X ÑX. λz:X. m [X] s (n [X] s z);

� cplus : CNat Ñ CNat Ñ CNat

Åñëè â íàøåì ÿçûêå ïðèñóòñòâóþò òàêæå ÷èñëà â âèäå ïðèìèòèâîâ (ðèñ. 8.2),
òî ìû ìîæåì ïðåîáðàçîâûâàòü ÷èñëà ×¼ð÷à â îáûêíîâåííûå ñ ïîìîùüþ ñëå-
äóþùåé ôóíêöèè:

cnat2nat = λm:CNat. m [Nat] (λx:Nat. succ(x)) 0;

� cnat2nat : CNat Ñ Nat

Îíà ïîçâîëÿåò óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî íàøè îïåðàöèè íàä ÷èñëàìè ×¼ð÷à äåé-
ñòâèòåëüíî âû÷èñëÿþò òðåáóåìûå àðèôìåòè÷åñêèå ôóíêöèè:

cnat2nat (cplus (csucc c0) (csucc (csucc c0)));

� 3 : Nat

Óïðàæíåíèå 23.4.6 rÐåêîìåíäóåòñÿ,��s: Íàïèøèòå ôóíêöèþ iszero, êî-
òîðàÿ áóäåò âîçâðàùàòü tru, áóäó÷è ïðèìåíåíà ê ÷èñëó ×¼ð÷à c0, è fls â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Óïðàæíåíèå 23.4.7 r��Ûs: Óáåäèòåñü â òîì, ÷òî òåðìû

ctimes = λm:CNat. λn:CNat. λX. λs:X ÑX. n [X] (m [X] s);

� ctimes : CNat Ñ CNat Ñ CNat

cexp = λm:CNat. λn:CNat. λX. n [X ÑX] (m [X]);

� cexp: CNat Ñ CNat Ñ CNat
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èìåþò óêàçàííûå òèïû. Íåôîðìàëüíî îáúÿñíèòå, êàê îíè ðåàëèçóþò àðèô-
ìåòè÷åñêîå óìíîæåíèå è âîçâåäåíèå â ñòåïåíü.

Óïðàæíåíèå 23.4.8 rÐåêîìåíäóåòñÿ,��s: Ïîêàæèòå, ÷òî òèï

PairNat = @X. (CNat ÑCNat Ñ X) Ñ X;

ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïàð ÷èñåë, íàïèñàâ ôóíêöèè

pairNat : CNat Ñ CNat Ñ PairNat;

fstNat : PairNat Ñ CNat;

sndNat : PairNat Ñ CNat;

äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýëåìåíòà ýòîãî òèïà èç ïàðû ÷èñåë, à òàêæå äëÿ äîñòóïà
ê ïåðâîé è âòîðîé êîìïîíåíòå òàêîé ïàðû.

Óïðàæíåíèå 23.4.9 rÐåêîìåíäóåòñÿ,� � �s: Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé, îïðå-
äåëåííûõ â óïð. 23.4.8, íàïèøèòå ôóíêöèþ pred, âû÷èñëÿþùóþ ïðåäøå-
ñòâåííèê ÷èñëà ×¼ð÷à (è âîçâðàùàþùóþ 0, åñëè 0 ïîäàí íà âõîä). Ïîäñêàç-
êà: îñíîâíàÿ èäåÿ ïðèâåäåíà â ïðèìåðå èç �5.2. Îïðåäåëèòå ôóíêöèþ f :

PairNatÑPairNat, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò ïàðó pi, jq â pi�1, iq � òî åñòü, îòáðà-
ñûâàåò âòîðîé êîìïîíåíò ñâîåãî àðãóìåíòà, êîïèðóåò ïåðâûé êîìïîíåíò
âî âòîðîé, è óâåëè÷èâàåò ïåðâûé. Òîãäà n ïðèìåíåíèé f ê íà÷àëüíîé ïàðå
p0, 0q äàäóò íàì ïàðó pn, n� 1q, îòêóäà ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ïðåäøåñòâåí-
íèêà n, âçÿâ âòîðîé êîìïîíåíò.

Óïðàæíåíèå 23.4.10 r���s: Âîò åùå îäèí ñïîñîá ïîëó÷èòü ïðåäøåñòâåííèê
÷èñëà ×¼ð÷à. Ïóñòü k îáîçíà÷àåò áåñòèïîâûé ëÿìáäà-òåðì λx. λy. x, à i

îáîçíà÷àåò λx. x. Áåñòèïîâûé ëÿìáäà-òåðì

vpred = λn. λs. λz. n (λp. λq. q (p s)) (k z) i

(èç ñòàòüè Áàðåíäðåãòà (Barendregt, 1992), ñî ññûëêîé íà É. Âåëüìàíñà) âû-
÷èñëÿåò ïðåäøåñòâåííèê äàííîãî áåñòèïîâîãî ÷èñëà ×¼ð÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî
ýòîò òåðì ìîæíî òèïèçèðîâàòü â Ñèñòåìå F, äîáàâëÿÿ ïî íåîáõîäèìîñòè
àáñòðàêöèè è ïðèìåíåíèÿ òèïîâ, à òàêæå ïîìå÷àÿ ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå â
áåñòèïîâîì òåðìå ñîîòâåòñòâóþùèìè òèïàìè. Äîïîëíèòåëüíûå î÷êè íà-
áåðåò òîò, êòî îáúÿñíèò, êàê ýòîò òåðì äåéñòâóåò!

Êîäèðîâàíèå ñïèñêîâ

Â êà÷åñòâå ïîñëåäíåãî ïðèìåðà ðàñïðîñòðàíèì êîäèðîâàíèå ÷èñåë ïî ×¼ð-
÷ó íà ñëó÷àé ñïèñêîâ. Ýòîò ïðèìåð äåìîíñòðèðóåò èçÿùåñòâî è ìîùü Ñèñòåìû
F, ïîñêîëüêó ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå ïðèìåðû ïðîãðàìì èç ïðåäûäóùåãî ïîäðàç-
äåëà, êàñàþùèåñÿ ïîëèìîðôíîé îáðàáîòêè ñïèñêîâ, âûðàçèìû â ÷èñòîì ÿçû-
êå. (Óäîáñòâà ðàäè, ìû ïîðîæäàåì ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè îáùåãî âèäà ÷åðåç
êîíñòðóêöèþ fix, îäíàêî â ñóùíîñòè, òå æå ïîñòðîåíèÿ ìîãóò ðàáîòàòü è áåç
íåå. Ñì. óïðàæíåíèÿ 23.4.11 è 23.4.12.)

Â óïðàæíåíèè 5.2.8 ìû óáåäèëèñü, ÷òî â áåñòèïîâîì ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèè
ñïèñêè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïðè ïîìîùè ïðèåìîâ, î÷åíü áëèçêèõ òåì, êîòî-
ðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè êîäèðîâàíèè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Â ñóùíîñòè, ÷èñëî
â åäèíè÷íîé çàïèñè ïîäîáíî ñïèñêó èç íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ, òî÷íàÿ ïðèðîäà
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êîòîðûõ íåñóùåñòâåííà. Îáîáùàÿ ýòó èäåþ íà ýëåìåíòû ïðîèçâîëüíîãî òèïà,
ìû ïîëó÷àåì ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ ñïèñêîâ ïî ×¼ð÷ó, â êîòîðîì ñïèñîê ñ ýëå-
ìåíòàìè x, y è z ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ, ïîëó÷àÿ ôóíêöèþ f è
íà÷àëüíîå çíà÷åíèå v, âû÷èñëÿåò f x (f y (f z v)). Â òåðìèíîëîãèè OCaml,
ñïèñîê ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñâîåé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè fold_right.

Òèï List X ñïèñêîâ ñ ýëåìåíòàìè òèïà X îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

List X = @R. (X ÑR Ñ R) Ñ R Ñ R;

Çíà÷åíèå nil â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè çàïèñàòü íåñëîæíî:1

nil = λX. (λR. λc:X ÑR ÑR. λn:R. n) as List X;

� nil : @X. List X

Îïåðàöèè cons è isnil òàêæå íå ïðåäñòàâëÿþò òðóäà:

cons = λX. λhd:X. λtl:List X.

(λR. λc:X ÑR ÑR. λn:R. c hd (tl [R] c n)) as List X;

� cons : @X. X ÑList X Ñ List X

isnil = λX. λl:List X. l [Bool] (λhd:X. λtl:Bool. false) true;

� isnil : @X. List X ÑBool

Îïåðàöèÿ head òðåáóåò íåñêîëüêî áîëüøèõ óñèëèé. Ïåðâàÿ ñëîæíîñòü ñîñòî-
èò â âîïðîñå, ÷òî äåëàòü ñ ãîëîâîé ïóñòîãî ñïèñêà. Íà ýòîò âîïðîñ ìû ìîæåì
îòâåòèòü, âñïîìíèâ, ÷òî ïðè íàëè÷èè â ÿçûêå îïåðàòîðà íåïîäâèæíîé òî÷-
êè îáùåãî âèäà ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî ïîñòðîèòü âûðàæåíèå ëþáîãî òèïà.
Íà ñàìîì äåëå, ñ ïîìîùüþ àáñòðàêöèè òèïîâ ìû ìîæåì ïîéòè åùå äàëüøå
è íàïèñàòü åäèíóþ îáîáùåííóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ, ïîëó÷àÿ òèï X, âûäàåò
ôóíêöèþ èç Unit â X, çàöèêëèâàþùóþñÿ ïðè ïðèìåíåíèè ê unit.

diverge = λX. λ_:Unit. fix (λx:X. x);

� diverge : @X. Unit ÑX

Òåïåðü ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü diverge[X] unit â êà÷åñòâå ¾ðåçóëüòàòà¿
âû÷èñëåíèÿ head [X] nil.

head = λX. λl:List X. l [X] (λhd:X. λtl:X. hd) (diverge [X] unit);

� head : @X. List X ÑX

Ê ñîæàëåíèþ, ýòî îïðåäåëåíèå � åùå íå âïîëíå òî, ÷òî íàì íóæíî: ôóíê-
öèÿ íå çàâåðøàåòñÿ íèêîãäà, äàæå áóäó÷è ïðèìåíåííîé ê íåïóñòûì ñïèñêàì.
×òîáû ïîëó÷èòü òðåáóåìîå ïîâåäåíèå, íóæíî íåñêîëüêî èçìåíèòü ôóíêöèþ
òàê, ÷òîáû diverge [X] íå ïîëó÷àëà ñâîé àðãóìåíò òèïà Unit, âûñòóïàÿ â êà-
÷åñòâå àðãóìåíòà l. Ðàäè ýòîãî ìû óáèðàåì àðãóìåíò unit è ñîîòâåòñòâóþùèì
îáðàçîì èçìåíÿåì òèï ïåðâîãî àðãóìåíòà l:

1Àííîòàöèÿ as ïîìîãàåò ïðîãðàììå ïðîâåðêè òèïîâ âûâåñòè òèï nil â ÷èòàåìîì âèäå.
Êàê ìû âèäåëè â �11.4, âñå ïðîãðàììû ïðîâåðêè òèïîâ èç ýòîé êíèãè ïåðåä ïå÷àòüþ òèïà
ïðîâîäÿò ïðîñòóþ îïåðàöèþ ¾ñõëîïûâàíèÿ¿ ñîêðàùåíèé. Îäíàêî ôóíêöèÿ ñõëîïûâàíèÿ
íåäîñòàòî÷íî óìíà, ÷òîáû ñïðàâèòüñÿ ñ òàêèìè ¾ïàðàìåòðè÷åñêèìè ñîêðàùåíèÿìè¿, êàê
List.
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head =

λX. λl: List X.

(l [Unit Ñ X] (λhd:X. λtl:Unit ÑX. λ_:Unit. hd) (diverge [X]))

unit;

� head : @X. List X ÑX

Òî åñòü, l ïðèìåíÿåòñÿ ê ôóíêöèè òèïà XÑ(UnitÑX)Ñ(UnitÑX) è ê áàçî-
âîìó çíà÷åíèþ òèïà UnitÑX. Â ñëó÷àå, êîãäà l ñîîòâåòñòâóåò ïóñòîìó ñïèñ-
êó, ðåçóëüòàòîì áóäåò diverge [X]; îäíàêî êîãäà l ñîîòâåòñòâóåò íåïóñòîìó
ñïèñêó, ðåçóëüòàòîì áóäåò ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò unit è âîçâðàùàåò
ãîëîâíîé ýëåìåíò l. Ðåçóëüòàò l â êîíöå ïðèìåíÿåòñÿ ê unit, è òàêèì îáðà-
çîì èçâëåêàåòñÿ íàñòîÿùàÿ ãîëîâà ñïèñêà, èìåþùàÿ íóæíûé íàì òèï (èëè,
åñëè íàì íå ïîâåçëî, âû÷èñëåíèå çàöèêëèâàåòñÿ). Òàêèì îáðàçîì, ó head îêà-
çûâàåòñÿ íóæíûé íàì òèï.

Â ñëó÷àå ôóíêöèè tail ìû èñïîëüçóåì ñîêðàùåíèå Pair X Y (îáîáùàþùåå
òèï PairNat èç Óïðàæíåíèÿ 23.4.8) è ñ åãî ïîìîùüþ ñòðîèì êîäèðîâàíèå ïî
×¼ð÷ó ïàð, ó êîòîðûõ ïåðâûé ýëåìåíò èìååò òèï X, à âòîðîé � òèï Y:

Pair X Y = @R. (X ÑY Ñ R) Ñ R;

Îïåðàöèè íàä ïàðàìè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè îáîáùåíèÿìè âûøåïðèâåäåííûõ
îïåðàöèé íàä òèïîì PairNat:

� pair : @X. @Y. X ÑY ÑPair X Y

fst : @X. @Y. Pair X Y ÑX

snd : @X. @Y. Pair X Y ÑY

Òåïåðü ôóíêöèÿ tail ïèøåòñÿ òàê:

tail =

λX. λl: List X.

(fst [List X] [List X] (

l [Pair (List X) (List X)]

(λhd: X. λtl: Pair (List X) (List X).

pair [List X] [List X]

(snd [List X] [List X] tl)

(cons [X] hd (snd [List X] [List X] tl)))

(pair [List X] [List X] (nil [X]) (nil [X]))));

� tail : @X. List X ÑList X

Óïðàæíåíèå 23.4.11 r��s: Ñòðîãî ãîâîðÿ, â ïðèìåðàõ èç ýòîãî ïîäðàçäåëà
èñïîëüçóåòñÿ íå ÷èñòàÿ Ñèñòåìà F, ïîñêîëüêó äëÿ ïîðîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ,
¾âîçâðàùàåìîãî¿, êîãäà head ïðèìåíÿåòñÿ ê ïóñòîìó ñïèñêó, ìû èñïîëü-
çîâàëè fix. Íàïèøèòå àëüòåðíàòèâíóþ âåðñèþ head, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò
äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð è âîçâðàùàåò åãî (âìåñòî çàöèêëèâàíèÿ), åñëè
ñïèñîê íà âõîäå îêàçûâàåòñÿ ïóñòûì.

Óïðàæíåíèå 23.4.12 rÐåêîìåíäóåòñÿ,���s: Íàïèøèòå íà ÿçûêå ÷èñòîé
Ñèñòåìû F (áåç èñïîëüçîâàíèÿ fix) ôóíêöèþ insert, èìåþùóþ òèï

@X. (X ÑX Ñ Bool) Ñ List X Ñ X Ñ List X
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êîòîðàÿ ïðèíèìàåò ôóíêöèþ ñðàâíåíèÿ, îòñîðòèðîâàííûé ñïèñîê, è íîâûé
ýëåìåíò. Îíà äîëæíà âñòàâèòü ýëåìåíò â ñïèñîê íà ïîäõîäÿùåå åìó ìå-
ñòî (ò. å. âñëåä çà âñåìè ýëåìåíòàìè, ìåíüøèìè åãî ñàìîãî). Ïðè ïîìîùè
insert íàïèøèòå ôóíêöèþ ñîðòèðîâêè äëÿ ñïèñêîâ íà ÿçûêå ÷èñòîé Ñèñòå-
ìû F.

23.5. Îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ôóíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà Ñèñòåìû F âåñüìà áëèçêè ê ñâîéñòâàì ïðîñòî-
ãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì
î ñîõðàíåíèè òèïîâ è î ïðîäâèæåíèè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ðàñøèðåíèÿìè äî-
êàçàòåëüñòâà òåõ æå òåîðåì èç ãëàâû 9.

Òåîðåìà 23.5.1 rÑîõðàíåíèås: Åñëè Γ $ t : T è tÑ t', òî Γ $ t' : T.
Äîêàçàòåëüñòâî: Óïðàæíåíèå rÐåêîìåíäóåòñÿ,���s.

Òåîðåìà 23.5.2 rÏðîäâèæåíèås: Åñëè èìååòñÿ çàìêíóòûé ïðàâèëüíî òè-
ïèçèðîâàííûé òåðì t, òî t ëèáî ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì, ëèáî ñóùåñòâóåò
íåêîòîðûé òåðì t' òàêîé, ÷òî tÑ t'.
Äîêàçàòåëüñòâî: Óïðàæíåíèå rÐåêîìåíäóåòñÿ,���s.

Êðîìå òîãî, Ñèñòåìà F, ïîäîáíî λÑ, îáëàäàåò ñâîéñòâîì íîðìàëèçàöèè
(normalization) � âû÷èñëåíèå âñÿêîé ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííîé ïðîãðàììû
çàâåðøàåòñÿ.2 Â îòëè÷èå îò ïðèâåäåííûõ âûøå òåîðåì î òèïîâîé áåçîïàñíî-
ñòè, äîêàçàòåëüñòâî íîðìàëèçàöèè âåñüìà ñëîæíî (â ñóùíîñòè, óäèâèòåëüíî
óæå òî, ÷òî ýòî ñâîéñòâî âîîáùå èìååòñÿ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ÷èñòîì ÿçûêå ìîæíî
çàêîäèðîâàòü òàêèå âåùè, êàê ôóíêöèè ñîðòèðîâêè (ñì. óïðàæíåíèå 23.4.12)
áåç îáðàùåíèÿ ê fix). Ýòî äîêàçàòåëüñòâî, îñíîâàííîå íà îáîáùåíèè ìåòî-
äà, ïðåäñòàâëåííîãî íàìè â ãëàâå 12, áûëî îäíèì èç îñíîâíûõ äîñòèæåíèé
äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè Æèðàðà (Girard, 1972; ñì. òàêæå Girard, Lafont, and
Taylor, 1989). Ñ òåõ ïîð åãî ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà áûë ïðîàíàëèçèðîâàí è
ïåðåðàáîòàí ìíîãèìè äðóãèìè èññëåäîâàòåëÿìè (ñì. Gallier, 1990).

Òåîðåìà 23.5.3 rÍîðìàëèçàöèÿs: Ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûå òåðìû Ñè-
ñòåìû F ÿâëÿþòñÿ íîðìàëèçóþùèìè.

23.6. Ñòèðàíèå, òèïèçèðóåìîñòü è ðåêîíñòðóê-

öèÿ òèïîâ

Êàê è â ñëó÷àå λÑ â �9.5, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ôóíêöèþ ñòèðàíèÿ òè-
ïîâ (type erasure), êîòîðàÿ ïåðåâîäèò òåðìû Ñèñòåìû F â òåðìû áåñòèïîâîãî

2Íà ñàìîì äåëå, âàðèàíòû Ñèñòåìû F ñ ìåíåå ñòðîãîé îïåðàöèîííîé ñåìàíòèêîé íà îñíî-
âå ïîëíîé áåòà-ðåäóêöèè îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñèëüíîé íîðìàëèçàöèè (strong normalization):
ãàðàíòèðóåòñÿ çàâåðøåíèå ëþáîãî ïóòè íîðìàëèçàöèè, íà÷èíàþùåãîñÿ ñ ïðàâèëüíî òèïè-
çèðîâàííîãî òåðìà.
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ëÿìáäà èñ÷èñëåíèÿ, îòáðàñûâàÿ àííîòàöèè òèïîâ (âêëþ÷àÿ âñå àáñòðàêöèè
òèïîâ è ïðèìåíåíèÿ òèïîâ):

erasepxq � x

erasepλx:T1.t2q � λx.erasept2q
erasept1 t2q � erasept1q erasept2q
erasepλX.t2q � erasept2q
erasept1 [T2]q � erasept1q

Òåðì m áåñòèïîâîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ íàçûâàåòñÿ òèïèçèðóåìûì (typable)
â Ñèñòåìå F, åñëè ñóùåñòâóåò êàêîé-ëèáî ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûé òåðì
t, òàêîé, ÷òî eraseptq � m. Çàäà÷à ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ (type reconstruction)
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû, èìåÿ áåñòèïîâûé òåðì m, ñêàçàòü, ìîæåì ëè ìû îòûñêàòü
íåêîòîðûé ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûé òåðì, äàþùèé ïðè ñòèðàíèè m.

Ðåêîíñòðóêöèÿ òèïîâ äëÿ Ñèñòåìû F áûëà îäíîé èç ñàìûõ äîëãîæèâóùèõ
íåðåøåííûõ ïðîáëåì â îáëàñòè èññëåäîâàíèé ïî ÿçûêàì ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Âîïðîñ îñòàâàëñÿ îòêðûòûì ñ íà÷àëà 70-õ äî òåõ ïîð, ïîêà Óýëëñ íå îòâåòèë
íà íåãî îòðèöàòåëüíî â íà÷àëå 90-õ ãîäîâ.

Òåîðåìà 23.6.1 rÓýëëñ (Wells, 1994)s: Äëÿ äàííîãî çàìêíóòîãî òåðìà m

â áåñòèïîâîì ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèè çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè ïðàâèëüíî òèïè-
çèðîâàííîãî òåðìà t Ñèñòåìû F, òàêîãî, ÷òî eraseptq � m, íåðàçðåøèìà.

Èçâåñòíî, ÷òî íå òîëüêî ðåêîíñòðóêöèÿ òèïîâ ñàìà ïî ñåáå, íî è íåêîòî-
ðûå åå ÷àñòè÷íûå ôîðìû â Ñèñòåìå F íåðàçðåøèìû. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð,
ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ¾÷àñòè÷íîãî ñòèðàíèÿ¿, êîòîðîå ñîõðàíÿåò âñå àííîòà-
öèè òèïîâ, êðîìå (âîçìîæíî) àðãóìåíòîâ ê ïðèìåíåíèÿì òèïîâ. Çàìåòèì, ÷òî
ìåñòîïîëîæåíèå ïðèìåíåíèé òèïîâ îòìå÷àåòñÿ â ÷àñòè÷íî ñòåðòûõ òåðìàõ
ïóñòûìè êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè.

x Ì x
t2 Ì t12

λx:T1. t2 Ì λx:T1. t12

t1 Ì t11 t2 Ì t12

t1 t2 Ì t11 t12
t2 Ì t12

λX.t2 Ì λX.t12

t1 Ì t11

t1 [T2] Ì t11 [T2]

t1 Ì t11

t1 [T2] Ì t11 []

Òåîðåìà 23.6.2 rÏôåííèíã (Pfenning, 1993a)s: Äëÿ äàííîãî òåðìà s çàäà-
÷à î ñóùåñòâîâàíèè ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííîãî òåðìà t Ñèñòåìû F, òàêî-
ãî, ÷òî t Ì s, íåðàçðåøèìà.

Îñíîâûâàÿñü íà áîëåå ðàííèõ íàáëþäåíèÿõ Á¼ìà (Boehm, 1985, 1989),
Ïôåííèíã ïîêàçàë, ÷òî òàêàÿ ôîðìà ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ ñòîëü æå ñëîæíà,
êàê óíèôèêàöèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ, ïðî êîòîðóþ óæå áûëî èçâåñòíî, ÷òî îíà
íåðàçðåøèìà. Èíòåðåñíî, ÷òî ýòîò îòðèöàòåëüíûé ðåçóëüòàò ïðÿìî ïðèâåë ê
ñîçäàíèþ ïîëåçíîãî ìåòîäà ÷àñòè÷íîé ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ (Pfenning, 1988,
1993a), îñíîâàííîãî íà ðàííèõ ðàáîòàõ Þý ïî ýôôåêòèâíûì ïîëóàëãîðèòìàì
äëÿ óíèôèêàöèè âûñøèõ ïîðÿäêîâ (Huet, 1975). Ñðåäè äàëüíåéøèõ óëó÷øå-
íèé â ýòîì íàïðàâëåíèè èññëåäîâàíèé � áîëåå òîíêèé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ
îãðàíè÷åíèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ (Dowek, Hardin, Kirchner, and Pfenning, 1996),
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èñêëþ÷àþùèé îïàñíîñòü íåçàâåðøåíèÿ àëãîðèòìà èëè ïîðîæäåíèÿ ìíîæå-
ñòâåííûõ ðåøåíèé. Èñïîëüçîâàíèå ðîäñòâåííûõ àëãîðèòìîâ â òàêèõ ÿçûêàõ,
êàê LEAP (Pfenning and Lee, 1991), Elf (Pfenning, 1989) è FX (O'Toole and
Gi�ord, 1989), ïîêàçàëî, ÷òî íà ïðàêòèêå îíè âåäóò ñåáÿ âïîëíå ïðèëè÷íî.

Äðóãîé ïîäõîä ê ÷àñòè÷íîé ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ îñíîâàí íà ñäåëàííîì
Ïåððè íàáëþäåíèè î òîì, ÷òî ýêçèñòåíöèàëüíûå òèïû ïåðâîãî êëàññà (ñì. ãëà-
âó 24) ñîâìåñòèìû ñ èñïîëüçóåìûì â ML ìåõàíèçìîì datatype (Perry, 1990);
ýòó èäåþ äàëüøå ðàçâèëè Ëîéôåð è Îäåðñêèé (L�aufer, 1992; L�aufer and
Odersky, 1994). Â ñóùíîñòè, êîíñòðóêòîðû è äåñòðóêòîðû datatype ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ÿâíûå àííîòàöèè òèïà, êîòîðûå óêàçûâàþò ìåñòà, ãäå òðå-
áóåòñÿ óïàêîâûâàòü è ðàñïàêîâûâàòü çíà÷åíèÿ òèïîâ-íåïåðåñåêàþùèõñÿ îáú-
åäèíåíèé, ãäå íóæíî ñâîðà÷èâàòü è ðàçâîðà÷èâàòü ðåêóðñèâíûå òèïû, à òàê-
æå, åñëè äîáàâëåíû ýêçèñòåíöèàëüíûå òèïû, ãäå òðåáóåòñÿ âåñòè èõ óïàêîâêó
è ðàñïàêîâêó. Ðåìè (R�emy, 1994) óäàëîñü ðàñïðîñòðàíèòü ýòó èäåþ íà (èì-
ïðåäèêàòèâíûå) óíèâåðñàëüíûå òèïû ïåðâîãî êëàññà. Íåäàâíåå ïðåäëîæåíèå
Îäåðñêîãî è Ëîéôåðà (Odersky and L�aufer, 1996), êîòîðîå ðàçâèëè äàëåå Ãàð-
ðèã è Ðåìè (Garrigue and R�emy, 1997), ñòðîèò êîíñåðâàòèâíîå ðàñøèðåíèå
ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ â ñòèëå ML, ïîçâîëÿÿ ïðîãðàììèñòàì ÿâíî óêàçûâàòü
òèïû àðãóìåíòîâ ôóíêöèé, è ýòè àííîòàöèè (â îòëè÷èå îò âûâîäèìûõ àâòîìà-
òè÷åñêè) ìîãóò ñîäåðæàòü óíèâåðñàëüíûå êâàíòîðû. Òàêèì îáðàçîì, ñóæàåòñÿ
ðàçðûâ ìåæäó ML è áîëåå ìîùíûìè èìïðåäèêàòèâíûìè ñèñòåìàìè. Ïðåèìó-
ùåñòâîì ýòîãî ñåìåéñòâà ïîäõîäîâ ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïðîñòîòà è èçÿù-
íàÿ èíòåãðàöèÿ ñ ïîëèìîðôèçìîì ÿçûêà ML.

Ïðàãìàòè÷åñêèé ïîäõîä ê ÷àñòè÷íîé ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ äëÿ ñèñòåì, îä-
íîâðåìåííî âêëþ÷àþùèõ ïîäòèïû è èìïðåäèêàòèâíûé ïîëèìîðôèçì, íàçû-
âàåòñÿ ëîêàëüíûì âûâîäîì òèïîâ (local type inference) (èëè ëîêàëüíîé ðå-
êîíñòðóêöèåé òèïîâ, local type reconstruction). Îí áûë ïðåäëîæåí Ïèðñîì è
Ò¼ðíåðîì (Pierce and Turner, 1998; ñì. òàêæå Pierce and Turner, 1997; Hosoya
and Pierce, 1999). Ëîêàëüíûé âûâîä òèïîâ ïðèñóòñòâóåò òàêæå â íåêîòîðûõ ñî-
âðåìåííûõ ÿçûêîâûõ ïðîåêòàõ, âêëþ÷àÿ GJ (Bracha, Odersky, Stoutamire, and
Wadler, 1998) è Funnel (Odersky and Zenger, 2001). Â ïîñëåäíåì ââîäèòñÿ áîëåå
ìîùíàÿ ôîðìà âûâîäà, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ îêðàøåííûì ëîêàëüíûì âûâîäîì
òèïîâ (colored local type inference) (Odersky, Zenger, and Zenger, 2001).

Áîëåå ïðîñòîé, íî ìåíåå ïðåäñêàçóåìûé àëãîðèòì æàäíîãî âûâîäà òèïîâ
(greedy type inference) áûë ïðåäëîæåí Êàðäåëëè (Cardelli, 1993); ïîäîáíûå àë-
ãîðèòìû òàêæå èñïîëüçóþòñÿ â ïðîãðàììàõ ïðîâåðêè äîêàçàòåëüñòâ äëÿ òåî-
ðèé ñ çàâèñèìûìè òèïàìè, íàïðèìåð, Nuprl (Howe, 1988) è Lego (Pollack, 1990).
Çäåñü èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ëþáàÿ àííîòàöèÿ òèïà ìîæåò áûòü îïóùåíà ïðî-
ãðàììèñòîì: äëÿ êàæäîãî òàêîãî ñëó÷àÿ ïðîöåäóðà ñèíòàêñè÷åñêîãî ðàçáîðà
ïîðîæäàåò íîâóþ ïåðåìåííóþ óíèôèêàöèè X. Ïðè ïðîâåðêå òèïîâ àëãîðèòìó
ïðîâåðêè ïîäòïèðîâàíèÿ ìîæíî çàäàòü âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëè íåêîòîðûé òèï S

ïîäòèïîì T, ïðè÷åì êàê S, òàê è T ìîãóò ñîäåðæàòü ïåðåìåííûå óíèôèêàöèè.
Ïðîâåðêà ïîäòèïèðîâàíèÿ âåäåòñÿ êàê îáû÷íî äî òåõ ïîð, ïîêà íå âîçíèêàåò
ïîäöåëü âèäà X <: T èëè T <: X. Â òàêîì ìåñòå X êîíêðåòèçèðóåòñÿ òèïîì T,
è òåêóùåå îãðàíè÷åíèå óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïðîñòåéøèì èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ.
Îäíàêî ïðèñâàèâàíèå ïåðåìåííîé X çíà÷åíèÿ T ìîæåò áûòü íåîïòèìàëüíûì
ðåøåíèåì, è ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê äàëüíåéøèì íåóäà÷íûì ïðîâåðêàì ïîä-
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òèïèðîâàíèÿ äëÿ òèïîâ, âêëþ÷àþùèõ X, ïðè òîì ÷òî äðóãîé âûáîð ìîã áû
ïðèâåñòè ê óñïåõó. Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå ýòîãî àëãîðèòìà íà ïðàêòèêå â ðå-
àëèçàöèè Êàðäåëëè è â ðàííåé âåðñèè ÿçûêà Pict (Pierce and Turner, 2000)
ïîêàçûâàåò, ÷òî æàäíûé âûáîð àëãîðèòìà ïî÷òè âñåãäà ïðàâèëåí. Îäíàêî â
ñëó÷àÿõ, êîãäà âûáîð îêàçûâàåòñÿ íåâåðíûì, ïîâåäåíèå æàäíîãî àëãîðèòìà
ìîæåò áûòü ñîâåðøåííî íåïîíÿòíûì äëÿ ïðîãðàììèñòà è ïðèâîäèòü ê òàèí-
ñòâåííûì ñîîáùåíèÿì îá îøèáêàõ äàëåêî îò òîãî ìåñòà, ãäå áûëà ñäåëàíà
íåîïòèìàëüíàÿ êîíêðåòèçàöèÿ.

Óïðàæíåíèå 23.6.3 r� � ��s: Èç ñâîéñòâà íîðìàëèçàöèè ñëåäóåò, ÷òî áåñ-
òèïîâûé òåðì omega = (λx. x x) (λy. y y) íå ìîæåò áûòü òèïèçèðîâàí
â Ñèñòåìå F, ïîñêîëüêó ðåäóêöèÿ omega íèêîãäà íå äîñòèãàåò íîðìàëüíîé
ôîðìû. Îäíàêî ìîæíî ïîëó÷èòü è áîëåå ïðÿìîå, ¾êîìáèíàòîðíîå¿ äîêàçà-
òåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, ðàññìàòðèâàÿ òîëüêî ïðàâèëà, îïðåäåëÿþùèå
îòíîøåíèå òèïèçàöèè.

1. Íàçîâåì òåðì Ñèñòåìû F íåçàùèùåííûì (exposed), åñëè ýòî ïåðåìåí-
íàÿ, àáñòðàêöèÿ λx:T.t èëè ïðèìåíåíèå t s (ò. å., åñëè òåðì íå ÿâëÿ-
åòñÿ àáñòðàêöèåé òèïà λX.t èëè ïðèìåíåíèåì òèïà t [S]).

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè òåðì t ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàí (â íåêîòîðîì êîí-
òåêñòå) è eraseptq � m, òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé íåçàùèùåííûé
òåðì s, òàêîé, ÷òî erasepsq � m, è s ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàí (âîç-
ìîæíî, â äðóãîì êîíòåêñòå).

2. Áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü λX.t, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü àáñòðàêöèé òèïà âèäà λX1...λXn.t. Àíàëîãè÷íî, áóäåì ïèñàòü t
[A], îáîçíà÷àÿ òàêèì îáðàçîì âëîæåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèìå-
íåíèé òèïà ((t [A1])...[An�1]) [An] è @X.T äëÿ âëîæåííîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ïîëèìîðôíûõ òèïîâ @X1...@Xn.T. Ñëåäóåò ó÷èòûâàòü,
÷òî ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîãóò áûòü ïóñòûìè. Íàïðèìåð, åñëè X

� ïóñòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òèïîâûõ ïåðåìåííûõ, òî @X.T � ïðî-
ñòî T.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè eraseptq � m è Γ $ t : T, òî ñóùåñòâóåò íåêîòî-
ðûé òåðì s âèäà λX. (u [A]) äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òè-
ïîâûõ ïåðåìåííûõ X, íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òèïîâ A è íåêî-
òîðîãî íåçàùèùåííîãî òåðìà u, äëÿ êîòîðûõ erasepsq � m è Γ $ s : T.

3. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè t � íåçàùèùåííûé òåðì òèïà T (â êîíòåêñòå Γ)
è eraseptq � m n, òî t èìååò âèä s u äëÿ íåêîòîðûõ òåðìîâ s è u,
òàêèõ, ÷òî erasepsq � m è erasepuq � n, è ïðè ýòîì Γ $ s : UÑT è
Γ $ u : U.

4. Äîïóñòèì, ÷òî x:T P Γ. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè Γ $ u : U è erasepuq �
x x, òî ëèáî

(a) T � @X.Xi, ãäå Xi P X, ëèáî

(b) T � @X1X2.T1 ÑT2, ãäå rX1X2 ÞÑ AsT1 � rX1 ÞÑ Bsp@Z.T1 ÑT2q äëÿ
íåêîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òèïîâ A è B, òàêèõ, ÷òî |A| �
|X1X2| è |B| � |X1|.
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5. Ïîêàæåì, ÷òî, åñëè erasepsq � λx.m è Γ $ s : S, òî S èìååò âèä
@X.S1 ÑS2 äëÿ íåêîòîðûõ X, S1 è S2.

6. Îïðåäåëÿåì ñàìûé ëåâûé ëèñò (leftmost leaf) òèïà T:

leftmost-leafpXq � X

leftmost-leafpSÑTq � leftmost-leafpSq
leftmost-leafp@X.Sq � leftmost-leafpSq.

Ïîêàæåì, ÷òî, åñëè rX1X2 ÞÑ Asp@Y.T1q � rX1 ÞÑ Bsp@Z.(@Y.T1)ÑT2q, òî
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ leftmost-leafpT1q � Xi äëÿ íåêîòîðîãî Xi P X1X2.

7. Ïîêàæåì, ÷òî òåðì omega íå òèïèçèðóåì â Ñèñòåìå F.

23.7. Ñòèðàíèå è ïîðÿäîê âû÷èñëåíèé

Îïåðàöèîííàÿ ñåìàíòèêà Ñèñòåìû F, îïðåäåëåííàÿ íà ðèñ. 23.1 � ýòî
ñåìàíòèêà ñ ïåðåäà÷åé òèïîâ (type-passing semantics): êîãäà ïîëèìîðôíàÿ
ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò àðãóìåíò-òèï, îí äåéñòâèòåëüíî ïîäñòàâëÿåòñÿ â òåëî
ôóíêöèè. Ðåàëèçàöèÿ Ñèñòåìû F â ãëàâå 25 èìåííî òàê è ïîñòóïàåò.

Â áîëåå ïðàêòè÷åñêîì èíòåðïðåòàòîðå èëè êîìïèëÿòîðå äëÿ ÿçûêà ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ, îñíîâàííîãî íà Ñèñòåìå F, òàêàÿ ìàíèïóëÿöèÿ òèïàìè âî
âðåìÿ èñïîëíåíèÿ ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñóùåñòâåííûì çàòðàòàì. Áîëåå òîãî,
íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî àííîòàöèè òèïîâ íå èãðàþò íèêàêîé ñóùåñòâåííîé
ðîëè âî âðåìÿ èñïîëíåíèÿ, â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðè èñïîëíåíèè íå ïðèíèìàåòñÿ
íèêàêèõ ðåøåíèé íà îñíîâå òèïîâ: ìîæíî âçÿòü ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííóþ
ïðîãðàììó, ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ïåðåïèñàòü åå àííîòàöèè òèïîâ, è ïîëó-
÷èòü íîâóþ ïðîãðàììó, êîòîðàÿ âåä¼ò ñåáÿ òî÷íî òàê æå. Ïîýòîìó ìíîãèå ïî-
ëèìîðôíûå ÿçûêè îñíîâàíû íà ñåìàíòèêå ñî ñòèðàíèåì òèïîâ (type-erasure
semantics), â êîòîðîé ïîñëå çàâåðøåíèÿ ôàçû ïðîâåðêè òèïîâ âñÿ òèïîâàÿ
èíôîðìàöèÿ óíè÷òîæàåòñÿ, è óæå ïîëó÷èâøèåñÿ áåñòèïîâûå òåðìû èíòåð-
ïðåòèðóþòñÿ ëèáî êîìïèëèðóþòñÿ â ìàøèííûé êîä.3

Îäíàêî â ïîëíîöåííîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â êîòîðîì åñòü êîíñòðóê-
öèè ñ ïîáî÷íûìè ýôôåêòàìè âðîäå èçìåíÿåìûõ ÿ÷ååê ïàìÿòè èëè èñêëþ÷å-
íèé, ôóíêöèÿ ñòèðàíèÿ òèïîâ òðåáóåò áîëåå òùàòåëüíîãî îïðåäåëåíèÿ, ÷åì
ôóíêöèÿ ïîëíîãî ñòèðàíèÿ èç �23.6. Íàïðèìåð, åñëè ìû äîïîëíèì Ñèñòåìó F
ïðèìèòèâîì error äëÿ ñèãíàëèçàöèè îá îøèáêàõ (�14.1), òî òåðì

let f = (λX.error) in 0;

äàåò ïðè âû÷èñëåíèè 0, ïîñêîëüêó λX.error � ñèíòàêñè÷åñêîå çíà÷åíèå, è
òåðì error â åãî òåëå íå ïîäëåæèò èñïîëíåíèþ. Îäíàêî, ïîëó÷àåìûé ïðè
ñòèðàíèè òåðì

let f = error in 0;

3Â íåêîòîðûõ ÿçûêàõ ðåàëèçàöèÿ ñ ïåðåäà÷åé òèïîâ äèêòóåòñÿ íàëè÷èåì êîíñòðóêöèé
âðîäå ïðèâåäåíèÿ òèïîâ (casts) (�15.5). Êàê ïðàâèëî, âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûå ðåàëèçàöèè
ýòèõ ÿçûêîâ ïûòàþòñÿ âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ñîõðàíÿòü ëèøü ìèíèìàëüíûå îñòàòêè èíôîð-
ìàöèè î òèïàõ, íàïðèìåð, ïåðåäàâàÿ òèïû òîëüêî â ïîëèìîðôíûå ôóíêöèè, â êîòîðûõ îíè
äåéñòâèòåëüíî ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû.
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ïðè ïîïûòêå åãî âû÷èñëåíèÿ âûçûâàåò èñêëþ÷åíèå.4 Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî àá-
ñòðàêöèè òèïîâ âñå-òàêè èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ñåìàíòè÷åñêóþ ðîëü, ïðåäîò-
âðàùàÿ âû÷èñëåíèå ïðè ñòðàòåãèè âûçîâà ïî çíà÷åíèþ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìî-
ãóò îòëîæèòü èëè ïðåäîòâðàòèòü âûïîëíåíèå ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé ñ ïî-
áî÷íûìè ýôôåêòàìè.

Ýòî ðàñõîæäåíèå ìîæíî óñòðàíèòü, åñëè ââåñòè íîâóþ ôîðìó ñòèðàíèÿ,
ïîäõîäÿùóþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñ âûçîâîì ïî çíà÷åíèþ. Â íîâîé ôîðìå àáñòðàê-
öèÿ òèïà äàåò ïðè ñòèðàíèè òåðì-àáñòðàêöèþ.

erasevpxq � x

erasevpλx:T1.t2q � λx.erasevpt2q
erasevpt1 t2q � erasevpt1q erasevpt2q
erasevpλX.t2q � λ_ .erasevpt2q
erasevpt1 [T2]q � erasevpt1q dummyv

ãäå dummyv � íåêîòîðîå ïðîèçâîëüíîå áåñòèïîâîå çíà÷åíèå, íàïðèìåð, unit.5

Êîððåêòíîñòü íîâîé ôóíêöèè ñòèðàíèÿ ïîäòâåðæäàåòñÿ íàáëþäåíèåì î òîì,
÷òî îíà ìîæåò ïðîâîäèòüñÿ â ëþáîì ïîðÿäêå îòíîñèòåëüíî áåñòèïîâîãî âû-
÷èñëåíèÿ.

Òåîðåìà 23.7.2 Åñëè erasevptq � u, òî ëèáî (1) êàê t, òàê è u ÿâëÿþòñÿ
íîðìàëüíûìè ôîðìàìè îòíîñèòåëüíî ñâîèõ ñîáñòâåííûõ îòíîøåíèé âû÷èñ-
ëåíèÿ, ëèáî (2) tÑ t', à uÑ u', ïðè÷åì erasevpt'q � u'.

23.8. Âàðèàíòû Ñèñòåìû F

Áëàãîäàðÿ ñâîåìó èçÿùåñòâó è ìîùè Ñèñòåìà F çàíèìàåò öåíòðàëüíîå ìå-
ñòî â òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ïîëèìîðôèçìà. Îäíàêî â ðàçðàáîòêå ÿçû-
êîâ ÷àñòî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïîòåðÿ ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ � ñëèøêîì äîðîãàÿ öåíà
çà ãèáêîñòü, êîòîðàÿ òàê ðåäêî èñïîëüçóåòñÿ â ïîëíóþ ìåðó. Îòñþäà âîçíè-
êàþò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ïîäìíîæåñòâ Ñèñòåìû F, äëÿ êîòîðûõ
çàäà÷à ðåêîíñòðóêöèè áîëåå ðåøàåìà.

Ñàìîå èçâåñòíîå èç íèõ � ïîëèìîðôèçì ÷åðåç let â ñòèëå ML (�22.7), êî-
òîðîå èíîãäà òàêæå íàçûâàåòñÿ ïðåíåêñ-ïîëèìîðôèçì (prenex-polymorphism),

4Ýòî ñâÿçàíî ñ óæå âñòðå÷àâøåéñÿ íàì ïðîáëåìîé íåêîððåêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ññûëîê
ñ ïîëèìîðôèçìîì ÷åðåç let â ñòèëå ML èç �22.7. Îáîáùåíèå (generalization) òåëà let â òîì
ïðèìåðå çäåñü ñîîòâåòñòâóåò ÿâíîé àáñòðàêöèè òèïà.

Óïðàæíåíèå 23.7.1 r��s: Ïåðåâåäèòå îïàñíûé ïðèìåð ñî ñ. 364 íà ÿçûê Ñèñòåìû F ñ äî-
áàâëåíèåì ññûëîê (ðèñ. 13.1).

5Â îòëè÷èå îò ýòîãî ðåøåíèÿ, îãðàíè÷åíèå íà çíà÷åíèÿ (value restriction), ââåäåííîå íà-
ìè â �22.7 äëÿ ñîõðàíåíèÿ êîððåêòíîñòè ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ â ñòèëå ML ïðè íàëè÷èè
ïîáî÷íûõ ýôôåêòîâ, ñòèðàåò àáñòðàêöèè òèïîâ: îáîáùåíèå òèïîâîé ïåðåìåííîé, â ñóùíî-
ñòè, ïðîòèâîïîëîæíî ñòèðàíèþ àáñòðàêöèè òèïà. Êîððåêòíîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ ïîòîìó, ÷òî
òàêèå îáîáùåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ðàçðåøåíû òîëüêî òàì, ãäå âûâîäèìàÿ àáñòðàêöèÿ òèïà áûëà
áû íåïîñðåäñòâåííî âëîæåíà â àáñòðàêöèþ òåðìà èëè äðóãîé êîíñòðóêòîð ñèíòàêñè÷åñêîãî
çíà÷åíèÿ, ïîñêîëüêó è òî, è äðóãîå òàêæå îñòàíàâëèâàåò âû÷èñëåíèå.
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ïîñêîëüêó åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âàðèàíò Ñèñòåìû F, â êîòîðîì òè-
ïîâûå ïåðåìåííûå èìåþò îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ òîëüêî òèïû áåç êâàíòîðîâ
(ìîíîòèïû, monotypes), à òèïû ñ êâàíòîðàìè (ïîëèòèïû, polytypes, èëè ñõå-
ìû òèïîâ, types schemas) íå ìîãóò îêàçàòüñÿ ñëåâà îò ñòðåëîê. Îñîáàÿ ðîëü
êîíñòðóêöèè let â ML çàòðóäíÿåò ôîðìàëüíîå âûðàæåíèå ýòîãî ñîîòâåòñòâèÿ;
ïîäðîáíîñòè ìîæíî íàéòè â Jim, 1995.

Åùå îäíî õîðîøî èçó÷åííîå îãðàíè÷åíèå Ñèñòåìû F � ïîëèìîðôèçì ðàí-
ãà 2 (rank-2 polymorphism), ââåäåííûé Ëåèâàíòîì (Leivant, 1983) è ïîäðîáíî
èññëåäîâàííûé ìíîãèìè äðóãèìè (ñì. Jim, 1995, 1996). Òèï íàçûâàåòñÿ òè-
ïîì ðàíãà 2, åñëè ïðè åãî èçîáðàæåíèè â âèäå äåðåâà íèêàêîé ïóòü îò åãî
êîðíÿ ê êâàíòîðó @ íå ïðîõîäèò ñëåâà îò áîëåå ÷åì äâóõ ñòðåëîê. Íàïðèìåð,
(@X.XÑX)ÑNat èìååò ðàíã 2, à òàêæå NatÑNat è NatÑ(@X.XÑX)ÑNatÑNat.
Îäíàêî, ((@X.XÑX)ÑNat)ÑNat òèïîì ðàíãà 2 íå ÿâëÿåòñÿ. Â ñèñòåìå ðàíãà
2 âñå òèïû äîëæíû áûòü ðàíãà 2. Ýòà ñèñòåìà íåñêîëüêî áîëåå ìîùíàÿ, ÷åì
ïðåíåêñíûé (ML) âàðèàíò, â òîì ñìûñëå, ÷òî îíà ñïîñîáíà ïðèñâîèòü òèïû
áîëüøåìó êîëè÷åñòâó ëÿìáäà-òåðìîâ.

Êôóðè è Òþðèí (Kfoury and Tiuryn, 1990) äîêàçàëè, ÷òî âû÷èñëèòåëü-
íàÿ ñëîæíîñòü ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ äëÿ âàðèàíòà Ñèñòåìû F ðàíãà 2 ðàâíà
ñëîæíîñòè ML-ôðàãìåíòà (ò. å., DExptime-ïîëíà). Êôóðè è Óýëëñ (Kfoury
and Wells, 1999) ïîñòðîèëè ïåðâûé ïðàâèëüíûé àëãîðèòì ðåêîíñòðóêöèè òè-
ïîâ äëÿ ñèñòåìû ðàíãà 2 è ïîêàçàëè, ÷òî çàäà÷à ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ äëÿ
ðàíãîâ 3 è âûøå Ñèñòåìû F íåðàçðåøèìà.

Îãðàíè÷åíèå ðàíãà 2 ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ è ê äðóãèì ìîùíûì êîíñòðóê-
òîðàì òèïîâ ïîìèìî êâàíòîðîâ. Íàïðèìåð, òèïû-ïåðåñå÷åíèÿ (intersection
types) (ñì. �15.7) ìîæíî îãðàíè÷èòü ðàíãîì 2, åñëè çàïðåòèòü òèïû, â êîòî-
ðûõ îïåðàòîð ïåðåñå÷åíèÿ íàõîäèòñÿ ñëåâà áîëåå ÷åì îò äâóõ ñòðåëîê (Kfoury,
Mairson, Turbak, and Wells, 1999). Âàðèàíòû ðàíãà 2 Ñèñòåìû F è ñèñòåìû òè-
ïîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåñå÷åíèÿìè òåñíî ñâÿçàíû. Äåéñòâèòåëüíî, Äæèì
(Jim, 1995) ïîêàçàë, ÷òî îíè ìîãóò ïðèñâàèâàòü òèïû â òî÷íîñòè îäíèì è òåì
æå òåðìàì.

23.9. Ïàðàìåòðè÷íîñòü

Âñïîìíèì, êàê â �23.4 ìû îïðåäåëèëè òèï CBool áóëåâñêèõ çíà÷åíèé, çàêîäè-
ðîâàííûõ ïî ×¼ð÷ó:

CBool = @X.X ÑX Ñ X;

è êîíñòàíòû tru è fls:

tru = λX. λt:X. λf:X. t;

� tru : CBool

fls = λX. λt:X. λf:X. f;

� fls : CBool

Èìåÿ òèï CBool, îïðåäåëåíèÿ òåðìîâ tru è fls ìîæíî âûïèñàòü ïî÷òè ìå-
õàíè÷åñêè, ïðîñòî ãëÿäÿ íà ñòðóêòóðó òèïà. Ïîñêîëüêó CBool íà÷èíàåòñÿ ñ
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êâàíòîðà @, ëþáîå åãî çíà÷åíèå áóäåò àáñòðàêöèåé òèïà, òàê ÷òî tru è fls

îáÿçàíû íà÷èíàòüñÿ ñ λX. Äàëåå, ïîñêîëüêó òåëî CBool ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèî-
íàëüíûì òèïîì XÑXÑX, êàæäîå çíà÷åíèå ýòîãî òèïà äîëæíî ïðèíèìàòü äâà
àðãóìåíòà òèïà X � ò. å. òåëà tru è fls îáÿçàíû íà÷èíàòüñÿ ñ λt:X. λf:X. Íà-
êîíåö, ïîñêîëüêó ðåçóëüòèðóþùèé òèï CBool � îïÿòü æå, X, êàæäîå çíà÷åíèå
òèïà CBool äîëæíî âîçâðàùàòü ýëåìåíò òèïà X. Íî ïîñêîëüêó X � ïàðàìåòð,
åäèíñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîãî òèïà, êîòîðûå ìû â ñîñòîÿíèè âåðíóòü � ýòî
ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå t è f; íèêàêèõ äðóãèõ ñïîñîáîâ ïîëó÷èòü èëè ñîçäàòü
çíà÷åíèå ýòîãî òèïà ó íàñ íåò. Äðóãèìè ñëîâàìè, tru è fls, â ñóùíîñòè, èñ÷åð-
ïûâàþò ñîáîé òèï CBool. Ñòðîãî ãîâîðÿ, CBool ñîäåðæèò íåêîòîðûå äðóãèå
òåðìû, òàêèå êàê (λb:CBool.b) tru, íî èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî êàæäûé èç íèõ
âåäåò ñåáÿ ëèáî êàê tru, ëèáî êàê fls.

Ýòî íàáëþäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ìîùíîãî ïðèíöèïà ïàðà-
ìåòðè÷íîñòè (parametricity), êîòîðûé ôîðìàëèçóåò åäèíîîáðàçíîå ïîâåäå-
íèå ïîëèìîðôíûõ ïðîãðàìì. Ïàðàìåòðè÷íîñòü áûëà ââåäåíà Ðåéíîëüäñîì
(Reynolds, 1974, 1983). Â äàëüíåéøåì åå èññëåäîâàëè, íàðÿäó ñ ðîäñòâåííû-
ìè ïîíÿòèÿìè, Ðåéíîëüäñ (Reynolds, 1984; Reynolds and Plotkin, 1993), Áåéí-
áðèäæ è äð. (Bainbridge, Freyd, Scedrov, and Scott, 1990), Ìà (Ma, 1992), Ìèò-
÷åëë (Mitchell, 1986), Ìèò÷åëë è Ìàéåð (Mitchell and Meyer, 1985), Õàñåãàâà
(Hasegawa, 1991), Ïèòòñ (Pitts, 1987, 1989, 2000), Àáàäè, Êàðäåëëè, Êóðèåí è
Ïëîòêèí (Abadi, Cardelli, and Curien, 1993; Plotkin and Abadi, 1993; Plotkin,
Abadi, and Cardelli, 1994), Óîäëåð (Wadler, 1989, 2001) è äðóãèå. Îïèñàíèå
îñíîâ ìîæíî íàéòè ó Óîäëåðà (Wadler, 1989).

23.10. Èìïðåäèêàòèâíîñòü

Ïîëèìîðôèçì Ñèñòåìû F ÷àñòî íàçûâàþò èìïðåäèêàòèâíûì
(impredicative). Â îáùåì ñëó÷àå, îïðåäåëåíèå (ìíîæåñòâà, òèïà è ò. ï.)
íàçûâàþò ¾èìïðåäèêàòèâíûì¿, åñëè îíî èñïîëüçóåò êâàíòîð, ïåðåìåííàÿ
êîòîðîãî ìîæåò èìåòü çíà÷åíèåì ñàì îïðåäåëÿåìûé îáúåêò. Íàïðèìåð, â
Ñèñòåìå F òèïîâàÿ ïåðåìåííàÿ X â òèïå T � @X.XÑX ìîæåò èìåòü ñâîèì
çíà÷åíèåì ëþáîé òèï, âêëþ÷àÿ è ñàì T (òàê ÷òî, íàïðèìåð, ìîæíî êîíêðåòè-
çèðîâàòü òèï T òèïîì T è ïîëó÷èòü ôóíêöèþ èç T â T). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïîëèìîðôèçì â ñòèëå ML ÷àñòî íàçûâàþò ïðåäèêàòèâíûì (predicative) èëè
ñëîèñòûìstrati�ed, ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ òèïîâûõ ïåðåìåííûõ îãðàíè÷åíû
ìîíîòèïàìè, à òå íå ñîäåðæàò êâàíòîðîâ.

Òåðìèíû ¾ïðåäèêàòèâíûé¿ è ¾èìïðåäèêàòèâíûé¿ ïðîèñõîäÿò èç ëîãèêè.
Êóàéí (Quine, 1987) ïðîÿñíÿåò èõ èñòîðèþ:

Â ïåðåïèñêå ñ Àíðè Ïóàíêàðå . . . Ðàññåë ïðåäëîæèë ïðèïèñàòü
ïàðàäîêñ rÐàññåëàs òîìó, ÷òî îí íàçâàë çàáëóæäåíèåì ïîðî÷íî-
ãî êðóãà. ¾Çàáëóæäåíèå¿ ñîñòîÿëî â òîì, ÷òî êëàññ îïðåäåëÿëñÿ
óñëîâèåì ïðèíàäëåæíîñòè, êîòîðîå ïðÿìî èëè êîñâåííî ññûëàëîñü
íà íàáîð êëàññîâ, ñðåäè êîòîðûõ íàõîäèëñÿ è ñàì îïðåäåëÿåìûé
êëàññ. Íàïðèìåð, óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè, ëåæàùåå â îñíîâå ïàðà-
äîêñà Ðàññåëà, � îòñóòñòâèå ñàìîâêëþ÷åíèÿ: x íå ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì
x. Ïàðàäîêñ ïðîèñõîäèò îòòîãî, ÷òî ïåðåìåííîé x â óñëîâèè ïðè-
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íàäëåæíîñòè ðàçðåøåíî áûòü, ñðåäè ïðî÷åãî, òåì ñàìûì êëàññîì,
êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ïðèíàäëåæíîñòè. Ðàññåë è Ïóàí-
êàðå ñòàëè íàçûâàòü òàêîå óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè èìïðåäèêà-
òèâíûì, è äèñêâàëèôèöèðîâàëè åãî â êà÷åñòâå ñðåäñòâà óêàçàíèÿ
êëàññà. Òàêèì îáðàçîì, ïàðàäîêñû òåîðèè ìíîæåñòâ, Ðàññåëîâñêèé
è äðóãèå, áûëè ëèøåíû ñèëû [. . . ].

Îòêóäà æå áåðóòñÿ òåðìèíû ¾ïðåäèêàòèâíûé¿ è ¾èìïðåäèêà-
òèâíûé¿? Ðàññåë íàçûâàåò îòáðîøåííîé áàíàëüíîñòüþ î êëàññàõ
è óñëîâèÿõ ïðèíàäëåæíîñòè ê íèì óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî âñÿêèé
ïðåäèêàò îïðåäåëÿåò êëàññ; çàòåì îí ïðèñïîñàáëèâàåòñÿ ê îòêàçó
îò ýòîé áàíàëüíîñòè, îòêàçûâàÿ â çâàíèè ïðåäèêàòà òàêèì óñëîâè-
ÿì ïðèíàäëåæíîñòè, êîòîðûå áîëåå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê îïðå-
äåëÿþùèå êëàññû. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå ¾ïðåäèêàòèâíûé¿
íå îòíîñèëîñü íè ê êîíêðåòíîìó èåðàðõè÷åñêîìó ïîäõîäó, íè ê ìå-
òàôîðå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîñòðîåíèÿ; ýòî áûëî ïðîñòî êîíêðåòíîå
ïðåäëîæåíèå Ðàññåëà è Ïóàíêàðå î òîì, êàêèå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæ-
íîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîäóêòèâíûìè ïðè îáðàçîâàíèè êëàññîâ,
èëè ¾ïðåäèêàòèâíûìè¿. Îäíàêî âñêîðå ñèòóàöèÿ ïåðåâåðíóëàñü ñ
íîã íà ãîëîâó. Ñåãîäíÿ ïðåäèêàòèâíàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ � ýòî êîí-
ñòðóêòèâíàÿ òåîðèÿ, à èìïðåäèêàòèâíîå îïðåäåëåíèå ïîíèìàåòñÿ
èìåííî òàê, êàê îáúÿñíåíî â ïðåäûäóùåì àáçàöå, íåçàâèñèìî îò
òîãî, êàêèå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ìû ïðåäïî÷èòàåì ðàññìàòðè-
âàòü êàê îïðåäåëÿþùèå êëàññû.

23.11. Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Äîïîëíèòåëüíóþ áèáëèîãðàôèþ ïî Ñèñòåìå F ìîæíî íàéòè âî ââîäíîé
ñòàòüå Ðåéíîëüäñà (Reynolds, 1990) è â åãî æå ¾Òåîðèÿõ ÿçûêîâ ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ¿ (¾Theories of Programming Languages¿, Reynolds, 1998b).
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Ñ @ Íà îñíîâå λÑ (9.1)

Ñèíòàêñèñ
t ::= òåðìû:

x ïåðåìåííàÿ
λx:T.t àáñòðàêöèÿ
t t ïðèìåíåíèå
λX.t àáñòðàêöèÿ òèïà
t [T] ïðèìåíåíèå òèïà

v ::= çíà÷åíèÿ:
λx:T.t çíà÷åíèå-àáñòðàêöèÿ
λX.t çíà÷åíèå-àáñòðàêöèÿ
òèïà

T ::= òèïû:
X òèïîâàÿ ïåðåìåííàÿ
TÑT òèï ôóíêöèé
@X.T óíèâåðñàëüíûé òèï

Γ ::= êîíòåêñòû:
H ïóñòîé êîíòåêñò
Γ, x:T ñâÿçûâàíèå òåðìîâîé
ïåðåìåííîé
Γ, X ñâÿçûâàíèå òèïîâîé
ïåðåìåííîé

Âû÷èñëåíèå tÑ t1

t1 Ñ t11

t1 t2 Ñ t11 t2

(E-App1)

t2 Ñ t12

v1 t2 Ñ v1 t12
(E-App2)

(λx:T11.t12) v2 Ñ rx ÞÑ v2st12

(E-AppAbs)

t1 Ñ t11

t1 [T2]Ñ t11 [T2]
(E-TApp)

(λX.t12) [T2]Ñ rX ÞÑ T2st12

(E-TappTabs)
Òèïèçàöèÿ Γ $ t : T

x : T P Γ

Γ $ x : T
(T-Var)

Γ, x:T1 $ t2:T2

Γ $ λx:T1.t2 : T1 Ñ T2

(T-Abs)

Γ $ t1 : T11 Ñ T12 Γ $ t2 : T11

Γ $ t1 t2 : T12

(T-App)

Γ, X $ t2 : T2

Γ $ λX.t2 : @X.T2

(T-TAbs)

Γ $ t1 : @X.T12

Γ $ t1 [T2] : rX ÞÑ T2sX.T12

(T-TApp)

Ðèñ. 23.1. Ïîëèìîðôíîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå (Ñèñòåìà F)

�source�le� 391 Rev: �revision�, November 28, 2010



392 23.11. Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Rev: �revision�, November 28, 2010 392 �source�le�



393

Ãëàâà 24

Ýêçèñòåíöèàëüíûå òèïû

Èññëåäîâàâ ðîëü êâàíòîðîâ îáùíîñòè â ñèñòåìàõ òèïîâ (ãëàâà 23), åñòå-
ñòâåííî çàäàòüñÿ âîïðîñîì, ìîãóò ëè áûòü ïîëåçíû â ïðîãðàììèðîâàíèè êâàí-
òîðû ñóùåñòâîâàíèÿ. È äåéñòâèòåëüíî, êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ îêàçûâàþò-
ñÿ èçÿùíîé îñíîâîé äëÿ àáñòðàêöèè äàííûõ è ñîêðûòèÿ èíôîðìàöèè.

24.1. Ìîòèâàöèÿ

Ýêçèñòåíöèàëüíûå òèïû êîíöåïòóàëüíî íå ñëîæíåå óíèâåðñàëüíûõ (íà ñà-
ìîì äåëå, â �24.3 ìû óâèäèì, ÷òî ýêçèñòåíöèàëüíûå òèïû áåç òðóäà ìîæíî
âûðàçèòü â òåðìèíàõ óíèâåðñàëüíûõ). Îäíàêî ôîðìû äëÿ ââåäåíèÿ è óñòðà-
íåíèÿ ýêçèñòåíöèàëüíûõ òèïîâ ñèíòàêñè÷åñêè íåñêîëüêî òÿæåëîâåñíåå, ÷åì
ïðîñòûå ôîðìû äëÿ àáñòðàêöèè è ïðèìåíåíèÿ òèïîâ, ñâÿçàííûå ñ óíèâåð-
ñàëüíûìè òèïàìè, è èíîãäà îíè ïîíà÷àëó êàæóòñÿ íåïîíÿòíûìè. Ïîëåçíî
èçëîæèòü èíòóèòèâíûå ñîîáðàæåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò ïîìî÷ü ïîáûñòðåå ïðî-
ñêî÷èòü ýòó ñòàäèþ.

Óíèâåðñàëüíûå òèïû èç ãëàâû 23 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñ äâóõ ðàçëè÷íûõ
òî÷åê çðåíèÿ. Ëîãè÷åñêàÿ èíòóèöèÿ (logical intuition) ãîâîðèò íàì, ÷òî ýëå-
ìåíò òèïà @X.T ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì, êîòîðîå èìååò òèï rX ÞÑ SsT ïðè ëþáîì
âûáîðå S. Ýòî èíòóèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò âçãëÿäó íà ïîâåäåíèå
ñî ñòèðàíèåì òèïîâ: íàïðèìåð, ïîëèìîðôíàÿ ôóíêöèÿ òîæäåñòâà λX.λx:X.x
ïðè ñòèðàíèè äàåò áåñòèïîâóþ ôóíêöèþ òîæäåñòâà λx.x, ïåðåâîäÿùóþ àðãó-
ìåíò ëþáîãî òèïà S â ðåçóëüòàò òîãî æå òèïà. Íàïðîòèâ, îïåðàöèîííàÿ èí-
òóèöèÿ (operational intuition) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýëåìåíòîì λX.T ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ òèï S â ñïåöèàëèçèðîâàííûé òåðì òèïà rX ÞÑ SsT. Ýòî
èíòóèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò íàøåìó îïðåäåëåíèþ Ñèñòåìû F èç
ãëàâû 23, ñîãëàñíî êîòîðîìó ðåäóêöèÿ ïðèìåíåíèÿ òèïîâ ñ÷èòàåòñÿ îòäåëü-
íûì øàãîì âû÷èñëåíèÿ.

Àíàëîãè÷íî, âîçìîæíû äâå òî÷êè çðåíèÿ íà ýêçèñòåíöèàëüíûé òèï, êîòî-
ðûé çàïèñûâàåòñÿ êàê {DX,T}. Ëîãè÷åñêàÿ èíòóèöèÿ ãîâîðèò, ÷òî ýëåìåíòîì

Ïî áîëüøåé ÷àñòè â ýòîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ Ñèñòåìà F (ðèñ. 23.1) ñ ýêçèñòåíöèàëüíûìè
òèïàìè (ðèñ. 24.1). Â ïðèìåðàõ èñïîëüçóþòñÿ òàêæå çàïèñè (ðèñ. 11.7) è ÷èñëà (ðèñ. 8.2).
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåàëèçàöèÿ íà OCaml íàçûâàåòñÿ fullpoly.
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{DX,T} ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå òèïà rX ÞÑ SsT äëÿ êàêîãî-òî òèïà S. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, îïåðàöèîííàÿ èíòóèöèÿ ãîâîðèò, ÷òî ýëåìåíòîì {DX,T} ñëóæèò ïàðà,
êîòîðàÿ çàïèñûâàåòñÿ êàê {*S,t}, ñîñòîÿùàÿ èç òèïà S è òåðìà t, èìåþùåãî
òèï rX ÞÑ SsT.

Â ýòîé ãëàâå ìû áóäåì îñîáî ïîä÷åðêèâàòü îïåðàöèîííûé âçãëÿä íà ýê-
çèñòåíöèàëüíûå òèïû, ïîñêîëüêó îí îáåñïå÷èâàåò áîëåå áëèçêóþ àíàëîãèþ
ìåæäó ýêçèñòåíöèàëüíûìè òèïàìè è ìîäóëÿìè, ñ îäíîé ñòîðîíû, è àáñòðàêò-
íûìè òèïàìè äàííûõ â ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñ äðóãîé ñòîðîíû. Íàø
êîíêðåòíûé ñèíòàêñèñ äëÿ ýêçèñòåíöèàëüíûõ òèïîâ îòðàæàåò ýòó àíàëîãèþ:
ìû ïèøåì {DX,T} âìåñòî áîëåå ñòàíäàðòíîé íîòàöèè DX.T � ôèãóðíûå ñêîá-
êè çäåñü ïîä÷åðêèâàþò, ÷òî çíà÷åíèå ýêçèñòåíöèàëüíîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ êîð-
òåæîì.

×òîáû ïîíÿòü ýêçèñòåíöèàëüíûå òèïû, íóæíî çíàòü äâå âåùè: êàê êîí-
ñòðóèðîâàòü (èëè, â òåðìèíîëîãèè �9.4, ââîäèòü, introduce) ýëåìåíòû ýòèõ
òèïîâ, è êàê ýòè çíà÷åíèÿ èñïîëüçîâàòü (èëè óñòðàíÿòü, eliminate) â âû÷èñ-
ëåíèÿõ.

Çíà÷åíèå ýêçèñòåíöèàëüíîãî òèïà ââîäèòñÿ ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ïàðû èç òè-
ïà è òåðìà. Ýòîìó äåéñòâèþ ñîîòâåòñòâóåò çàïèñü {*S,t}.1 Ïîëåçíîå èíòó-
èòèâíîå îáúÿñíåíèå � ñ÷èòàòü çíà÷åíèå {*S,t} òèïà {DX,T} ïðîñòîé ôîð-
ìîé ïàêåòà (package) èëè ìîäóëÿ (module) ñ îäíîé (ñêðûòîé) êîìïîíåíòîé-
òèïîì è îäíîé êîìïîíåíòîé-òåðìîì.2 Òèï S ÷àñòî íàçûâàþò ñêðûòûì òèïîì-
ïðåäñòàâëåíèåì (hidden representation type), èëè, èíîãäà, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü
ñâÿçü ñ ëîãèêîé (ñì. �9.4), � òèïîì-ñâèäåòåëåì (witness type) ïàêåòà. Íàïðè-
ìåð, ïàêåò p � {*Nat, {a=5, f=λx:Nat. succ(x)}} èìååò ýêçèñòåíöèàëüíûé
òèï {DX, {a:X,f:XÑX}}. Êîìïîíåíòà-òèï p ðàâíÿåòñÿ Nat, à êîìïîíåíòîé-
çíà÷åíèåì ñëóæèò çàïèñü, ñîäåðæàùàÿ ïîëå a òèïà X è ïîëå f òèïà XÑX, äëÿ
íåêîòîðîãî X (à èìåííî Nat).

Òîò æå ïàêåò p òàêæå èìååò òèï {DX,{a:X, f:XÑNat}}, ïîñêîëüêó åãî
ïðàâàÿ êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ çàïèñüþ ñ ïîëÿìè a è f òèïîâ X è XÑNat, äëÿ
íåêîòîðîãî X (à èìåííî Nat). Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå
ïðîãðàììà ïðîâåðêè òèïîâ íå ìîæåò ïðèíÿòü àâòîìàòè÷åñêîå ðåøåíèå î òîì,
êàêîìó ýêçèñòåíöèàëüíîìó òèïó ïðèíàäëåæèò äàííûé ïàêåò: ïðîãðàììèñò
äîëæåí óêàçûâàòü, êàêîé òèï èìååòñÿ â âèäó. Ïðîñòåéøèé ñïîñîá äîáèòüñÿ
ýòîãî � ïðîñòî äîáàâèòü ê êàæäîìó ïàêåòó àííîòàöèþ ñ ÿâíûì óêàçàíèåì åãî
òèïà. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ ôîðìà ââåäåíèÿ äëÿ ýêçèñòåíöèàëüíûõ çíà÷åíèé
áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

1Ìû ïîìå÷àåì êîìïîíåíòó-òèï òàêîé ïàðû çíà÷êîì *, ÷òîáû ÷åò÷å îòäåëèòü åå îò îáûê-
íîâåííûõ êîðòåæåé-òåðìîâ (�11.7). Åùå îäèí ðàñïðîñòðàíåííûé ñïîñîá çàïèñè äëÿ ââåäåíèÿ
ýêçèñòåíöèàëüíîãî çíà÷åíèÿ âûãëÿäèò òàê: pack X=S with t.

2Ðàçóìååòñÿ, íåòðóäíî îáîáùèòü ìîäóëè òàêîãî âèäà, äîáàâèâ âîçìîæíîñòü óêàçàíèÿ
íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò-òèïîâ èëè êîìïîíåíò-òåðìîâ, íî ìû ïîêà îñòàâèì ïî îäíîé êîìïî-
íåíòå êàæäîãî âèäà, ÷òîáû íîòàöèÿ îñòàâàëàñü îáîçðèìîé. Ýôôåêòà íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò-
òèïîâ ìîæíî äîáèòüñÿ âëîæåíèåì íåñêîëüêèõ ýêçèñòåíöèàëüíûõ òèïîâ ñ îäíîé òèïîâîé
ïåðåìåííîé, à ýôôåêò íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò-òåðìîâ äîñòèãàåòñÿ, åñëè â êà÷åñòâå ïðàâîé
êîìïîíåíòû èñïîëüçîâàòü êîðòåæ èëè çàïèñü:

{*S1, *S2, t1, t2}
def

� {*S1, {*S2, {t1, t2}}}
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p = {*Nat , {a=5, f=λx:Nat. succ(x)}} as {DX, {a:X, f:X ÑX}};

� p : {DX, {a:X, f:X ÑX}}

èëè (òîò æå ïàêåò ñ äðóãèì òèïîì):

p1 = {*Nat , {a=5, f=λx:Nat. succ(x)}} as {DX, {a:X, f:X Ñ

Nat }};

� p1 : {DX, {a:X, f:X ÑNat}}

Àííîòàöèÿ òèïà, ââîäèìàÿ êëþ÷åâûì ñëîâîì as, àíàëîãè÷íà îïåðàòîðó ïðè-
ïèñûâàíèÿ òèïà, ââåäåííîìó â �11.4. Ïðèïèñûâàíèå ïîçâîëÿåò ïîìåòèòü ëþ-
áîé òåðì òèïîì, êîòîðûé îí ïî èäåå äîëæåí èìåòü. Â ñóùíîñòè, ìû äîáàâëÿåì
îäíî ïðèïèñûâàíèå ê êîíêðåòíîìó ñèíòàêñèñó êîíñòðóêöèè ñîçäàíèÿ ïàêåòà.
Ïðàâèëî òèïèçàöèè äëÿ ââåäåíèÿ ýêçèñòåíöèàëüíîãî êâàíòîðà òàêîâî:

Γ $ t2 : rX ÞÑ UsT2

Γ $ {*U,t2} as {DX,T2} : {DX,T2}
(T-Pack)

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî, ñîãëàñíî ýòîìó ïðàâèëó, ïàêåòû ñ ðàçëè÷íûìè òè-
ïàìè ïðåäñòàâëåíèÿ ìîãóò ïðèíàäëåæàòü îäíîìó è òîìó æå ýêçèñòåíöèàëü-
íîìó òèïó. Íàïðèìåð:

p2 = {*Nat , 0} as {DX,X}

� p2 : {DX,X}

p3 = {*Bool , true} as {DX,X}

� p3 : {DX,X}

Èëè, â áîëåå ïîëåçíîì âàðèàíòå,

p4 = {*Nat , {a=0, f=λx:Nat. succ(x)}} as {DX, {a:X, f:X Ñ

Nat }};

� p4 : {DX, {a:X, f:X ÑNat}}

p5 = {*Bool , {a=true , f=λx:Bool. 0}} as {DX, {a:X, f:X Ñ

Nat }};

� p5 : {DX, {a:X, f:X ÑNat}}

Óïðàæíåíèå 24.1.1 r�s: Âîò åùå òðè âàðèàöèè íà òó æå òåìó:

p6 = {*Nat , {a=0, f=λx:Nat. succ(x)}} as {DX, {a:X, f:X Ñ

X}};

� p6 : {DX, {a:X, f:X ÑX}}

p7 = {*Nat , {a=0, f=λx:Nat. succ(x)}} as {DX, {a:X, f:Nat Ñ

X}};
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� p7 : {DX, {a:X, f:Nat ÑX}}

p8 = {*Nat , {a=0, f=λx:Nat. succ(x)}} as {DX, {a:X, f:Nat Ñ

Nat }};

� p8 : {DX, {a:Nat , f:Nat ÑNat}}

×åì îíè ìåíåå ïîëåçíû, ÷åì p4 è p5?

Àíàëîãèÿ ñ ìîäóëÿìè òàêæå ïîìîãàåò íàì ïîíÿòü êîíñòðóêöèþ óñòðàíå-
íèÿ ýêçèñòåíöèàëüíîãî êâàíòîðà. Åñëè ýêçèñòåíöèàëüíûé ïàêåò ñîîòâåòñòâóåò
ìîäóëþ, òî óñòðàíåíèå ïàêåòà ïîäîáíî äèðåêòèâå open èëè import: îíî ïîçâî-
ëÿåò èñïîëüçîâàòü ñîäåðæèìîå ìîäóëÿ â êàêîì-òî äðóãîì ìåñòå ïðîãðàììû,
íî ñîõðàíÿåò àáñòðàêòíóþ ïðèðîäó òèïîâîé êîìïîíåíòû ìîäóëÿ. Ýòîãî ìîæíî
äîáèòüñÿ ñâÿçûâàíèåì ÷åðåç ñâîåãî ðîäà ñîïîñòàâëåíèå ñ îáðàçöîì:

Γ $ t1 : {DX,T12} Γ, X, x:T12 $ t2 : T2

Γ $ let {X,x}=t1 in t2 : T2

(T-Unpack)

Òî åñòü, åñëè t1 � âûðàæåíèå, äàþùåå ïðè âû÷èñëåíèè ýêçèñòåíöèàëüíûé
ïàêåò, òî ìû ìîæåì ñâÿçàòü åãî òèïîâóþ è òåðìîâóþ êîìïîíåíòû ñ ïåðåìåí-
íûìè îáðàçöà X è x è èñïîëüçîâàòü ýòè ïåðåìåííûå ïðè âû÷èñëåíèè t2. (×àñòî
òàêæå âñòðå÷àåòñÿ òàêîé êîíêðåòíûé ñèíòàêñèñ äëÿ óñòðàíåíèÿ ýêçèñòåíöè-
àëüíîãî êâàíòîðà: open t1 as {X,x} in t2.)

Âîçüìåì, íàïðèìåð, îïðåäåëåííûé âûøå ïàêåò p4 òèïà {DX, {a:X,

f:XÑNat}}. Âûðàæåíèå óñòðàíåíèÿ

let {X,x}=p4 in (x.f x.a);

� 1 : Nat

îòêðûâàåò p4 è èñïîëüçóåò ïîëÿ åãî òåëà (x.f è x.a) ïðè âû÷èñëåíèè ÷èñëî-
âîãî ðåçóëüòàòà. Â òåëå ôîðìû óñòðàíåíèÿ ìîæíî òàêæå óïîìèíàòü òèïîâóþ
ïåðåìåííóþ X:

let {X,x}=p4 in (λy:X. x.f y) x.a;

� 1 : Nat

Òî, ÷òî òèï ïðåäñòàâëåíèÿ ïàêåòà ïðè ïðîâåðêå òèïîâ â òåëå îñòàåòñÿ àá-
ñòðàêòíûì, îçíà÷àåò, ÷òî íàä x ðàçðåøåíû òîëüêî òå îïåðàöèè, êîòîðûå îáåñ-
ïå÷èâàåò åå ¾àáñòðàêòíûé òèï¿ {a:X, f:XÑNat}. Â ÷àñòíîñòè, ìû íå ìîæåì
èñïîëüçîâàòü x.a êàê ÷èñëî:

let {X,x}=p4 in succ(x.a);

� Îøèáêà: àðãóìåíò succ íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì

Ýòî îãðàíè÷åíèå ñîâåðøåííî ñïðàâåäëèâî, ïîñêîëüêó, êàê ìû âèäåëè âûøå,
ïàêåò ñ òåì æå ñàìûì ýêçèñòåíöèàëüíûì òèïîì, ÷òî ó p4, ìîæåò èñïîëüçîâàòü
â êà÷åñòâå òèïà ïðåäñòàâëåíèÿ íå òîëüêî Nat, íî è Bool (à òàêæå ëþáîé äðóãîé
òèï).
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Åñòü åùå îäèí, ìåíåå î÷åâèäíûé, ñïîñîá íå ïðîéòè ïðîâåðêó òèïîâ äëÿ
êîíñòðóêöèè óñòðàíåíèÿ ýêçèñòåíöèàëüíîãî êâàíòîðà. Â ïðàâèëå T-Unpack
òèïîâàÿ ïåðåìåííàÿ X ïðèñóòñòâóåò â êîíòåêñòå, â êîòîðîì âû÷èñëÿåòñÿ òèï
t2, íî îòñóòñòâóåò â êîíòåêñòå çàêëþ÷åíèÿ ïðàâèëà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òèï
ðåçóëüòàòà T2 íå ìîæåò ñîäåðæàòü ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé X, ïîñêîëüêó èíà÷å
â çàêëþ÷åíèè ýòè âõîæäåíèÿ X îêàæóòñÿ âíå îáëàñòè âèäèìîñòè.

let {X,x}=p in x.a;

� Îøèáêà: íàðóøåíèå îáëàñòè âèäèìîñòè!

Ýòîò âîïðîñ îáñóæäàåòñÿ ïîäðîáíåå â �25.5.
Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ äëÿ ýêçèñòåíöèàëüíîé êîíñòðóêöèè íå ïðåäñòàâëÿåò

ñëîæíîñòè:

let {X,x}=({*T11,v12} as T1) in t2 Ñ rX ÞÑ T11srx ÞÑ v12st2

(E-UnpackPack)
Åñëè ïåðâîå ïîäâûðàæåíèå let ñâåäåíî ê êîíêðåòíîìó ïàêåòó, òî ìû ìî-

æåì ïîäñòàâèòü êîìïîíåíòû ýòîãî ïàêåòà âìåñòî ïåðåìåííûõ X è x â òåëå
t2. Â òåðìèíàõ àíàëîãèè ñ ìîäóëÿìè, ýòî ïðàâèëî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
øàã êîìïîíîâêè (linking), êîãäà ñèìâîëè÷åñêèå èìåíà (X è x), óêàçûâàþùèå
íà êîìïîíåíòû îòäåëüíî ñêîìïèëèðîâàííîãî ìîäóëÿ, çàìåíÿþòñÿ ðåàëüíûì
ñîäåðæèìûì ýòîãî ìîäóëÿ.

Ïîñêîëüêó â ýòîì ïðàâèëå âñå âõîæäåíèÿ òèïîâîé ïåðåìåííîé X ïîäâåð-
ãàþòñÿ ïîäñòàíîâêå, ïîëó÷àþùàÿñÿ ïðîãðàììà èìååò äîñòóï ê êîíêðåòíîìó
ñîäåðæèìîìó ïàêåòà. Ýòî åùå îäèí ïðèìåð ÿâëåíèÿ, êîòîðîå ìû óæå íåñêîëü-
êî ðàç íàáëþäàëè: ïî ìåðå âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèÿ ìîãóò ñòàíîâèòüñÿ ¾áîëåå
òèïèçèðîâàííûìè¿ � â ÷àñòíîñòè, íåïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííîå âûðàæåíèå
ìîæåò ïåðåéòè â ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííîå.

Ïðàâèëà, ðàñøèðÿþùèå Ñèñòåìó F ýêçèñòåíöèàëüíûìè òèïàìè, ïðèâåäå-
íû íà ðèñ. 24.1.

24.2. Àáñòðàêöèÿ äàííûõ ïðè ïîìîùè ýêçèñòåí-

öèàëüíûõ òèïîâ

Âî ââîäíîé ãëàâå (�1.2) ìû ãîâîðèëè, ÷òî ïîëåçíîñòü ñèñòåì òèïîâ äà-
ëåêî íå èñ÷åðïûâàåòñÿ îáíàðóæåíèåì ëîêàëüíûõ îøèáîê ïðîãðàììèðîâàíèÿ
âðîäå 2 + true: òèïû òàêæå îêàçûâàþò âåñîìóþ ïîääåðæêó ïðè ñîçäàíèè
áîëüøèõ ïðîãðàìì. Â ÷àñòíîñòè, òèïû ïîìîãàþò ñîáëþäàòü íå òîëüêî àá-
ñòðàêöèè, âñòðîåííûå â ÿçûê, íî è àáñòðàêöèè, îïðåäåëåííûå ïðîãðàììèñòîì
(programmer-de�ned abstractions), � ò. å. îíè çàùèùàþò íå òîëüêî ìàøèíó îò
ïðîãðàììû, íî è ÷àñòè ïðîãðàììû äðóã îò äðóãà.3 Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ ñòèëÿ àáñòðàêöèè � êëàññè÷åñêèå àáñòðàêòíûå òèïû

3Ñïðàâåäëèâîñòè ðàäè, íóæíî ñêàçàòü, ÷òî òèïû � íå åäèíñòâåííûé ìåõàíèçì äëÿ çà-
ùèòû àáñòðàêöèé, îïðåäåëÿåìûõ ïðîãðàììèñòîì. Â áåñòèïîâûõ ÿçûêàõ ïîäîáíîãî ýôôåêòà
ìîæíî äîñòèãíóòü ïðè ïîìîùè çàìûêàíèé, îáúåêòîâ èëè ñïåöèàëèçèðîâàííûõ êîíñòðóêöèé
âðîäå åäèíèö êîìïèëÿöèè (units) â MzScheme (Flatt and Felleisen, 1998).
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Ñ @ D Ðàñøèðÿåò Ñèñòåìó F (23.1)

Íîâûå ñèíòàêñè÷åñêèå ôîðìû
t ::= . . . òåðìû:

{*T,t} as T óïàêîâêà

let {X,x}=t in t ðàñïàêîâ-
êà

v ::= . . . çíà÷åíèÿ:
{*T,v} as T çíà÷åíèå-ïàêåò

T ::= . . . òèïû:
{DX,T} ýêçèñòåíöèàëüíûé
òèï

Íîâûå ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ tÑ t1

let {X,x}=({*T11,v12} as T1) in t2

Ñ rX ÞÑ T11srx ÞÑ v12st2

(E-UnpackPack)

t12 Ñ t112

{*T11,t12} as T1

Ñ {*T11,t
1
12} as T1

(E-Pack)

t1 Ñ t11

let {X,x}=t1 in t2

Ñ let {X,x}=t11 in t2

(E-Unpack)
Íîâûå ïðàâèëà òèïèçàöèè Γ $ t : T

Γ $ t2 : rX ÞÑ UsT2

Γ $ {*U,t2} as {DX,T2}

: {DX,T2}

(T-Pack)

Γ $ t1 : {DX,T12}

Γ, X, x:T12 $ t2 : T2

Γ $ let {X,x}=t1 in t2 : T2

(T-Unpack)

Ðèñ. 24.1. Ýêçèñòåíöèàëüíûå òèïû

äàííûõ (abstract data types) è îáúåêòû (objects). Îñíîâîé äëÿ îáñóæäåíèÿ
ñëóæàò ýêçèñòåíöèàëüíûå òèïû.

Â îòëè÷èå îò êîäèðîâàíèÿ îáúåêòîâ, ðàññìîòðåííîãî íàìè â ãëàâå 18, âñå
ïðèìåðû â ýòîé ãëàâå ÿâëÿþòñÿ ÷èñòî ôóíêöèîíàëüíûìè (purely functional)
ïðîãðàììàìè. Ýòîò âûáîð ñäåëàí íàìè èñêëþ÷èòåëüíî ðàäè óäîáñòâà îáñóæ-
äåíèÿ: ìåõàíèçìû äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ìîäóëüíîñòè è àáñòðàêöèè ïî÷òè ñîâåð-
øåííî íåçàâèñèìû îò òîãî, õðàíÿò ëè îïðåäåëÿåìûå àáñòðàêöèè èçìåíÿåìîå
ñîñòîÿíèå èëè íåò. (Â óïðàæíåíèÿõ 24.2.2 è 24.2.3 ýòîò ìîìåíò ïîä÷åðêíóò.
Â íèõ ðàçðàáàòûâàþòñÿ èìïåðàòèâíûå âàðèàíòû íåêîòîðûõ ÷èñòî ôóíêöèî-
íàëüíûõ ïðèìåðîâ èç îñíîâíîãî òåêñòà.) Ìû ïðåäïî÷èòàåì ÷èñòî ôóíêöèî-
íàëüíûå ïðèìåðû ïî äâóì ïðè÷èíàì: à) òàêîé âûáîð âåäåò ê òîìó, ÷òî íàøè
ïðèìåðû îïðåäåëÿþòñÿ â ðàìêàõ áîëåå ïðîñòîé è ýêîíîìíîé ôîðìàëüíîé ñè-
ñòåìû, è á) ïðè ðàáîòå ñ ÷èñòî ôóíêöèîíàëüíûìè ïðîãðàììàìè âîçíèêàþùèå
ïðîáëåìû òèïèçàöèè èíîãäà îêàçûâàþòñÿ áîëåå èíòåðåñíûìè (à èõ ðåøåíèÿ,
ñîîòâåòñòâåííî, áîëåå ïîêàçàòåëüíûìè). Ýòî ïîëó÷àåòñÿ ïîòîìó, ÷òî ïðè èì-
ïåðàòèâíîì ïðîãðàììèðîâàíèè èçìåíÿåìûå ïåðåìåííûå ìîãóò ñëóæèòü ¾ïî-

Rev: �revision�, November 28, 2010 398 �source�le�



24.2. Àáñòðàêöèÿ äàííûõ ïðè ïîìîùè ýêçèñòåíöèàëüíûõ òèïîâ 399

áî÷íûì êàíàëîì ñâÿçè¿, ÷åðåç êîòîðûé ïðîèñõîäèò ïðÿìîå îáùåíèå óäàëåí-
íûõ äðóã îò äðóãà ÷àñòåé ïðîãðàììû. Â ÷èñòî ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàì-
ìàõ âñÿ èíôîðìàöèÿ ïåðåäàåòñÿ ìåæäó ðàçëè÷íûìè ÷àñòÿìè ïðîãðàììû â
âèäå àðãóìåíòîâ èëè ðåçóëüòàòîâ ôóíêöèé, è òàêèì îáðàçîì, ¾âèäèìà¿ äëÿ
ñèñòåìû òèïîâ. Ýòî â îñîáåííîñòè âåðíî â ñëó÷àå îáúåêòîâ, è èç-çà ýòîãî
íàì ïðèäåòñÿ îòëîæèòü ðàáîòó ñ íåêîòîðûìè âàæíûìè âîçìîæíîñòÿìè ÿçû-
êà (ñ ïîäòèïàìè è íàñëåäîâàíèåì ðåàëèçàöèé) äî ãëàâû 32, â êîòîðîé â íàøåì
ðàñïîðÿæåíèè áóäóò íåêîòîðûå åù¼ áîëåå ìîùíûå ìåõàíèçìû òåîðèè òèïîâ.

Àáñòðàêòíûå òèïû äàííûõ

Òðàäèöèîííûé àáñòðàêòíûé òèï äàííûõ, èëè ÀÒÄ (abstract data type,
ADT) ñîñòîèò èç à) èìåíè òèïà A, á) òèïà êîíêðåòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ T,
â) ðåàëèçàöèé íåêîòîðûõ îïåðàöèé ïî ñîçäàíèþ, èçâëå÷åíèþ èíôîðìàöèè è
ìàíèïóëèðîâàíèþ çíà÷åíèÿìè òèïà T è ã) áàðüåðà àáñòðàêöèè (abstraction
boundary), îòäåëÿþùåãî ïðåäñòàâëåíèå è îïåðàöèè îò âíåøíåãî ìèðà. Âíóò-
ðè áàðüåðà àáñòðàêöèè ýëåìåíòû òèïà ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê êîíêðåòíûå çíà-
÷åíèÿ (òèïà T). Âíå áàðüåðà îíè ðàññìàòðèâàþòñÿ àáñòðàêòíî, êàê çíà÷åíèÿ
òèïà A. Çíà÷åíèÿ òèïà A ìîæíî ïåðåäàâàòü èç ïðîöåäóðû â ïðîöåäóðó, õðà-
íèòü â ñòðóêòóðàõ äàííûõ è ò. ä., íî íåëüçÿ íàïðÿìóþ îáðàùàòüñÿ ê èõ ïðåä-
ñòàâëåíèþ è èçìåíÿòü åãî � íàä A ðàçðåøåíû òîëüêî òå îïåðàöèè, êîòîðûå
ïðåäîñòàâëÿåò ÀÒÄ.

Âîò, íàïðèìåð, îáúÿâëåíèå àáñòðàêòíîãî òèïà äàííûõ ÷èñòî ôóíêöèîíàëü-
íûõ ñ÷åò÷èêîâ, çàïèñàííîå íà ïñåâäîêîäå, áëèçêîì ê ÿçûêàì Ada (U.S. Dept.
of Defense, 1980) èëè Clu (Liskov et al., 1981).

ADT counter =

type Counter

representation Nat

signature

new : Counter ,

get : Counter Ñ Nat ,

inc : Counter Ñ Counter;

operations

new = 1,

get = λi:Nat. i,

inc = λi:Nat. succ(i);

counter.get (counter.inc counter.new);

Èìÿ àáñòðàêòíîãî òèïà � Counter; åãî êîíêðåòíûì ïðåäñòàâëåíèåì ÿâëÿåò-
ñÿ Nat. Ðåàëèçàöèè îïåðàöèé ðàáîòàþò ñ îáúåêòàìè Counter íà êîíêðåòíîì
óðîâíå, êàê ñî çíà÷åíèÿìè òèïà Nat: new � ýòî ïðîñòî êîíñòàíòà 1; îïåðàöèÿ
inc ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ-ïîñëåäîâàòåëü; get � ýòî ôóíêöèÿ òîæäå-
ñòâà. Ðàçäåë signature óêàçûâàåò, êàê ýòè îïåðàöèè äîëæíû èñïîëüçîâàòüñÿ
èçâíå; ïðè ýòîì íåêîòîðûå ýêçåìïëÿðû Nat â èõ êîíêðåòíûõ òèïàõ çàìåíÿþò-
ñÿ íà Counter. Áàðüåð àáñòðàêöèè îãîðàæèâàåò ó÷àñòîê îò êëþ÷åâîãî ñëîâà
ADT äî çàêðûâàþùåé òî÷êè ñ çàïÿòîé. Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ïðîãðàììû (ò. å.
â ïîñëåäíåé åå ñòðî÷êå) ñâÿçü ìåæäó Counter è Nat ðàçîðâàíà, òàê ÷òî åäèí-
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ñòâåííîå, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü ñ êîíñòàíòîé counter.new � ýòî èñïîëüçîâàòü
åå êàê àðãóìåíò äëÿ counter.get èëè counter.inc.

Ýòîò ïñåâäîêîä ïî÷òè ïîñèìâîëüíî ìîæíî ïåðåâåñòè â íàøå èñ÷èñëåíèå
ñ ýêçèñòåíöèàëüíûìè òèïàìè. Ñíà÷àëà ìû ñîçäàåì ýêçèñòåíöèàëüíûé ïàêåò,
ñîäåðæàùèé âíóòðåííîñòè ÀÒÄ:

counterADT =

{*Nat ,

{new = 1,

get = λi:Nat. i,

inc = λi:Nat. succ(i)}}

as {DCounter ,

{new: Counter ,

get: Counter Ñ Nat ,

inc: Counter Ñ Counter }};

� counterADT : {DCounter ,

{new:Counter ,get:Counter Ñ Nat ,inc:Counter Ñ

Counter }}

Çàòåì ìû îòêðûâàåì ïàêåò, ââîäÿ òèïîâóþ ïåðåìåííóþ Counter, óêàçûâàþ-
ùóþ íà ñêðûòûé òèï ïðåäñòàâëåíèÿ ïàêåòà è òåðìîâóþ ïåðåìåííóþ counter

äëÿ äîñòóïà ê îïåðàöèÿì:

let {Counter , counter} = counterADT in

counter.get (counter.inc counter.new);

� 2 : Nat

Âåðñèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ýêçèñòåíöèàëüíûõ òèïîâ ÷èòàåòñÿ íåñêîëüêî òðóä-
íåå, ÷åì ïñåâäîêîä, ñîäåðæàùèé ìíîãî ñèíòàêñè÷åñêîãî ñàõàðà, îäíàêî ñòðóê-
òóðà äâóõ ýòèõ ôðàãìåíòîâ êîäà èäåíòè÷íà.

Â îáùåì ñëó÷àå òåëî êîíñòðóêöèè let, îòêðûâàþùåé ýêçèñòåíöèàëüíûé
ïàêåò, ñîäåðæèò âñþ îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ïðîãðàììû:

let {Counter ,counter} = <ïàêåò counter> in

<îñòàòîê ïðîãðàììû>

Â ýòîé îñòàâøåéñÿ ÷àñòè òèï Counter ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ òî÷íî òàê æå, êàê
áàçîâûå òèïû, âñòðîåííûå â ÿçûê. Ìîæíî îïðåäåëÿòü ôóíêöèè, ðàáîòàþùèå
ñî ñ÷åò÷èêàìè:

let {Counter ,counter }= counterADT in

let add3 = λc:Counter. counter.inc (counter.inc (counter.inc c)) in

counter.get (add3 counter.new);

� 4 : Nat

Ìîæíî äàæå îïðåäåëÿòü íîâûå àáñòðàêòíûå òèïû, ïðåäñòàâëåíèå êîòîðûõ
âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñ÷åò÷èêè. Íàïðèìåð, ñëåäóþùàÿ ïðîãðàììà îïðåäåëÿåò ÀÒÄ
äâóõïîçèöèîííûõ ïåðåêëþ÷àòåëåé, èñïîëüçóÿ ñ÷åò÷èê â êà÷åñòâå (íå ñëèøêîì
ýôôåêòèâíîãî) òèïà ïðåäñòàâëåíèÿ:

let {Counter.counter} = counterADT in
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let {FlipFlop ,flipflop} =

{*Counter ,

{new = counter.new ,

read = λc:Counter. iseven (counter.get c),

toggle = λc:Counter. counter.inc c,

reset = λc:Counter. counter.new}}

as {DFlipFlop ,

{new: FlipFlop , read: FlipFlop Ñ Bool ,

toggle: FlipFlop Ñ FlipFlop , reset: FlipFlop Ñ

FlipFlop }} in

flipflop.read (flipflop.toggle (flipflop.toggle flipflop.new));

� false: Bool

Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ðàçáèòü áîëüøóþ ïðîãðàììó íà íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî
îáúÿâëåíèé ÀÒÄ, êàæäûé èç êîòîðûõ èñïîëüçóåò òèïû è îïåðàöèè, ïðåäî-
ñòàâëÿåìûå ïðåäûäóùèìè ÀÒÄ, ÷òîáû ïîñòðîèòü ñâîè òèïû è îïåðàöèè è
óïàêîâàòü èõ äëÿ ñëåäóþùèõ ÀÒÄ â âèäå ÿñíî è ÷åòêî îïðåäåëåííîé àáñòðàê-
öèè.

Êëþ÷åâîå ñâîéñòâî ñîêðûòèÿ èíôîðìàöèè â òàêîì ñòèëå � íåçàâèñèìîñòü
ïðåäñòàâëåíèé (representation independence). Ìîæíî ïîäñòàâèòü äðóãóþ ðåà-
ëèçàöèþ ÀÒÄ ñ÷åò÷èêà � ñêàæåì, òàêóþ, â êîòîðîé â êà÷åñòâå âíóòðåííåãî
ïðåäñòàâëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü ñ ïîëåì òèïà Nat, à íå ïðîñòî Nat,

counterADT =

{*{x:Nat},

{new = {x=1},

get = λi:{x:Nat}. i.x,

inc = λi:{x:Nat}. {x=succ(i.x)}}}

as {DCounter ,

{new:Counter , get: Counter Ñ Nat , inc:Counter Ñ

Counter }};

� counterADT : {DCounter ,

{new:Counter ,get:Counter Ñ Nat ,inc:Counter Ñ

Counter }}

ñ ïîëíîé óâåðåííîñòüþ â òîì, ÷òî âñÿ ïðîãðàììà îñòàíåòñÿ ïðàâèëüíî òèïèçè-
ðîâàííîé, ïîñêîëüêó ìû çíàåì íàâåðíÿêà, ÷òî îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ïðîãðàììû
íèêàê íå ìîæåò îáðàòèòüñÿ ê ýêçåìïëÿðàì Counter èíà÷å, êàê ÷åðåç get è
inc.

Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî ñòèëü ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îñíîâàííûé íà àáñòðàêò-
íûõ òèïàõ äàííûõ, ìîæåò ïðèíåñòè ãðîìàäíûå óëó÷øåíèÿ â íàäåæíîñòè è
ëåãêîñòè ñîïðîâîæäåíèÿ áîëüøèõ ñèñòåì. Òîìó åñòü íåñêîëüêî ïðè÷èí. Âî-
ïåðâûõ, òàêîé ñòèëü îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü âèäèìîñòè èçìåíåíèé â ïðîãðàììå.
Êàê ìû òîëüêî ÷òî âèäåëè, ìîæíî çàìåíèòü îäíó ðåàëèçàöèþ ÀÒÄ äðóãîé, ñ
âîçìîæíûì èçìåíåíèåì êàê òèïà ïðåäñòàâëåíèÿ, òàê è ðåàëèçàöèè îïåðàöèé,
íèêàê íå âëèÿÿ íà îñòàëüíóþ ïðîãðàììó, ïîñêîëüêó ïðàâèëà òèïèçàöèè äëÿ
ýêçèñòåíöèàëüíûõ ïàêåòîâ îáåñïå÷èâàþò íåçàâèñèìîñòü îñòàëüíîé ïðîãðàì-
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ìû îò âíóòðåííåãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÀÒÄ. Âî-âòîðûõ, òàêîé ñòèëü ïîáóæäàåò
ïðîãðàììèñòà îãðàíè÷èâàòü çàâèñèìîñòè ìåæäó ÷àñòÿìè ïðîãðàììû, äåëàÿ
ñèãíàòóðû ÀÒÄ êàê ìîæíî ìåíüøå. Íàêîíåö, è ìîæåò áûòü, ýòî ñàìîå âàæíîå,
ýòîò ñòèëü çàñòàâëÿåò ïðîãðàììèñòîâ äóìàòü î ïðîåêòèðîâàíèè àáñòðàêöèé
(designing abstractions).

Óïðàæíåíèå 24.2.1 rÐåêîìåíäóåòñÿ,� � �s: Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûé ïðè-
ìåð â êà÷åñòâå îáðàçöà, îïðåäåëèòå àáñòðàêòíûé òèï ñòåêîâ (stacks) ÷èñåë
ñ îïåðàöèÿìè new, push (ïîìåñòèòü çíà÷åíèå íà ñòåê), top (âåðíóòü çíà-
÷åíèå íà âåðøèíå ñòåêà), pop (âåðíóòü íîâûé ñòåê ñ óäàëåííîé âåðøèíîé)
è isempty. Èñïîëüçóéòå â êà÷åñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ òèï List, ââåäåííûé â
óïðàæíåíèè 23.4.3. Íàïèøèòå ïðîñòóþ ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ñîçäàåò ñòåê,
çàïèñûâàåò â íåãî äâà ÷èñëà è ïîëó÷àåò âåðõíèé ýëåìåíò ñòåêà. Ëó÷øå âñå-
ãî âûïîëíÿòü ýòî óïðàæíåíèå â èíòåðàêòèâíîì ðåæèìå. Çàïóñòèòå èí-
òåðïðåòàòîð fullomega è ñêîïèðóéòå ñîäåðæèìîå ôàéëà test.f (ãäå îïðå-
äåëÿåòñÿ êîíñòðóêòîð òèïîâ List è ñâÿçàííûå ñ íèì îïåðàöèè) â íà÷àëî
ñîáñòâåííîãî ôàéëà.

Óïðàæíåíèå 24.2.2 rÐåêîìåíäóåòñÿ,��s: Ïîñòðîéòå ÀÒÄ èçìåíÿåìûõ
ñ÷åò÷èêîâ, èñïîëüçóÿ ññûëî÷íûå ÿ÷åéêè, îïðåäåëåííûå â ãëàâå 13. Ïóñòü îïå-
ðàöèÿ new áóäåò íå êîíñòàíòîé, à ôóíêöèåé, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò àðãóìåíò
òèïà Unit è âîçâðàùàåò ñ÷åò÷èê, à âîçâðàùàåìûé òèï îïåðàöèè inc ïóñòü
áóäåò íå Counter, à Unit. (Èíòåðïðåòàòîð fullomega ïîääåðæèâàåò êàê
ýêçèñòåíöèàëüíûå òèïû, òàê è ññûëêè.)

Ýêçèñòåíöèàëüíûå îáúåêòû

Ñõåìà ¾óïàêîâàòü, à çàòåì îòêðûòü¿, êîòîðóþ ìû âèäåëè â ïðåäûäóùåì
ïîäðàçäåëå, òèïè÷íà äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ýêçèñòåíöèàëü-
íûõ ïàêåòîâ â êà÷åñòâå ÀÒÄ. Ïàêåò îïðåäåëÿåò àáñòðàêòíûé òèï è ñâÿçàííûå
ñ íèì îïåðàöèè, à ìû îòêðûâàåì êàæäûé ïàêåò íåìåäëåííî ïîñëå åãî ñîçäà-
íèÿ, ñâÿçûâàÿ ïðè ýòîì òèïîâóþ ïåðåìåííóþ, îáîçíà÷àþùóþ àáñòðàêòíûé
òèï, è îòêðûâàÿ àáñòðàêòíûé äîñòóï ê îïåðàöèÿì íàä ÀÒÄ. Â ýòîì ïîäðàçäå-
ëå ìû óâèäèì, êàê ïðîñòàÿ ðàçíîâèäíîñòü îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîé (object-
oriented) àáñòðàêöèè äàííûõ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå äðóãîé èäèîìû
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îñíîâàííîé íà ýêçèñòåíöèàëüíûõ òèïàõ. Ýòà îáúåêòíàÿ
ìîäåëü äàëåå ðàçðàáàòûâàåòñÿ â ãëàâå 32.

Ìû ñíîâà áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ïðèìåðà ïðîñòûå ñ÷åò-
÷èêè, êàê â ñëó÷àå ñ ýêçèñòåíöèàëüíûìè ÀÒÄ, à òàêæå â íàøèõ ïðåäûäóùèõ
îïûòàõ ñ îáúåêòàìè â ãëàâàõ 18 è 19. Ìû ñíîâà âûáèðàåì ÷èñòî ôóíêöè-
îíàëüíûé ñòèëü, òàê ÷òî ïîñûëêà ñîîáùåíèÿ inc îáúåêòó íå èçìåíÿåò åãî
âíóòðåííåãî ñîñòîÿíèÿ, à âîçâðàùàåò íîâûé ñ÷åò÷èê ñ óâåëè÷åííûì âíóòðåí-
íèì ñîñòîÿíèåì.

Îáúåêò-ñ÷åò÷èê ñîñòîèò èç äâóõ îñíîâíûõ êîìïîíåíò: ÷èñëà, ÿâëÿþùåãîñÿ
âíóòðåííèì ñîñòîÿíèåì ñ÷åò÷èêà, è ïàðû ìåòîäîâ, get è inc, èñïîëüçóåìûõ
äëÿ ðàáîòû ñ ýòèì ñîñòîÿíèåì. Íàì òàêæå íóæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû åäèí-
ñòâåííûì ñïîñîáîì óçíàòü ñîñòîÿíèå èëè èçìåíèòü åãî áûë áû âûçîâ îäíîãî èç
ýòèõ äâóõ ìåòîäîâ. Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ, åñëè çàâåðíóòü ñîñòîÿíèå è ìåòîäû
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â ýêçèñòåíöèàëüíûé ïàêåò è àáñòðàãèðîâàòüñÿ îò òèïà ñîñòîÿíèÿ. Íàïðèìåð,
îáúåêò-ñ÷åò÷èê, èìåþùèé çíà÷åíèå 5, ìîæíî çàïèñàòü òàê:

c = {*Nat ,

{state = 5,

methods = {get = λx:Nat. x,

inc = λx:Nat. succ(x)}}

as Counter;

ãäå

Counter = {DX, {state:X, methods: {get:X ÑNat , inc:X Ñ X}}};

×òîáû âûçâàòü ìåòîä îáúåêòà-ñ÷åò÷èêà, ìû îòêðûâàåì ýêçèñòåíöèàëüíûé
ïàêåò è ïðèìåíÿåì ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò åãî ïîëÿ methods ê ïîëþ state.
Íàïðèìåð, ÷òîáû ïîëó÷èòü òåêóùåå çíà÷åíèå c, ìû ïèøåì:

let {X,body} = c in body.methods.get(body.state );

� 5 : Nat

Îáîáùàÿ, ìîæíî íàïèñàòü ìàëåíüêóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ¾ïîñûëàåò ñîîáùå-
íèå get¿ ëþáîìó ñ÷åò÷èêó:

sendget = λc:Counter.
let {X,body} = c in

body.methods.get(body.state );

� sendget : Counter Ñ Nat

Âûçîâ ìåòîäà inc äëÿ îáúåêòà-ñ÷åò÷èêà âûãëÿäèò íåñêîëüêî ñëîæíåå. Åñëè
ìû ïðîñòî ïîâòîðèì êîä äëÿ get, ïðîãðàììà ïðîâåðêè òèïîâ âûäàñò îøèáêó:

let {X,body} = c in body.methods.inc(body.state );

� Îøèáêà: íàðóøåíèå îáëàñòè âèäèìîñòè!

ïîñêîëüêó òèïîâàÿ ïåðåìåííàÿ X îêàçûâàåòñÿ íåñâÿçàííîé â òèïå òåëà let.
Â ñàìîì äåëå, íàïèñàííûé íàìè êîä èíòóèòèâíîãî ñìûñëà òîæå íå èìååò,
ïîñêîëüêó ðåçóëüòàòîì ìåòîäà inc ÿâëÿåòñÿ ãîëîå âíóòðåííåå ñîñòîÿíèå, à íå
îáúåêò. ×òîáû óäîâëåòâîðèòü îäíîâðåìåííî ïðîöåäóðó ïðîâåðêè òèïîâ è ñâîè
íåôîðìàëüíûå ïîíÿòèÿ î òîì, ê ÷åìó äîëæåí ïðèâîäèòü âûçîâ inc, ìû äîëæ-
íû âçÿòü íîâîå âíóòðåííåå ñîñòîÿíèå è óïàêîâàòü åãî â âèäå îáúåêòà-ñ÷åò÷èêà,
èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì òó æå çàïèñü ñ ìåòîäàìè è òîò æå òèï âíóòðåííåãî ñîñòî-
ÿíèÿ, ÷òî è â èñõîäíîì îáúåêòå:

c1 = let {X,body} = c in

{*X,

{state = body.methods.inc(body.state),

methods = body.methods }}

as Counter;

Â îáùåì ñëó÷àå, ÷òîáû ¾ïîñëàòü ñ÷åò÷èêó ñîîáùåíèå inc¿, ìîæíî íàïèñàòü

sendinc = λc:Counter.
let {X,body} = c in
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{*X,

{state = body.methods.inc(body.state),

methods = body.methods }}

as Counter;

� sendinc : Counter Ñ Counter

Áîëåå ñëîæíûå îïåðàöèè íàä ñ÷åò÷èêàìè ìîæíî ïîñòðîèòü íà îñíîâå ýòèõ
äâóõ áàçîâûõ îïåðàöèé:

add3 = λc:Counter. sendinc (sendinc (sendinc c));

� add3 : Counter Ñ Counter

Óïðàæíåíèå 24.2.3 rÐåêîìåíäóåòñÿ,� � �s: Ðåàëèçóéòå ïåðåêëþ÷àòåëè
FlipFlop êàê îáúåêòû, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå òèïà âíóòðåííåãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ îáúåêòû Counter. Â êà÷åñòâå îáðàçöà èñïîëüçóéòå ÀÒÄ FlipFlop èç
ïðåäûäóùåãî ïîäðàçäåëà.

Óïðàæíåíèå 24.2.4 rÐåêîìåíäóåòñÿ,��s: Ïðè ïîìîùè èíòåðïðåòàòîðà
fullomega ðåàëèçóéòå èìïåðàòèâíûé âàðèàíò îáúåêòîâ Counter ïî îáðàç-
öó óïðàæíåíèÿ 24.2.2.

Ñðàâíåíèå îáúåêòîâ è ÀÒÄ

Ïðèìåðû èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà íå ñîñòàâëÿþò ïîëíîöåííîé ìîäåëè
îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ìíîãèå âîçìîæíîñòè, ðàñ-
ñìîòðåííûå íàìè â ãëàâàõ 18 è 19 � ïîäòèïû, êëàññû, íàñëåäîâàíèå, ðåêóðñèÿ
÷åðåç self è super, çäåñü îòñóòñòâóþò. Ìû âåðíåìñÿ ê èõ ìîäåëèðîâàíèþ â
ãëàâå 32, êîãäà íàøà ñèñòåìà òèïîâ îáîãàòèòñÿ íåêîòîðûìè ñóùåñòâåííûìè
÷åðòàìè. Îäíàêî óæå ñåé÷àñ ìû ìîæåì ïðîâåñòè èíòåðåñíîå ñðàâíåíèå íàøèõ
ïðîñòûõ îáúåêòîâ ñ îáñóæäàâøèìèñÿ ðàíåå ÀÒÄ.

Ïðè ñàìîì ïîâåðõíîñòíîì âçãëÿäå ýòè äâå ñõåìû ïðîãðàììèðîâàíèÿ äèà-
ìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíû: â ïðîöåññå ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ÀÒÄ
ïàêåòû îòêðûâàþòñÿ íåìåäëåííî ïîñëå ñîçäàíèÿ; êîãäà æå ïàêåòû èñïîëüçó-
þòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáúåêòîâ, îíè îñòàþòñÿ çàêðûòûìè êàê ìîæíî äîëüøå
� äî ìîìåíòà, êîãäà èõ ïðèõîäèòñÿ îòêðûâàòü, ÷òîáû ïðèìåíèòü îäèí èç
ìåòîäîâ ê âíóòðåííåìó ñîñòîÿíèþ îáúåêòà.

Âñëåäñòâèå ýòîãî ðàçëè÷èÿ ¾àáñòðàêòíûé òèï ñ÷åò÷èêîâ¿ â ýòèõ äâóõ ñòè-
ëÿõ îçíà÷àåò ðàçíûå âåùè. Â ïðîãðàììå, íàïèñàííîé â ñòèëå ñ ÀÒÄ, çíà÷å-
íèÿ ñ÷åò÷èêîâ, ñ êîòîðûìè ðàáîòàåò êëèåíòñêèé êîä âðîäå ôóíêöèè add3,
ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè âíóòðåííåãî òèïà ïðåäñòàâëåíèÿ (ò. å., îáûêíîâåííûìè
÷èñëàìè). Â îáúåêòíîé ïðîãðàììå êàæäûé ñ÷åò÷èê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îò-
äåëüíûé ïàêåò � ñîäåðæàùèé íå òîëüêî ÷èñëî, íî è ïðåäñòàâëåíèÿ ìåòîäîâ
get è inc. Ýòî ñòèëèñòè÷åñêîå ðàçëè÷èå îòðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî â ñëó÷àå ñ ÀÒÄ
òèï Counter ÿâëÿåòñÿ ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé, êîòîðàÿ ââîäèòñÿ â êîíñòðóêöèè
let, à â îáúåêòíîì ñëó÷àå Counter îáîçíà÷àåò âåñü ýêçèñòåíöèàëüíûé òèï

{DX, {state:X, methods :{get:X ÑNat ,inc:X Ñ X}}}
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Òàêèì îáðàçîì, âî âðåìÿ èñïîëíåíèÿ âñå çíà÷åíèÿ ñ÷åò÷èêîâ, ïîðîæäåííûå
ÀÒÄ � ýòî ïðîñòî íåóïàêîâàííûå ýëåìåíòû îäíîãî è òîãî æå òèïà ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ, è ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ðåàëèçàöèÿ îïåðàöèé ñî ñ÷åò÷èêàìè, êîòî-
ðàÿ ðàáîòàåò ñ ýòèì âíóòðåííèì ïðåäñòàâëåíèåì. Íàïðîòèâ, êàæäûé îáúåêò-
ñ÷åò÷èê íåñåò ñâîé òèï ïðåäñòàâëåíèÿ è ñâîé ñîáñòâåííûé íàáîð ìåòîäîâ,
ðàáîòàþùèõ ñ ýòèì òèïîì ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ýòè ðàñõîæäåíèÿ ìåæäó ÀÒÄ è îáúåêòàìè ïðèâîäÿò ê ðàçëè÷íûì ïðàê-
òè÷åñêèì äîñòîèíñòâàì è íåäîñòàòêàì. Îäíî î÷åâèäíîå îòëè÷èå ñîñòîèò â
òîì, ÷òî, ïîñêîëüêó êàæäûé îáúåêò ñàì âûáèðàåò ñâîå ïðåäñòàâëåíèå è íåñåò
ñâîè ñîáñòâåííûå îïåðàöèè, â îäíîé ïðîãðàììå ìîæíî ðàáîòàòü ñ íåñêîëüêè-
ìè ïðåäñòàâëåíèÿìè îäíîãî è òîãî æå òèïà îáúåêòîâ. Ýòî îñîáåííî óäîáíî,
êîãäà â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóþò ïîäòèïû è íàñëåäîâàíèå: ìîæíî îïðåäåëèòü
îäèí îáùèé òèï îáúåêòîâ, à çàòåì ïîðîäèòü ìíîæåñòâî óòî÷íåíèé, êàæäîå
èç êîòîðûõ îáëàäàåò ñâîèì íåñêîëüêî (èëè ñîâåðøåííî) îòëè÷àþùèìñÿ âíóò-
ðåííèì ïðåäñòàâëåíèåì. Ïîñêîëüêó âñå ýêçåìïëÿðû ýòèõ óòî÷íåííûõ êëàññîâ
èìåþò îäèí è òîò æå îáùèé òèï, ñ íèìè ìîæåò ðàáîòàòü îäèí îáùèé êîä, èõ
ìîæíî ñîâìåñòíî õðàíèòü â ñïèñêàõ è ò. ï.

Íàïðèìåð, áèáëèîòåêà ïîëüçîâàòåëüñêîãî èíòåðôåéñà ìîæåò îïðåäåëèòü
îáùèé êëàññ Window (îêíî) ñ ïîäêëàññàìè TextWindow (òåêñòîâîå îêíî),
ContainerWindow (îêíî-êîíòåéíåð), ScrollableWindow (îêíî ñ ïîëîñàìè ïðî-
êðóòêè), TitledWindow (îêíî ñ çàãîëîâêîì), DialogBox (äèàëîãîâîå îêíî) è
ò. ä. Â êàæäîì èç ýòèõ ïîäêëàññîâ áóäóò ñîáñòâåííûå ïåðåìåííûå ýêçåìïëÿðà
(íàïðèìåð, TextWindow ìîæåò ñîäåðæàòü ïåðåìåííóþ òèïà String, ïðåäñòàâ-
ëÿþùóþ òåêóùåå ñîäåðæèìîå îêíà, à ContainerWindow ìîæåò õðàíèòü ñïèñîê
îáúåêòîâ òèïà Window), è ó íåãî áóäóò ñâîè ñîáñòâåííûå ðåàëèçàöèè äëÿ òàêèõ
îïåðàöèé, êàê repaint (ïåðåðèñîâêà) è handleMouseEvent (îáðàáîòêà ñîáûòèÿ
îò ìûøè). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îïðåäåëåíèå òèïà Window êàê ÀÒÄ ïîðîæäàåò
ìåíåå ãèáêóþ ñòðóêòóðó. Êîíêðåòíûé òèï ïðåäñòàâëåíèÿ Window äîëæåí áó-
äåò ñîäåðæàòü âàðèàíòíûé òèï (�11.10) ñ âàðèàíòîì äëÿ êàæäîé ðàçíîâèäíî-
ñòè îêíà, è ê ýòîìó âàðèàíòó áóäóò ïðèïèñàíû äàííûå, îòíîñÿùèåñÿ èìåííî
ê ýòîé ðàçíîâèäíîñòè. Òàêèå îïåðàöèè, êàê repaint, áóäóò ñîäåðæàòü case

ïî âàðèàíòàì è âûïîëíÿòü ñîîòâåòñòâóþùèé ñïåöèàëèçèðîâàííûé êîä. Åñ-
ëè ðàçíîâèäíîñòåé îêîí ñóùåñòâóåò ìíîãî, òî òàêîå ìîíîëèòíîå îáúÿâëåíèå
àáñòðàêòíîãî òèïà Window ìîæåò ñòàòü ñëèøêîì áîëüøèì è çàïóòàííûì.

Âòîðîå âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå ðàçëè÷èå ìåæäó îáúåêòàìè è ÀÒÄ êàñàåòñÿ
ñòàòóñà áèíàðíûõ îïåðàöèé (binary operations) � îïåðàöèé, êîòîðûì òðåáóåòñÿ
äâà èëè áîëåå àðãóìåíòà îäíîãî è òîãî æå àáñòðàêòíîãî òèïà. ×òîáû îáñóæ-
äåíèå ýòîãî âîïðîñà áûëî ïîíÿòíåå, òðåáóåòñÿ ðàçëè÷àòü äâà âèäà áèíàðíûõ
îïåðàöèé:

• Íåêîòîðûå áèíàðíûå îïåðàöèè ìîæíî ðåàëèçîâàòü öåëèêîì â òåðìèíàõ
îáùåäîñòóïíûõ îïåðàöèé íàä äâóìÿ àáñòðàêòíûìè çíà÷åíèÿìè. Íàïðè-
ìåð, ÷òîáû ðåàëèçîâàòü ïðîâåðêó ñ÷åò÷èêîâ íà ðàâåíñòâî, íóæíî òîëüêî
ïîëó÷èòü ó êàæäîãî èç íèõ èíôîðìàöèþ î åãî òåêóùåì ñîñòîÿíèè (ñ ïî-
ìîùüþ get) è ñðàâíèòü äâà ïîëó÷åííûõ ÷èñëà � ò. å. îïåðàöèÿ equal

ñ òåì æå óñïåõîì ìîæåò ñóùåñòâîâàòü çà ïðåäåëàìè áàðüåðà àáñòðàê-
öèè, çàùèùàþùåãî êîíêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå ñ÷åò÷èêîâ. Òàêèå îïåðà-
öèè ìû áóäåì íàçûâàòü ñëàáûìè áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè (weak binary
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operations).

• Äðóãèå áèíàðíûå îïåðàöèè íåâîçìîæíî ðåàëèçîâàòü, íå èìåÿ êîíêðåò-
íîãî ïðèâèëåãèðîâàííîãî äîñòóïà ê îáîèì àáñòðàêòíûì çíà÷åíèÿì. Íà-
ïðèìåð, ïóñòü ìû ðåàëèçóåì àáñòðàêöèþ, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ìíî-
æåñòâî ÷èñåë. Ïîñëå èçó÷åíèÿ íåñêîëüêèõ ó÷åáíèêîâ ïî àëãîðèòìàì ìû
âûáèðàåì êîíêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâ â âèäå ïîìå÷åííûõ äåðå-
âüåâ, ñîõðàíÿþùèõ íåêîòîðûé ñëîæíûé èíâàðèàíò. Ýôôåêòèâíàÿ ðåà-
ëèçàöèÿ îïåðàöèè union (îáúåäèíåíèå) äëÿ äâóõ ìíîæåñòâ äîëæíà ðàñ-
ñìàòðèâàòü èõ êîíêðåòíî êàê äåðåâüÿ. Îäíàêî ìû íå õîòèì äàâàòü äî-
ñòóï ê êîíêðåòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ìíîæåñòâ â íàøåì îáùåäîñòóïíîì
èíòåðôåéñå àáñòðàêöèè ìíîæåñòâà. Òàêèì îáðàçîì, íóæíî áóäåò óñòðî-
èòü ïðèâèëåãèðîâàííûé äîñòóï îïåðàöèè union ê îáîèì åå àðãóìåíòàì,
çàïðåùåííûé äëÿ îáû÷íîãî êîäà � ò. å. îïåðàöèÿ union äîëæíà ñóùå-
ñòâîâàòü âíóòðè áàðüåðà àáñòðàêöèè. Òàêèå îïåðàöèè ìû áóäåì íàçû-
âàòü ñèëüíûìè áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè (strong binary operations).

Ñëàáûå áèíàðíûå îïåðàöèè ëåãêî ðåàëèçóþòñÿ â îáîèõ ðàññìàòðèâàåìûõ íà-
ìè ñòèëÿõ, ïîñêîëüêó äëÿ íèõ íåñóùåñòâåííî, ïîìåùàåì ëè ìû èõ âíóòðè èëè
âíå áàðüåðà àáñòðàêöèè. Åñëè ìû ïîìåñòèì èõ ñíàðóæè, èõ ìîæíî îïðåäåëèòü
ïðîñòî êàê ñàìîñòîÿòåëüíûå ôóíêöèè (êîòîðûå ïðèíèìàþò ïî íåîáõîäèìîñòè
ëèáî îáúåêòû, ëèáî çíà÷åíèÿ ÀÒÄ). Òî÷íî òàê æå ìîæíî ïîìåñòèòü èõ âíóòðü
ÀÒÄ (òîãäà ó íèõ áóäåò êîíêðåòíûé äîñòóï ê ïðåäñòàâëåíèþ àðãóìåíòîâ, õîòÿ
îí èì è íå íóæåí). Ïîìåñòèòü òàêóþ îïåðàöèþ âíóòðü îáúåêòà ëèøü íåíà-
ìíîãî ñëîæíåå, ïîñêîëüêó òåïåðü òèï îáúåêòà îêàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíûì.4

EqCounter = {DX, {state:X, methods :{get:X ÑNat , inc:X Ñ X,

eq:X Ñ EqCounter Ñ

Bool }}}

Îäíàêî ñèëüíûå áèíàðíûå îïåðàöèè â íàøåé ìîäåëè íåâîçìîæíî ïðåäñòà-
âèòü êàê ìåòîäû îáúåêòîâ. Ìû ìîæåì âûðàçèòü èõ òèïû òàê æå, êàê ìû ýòî
äåëàëè äëÿ ñëàáûõ áèíàðíûõ ìåòîäîâ:

NatSet = {DX, {state:X, methods :{empty:X, singleton:Nat ÑX,

member:X Ñ Nat Ñ Bool ,

union:X Ñ NatSet Ñ X}}}

Îäíàêî íå ñóùåñòâóåò óäîâëåòâîðèòåëüíîãî ñïîñîáà ðåàëèçàöèè îáúåêòà ýòîãî
òèïà: âñå, ÷òî íàì èçâåñòíî î âòîðîì àðãóìåíòå îïåðàöèè union � ýòî ÷òî îí
ïðåäîñòàâëÿåò îïåðàöèè òèïà NatSet, îäíàêî îíè íå äàþò íèêàêîãî ñïîñîáà
âûÿñíèòü, êàêîâû ýëåìåíòû ìíîæåñòâà, è ïîýòîìó âû÷èñëèòü èõ îáúåäèíåíèå
íåâîçìîæíî.

Óïðàæíåíèå 24.2.5 r�s: Ïî÷åìó íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé òèï?

NatSet = {DX, {state:X, methods :{empty:X, singleton:Nat ÑX,

member:X Ñ Nat Ñ Bool ,

union:X Ñ X Ñ X}}}

4Òàêàÿ ðàçíîâèäíîñòü ðåêóðñèè íåòðèâèàëüíûì îáðàçîì âçàèìîäåéñòâóåò ñ íàñëåäîâà-
íèåì ðåàëèçàöèé, ñì. Bruce, Cardelli, Castagna, the Hopkins Objects Group (Jonathan Eifrig,
Scott Smith, Valery Trifonov), Leavens, and Pierce, 1996.
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Èòàê, åäèíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ÀÒÄ ïðÿìî ïîääåðæèâàþò áèíàðíûå îïåðà-
öèè, à ìíîæåñòâåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ îáúåêòîâ íå ïðåäîñòàâëÿþò ýòîé ïîä-
äåðæêè, íî äàþò âçàìåí ïîëåçíóþ ãèáêîñòü. Ïðåèìóùåñòâà äâóõ ñòèëåé äî-
ïîëíÿþò äðóã äðóãà; íè îäèí èç íèõ íå ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíî ëó÷øèì.

Ê ýòîìó îáñóæäåíèþ íóæíî ñäåëàòü îäíó ïîïðàâêó. Ïðèâåäåííûå ñðàâíå-
íèÿ îòíîñÿòñÿ ê ïðîñòîé, ¾÷èñòîé¿ ìîäåëè îáúåêòîâ, îïèñàííîé â ýòîé ãëà-
âå. Êëàññû â ïîïóëÿðíûõ îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ, òàêèõ êàê C�� èëè Java, ñïåöèàëüíî ñïðîåêòèðîâàíû òàê, ÷òî ïîçâîëÿ-
þò îïðåäåëÿòü íåêîòîðûå ðàçíîâèäíîñòè ñèëüíûõ áèíàðíûõ ìåòîäîâ. ìîæíî
ñêàçàòü, ÷òî îíè îáåñïå÷èâàþò íåêîòîðûé êîìïðîìèññ ìåæäó ÷èñòûìè îáú-
åêòàìè è ÷èñòûìè ÀÒÄ, ðàññìîòðåííûìè íàìè â ýòîé ãëàâå. Â ýòèõ ÿçûêàõ
òèïîì îáúåêòà â òî÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ èìÿ êëàññà, êîòîðûé ýòîò îáúåêò ïîðîäèë,
è ýòîò òèï ñ÷èòàåòñÿ îòëè÷íûì îò èìåí âñåõ îñòàëüíûõ êëàññîâ, äàæå åñëè
îíè ïðåäîñòàâëÿþò â òî÷íîñòè òå æå îïåðàöèè (ñð. �19.3). À èìåííî, êàæäûé
òèï îáúåêòîâ â ýòèõ ÿçûêàõ èìååò åäèíñòâåííóþ ðåàëèçàöèþ, äàííóþ â ñîîò-
âåòñòâóþùåì îáúÿâëåíèè êëàññà. Áîëåå òîãî, ïîäêëàññû â ýòèõ ÿçûêàõ ìîãóò
äîáàâëÿòü ïåðåìåííûå ýêçåìïëÿðà òîëüêî ê òåì ïåðåìåííûì ýêçåìïëÿðà, êî-
òîðûå óíàñëåäîâàíû îò íàäêëàññîâ. Ñëåäñòâèåì ýòèõ îãðàíè÷åíèé ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî îáúåêò, ïðèíàäëåæàùèé òèïó C, âñåãäà îáëàäàåò âñåìè ïåðåìåííûìè
ýêçåìïëÿðà, óïîìÿíóòûìè â (åäèíñòâåííîì) îáúÿâëåíèè êëàññà C (è âîçìîæ-
íî, íåêîòîðûìè äðóãèìè). Ïîýòîìó äëÿ ìåòîäà òàêîãî êëàññà èìååò ñìûñë
ïðèíèìàòü äðóãîé C â êà÷åñòâå àðãóìåíòà è íåïîñðåäñòâåííî îáðàùàòüñÿ êî
âñåì åãî ïåðåìåííûì ýêçåìïëÿðà, åñëè îí èñïîëüçóåò òîëüêî òå ïåðåìåííûå,
êîòîðûå îïðåäåëåíû â C. Ïîýòîìó ñèëüíûå áèíàðíûå îïåðàöèè âðîäå union

ìîæíî òîëüêî îïðåäåëÿòü â êà÷åñòâå ìåòîäîâ. Òàêîãî ðîäà ¾ãèáðèäíûå¿ îáú-
åêòíûå ìîäåëè ôîðìàëüíî îïèñàíû â ðàáîòàõ Ïèðñà è Ò¼ðíåðà (Pierce and
Turner, 1993) è Êàòèÿðà è äð. (Katiyar, Luckham, and Mitchell, 1994). Áîëåå
ïîäðîáíî èõ èçó÷àëè Ôèøåð è Ìèò÷åëë (Fisher and Mitchell, 1996, 1998; Fisher,
1996b,a).

24.3. Êîäèðîâàíèå ýêçèñòåíöèàëüíûõ òèïîâ

Êîäèðîâàíèå ïàð â âèäå ïîëèìîðôíîãî òèïà â �23.4 ïîäñêàçûâàåò íàì,
÷òî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ýêçèñòåíöèàëüíûå òèïû ìîæíî çàêîäèðîâàòü â âèäå
óíèâåðñàëüíûõ òèïîâ, ïîñêîëüêó èíòóèòèâíî ýëåìåíò ýêçèñòåíöèàëüíîãî òèïà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó èç òèïà è çíà÷åíèÿ:

{DX,T}
def

� @Y. (@X.TÑY) Ñ Y.

Òî åñòü, ýêçèñòåíöèàëüíûé ïàêåò ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê çíà÷åíèå, êîòîðîå, ïî-
ëó÷àÿ òèï ðåçóëüòàòà è ïðîäîëæåíèå (continuation), âûçûâàåò ïðîäîëæåíèå
è ïîëó÷àåò îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò. Ïðîäîëæåíèå ïðèíèìàåò äâà àðãóìåíòà
� òèï X è çíà÷åíèå òèïà T, � è èñïîëüçóåò èõ ïðè âû÷èñëåíèè îêîí÷àòåëüíîãî
ðåçóëüòàòà.

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ýêçèñòåíöèàëüíûõ òèïîâ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò êî-
äèðîâàíèå êîíñòðóêöèé óïàêîâêè è ðàñïàêîâêè. ×òîáû çàêîäèðîâàòü ïàêåò

{*S,t} as {DX,T}
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ìû äîëæíû ñ ïîìîùüþ S è t ïîñòðîèòü çíà÷åíèå òèïà @Y. (@X.TÑY) Ñ Y.
Òèï íà÷èíàåòñÿ ñ óíèâåðñàëüíîãî êâàíòîðà, à òåëîì åãî ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèî-
íàëüíûé òèï. Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò ýòîãî òèïà äîëæåí íà÷èíàòüñÿ ñ äâóõ
àáñòðàêöèé:

{*S,t} as {DX,T}
def

� λY. λf:(@X.TÑY) . . .

×òîáû çàêîí÷èòü ïîñòðîåíèå, íóæíî âåðíóòü ðåçóëüòàò òèïà Y; ÿñíî, ÷òî ïî-
ëó÷èòü åãî ìîæíî, òîëüêî ïðèìåíèâ ôóíêöèþ f ê ïîäõîäÿùèì àðãóìåíòàì.
Ñíà÷àëà ìû äàåì åé òèï S (ýòî åñòåñòâåííûé âûáîð, ïîñêîëüêó äðóãèõ òèïîâ
â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè ñåé÷àñ íåò):

{*S,t} as {DX,T}
def

� λY. λf:(@X.TÑY). f [S] . . .

Ïðèìåíåíèå òèïà f [S] èìååò òèï rX ÞÑ Ss(TÑY), ò. å., (rX ÞÑ SsT)ÑY. Â
êà÷åñòâå âòîðîãî àðãóìåíòà ìû äàåì åìó òåðì t, êîòîðûé, ñîãëàñíî ïðàâèëó
T-Pack, èìååò òèï rX ÞÑ SsT:

{*S,t} as {DX,T}
def

� λY. λf:(@X.TÑY). f [S] t

Òèïîì âñåãî òåðìà-ïðèìåíåíèÿ f [S] t áóäåò Y, êàê è òðåáóåòñÿ.
×òîáû çàêîäèðîâàòü êîíñòðóêöèþ ðàñïàêîâêè let {X,x}=t1 in t2, ìû

ðàññóæäàåì àíàëîãè÷íî. Âî-ïåðâûõ, ïðàâèëî òèïèçàöèè T-Unpack ãîâîðèò
íàì, ÷òî òåðì t1 äîëæåí èìåòü òèï âèäà {DX,T11}, ÷òî t2 äîëæåí èìåòü òèï
T2 (â ðàñøèðåííîì êîíòåêñòå, âêëþ÷àþùåì ñâÿçûâàíèÿ X è x:T11), è ÷òî â
êà÷åñòâå òèïà ðåçóëüòàòà âñåãî âûðàæåíèÿ let...in... îæèäàåòñÿ òèï T2.5

Êàê è ïðè êîäèðîâàíèè ïî ×¼ð÷ó â �23.4, èíòóèòèâíàÿ èäåÿ çäåñü ñîñòîèò
â òîì, ÷òî ôîðìà ââåäåíèÿ ({*S,t}) êîäèðóåòñÿ â âèäå àêòèâíîãî çíà÷åíèÿ,
êîòîðîå ¾ñàìî ïðîèçâîäèò ñîáñòâåííîå óñòðàíåíèå¿. Òàêèì îáðàçîì, êîäèðî-
âàíèå ôîðìû óñòðàíåíèÿ çäåñü ïðîñòî äîëæíî âçÿòü ýêçèñòåíöèàëüíûé ïàêåò
t1 è ïðèìåíèòü åãî ê äîñòàòî÷íîìó êîëè÷åñòâó àðãóìåíòîâ, ÷òîáû ïîëó÷èòü
ðåçóëüòàò æåëàåìîãî òèïà T2:

let {X,x}=t1 in t2
def

� t1 . . .

Ïåðâûì àðãóìåíòîì t1 äîëæåí áûòü òðåáóåìûé òèï ðåçóëüòàòà äëÿ âñåãî âû-
ðàæåíèÿ, ò. å., T2:

let {X,x}=t1 in t2
def

� t1 [T2] . . .

Òèï òåðìà-ïðèìåíåíèÿ t1 [T2] ðàâåí (@X. T11 ÑT2) Ñ T2. Çíà÷èò, åñëè ñåé-
÷àñ íàì óäàñòñÿ ïåðåäàòü åìó àðãóìåíò òèïà (@X. T11 ÑT2), çàäà÷à áóäåò
âûïîëíåíà. Òàêîé àðãóìåíò ìîæíî ïîëó÷èòü ïóòåì àáñòðàêöèè òåëà t2 ïî
ïåðåìåííûì X è x:

let {X,x}=t1 in t2
def

� t1 [T2] (λX. λx:T11. t2)

Êîäèðîâàíèå çàâåðøåíî.
5Ñòðîãî ãîâîðÿ, òî, ÷òî ïåðåâîä òðåáóåò íåêîòîðîé èíôîðìàöèè, îòñóòñòâóþùåé â ñèí-

òàêñèñå òåðìîâ, îçíà÷àåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå ìû çàíèìàåìñÿ ïåðåâîäîì äåðåâüåâ âûâîäà
òèïîâ (typing derivations), à íå òåðìîâ. Ñ ïîäîáíîé ñèòóàöèåé ìû óæå âñòðå÷àëèñü â îïðå-
äåëåíèè ñåìàíòèêè íà îñíîâå ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïîâ (coercion semantics) äëÿ ïîäòèïèðî-
âàíèÿ â �15.6.
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Óïðàæíåíèå 24.3.1 rÐåêîìåíäóåòñÿ,�� Ûs: Âîçüìèòå ÷èñòûé ëèñò áó-
ìàãè è, íå çàãëÿäûâàÿ â êíèãó, âîññòàíîâèòå êîäèðîâàíèå, ïðèâåäåííîå âû-
øå.

Óïðàæíåíèå 24.3.2 r���s: Êàêèå óòâåðæäåíèÿ íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî-
áû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî êîäèðîâàíèå ýêçèñòåíöèàëüíûõ òèïîâ âûïîëíåíî
ïðàâèëüíî?

Óïðàæíåíèå 24.3.3 r����s: Ìîæíî ëè ïðîâåñòè îïåðàöèþ â îáðàòíîì íà-
ïðàâëåíèè è çàêîäèðîâàòü óíèâåðñàëüíûå òèïû â òåðìèíàõ òèïîâ ýêçèñòåí-
öèàëüíûõ?

24.4. Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ÀÒÄ è ýêçèñòåíöèàëüíûìè òèïàìè âïåðâûå áûëî îïè-
ñàíî Ìèò÷åëëîì è Ïëîòêèíûì (Mitchell and Plotkin, 1988); îíè æå çàìåòèëè è
ñâÿçü ñ îáúåêòàìè. Ïèðñ è Ò¼ðíåð (Pierce and Turner, 1994) ïîäðîáíî èññëåäî-
âàëè ýòó ñâÿçü � ñì. ãëàâó 32, â êîòîðîé ïðèâåäåíû ïîäðîáíîñòè è äàëüíåé-
øèå ññûëêè. Ðàçëè÷íûå ïðåèìóùåñòâà îáúåêòîâ è ÀÒÄ îáñóæäàëè Ðåéíîëüäñ
(Reynolds, 1975), Êóê (Cook, 1991), Áðþñ è äð. (Bruce, Cardelli, Castagna, the
Hopkins Objects Group (Jonathan Eifrig, Scott Smith, Valery Trifonov), Leavens,
and Pierce, 1996) è ìíîãèå äðóãèå. Â ÷àñòíîñòè, ðàáîòà Áðþñà è äð. (Bruce,
Cardelli, Castagna, the Hopkins Objects Group (Jonathan Eifrig, Scott Smith,
Valery Trifonov), Leavens, and Pierce, 1996) ñîäåðæèò ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå
áèíàðíûõ ìåòîäîâ.

Ìû óáåäèëèñü, ÷òî ýêçèñòåíöèàëüíûå òèïû ñëóæàò â òåîðèè òèïîâ åñòå-
ñòâåííûì îñíîâàíèåì äëÿ ïðîñòîé ôîðìû àáñòðàêòíûõ òèïîâ äàííûõ. Äëÿ
àäåêâàòíîãî îòîáðàæåíèÿ (áëèçêîé, íî íàìíîãî áîëåå áîãàòîé) ïðîáëåìàòèêè
ñèñòåì ìîäóëåé (module systems), ñóùåñòâóþùèõ â ÿçûêàõ âðîäå ML, áûëè
èññëåäîâàíû ìíîãèå áîëåå ñëîæíûå ìåõàíèçìû. Íà÷àòü èçó÷åíèå ëèòåðàòóðû
â ýòîé îáëàñòè ìîæíî ñ ðàáîò Êàðäåëëè è Ëåðóà (Cardelli and Leroy, 1990),
Ëåðóà (Leroy, 1994), Õàðïåðà è Ëèëèáðèäæà (Harper and Lillibridge, 1994),
Ëèëèáðèäæà (Lillibridge, 1997), Õàðïåðà è Ñòîóíà (Harper and Stone, 2000) è
Êðýðè è äð. (Crary, Harper, and Dreyer, 2002).

Ñòðóêòóðà òèïîâ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñèíòàêñè÷åñêóþ
äèñöèïëèíó äëÿ îáåñïå÷åíèÿ
óðîâíåé àáñòðàêöèè.

Äæîí Ðåéíîëüäñ
(Reynolds, 1983)
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Ãëàâà 25

Ðåàëèçàöèÿ Ñèñòåìû F íà

ML

Òåïåðü ðàñøèðèì ðåàëèçàöèþ λÑ èç ãë. 10 è âêëþ÷èì â íåå óíèâåðñàëüíûå
è ýêçèñòåíöèàëüíûå òèïû èç ãë. 23 è 24. Ïîñêîëüêó ïðàâèëà, îïðåäåëÿþùèå
ýòó ñèñòåìó, óïðàâëÿþòñÿ ñèíòàêñèñîì (ïîäîáíî ñàìîé λÑ, íî â îòëè÷èå îò
èñ÷èñëåíèé ñ ïîäòèïàìè èëè ýêâèðåêóðñèâíûìè òèïàìè), ðåàëèçàöèÿ åå íà
OCaml íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. Íàèáîëåå èíòåðåñíîå ðàñøèðåíèå ïî ñðàâíå-
íèþ ñ èíòåðïðåòàòîðîì λÑ � ïðåäñòàâëåíèå òèïîâ, êîòîðûå ìîãóò ñîäåðæàòü
ñâÿçûâàíèÿ ïåðåìåííûõ (â êâàíòîðàõ). Äëÿ ýòèõ òèïîâ ìû èñïîëüçóåì ìåòîä
èíäåêñîâ äå Áðàóíà (de Bruijn indices), îïèñàííûé â ãë. 6.

25.1. Ïðåäñòàâëåíèå òèïîâ áåç èñïîëüçîâàíèÿ

èìåí

Äëÿ íà÷àëà ðàñøèðèì ñèíòàêñèñ òèïîâ òèïîâûìè ïåðåìåííûìè, à òàêæå
êâàíòîðàìè îáùíîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ.

type ty =

TyVar of int * int

| TyArr of ty * ty

| TyAll of string * ty

| TySome of string * ty

Çäåñü äåéñòâóþò òàêèå æå ñîãëàøåíèÿ, êàê ïðè ïðåäñòàâëåíèè òåðìîâ â �7.1.
Òèïîâûå ïåðåìåííûå ñîñòîÿò èç äâóõ öåëûõ ÷èñåë: ïåðâîå óêàçûâàåò ðàññòî-
ÿíèå äî êîíñòðóêöèè, ñâÿçûâàþùåé ïåðåìåííóþ, à âòîðîå, èñïîëüçóåìîå äëÿ
ïðîâåðêè öåëîñòíîñòè, ðàâíî îæèäàåìîìó ðàçìåðó êîíòåêñòà. Êâàíòîðû õðà-
íÿò èìÿ ñâÿçûâàåìîé èìè ïåðåìåííîé, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿìè ðàñ-
ïå÷àòêè.

Çàòåì ðàñøèðèì êîíòåêñòû, ïîçâîëÿÿ èì õðàíèòü ñâÿçûâàíèÿ äëÿ òèïîâûõ
ïåðåìåííûõ ïîìèìî òåðìîâûõ. Äëÿ ýòîãî ìû äîáàâëÿåì íîâûé êîíñòðóêòîð
â òèï binding:
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type binding =

NameBind

| VarBind of ty

| TyVarBind

Êàê è â ïðåäûäóùèõ ðåàëèçàöèÿõ, êîíñòðóêöèÿ ñâÿçûâàíèÿ NameBind èñïîëü-
çóåòñÿ òîëüêî ôóíêöèÿìè ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà è ðàñïå÷àòêè. Êîíñòðóê-
òîð VarBind, êàê è ðàíüøå, õðàíèò â ñåáå òèï. Íîâûé êîíñòðóêòîð TyVarBind

íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ äàííûõ íå íåñåò, ïîñêîëüêó (â îòëè÷èå îò òåðìîâûõ
ïåðåìåííûõ) òèïîâûå ïåðåìåííûå â ýòîé ñèñòåìå íå íåñóò íèêàêèõ äîïîëíè-
òåëüíûõ îãðàíè÷åíèé. Â ñèñòåìå ñ îãðàíè÷åííîé êâàíòèôèêàöèåé (ãëàâà 26)
è âèäàìè âûñøåãî ïîðÿäêà (ãëàâà 29) ñ êàæäûì TyVarBind áóäåò ñâÿçàíà ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ àííîòàöèÿ.

25.2. Ñäâèã òèïîâ è ïîäñòàíîâêà

Òàê êàê òåïåðü òèïû ñîäåðæàò ïåðåìåííûå, òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ôóíêöèè
äëÿ ñäâèãà è ïîäñòàíîâêè òèïîâ.

Óïðàæíåíèå 25.2.1 r�s: Èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå îáðàçöà ôóíêöèþ ñäâèãà òåð-
ìîâ èç îïðåäåëåíèÿ 6.2.1 (ñ. 97), âûïèøèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå
àíàëîãè÷íîé ôóíêöèè, ñäâèãàþùåé ïåðåìåííûå â òèïàõ.

Â �7.2 ìû äåìîíñòðèðîâàëè ñäâèã è ïîäñòàíîâêó äëÿ òåðìîâ â âèäå äâóõ
îòäåëüíûõ ôóíêöèé, íî îòìåòèëè, ÷òî ðåàëèçàöèÿ, äîñòóïíàÿ íà ñàéòå êíèãè,
èñïîëüçóåò åäèíóþ ôóíêöèþ ¾îòîáðàæåíèÿ¿ äëÿ îáåèõ çàäà÷. Ìîæíî îïðåäå-
ëèòü àíàëîãè÷íóþ ôóíêöèþ îòîáðàæåíèÿ òàêæå è äëÿ ñäâèãà è ïîäñòàíîâêè
òèïîâ. Ðàññìîòðèì òåïåðü ýòè ôóíêöèè.

Îñíîâíîå íàáëþäåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñäâèã è ïîäñòàíîâêà âåäóò ñå-
áÿ ñîâåðøåííî îäèíàêîâî ñî âñåìè êîíñòðóêòîðàìè, êðîìå ïåðåìåííûõ. Åñëè
ìû àáñòðàãèðóåì èõ ïîâåäåíèå íà ïåðåìåííûõ, îíè ñîâïàäàþò. Âîò, íàïðè-
ìåð, ñïåöèàëèçèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ ñäâèãà äëÿ òèïîâ, êîòîðóþ ìû ïîëó÷àåì,
ìåõàíè÷åñêè ïåðåâîäÿ íà OCaml ðåøåíèå óïðàæíåíèÿ 25.2.1:

let typeShiftAbove d c tyT =

let rec walk c tyT = match tyT with

TyVar(x,n) Ñ if x>=c then TyVar(x+d,n+d) else TyVar(x,n+d)

| TyArr(tyT1 ,tyT2) Ñ TyArr(walk c tyT1 ,walk c tyT2)

| TyAll(tyX ,tyT2) Ñ TyAll(tyX ,walk (c+1) tyT2)

| TySome(tyX ,tyT2) Ñ TySome(tyX ,walk (c+1) tyT2)

in walk c tyT

Ñðåäè àðãóìåíòîâ äëÿ ýòîé ôóíêöèè � âåëè÷èíà d, íà êîòîðóþ òðåáóåòñÿ
ñäâèíóòü ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå; ïðåäåëüíàÿ âåëè÷èíà (îòñå÷êà) c, íèæå êî-
òîðîé ñäâèãàòü íå ñëåäóåò (÷òîáû èçáåæàòü ñäâèãà ïåðåìåííûõ, ñâÿçàííûõ
êâàíòîðàìè âíóòðè òèïà); à òàêæå ïîäëåæàùèé ñäâèãó òèï tyT.

Åñëè ìû àáñòðàãèðóåì îáðàáîòêó âàðèàíòà TyVar èç typeShiftAbove â íî-
âûé àðãóìåíò onvar, à òàêæå èçáàâèìñÿ îò àðãóìåíòà d, êîòîðûé óïîìèíàåòñÿ
òîëüêî â âàðèàíòå TyVar, òî ìû ïîëó÷èì îáîáùåííóþ ôóíêöèþ îòîáðàæåíèÿ:
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let tymap onvar c tyT =

let rec walk c tyT = match tyT with

TyArr(tyT1 ,tyT2) Ñ TyArr(walk c tyT1 ,walk c tyT2)

| TyVar(x,n) Ñ onvar c x n

| TyAll(tyX ,tyT2) Ñ TyAll(tyX ,walk (c+1) tyT2)

| TySome(tyX ,tyT2) Ñ TySome(tyX ,walk (c+1) tyT2)

in walk c tyT

èç êîòîðîé ìîæíî âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ ñäâèãà, ñíàáäèâ tymap âàðèàíòîì
äëÿ TyVar â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà (ôóíêöèè, àáñòðàãèðîâàííîé ïî c, x è n):

let typeShiftAbove d c tyT =

tymap

(fun c x n Ñ if x>=c then TyVar(x+d,n+d) else TyVar(x,n+d))

c tyT

Óäîáíî òàêæå îïðåäåëèòü ñïåöèàëèçèðîâàííóþ âåðñèþ typeShiftAbove äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà èñõîäíàÿ îòñå÷êà ðàâíà 0:

let typeShift d tyT = typeShiftAbove d 0 tyT

Ïðè ïîìîùè äðóãîé êîíêðåòèçàöèè tymap ìîæíî òàêæå ðåàëèçîâàòü îïå-
ðàöèþ ïîäñòàíîâêè òèïà tyS âìåñòî òèïîâîé ïåðåìåííîé íîìåð j â òèïå tyT:

let typeSubst tyS j tyT =

tymap

(fun j x n Ñ if x=j then (typeShift j tyS) else (TyVar(x,n)))

j tyT

Êîãäà ìû áóäåì ïðè ïðîâåðêå òèïîâ è âû÷èñëåíèè èñïîëüçîâàòü ïîäñòàíîâ-
êó òèïîâ, ïîäñòàíîâêà âñåãäà áóäåò ïðîèçâîäèòüñÿ âìåñòî íóëåâîé (ñàìîé
âíåøíåé) ïåðåìåííîé, è íàì âñåãäà íóæíî áóäåò ñäâèíóòü ðåçóëüòàò, ÷òîáû
ýòà ïåðåìåííàÿ èñ÷åçëà. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ
typeSubstTop.

let typeSubstTop tyS tyT =

typeShift (-1) (typeSubst (typeShift 1 tyS) 0 tyT)

25.3. Òåðìû

Íà óðîâíå òåðìîâ òðåáóåòñÿ ïðîäåëàòü àíàëîãè÷íóþ ðàáîòó. Ñíà÷àëà ðàñ-
øèðèì òèï äàííûõ term èç ãëàâû 10 ôîðìàìè ââåäåíèÿ è óñòðàíåíèÿ óíèâåð-
ñàëüíûõ è ýêçèñòåíöèàëüíûõ òèïîâ:

type term =

TmVar of info * int * int

| TmAbs of info * string * ty * term

| TmApp of info * term * term

| TmTAbs of info * string * term

| TmTApp of info * term * ty

| TmPack of info * ty * term * ty

| TmUnpack of info * string * string * term * term

�source�le� 413 Rev: �revision�, November 28, 2010



414 25.3. Òåðìû

Îïðåäåëåíèÿ ñäâèãà è ïîäñòàíîâêè äëÿ òåðìîâ ïîõîæè íà òå, ÷òî ìû âèäå-
ëè â ãëàâå 10. Îäíàêî çäåñü ìû âûïèøåì èõ ÷åðåç îáùóþ ôóíêöèþ îòîáðàæå-
íèÿ, êàê â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû ñäåëàëè äëÿ òèïîâ. Ôóíêöèÿ îòîáðàæåíèÿ
âûãëÿäèò òàê:

let tmmap onvar ontype c t =

let rec walk c t = match t with

TmVar(fi ,x,n) Ñ onvar fi c x n

| TmAbs(fi,x,tyT1 ,t2) Ñ TmAbs(fi ,x,ontype c tyT1 ,walk (c+1) t2)

| TmApp(fi,t1,t2) Ñ TmApp(fi ,walk c t1,walk c t2)

| TmTAbs(fi,tyX ,t2) Ñ TmTAbs(fi,tyX ,walk (c+1) t2)

| TmTApp(fi,t1,tyT2) Ñ TmTApp(fi,walk c t1,ontype c tyT2)

| TmPack(fi,tyT1 ,t2,tyT3) Ñ

TmPack(fi,ontype c tyT1 ,walk c t2 ,ontype c tyT3)

| TmUnpack(fi,tyX ,x,t1,t2) Ñ

TmUnpack(fi ,tyX ,x,walk c t1 ,walk (c+2) t2)

in walk c t

Çàìåòèì, ÷òî tmmap ïðèíèìàåò ÷åòûðå àðãóìåíòà � íà îäèí áîëüøå, ÷åì
tymap. ×òîáû ïîíÿòü, ïî÷åìó ýòî òàê, îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî òåðìû
ìîãóò ñîäåðæàòü äâà ðàçëè÷íûõ òèïà ïåðåìåííûõ: òåðìîâûå ïåðåìåííûå è
òèïîâûå ïåðåìåííûå, âñòðîåííûå â àííîòàöèè òèïà âíóòðè òåðìîâ. Ïîýòîìó,
íàïðèìåð, ïðè ñäâèãå åñòü äâà òèïà ¾ëèñòüåâ¿, êîòîðûå íàì íàäî îáðàáîòàòü:
òåðìîâûå ïåðåìåííûå è òèïû. Ïàðàìåòð ontype ñîîáùàåò ôóíêöèè îòîáðà-
æåíèÿ, ÷òî ñëåäóåò äåëàòü ïðè îáðàáîòêå êîíñòðóêòîðà òåðìîâ, ñîäåðæàùåãî
àííîòàöèþ òèïà, êàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àå TmAbs. Åñëè áû ó íàñ áûë ÿçûê
áîëüøåãî ðàçìåðà, áûëî áû åùå íåñêîëüêî òàêèõ ñëó÷àåâ.

Ñäâèã òåðìîâ ìîæíî îïðåäåëèòü, ïåðåäàâ ñîîòâåòñòâóþùèå àðãóìåíòû â
tmmap.

let termShiftAbove d c t =

tmmap

(fun fi c x n Ñ if x>=c then TmVar(fi,x+d,n+d)

else TmVar(fi ,x,n+d))

(typeShiftAbove d)

c t

let termShift d t = termShiftAbove d 0 t

Äëÿ òåðìîâûõ ïåðåìåííûõ ìû ïðîâåðÿåì îòñå÷êó è ñîçäàåì íîâóþ ïåðå-
ìåííóþ òî÷íî òàê æå, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â typeShiftAbove. Äëÿ òèïîâ �
âûçûâàåì ôóíêöèþ ñäâèãà äëÿ òèïîâ, îïðåäåëåííóþ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

Ôóíêöèÿ äëÿ ïîäñòàíîâêè îäíîãî òåðìà âìåñòî äðóãîãî âûãëÿäèò àíàëî-
ãè÷íî:

let termSubst j s t =

tmmap

(fun fi j x n Ñ if x=j then termShift j s else TmVar(fi,x,n))

(fun j tyT Ñ tyT)

j t
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Çàìåòèì, ÷òî àííîòàöèè òèïîâ íå èçìåíÿþòñÿ â termSubst (òèïû íå ìîãóò
ñîäåðæàòü òåðìîâûõ ïåðåìåííûõ, òàê ÷òî ïîäñòàíîâêà òåðìîâ íà íèõ íèêàê
íå âëèÿåò).

Íàì òàêæå íóæíà ôóíêöèÿ äëÿ ïîäñòàíîâêè òèïà â òåðì � îíà èñïîëü-
çóåòñÿ, íàïðèìåð, â ïðàâèëå âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïðèìåíåíèÿ òèïà:

(λX.t12) [T2]Ñ rX ÞÑ T2st12 (E-TappTabs)

Åå òàêæå ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åðåç ôóíêöèþ îòîáðàæåíèÿ òåðìîâ:

let rec tytermSubst tyS j t =

tmmap (fun fi c x n Ñ TmVar(fi ,x,n))

(fun j tyT Ñ typeSubst tyS j tyT) j t

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ, êîòîðóþ ìû ïåðåäàåì â tmmap äëÿ îáðàáîòêè òåð-
ìîâûõ ïåðåìåííûõ, � ýòî ôóíêöèÿ òîæäåñòâà (îíà ïðîñòî âîññòàíàâëèâàåò
èñõîäíóþ òåðìîâóþ ïåðåìåííóþ); êîãäà ìû âèäèì àííîòàöèþ òèïà, ìû ïðî-
âîäèì â íåé ïîäñòàíîâêó íà óðîâíå òèïîâ.

Íàêîíåö, êàê ìû ýòî äåëàëè äëÿ òèïîâ, îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíûå ôóíê-
öèè, êîòîðûå óïàêîâûâàþò áàçîâûå ôóíêöèè ïîäñòàíîâêè äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ
â eval è typeof.

let termSubstTop s t =

termShift (-1) (termSubst 0 (termShift 1 s) t)

let tytermSubstTop tyS t =

termShift (-1) (tytermSubst (typeShift 1 tyS) 0 t)

25.4. Âû÷èñëåíèå

Ðàñøèðåíèÿ ôóíêöèè eval ïðÿìî ïîðîæäàþòñÿ íà îñíîâå ïðàâèë âû÷èñ-
ëåíèÿ ïî ðèñ. 23.1 è 24.1. Âñÿ ñëîæíàÿ ðàáîòà óæå ïðîäåëàíà â ôóíêöèÿõ
ïîäñòàíîâêè èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.

let rec eval1 ctx t = match t with

...

| TmTApp(fi,TmTAbs(_,x,t11),tyT2) Ñ

tytermSubstTop tyT2 t11

| TmTApp(fi,t1,tyT2) Ñ

let t1' = eval1 ctx t1 in

TmTApp(fi, t1 ', tyT2)

| TmUnpack(fi,_,_,TmPack(_,tyT11 ,v12 ,_),t2) when isval ctx v12 Ñ

tytermSubstTop tyT11 (termSubstTop (termShift 1 v12) t2)

| TmUnpack(fi,tyX ,x,t1 ,t2) Ñ

let t1' = eval1 ctx t1 in

TmUnpack(fi ,tyX ,x,t1',t2)

| TmPack(fi,tyT1 ,t2,tyT3) Ñ

let t2' = eval1 ctx t2 in

TmPack(fi,tyT1 ,t2 ',tyT3)

...

Óïðàæíåíèå 25.4.1 r�s: Ïî÷åìó â ïåðâîì âàðèàíòå TmUnpack òðåáóåòñÿ
termShift?
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Íîâûå âàðèàíòû â ôóíêöèè typeof òàêæå ïðÿìî ñëåäóþò èç ïðàâèë òè-
ïèçàöèè äëÿ àáñòðàêöèè è ïðèìåíåíèÿ òèïîâ, à òàêæå äëÿ óïàêîâêè è ðàñïà-
êîâêè ýêçèñòåíöèàëüíûõ ïàêåòîâ. Ìû ïðèâîäèì ïîëíîå îïðåäåëåíèå typeof,
÷òîáû íîâûå âàðèàíòû äëÿ TmTAbs è TmTApp ìîæíî áûëî ñðàâíèòü ñî ñòàðûìè,
äëÿ îáû÷íîé àáñòðàêöèè è îáû÷íîãî ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèè.

let rec typeof ctx t =

match t with

TmVar(fi ,i,_) Ñ getTypeFromContext fi ctx i

| TmAbs(fi,x,tyT1 ,t2) Ñ

let ctx ' = addbinding ctx x (VarBind(tyT1)) in

let tyT2 = typeof ctx ' t2 in

TyArr(tyT1 , typeShift (-1) tyT2)

| TmApp(fi,t1,t2) Ñ

let tyT1 = typeof ctx t1 in

let tyT2 = typeof ctx t2 in

(match tyT1 with

TyArr(tyT11 ,tyT12) Ñ

if (=) tyT2 tyT11 then tyT12

else error fi "íåñîîòâåòñòâèå òèïà ïàðàìåòðà"

| _ Ñ error fi "îæèäàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûé òèï")

| TmTAbs(fi,tyX ,t2) Ñ

let ctx = addbinding ctx tyX TyVarBind in

let tyT2 = typeof ctx t2 in

TyAll(tyX ,tyT2)

| TmTApp(fi,t1,tyT2) Ñ

let tyT1 = typeof ctx t1 in

(match tyT1 with

TyAll(_,tyT12) Ñ typeSubstTop tyT2 tyT12

| _ Ñ error fi "îæèäàåòñÿ óíèâåðñàëüíûé òèï")

| TmPack(fi,tyT1 ,t2,tyT) Ñ

(match tyT with

TySome(tyY ,tyT2) Ñ

let tyU = typeof ctx t2 in

let tyU ' = typeSubstTop tyT1 tyT2 in

if (=) tyU tyU ' then tyT

else error fi "íåñîîòâåòñòâèå îáúÿâëåííîìó òèïó"

| _ Ñ error fi "îæèäàåòñÿ ýêçèñòåíöèàëüíûé òèï")

| TmUnpack(fi,tyX ,x,t1 ,t2) Ñ

let tyT1 = typeof ctx t1 in

(match tyT1 with

TySome(tyY ,tyT11) Ñ

let ctx ' = addbinding ctx tyX TyVarBind in

let ctx '' = addbinding ctx ' x (VarBind tyT11) in

let tyT2 = typeof ctx '' t2 in

typeShift (-2) tyT2

| _ Ñ error fi "îæèäàåòñÿ ýêçèñòåíöèàëüíûé òèï")

Íàèáîëåå èíòåðåñíûé ó÷àñòîê êîäà � ñëó÷àé TmUnpack. Çäåñü ìû: 1) ïðî-
âåðÿåì òèï ïîäâûðàæåíèÿ t1 è óáåæäàåìñÿ, ÷òî îíî èìååò ýêçèñòåíöèàëü-
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íûé òèï {DX,T11}; 2) ðàñøèðÿåì êîíòåêñò Γ ñâÿçûâàíèåì òèïîâîé ïåðåìåí-
íîé X è ñâÿçûâàíèåì òåðìîâîé ïåðåìåííîé x:T11, à òàêæå óáåæäàåìñÿ, ÷òî t2

èìååò íåêîòîðûé òèï T2; 3) ñäâèãàåì èíäåêñû ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ â T2

âíèç íà äâà òàê, ÷òîáû ýòîò òèï èìåë ñìûñë îòíîñèòåëüíî èñõîäíîãî êîí-
òåêñòà Γ; 4) âîçâðàùàåì ïîëó÷èâøèéñÿ òèï â êà÷åñòâå òèïà âñåãî âûðàæåíèÿ
let...in...

ßñíî, ÷òî åñëè X èìååò ñâîáîäíûå âõîæäåíèÿ â T2, òî íà òðåòüåì øàãå ìû
ïîëó÷èì áåññìûñëåííûé òèï, ñîäåðæàùèé ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå ñ îòðèöà-
òåëüíûìè èíäåêñàìè; â ýòîì ìåñòå ïðîâåðêà òèïîâ äîëæíà ïîòåðïåòü íåóäà÷ó.
Ìû ìîæåì ýòîãî äîáèòüñÿ, åñëè ïåðåîïðåäåëèì ôóíêöèþ typeShiftAbove òàê,
÷òîáû îíà çàìå÷àëà ïîïûòêè ñîçäàíèÿ òèïîâîé ïåðåìåííîé ñ îòðèöàòåëüíûì
èíäåêñîì è ñîîáùàëà îá îøèáêå, à íå âîçâðàùàëà áåññìûñëèöó.

let typeShiftAbove d c tyT =

tymap

(fun c x n Ñ if x>=c then

if x+d<0 then err "Íåâåðíàÿ îáëàñòü âèäèìîñòè!"

else TyVar(x+d,n+d)

else TyVar(x,n+d))

c tyT

Òàêàÿ ïðîâåðêà áóäåò ñîîáùàòü îá îøèáêå îáëàñòè âèäèìîñòè âñÿêèé ðàç,
êîãäà òèï, âû÷èñëÿåìûé íàìè äëÿ òåëà t2 êîíñòðóêöèè óñòðàíåíèÿ ýêçèñòåí-
öèàëüíîãî òèïà let {X,X}=t1 in t2, ñîäåðæèò ñâÿçàííóþ òèïîâóþ ïåðåìåí-
íóþ X.

let {X,x}=({*Nat ,0} as {DX,X}) in x;

� Îøèáêà: Íåâåðíàÿ îáëàñòü âèäèìîñòè!
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Ãëàâà 26

Îãðàíè÷åííàÿ

êâàíòèôèêàöèÿ

Ìíîãèå èíòåðåñíûå ïðîáëåìû â ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðîÿâëÿþòñÿ
ïðè âçàèìîäåéñòâèè êîíñòðóêöèé, êîòîðûå îòíîñèòåëüíî ïðîñòû, åñëè ðàñ-
ñìàòðèâàòü èõ ïî îòäåëüíîñòè. Â ýòîé ãëàâå ìû ââîäèì îãðàíè÷åííóþ êâàí-
òèôèêàöèþ (bounded quanti�cation), âîçíèêàþùóþ ïðè ñî÷åòàíèè ïîëèìîð-
ôèçìà è ïîäòèïîâ. Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåòñÿ êàê âûðàçèòåëüíàÿ
ñèëà ñèñòåìû, òàê è åå ìåòàòåîðåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü. Èñ÷èñëåíèå, ñ êîòî-
ðûì ìû áóäåì ðàáîòàòü, íàçûâàåòñÿ F<: (ïðîèçíîñèòñÿ ¾F sub¿). Îíî èãðàëî
öåíòðàëüíóþ ðîëü â èññëåäîâàíèÿõ ïî ÿçûêàì ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ìîìåíòà
îòêðûòèÿ â ñåðåäèíå 80-õ; â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ ïî îñíîâàíèÿì îáúåêòíî-
îðèåíòèðîâàííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

26.1. Ìîòèâàöèÿ

Ïðîñòåéøèé ñïîñîá ñîâìåñòèòü ïîäòèïû è ïîëèìîðôèçì ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû ñ÷èòàòü èõ îðòîãîíàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ÿçûêà, ò. å. ðàññìîòðåòü
ñèñòåìó, ïî ñóùåñòâó, ÿâëÿþùóþñÿ îáúåäèíåíèåì ñèñòåì èç ãëàâ 15 è 23. Òà-
êîå ñî÷åòàíèå íå âûçûâàåò òåîðåòè÷åñêèõ òðóäíîñòåé è ìîæåò áûòü ïîëåçíî
ïî òåì æå ïðè÷èíàì, ïî êîòîðûì ïîäòèïû è ïîëèìîðôèçì ïîëåçíû îòäåëüíî
äðóã îò äðóãà. Îäíàêî êàê òîëüêî ìû ïîëó÷àåì îáå õàðàêòåðèñòèêè â îäíîì
ÿçûêå, âîçíèêàåò ñîáëàçí ñî÷åòàòü èõ áîëåå èíòåðåñíûì ñïîñîáîì. Â êà÷å-
ñòâå èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð � â äàëüíåéøåì ìû âñòðåòèì
äðóãèå ïðèìåðû â �26.3, à òàêæå ðàçáåðåì åù¼ áîëåå ïðàêòè÷åñêèå ñëó÷àè â
ãëàâàõ 27 è 32.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òîæäåñòâà íà çàïèñÿõ ñ ÷èñëîâûì
ïîëåì a:

Ïî áîëüøåé ÷àñòè â ýòîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ÷èñòàÿ Ñèñòåìà F<: (ðèñ. 26.1). Â ïðèìåðàõ
èñïîëüçóþòñÿ òàêæå çàïèñè (11.7) è ÷èñëà (8.2). Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåàëèçàöèè íà OCaml
íàçûâàþòñÿ fullsub è fullfomsub. (Äëÿ áîëüøèíñòâà ïðèìåðîâ äîñòàòî÷íî èíòåðïðåòàòîðà
fullsub; äëÿ ïðèìåðîâ, âêëþ÷àþùèõ ñîêðàùåíèÿ òèïîâ ñ ïàðàìåòðàìè, òàêèå êàê Pair,
òðåáóåòñÿ fullfomsub.)
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f = λx:{a:Nat}. x;

� f : {a:Nat} Ñ {a:Nat}

Åñëè ra � çàïèñü, èìåþùàÿ òàêîå ïîëå,

ra = {a=0};

òî ìû ìîæåì ïðèìåíèòü f ê ra � â ëþáîé èç ðàññìîòðåííûõ íàìè ðàíåå
ñèñòåì, � è ïîëó÷èòü çàïèñü òîãî æå òèïà.

f ra;

� {a=0} : {a:Nat}

Àíàëîãè÷íî, åñëè ìû îïðåäåëèì çàïèñü rab ñ äâóìÿ ïîëÿìè, a è b,

rab = {a=0, b=true};

òî ìû òàêæå ìîæåì ïðèìåíèòü f ê rab, ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî âêëþ÷åíèÿ (T-Sub,
ðèñ. 15.1) è ðàñøèðÿÿ òèï rab äî {a:Nat}, ÷òîáû îíà ñîîòâåòñòâîâàëà òèïó,
îæèäàåìîìó ôóíêöèåé f.

f rab;

� {a=0, b=true} : {a:Nat}

Îäíàêî òèï ðåçóëüòàòà ïðè òàêîì ïðèìåíåíèè èìååò òîëüêî ïîëå a. Ñëåäîâà-
òåëüíî, òàêîé òåðì, êàê (f rab).b, îêàæåòñÿ íåïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûì.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîïóñòèâ rab ÷åðåç ôóíêöèþ òîæäåñòâà, ìû ïîòåðÿëè
âîçìîæíîñòü îáðàùàòüñÿ ê åå ïîëþ b!

Èñïîëüçóÿ ïîëèìîðôèçì Ñèñòåìû F, ìû ìîæåì çàïèñàòü f èíà÷å:

fpoly = λX. λx:X. x;

� fpoly : @X. X ÑX

Ïðèìåíåíèå ôóíêöèè fpoly ê rab (ñ ñîîòâåòñòâóþùèì àðãóìåíòîì-òèïîì)
äàåò æåëàåìûé ðåçóëüòàò:

fpoly [{a:Nat , b:Bool}] rab;

� {a=0, b=true} : {a:Nat , b:Bool}

Îäíàêî, ïðåâðàòèâ òèï x â ïåðåìåííóþ, ìû ïîòåðÿëè íåêîòîðóþ ïîòåíöèàëü-
íî ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ. Äîïóñòèì, íàïðèìåð, ÷òî íóæíî íàïèñàòü äðóãóþ
âåðñèþ f, êîòîðàÿ âîçâðàùàåò ïàðó èç èñõîäíîãî àðãóìåíòà è çíà÷åíèÿ åãî
ïîëÿ a, óâåëè÷åííîãî íà åäèíèöó:

f2 = λx:{a:Nat}. {orig=x, asucc=succ(x.a)};

� f2 : {a:Nat} Ñ {orig:{a:Nat}, asucc:Nat}

Ñ ïîìîùüþ ïîäòèïèðîâàíèÿ ìû ïî-ïðåæíåìó ìîæåì ïðèìåíèòü f2 êàê ê ra,
òàê è ê rab, âî âòîðîì ñëó÷àå òåðÿÿ ïîëå b.
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f2 ra;

� {orig={a=0}, asucc =1} : {orig:{a:Nat}, asucc:Nat}

f2 rab;

� {orig={a=0,b=true}, asucc =1} : {orig:{a:Nat}, asucc:Nat}

Íî òåïåðü ïîëèìîðôèçì íèêàê íå ìîæåò íàì ïîìî÷ü. Åñëè ìû, êàê è ðàíüøå,
çàìåíèì òèï x ïåðåìåííîé X, ìû ïîòåðÿåì îãðàíè÷åíèå, ñîãëàñíî êîòîðîìó x

äîëæåí áûòü çàïèñüþ ñ ïîëåì a, à ýòî îãðàíè÷åíèå íóæíî, ÷òîáû âû÷èñëèòü
ïîëå asucc ðåçóëüòàòà.

f2poly = λX. λx:X. {orig=x, asucc=succ(x.a)};

� Îøèáêà: Îæèäàåòñÿ òèï çàïèñåé

Èíôîðìàöèÿ îá îïåðàöèîííîì ïîâåäåíèè f2, êîòîðóþ ìû õîòåëè áû âûðàçèòü
â åå òèïå, ñîñòîèò â òîì, ÷òî f2 ïðèíèìàåò àðãóìåíò ëþáîãî òèïà çàïèñåé R,
â êîòîðûõ åñòü ÷èñëîâîå ïîëå a, è âîçâðàùàåò êàê ðåçóëüòàò çàïèñü, ñîäåðæà-
ùóþ ïîëå òèïà R è ïîëå òèïà Nat. Ñ ïîìîùüþ îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ ìû
ìîæåì âûðàçèòü ýòî êðàòêî: f2 ïðèíèìàåò àðãóìåíò ëþáîãî ïîäòèïà R òèïà
{a:Nat} è âîçâðàùàåò çàïèñü ñ ïîëåì òèïà R è ïîëåì òèïà Nat. Ýòó èíòóèòèâ-
íóþ èäåþ ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü, ââåäÿ îãðàíè÷åíèå íà ïîäòèïû (subtyping
constraint) äëÿ ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé X â f2poly.

f2poly = λX<:{a:Nat}. λx:X. {orig=x, asucc=succ(x.a)};

� f2poly : @X<:{a:Nat}. X Ñ{orig:X, asucc:Nat}

Ýòà òàê íàçûâàåìàÿ îãðàíè÷åííàÿ êâàíòèôèêàöèÿ (bounded quanti�cation)
ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé õàðàêòåðèñòèêîé Ñèñòåìû F<:.

26.2. Îïðåäåëåíèÿ

Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, Ñèñòåìà F<: ïîëó÷àåòñÿ ñî÷åòàíèåì òèïîâ è
òåðìîâ Ñèñòåìû F èç ãëàâû 23 ñ îòíîøåíèåì ïîäòèïèðîâàíèÿ èç ãëàâû 15, à
òàêæå äîáàâëåíèåì ê êâàíòîðàì îáùíîñòè îãðàíè÷åíèé íà ïîäòèïû. Àíàëî-
ãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü è îãðàíè÷åííûå êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ, êàê ìû
óâèäèì â �26.5.

Íà ñàìîì äåëå, åñòü äàæå äâà ðàçóìíûõ ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ
ïîäòèïèðîâàíèÿ â F<:. Îíè îòëè÷àþòñÿ ôîðìóëèðîâêîé ïðàâèëà äëÿ ñðàâíå-
íèÿ îãðàíè÷åííûõ êâàíòîðîâ (S-All): îäíà âåðñèÿ, òàê íàçûâàåìîå ÿäåðíîå
(kernel) ïðàâèëî ëåã÷å îïèñûâàåòñÿ ôîðìàëüíî, íî îáëàäàåò ìåíüøåé ãèáêî-
ñòüþ, à ïîëíîå (full) ïðàâèëî ïîäòèïèðîâàíèÿ áîëåå âûðàçèòåëüíî, íî âûçû-
âàåò òåõíè÷åñêèå òðóäíîñòè. Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû ïîäðîáíî îïèøåì îáå
âåðñèè, ñíà÷àëà ââîäÿ ÿäåðíûé âàðèàíò, à çàòåì, â �26.2, ïîëíûé âàðèàíò. Êî-
ãäà íàì íóæíî áóäåò òî÷íî óêàçàòü, î êàêîì âàðèàíòå èäåò ðå÷ü, ìû áóäåì
íàçûâàòü âåðñèè èñ÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ÿäåðíîé F<: (kernel F<:) è ïîë-
íîé F<: (full F<:). Èñïîëüçîâàíèå F<: áåç ïðèëàãàòåëüíûõ îòíîñèòñÿ ê îáåèì
ñèñòåìàì.

Íà ðèñ. 26.1 ïðèâåäåíî ïîëíîå îïðåäåëåíèå ÿäåðíîé F<:; îòëè÷èÿ îò ïðåäû-
äóùèõ ñèñòåì âûäåëåíû.
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Ñ @ <: Top Îñíîâàíà íà Ñèñòåìå F (23.1) è ïðîñòîì ïîäòèïèðîâàíèè
(15.1)

Ñèíòàêñèñ
t ::= òåðìû:

x ïåðåìåííàÿ
λx:T.t àáñòðàêöèÿ
t t ïðèìåíåíèå
λX <:T .t àáñòðàêöèÿ òèïà
t [T] ïðèìåíåíèå òèïà

v ::= çíà÷åíèÿ:
λx:T.t çíà÷åíèå-àáñòðàêöèÿ
λX <:T .t çíà÷åíèå-
àáñòðàêöèÿ òèïà

T ::= òèïû:
X òèïîâàÿ ïåðåìåííàÿ
Top ìàêñèìàëüíûé òèï
TÑT òèï ôóíêöèé
@X <:T .T óíèâåðñàëüíûé òèï

Γ ::= êîíòåêñòû:
H ïóñòîé êîíòåêñò
Γ, x:T ñâÿçûâàíèå òåðìîâîé
ïåðåìåííîé
Γ, X <:T ñâÿçûâàíèå òèïîâîé
ïåðåìåííîé

Âû÷èñëåíèå tÑ t1

t1 Ñ t11

t1 t2 Ñ t11 t2

(E-App1)

t2 Ñ t12

v1 t2 Ñ v1 t12
(E-App2)

t1 Ñ t11

t1 [T2]Ñ t11 [T2]
(E-TApp)

(λX <:T11 .t12) [T2]Ñ rX ÞÑ T2st12

(T-TappTabs)

(λx:T11.t12) v2 Ñ rx ÞÑ v2st12

(E-AppAbs)

Ïîäòèïû Γ $ S <: T

Γ $ S <: S (S-Refl)

Γ $ S <: U Γ $ U <: T

Γ $ S <: T

(S-Trans)

Γ $ S <: Top (S-Top)

X<:T P Γ

Γ $ X <: T
(S-TVar)

Γ $ T1 <: S1 Γ $ S2 <: T2

Γ $ S1 ÑS2 <: T1 ÑT2

(S-Arrow)

Γ, X<:U1 $ S2 <: T2

Γ $ @X<:U1.S2 <: @X<:U1.T2

(S-All)
Òèïèçàöèÿ Γ $ t : T

x : T P Γ

Γ $ x : T
(T-Var)

Γ, x:T1 $ t2:T2

Γ $ λx:T1.t2 : T1 Ñ T2

(T-Abs)

Γ $ t1 : T11 Ñ T12 Γ $ t2 : T11

Γ $ t1 t2 : T12

(T-App)

Γ, X <:T1 $ t2 : T2

Γ $ λX <:T1 .t2 : @X <:T1 .T2

(T-TAbs)

Γ $ t1 : @X <:T11 .T12 Γ $ T2 <: T11

Γ $ t1 [T2] : rX ÞÑ T2sT12

(T-TApp)

Γ $ t : S Γ $ S <: T

Γ $ t : T
(T-Sub)

Ðèñ. 26.1. Îãðàíè÷åííàÿ êâàíòèôèêàöèÿ (ÿäåðíàÿ F<:)
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Îãðàíè÷åííàÿ è íåîãðàíè÷åííàÿ êâàíòèôèêàöèÿ

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñðàçó âèäíî îäíî îáñòîÿòåëüñòâî: ñèíòàêñèñ F<:

ðàçðåøàåò òîëüêî îãðàíè÷åííóþ êâàíòèôèêàöèþ: îáû÷íàÿ, íåîãðàíè÷åííàÿ
êâàíòèôèêàöèÿ Ñèñòåìû F èñ÷åçëà. Ýòî ïîòîìó, ÷òî îíà íå íóæíà: îãðàíè-
÷åííûé êâàíòîð ñ îãðàíè÷åíèåì Top îõâàòûâàåò âñå ïîäòèïû Top � à çíà÷èò,
âñå òèïû âîîáùå. Òàêèì îáðàçîì, ìû âîññòàíàâëèâàåì íåîãðàíè÷åííóþ êâàí-
òèôèêàöèþ ñ ïîìîùüþ òàêîãî ñîêðàùåííîãî ïðàâèëà:

@X.T
def

� @X <: Top.T

Ýòî ñîêðàùåíèå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â äàëüíåéøåì.

Îáëàñòè âèäèìîñòè

Âàæíàÿ òåõíè÷åñêàÿ ïîäðîáíîñòü, íåî÷åâèäíàÿ èç ðèñ. 26.1, êàñàåòñÿ îá-
ëàñòåé âèäèìîñòè òèïîâûõ ïåðåìåííûõ. Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêèé ðàç, êîãäà ìû
èñïîëüçóåì óòâåðæäåíèå òèïèçàöèè âèäà Γ $ t : T, ìû õîòèì, ÷òîáû ñâî-
áîäíûå òèïîâûå ïåðåìåííûå, âñòðå÷àþùèåñÿ â t è T, áûëè îïðåäåëåíû â Γ.
Íî ÷òî ïðîèñõîäèò ñî ñâîáîäíûìè òèïîâûìè ïåðåìåííûìè, êîòîðûå âõîäÿò â
òèïû âíóòðè Γ? Â ÷àñòíîñòè, êàêèå èç ñëåäóþùèõ êîíòåêñòîâ äîëæíû ñ÷è-
òàòüñÿ êîððåêòíûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ îáëàñòåé âèäèìîñòè?

Γ1 � X<:Top, y:XÑNat

Γ2 � y:XÑNat, X<:Top
Γ3 � X<:{a:Nat,b:X}

Γ4 � X<:{a:Nat,b:Y}, Y<:{c:Bool,d:X}

Êîíòåêñò Γ1, íåñîìíåííî, êîððåêòåí: îí ââîäèò òèïîâóþ ïåðåìåííóþ X, à çà-
òåì � òåðìîâóþ ïåðåìåííóþ y, â òèïå êîòîðîé óïîìèíàåòñÿ X. Òåðì, êîòîðûé
ìîæåò ïðèâåñòè ê òàêîìó êîíòåêñòó â ïðîöåññå ïðîâåðêè òèïîâ, áóäåò èìåòü
âèä λX<:Top. λy:XÑNat. t. ßñíî, ÷òî ïåðåìåííàÿ X â òèïå y ñâÿçàíà âûøå-
ëåæàùåé λ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåì æå ïðè÷èíàì êîíòåêñò Γ2 äîëæåí áûòü
íåâåðíûì, ïîñêîëüêó â òåðìàõ, êîòîðûå ìîãëè áû ïðèâåñòè ê òàêîìó êîíòåê-
ñòó � ñêàæåì, äëÿ òåðìà λy:XÑNat. λX<:Top. t íåÿñíî, êàêîâà îæèäàåìàÿ
îáëàñòü âèäèìîñòè X.

Ñëó÷àé êîíòåêñòà Γ3 áîëåå èíòåðåñåí. Ìîæíî äîêàçûâàòü, ÷òî îí ïðàâèëåí
è âîçíèêàåò â òåðìàõ âðîäå λX<:{a:Nat,b:X}. t, â êîòîðûõ âòîðîå âõîæäåíèå
X ñâÿçàíî. Äëÿ ýòîãî íóæíî òîëüêî ñ÷èòàòü, ÷òî îáëàñòü âèäèìîñòè ñâÿçûâà-
íèÿ X âêëþ÷àåò ñâîþ ñîáñòâåííóþ âåðõíþþ ãðàíèöó (à òàêæå, êàê îáû÷íî,
âñå, ÷òî ñòîèò ñïðàâà îò ñâÿçûâàíèÿ). Ðàçíîâèäíîñòü îãðàíè÷åííîé êâàíòè-
ôèêàöèè, ñîäåðæàùàÿ ýòî óòî÷íåíèå, íàçûâàåòñÿ F -îãðàíè÷åííîé êâàíòèôè-
êàöèåé (F -bounded quanti�cation) (Canning, Cook, Hill, Oltho�, and Mitchell,
1989b). F -îãðàíè÷åííàÿ êâàíòèôèêàöèÿ ÷àñòî óïîìèíàåòñÿ â îáñóæäåíèè òè-
ïîâ â îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîì ïðîãðàììèðîâàíèè è èñïîëüçîâàëàñü â ïðî-
åêòå ÿçûêà GJ (Bracha, Odersky, Stoutamire, and Wadler, 1998). Îäíàêî òåîðèÿ
ýòîãî èñ÷èñëåíèÿ íåñêîëüêî ñëîæíåå, ÷åì â îáûêíîâåííîé F<: (Ghelli, 1997;
Baldan, Ghelli, and Ra�aet�a, 1999) è ñòàíîâèòñÿ ïî-íàñòîÿùåìó èíòåðåñíîé
òîëüêî ïðè âêëþ÷åíèè â ñèñòåìó ðåêóðñèâíûõ òèïîâ (íè îäèí íåðåêóðñèâíûé
òèï X íå ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ X<:{a:Nat,b:X}).
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Êîíòåêñòû åùå áîëåå îáùåãî âèäà, òàêèå êàê Γ4, â êîòîðîì äîïóñêàåòñÿ
âçàèìíàÿ ðåêóðñèÿ ìåæäó òèïîâûìè ïåðåìåííûìè ÷åðåç èõ âåðõíèå ãðàíèöû,
òîæå ñóùåñòâóþò. Â òàêèõ èñ÷èñëåíèÿõ êàæäîìó íîâîìó ñâÿçûâàíèþ ïåðåìåí-
íîé, êàê ïðàâèëî, ðàçðåøàåòñÿ ââîäèòü ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî íåðàâåíñòâ,
íàëàãàþùèõ îãðàíè÷åíèÿ êàê íà íîâóþ ïåðåìåííóþ, òàê è íà óæå ñóùåñòâó-
þùèå.

Â ýòîé êíèãå ìû áîëüøå íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü F -îãðàíè÷åííóþ êâàí-
òèôèêàöèþ, è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Γ2, Γ3 è Γ4 íåêîððåêòíû. Âûðàæàÿñü ôîð-
ìàëüíåå, ìû áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû êàæäûé ðàç, êîãäà â êàêîì-ëèáî êîíòåê-
ñòå óïîìèíàåòñÿ òèï T, âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå T áûëè ñâÿçàíû â îòðåçêå
êîíòåêñòà ñëåâà îò ìåñòà, ãäå âñòðå÷àåòñÿ T.

Ïîäòèïû

Êàæäàÿ òèïîâàÿ ïåðåìåííàÿ â F<: ñâÿçàíà ñ íåêîòîðûì îãðàíè÷åíèåì
(òî÷íî òàê æå, êàê êàæäàÿ îáûêíîâåííàÿ òåðìîâàÿ ïåðåìåííàÿ ñâÿçàíà ñ
íåêîòîðûì òèïîì), è âî âðåìÿ ïðîâåðêè ïîäòèïèðîâàíèÿ è òèïîâ íåîáõîäèìî
îòñëåæèâàòü ýòè îãðàíè÷åíèÿ. Äëÿ ýòîãî ìû èçìåíÿåì ñâÿçûâàíèÿ òèïîâ â
êîíòåêñòàõ è ñîõðàíÿåì âåðõíþþ ãðàíèöó äëÿ êàæäîé òèïîâîé ïåðåìåííîé.
Âî âðåìÿ ïðîâåðêè ïîäòèïèðîâàíèÿ ýòè ãðàíèöû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îáîñíîâà-
íèÿ øàãîâ âèäà ¾òèïîâàÿ ïåðåìåííàÿ X ÿâëÿåòñÿ ïîäòèïîì òèïà T, ïîñêîëüêó
ìû òàê ïðåäïîëîæèëè¿.

X<:T P Γ

Γ $ X <: T
(S-TVar)

Ïîñëå äîáàâëåíèÿ ýòîãî ïðàâèëà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïîäòèïèðîâàíèå ñòàëî òðåõ-
ìåñòíûì îòíîøåíèåì � òåïåðü êàæäîå óòâåðæäåíèå î ïîäòèïèðîâàíèè áóäåò
èìåòü âèä Γ $ S <: T (÷èòàåòñÿ êàê ¾S ÿâëÿåòñÿ ïîäòèïîì T, ïðåäïîëàãàÿ Γ¿).
Òàêîå óòî÷íåíèå òàêæå òðåáóåò äîáàâëåíèÿ êîíòåêñòîâ âî âñå îñòàëüíûå ïðà-
âèëà ïîäòèïèðîâàíèÿ (ñì. ðèñ. 26.1).

Ïîìèìî íîâîãî ïðàâèëà äëÿ ïåðåìåííûõ, òðåáóåòñÿ òàêæå äîáàâèòü ïðàâè-
ëî ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ ñðàâíåíèÿ óíèâåðñàëüíûõ òèïîâ (S-All). Íà ðèñ. 26.1
ïðèâåäåí áîëåå ïðîñòîé âàðèàíò, íàçûâàåìûé ÿäåðíûì ïðàâèëîì (kernel rule).
Ñîãëàñíî ýòîìó ïðàâèëó, ãðàíèöû äâóõ ñðàâíèâàåìûõ êâàíòîðîâ äîëæíû
áûòü îäèíàêîâû.

Γ, X<:U1 $ S2 <: T2

Γ $ @X<:U1.S2 <: @X<:U1.T2

(S-All)

Òåðìèí ¾ÿäåðíîå¿ âîñõîäèò ê èñõîäíîé ñòàòüå Êàðäåëëè è Âåãíåðà (Cardelli
and Wegner, 1985), ãäå ýòîò âàðèàíò F<: íàçûâàëñÿ ¾ÿäåðíîé Fun¿ (Kernel
Fun).

Óïðàæíåíèå 26.2.1 r� Ûs: Íàðèñóéòå äåðåâî âûâîäà ïîäòèïèðîâàíèÿ, ïîêà-
çûâàþùåå, ÷òî BÑY <: XÑB â êîíòåêñòå Γ � B<:Top, X<:B, Y<:X.
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Ñ @ <: Top ïîëíàÿ Ðàñøèðÿåò F<: (26.1)

Íîâûå ïðàâèëà ïîäòèïèðîâàíèÿ
Γ $ S <: T

Γ $ T1 <: S1 Γ, X<: T1 $ S2 <: T2

Γ $ @X<: S1 .S2 <: @X<: T1 .T2

(S-All)

Ðèñ. 26.2. ¾Ïîëíàÿ¿ îãðàíè÷åííàÿ êâàíòèôèêàöèÿ

Òèïèçàöèÿ

Òðåáóåòñÿ òàêæå óòî÷íèòü ïðàâèëà òèïèçàöèè äëÿ îáûêíîâåííûõ óíèâåð-
ñàëüíûõ òèïîâ. Ýòè ðàñøèðåíèÿ íå ïðåäñòàâëÿþò òðóäà: â ïðàâèëå ââåäåíèÿ
äëÿ îãðàíè÷åííîé êâàíòèôèêàöèè ìû ïåðåíîñèì ãðàíèöó èç àáñòðàêöèè òèïà
â êîíòåêñò íà âðåìÿ ïðîâåðêè òèïîâ â òåëå,

Γ, X<:T $ t2 : T2

Γ $ λX<:T.t2 : @X<:T.T2

(T-TAbs)

à â ïðàâèëå óñòðàíåíèÿ ìû ïðîâåðÿåì, ÷òî óêàçàííûé òèï íà ñàìîì äåëå
óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ:

Γ $ t1 : @X<:T11.T12 Γ $ T2 <: T11

Γ $ t1 [T2] : rX ÞÑ T2sX.T12

(T-TApp)

Ïîëíàÿ F<:

Â ÿäåðíîé F<: äâà òèïà ñ êâàíòîðàìè ìîæíî ñðàâíèâàòü òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, êîãäà ó íèõ îäèíàêîâûå âåðõíèå ãðàíèöû. Åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì
êâàíòîð êàê ñâîåãî ðîäà ôóíêöèîíàëüíûé òèï (ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿ-
þòñÿ ôóíêöèè èç òèïîâ â òåðìû), òî ÿäåðíîå ïðàâèëî ñîîòâåòñòâóåò ¾êîâà-
ðèàíòíîìó¿ îãðàíè÷åíèþ ñòàíäàðòíîãî ïðàâèëà ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ ôóíê-
öèîíàëüíûõ òèïîâ, â êîòîðîì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ èñõîäíîãî òèïà íå ìîæåò
èçìåíÿòüñÿ â ïîäòèïàõ:

S2 <: T2

UÑS2 <: UÑT2

Òàêîå îãðàíè÷åíèå âûãëÿäèò äîâîëüíî íååñòåñòâåííûì, êàê äëÿ îáû÷íûõ
ôóíêöèé, òàê è äëÿ êâàíòîðîâ. Àíàëîãèÿ ïîäñêàçûâàåò, ÷òî ñëåäóåò óòî÷-
íèòü ÿäåðíîå ïðàâèëî S-All è ðàçðåøèòü êîíòðàâàðèàíòíîå ïîäòèïèðîâàíèå
¾ñëåâà îò¿ îãðàíè÷åííûõ êâàíòîðîâ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 26.2.

Èíòóèòèâíî ïîëíóþ âåðñèþ ïðàâèëà S-All ìîæíî ïîíèìàòü òàê: òèï
T � @X<:T1.T2 îïèñûâàåò ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé, ïåðåâîäÿùèõ òèïû â çíà-
÷åíèÿ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îòîáðàæàåò ïîäòèïû T1 â ýêçåìïëÿðû T2. Åñëè T1
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� ïîäòèï S1, òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ T ìåíüøå, ÷åì ó S � @X<:S1.S2, òàê ÷òî S
îêàçûâàåòñÿ áîëåå ñèëüíûì îãðàíè÷åíèåì è îïèñûâàåò ìåíüøóþ ñîâîêóïíîñòü
ïîëèìîðôíûõ çíà÷åíèé. Áîëåå òîãî, åñëè äëÿ êàæäîãî òèïà U, ïîäõîäÿùåãî
â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ ôóíêöèÿì èç îáåèõ ñîâîêóïíîñòåé (ò. å. óäîâëåòâîðÿ-
þùåãî áîëåå æåñòêîìó îãðàíè÷åíèþ U <: T1), U-êîíêðåòèçàöèÿ S2 ÿâëÿåòñÿ
ïîäòèïîì U-êîíêðåòèçàöèè T2, òî îãðàíè÷åíèå S ¾ïîòî÷å÷íî ñèëüíåå¿, è, îïÿòü
æå, îïèñûâàåò ìåíüøóþ ñîâîêóïíîñòü çíà÷åíèé.

Ñèñòåìà, â êîòîðîé ïðèíÿòî òîëüêî ÿäåðíîå ïðàâèëî ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ
êâàíòîðíûõ òèïîâ, íàçûâàåòñÿ ¾ÿäåðíîé F<:¿. Òà æå ñèñòåìà ñ ïîëíûì ïðà-
âèëîì ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ êâàíòîðîâ íàçûâàåòñÿ ¾ïîëíîé F<:¿. Ïðîñòîå èìÿ
F<: íåîäíîçíà÷íî è ìîæåò îòíîñèòüñÿ ê ëþáîé èç ýòèõ äâóõ ñèñòåì.

Óïðàæíåíèå 26.2.2 r�Ûs: Ïðèâåäèòå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïàð òèïîâ, êîòî-
ðûå â ïîëíîé F<: ñâÿçàíû îòíîøåíèåì ïîäòèïèðîâàíèÿ, à â ÿäåðíîé F<: �
íåò.

Óïðàæíåíèå 26.2.3 r����s: Ìîæíî ëè íàéòè êàêèå-ëèáî ïîëåçíûå ïðèìå-
ðû, îáëàäàþùèå òàêèì ñâîéñòâîì?

26.3. Ïðèìåðû

Â ýòîì ðàçäåëå äàåòñÿ íåñêîëüêî íåáîëüøèõ ïðèìåðîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ
íà F<:. Â ýòèõ ïðèìåðàõ ìû ïûòàåìñÿ ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ñâîéñòâà ñèñòå-
ìû, à íå åå ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå; áîëåå êðóïíûå ðàñøèðåííûå ïðèìåðû
ìîæíî íàéòè â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ (27 è 32). Âñå ïðèìåðû ýòîé ãëàâû áóäóò
ðàáîòàòü êàê â ÿäåðíîé, òàê è â ïîëíîé F<:.

Êîäèðîâàíèå òèïîâ-ïðîèçâåäåíèé

Â �23.4 ìû ïîêàçàëè, êàê çàêîäèðîâàòü ïàðû ÷èñåë â Ñèñòåìå F. Ýòî êî-
äèðîâàíèå ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ïàðû ïðîèçâîëüíûõ òèïîâ: ýëåìåíòû òèïà

Pair T1 T2 = @X. (T1 ÑT2 ÑX) ÑX;

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïàðû èç T1 è T2. Êîíñòðóêòîð pair è äåñòðóêòîðû fst

è snd îïðåäåëÿþòñÿ, êàê ïîêàçàíî íèæå. (Ïðèïèñûâàíèå òèïà â îïðåäåëåíèè
pair ïîìîãàåò èíòåðïðåòàòîðó ðàñïå÷àòàòü òèï â ïîíÿòíîì ÷åëîâåêó âèäå.)

pair = λX. λY. λx:X. λy:Y. (λR. λp:X ÑY Ñ

R. p x y) as Pair X Y;

� pair : @X. @Y. X ÑY ÑPair X Y

fst = λX. λY. λp: Pair X Y. p [X] (λx:X. λy:Y. x);

� fst : @X. @Y. Pair X Y ÑX

snd = λX. λY. λp: Pair X Y. p [Y] (λx:X. λy:Y. y);

� snd : @X. @Y. Pair X Y ÑY
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Ïîíÿòíî, ÷òî òàêîé æå ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü è â F<:, ïî-
ñêîëüêó F<: ñîäåðæèò âñå êîíñòðóêöèè Ñèñòåìû F. Èíòåðåñíåå, îäíàêî, òî,
÷òî ýòî êîäèðîâàíèå îáëàäàåò íåêîòîðûìè åñòåñòâåííûìè ñâîéñòâàìè â ÷àñòè
ïîòèïèðîâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, îæèäàåìîå ïðàâèëî ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ ïàð

Γ $ S1 <: T1 Γ $ S2 <: T2

Γ $ Pair S1 S2 <: Pair T1 T2

ïðÿìî èç íåãî ñëåäóåò.

Óïðàæíåíèå 26.3.1 r�Ûs: Ïîêàæèòå ýòî.

Êîäèðîâàíèå çàïèñåé

Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî çàïèñè è òèïû çàïèñåé � âêëþ÷àÿ çàêîíû ïîä-
òèïèðîâàíèÿ äëÿ íèõ, � ìîæíî çàêîäèðîâàòü â ÷èñòîé F<:. Ïðåäñòàâëåííûé
çäåñü ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ áûë îòêðûò Êàðäåëëè (Cardelli, 1992).

Äëÿ íà÷àëà îïðåäåëèì ãèáêèå êîðòåæè (�exible tuples). Îíè íàçûâàþòñÿ
¾ãèáêèìè¿, ïîñêîëüêó ïðè îáðàçîâàíèè ïîäòèïîâ ðàçðåøàåòñÿ ðàñøèðÿòü èõ
ñïðàâà, â îòëè÷èå îò îáûêíîâåííûõ êîðòåæåé.

Îïðåäåëåíèå 26.3.2 Äëÿ êàæäîãî n ¥ 0 è òèïîâ ñ T1 ïî Tn, ïóñòü

{Ti
iP1..n}

def
� Pair T1 (Pair T2 ...(Pair Tn Top)...)

Â ÷àñòíîñòè: tu def
� Top. Àíàëîãè÷íî, äëÿ òåðìîâ ñ t1 ïî tn, ïóñòü

{ti
iP1..n}

def
� pair t1 (pair t2 ...(pair tn top)...)

(ðàäè êðàòêîñòè ìû îïóñêàåì àðãóìåíòû-òèïû êîíñòðóêòîðà pair. Â êà-
÷åñòâå òåðìà top èñïîëüçóåòñÿ êàêîé-íèáóäü ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò Top �
ò. å. ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûé òåðì.) Ïðîåêöèÿ
t.n (îïÿòü æå, îïóñêàÿ òèïîâûå àðãóìåíòû) ðàâíà

fst (snd (snd...(sndl jh n
n� 1 ðàç

t)...)

Èç òàêîãî ñîêðàùåíèÿ ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ïðàâèëà äëÿ ïîä-
òèïèðîâàíèÿ è òèïèçàöèè ãèáêèõ êîðòåæåé:

Γ $iP1..n Si <: Ti

Γ $ {Si
iP1..n�k} <: {Ti

iP1..n}

Γ $iP1..n ti : Ti

Γ $ {ti
iP1..n} : {Ti

iP1..n}

Γ $ t : {Ti
iP1..n}

Γ $ t.i : Ti

Ïóñòü òåïåðü èìååòñÿ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ìåòîê L, è äëÿ íåãî çàäàí ïîë-
íûé ïîðÿäîê ïðè ïîìîùè áèåêòèâíîé ôóíêöèè ìåòêà-ñ-èíäåêñîì : N Ñ L.
Îïðåäåëèì çàïèñè ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Îïðåäåëåíèå 26.3.3 Ïóñòü èìååòñÿ L � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî L, è äëÿ
êàæäîãî l P L çàäàí òèï Sl. Ïóñòü ìàêñèìàëüíûé èíäåêñ ýëåìåíòîâ L ðàâåí
m, è ïðè ýòîì

Ŝi �

#
Sl åñëè ìåòêà-ñ-èíäåêñîìpiq � l P L

Top åñëè ìåòêà-ñ-èíäåêñîìpiq R L.

Òèï çàïèñåé {l:Sl
lPL} îïðåäåëÿåòñÿ êàê ãèáêèé êîðòåæ {Ŝi

iP1..m}. Àíàëîãè÷-
íî, åñëè äëÿ êàæäîãî l P L èìååòñÿ òåðì tl, òî

t̂i �

#
tl åñëè ìåòêà-ñ-èíäåêñîìpiq � l P L

top åñëè ìåòêà-ñ-èíäåêñîìpiq R L.

Çíà÷åíèå çàïèñè {l=tl
lPL} îïðåäåëÿåòñÿ êàê {t̂i

iP1..m}. Ïðîåêöèÿ t.l � ïðî-
ñòî ïðîåêöèÿ êîðòåæà t.i, ãäå ìåòêà-ñ-èíäåêñîìpiq � l.

Ïðè òàêîì êîäèðîâàíèè âûïîëíÿþòñÿ âñå íåîáõîäèìûå ïðàâèëà òèïèçà-
öèè è ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ çàïèñåé (S-RcdWidth, S-RcdDepth, S-RcdPerm,
T-Rcd è T-Proj ïî ðèñ. 15.2 è 15.3). Îäíàêî èíòåðåñ ê ïîäîáíîìó ïîñòðî-
åíèþ â îñíîâíîì òåîðåòè÷åñêèé � ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, îïîðà íà
ãëîáàëüíîå óïîðÿäî÷åíèå èìåí ïîëåé ÿâëÿåòñÿ ñåðüåçíûì íåäîñòàòêîì, ïî-
ñêîëüêó ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â ÿçûêå ñ ðàçäåëüíîé êîìïèëÿöèåé íåëüçÿ íóìåðî-
âàòü ïîëÿ îòäåëüíî â êàæäîì ìîäóëå, à íóæíî ýòî ñäåëàòü îäèí ðàç äëÿ âñåõ
ïîëåé, ò. å. ïðè êîìïîíîâêå.

Êîäèðîâàíèå ïî ×¼ð÷ó ñ ïîäòèïèðîâàíèåì

Â êà÷åñòâå ïîñëåäíåé äåìîíñòðàöèè âûðàçèòåëüíîé ñèëû F<: äàâàéòå ðàñ-
ñìîòðèì, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ ïðè äîáàâëåíèè îãðàíè÷åííîé êâàíòèôèêàöèè ê êî-
äèðîâàíèþ ÷èñåë ïî ×¼ð÷ó â Ñèñòåìå F (�23.4). Òàì òèï ÷èñåë ×¼ð÷à áûë

CNat = @X. (X ÑX) Ñ X Ñ X;

Íåôîðìàëüíî ìîæíî ïðî÷èòàòü ýòîò òèï òàê: ¾Ñêàæèòå ìíå òèï ðåçóëüòàòà T;
ïîòîì äàéòå ìíå ôóíêöèþ íà T è �áàçîâûé ýëåìåíò� T, è òîãäà ÿ âåðíó âàì åùå
îäèí ýëåìåíò T, ïîëó÷åííûé n-êðàòíûì ïðèìåíåíèåì äàííîé ìíå ôóíêöèè ê
äàííîìó ìíå èñõîäíîìó ýëåìåíòó¿.

Ìîæíî îáîáùèòü ýòî îïðåäåëåíèå, äîáàâèâ äâà îãðàíè÷åííûõ êâàíòîðà è
óòî÷íèâ òèï ïàðàìåòðîâ s è z.

SNat = @X<:Top. @S<:X. @Z<:X. (X ÑS) ÑZ ÑX;

Ýòîò òèï ìîæíî èíòóèòèâíî ïðî÷èòàòü òàê: ¾Äàéòå ìíå òèï îáîáùåííîãî
ðåçóëüòàòà X è äâà ïîäòèïà S è Z. Ïîòîì äàéòå ìíå ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îòîáðà-
æàåò âñå ìíîæåñòâî X íà ïîäìíîæåñòâî S, à òàêæå ýëåìåíò îñîáîãî ìíîæåñòâà
Z, è ÿ âåðíó âàì ýëåìåíò X, ïîëó÷àåìûé n-êðàòíûì ïðèìåíåíèåì ôóíêöèè ê
áàçîâîìó ýëåìåíòó¿.

×òîáû ïîíÿòü, ÷åì èíòåðåñíî ýòî óòî÷íåíèå, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé,
íåñêîëüêî îòëè÷àþùèéñÿ òèï:
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SZero = @X<:Top. @S<:X. @Z<:X. (X ÑS) ÑZ ÑZ;

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî SZero èìååò ïî÷òè òàêîé æå âèä, êàê SNat, îí ãîâîðèò î
ïîâåäåíèè ñâîèõ ýëåìåíòîâ íàìíîãî áîëüøå, ïîñêîëüêó îáåùàåò, ÷òî îêîí÷à-
òåëüíûé ðåçóëüòàò áóäåò ýëåìåíòîì Z, à íå ïðîñòî X. Â ñóùíîñòè, åñòü òîëüêî
îäèí ñïîñîá îáåñïå÷èòü òàêîå ïîâåäåíèå � à èìåííî, âåðíóòü ñàì àðãóìåíò z.
Äðóãèìè ñëîâàìè, çíà÷åíèå

szero = λX. λS<:X. λZ<:X. λs:X ÑS. λz:Z. z;

� szero : SZero

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ýëåìåíòîì òèïà SZero (â òîì ñìûñëå, ÷òî âñÿêèé
äðóãîé ýëåìåíò òèïà SZero ïî ïîâåäåíèþ íåîòëè÷èì îò szero). Ïîñêîëüêó
SZero � ïîäòèï SNat, èìååì òàêæå szero : SNat.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ïîõîæåì òèïå

SPos = @X<:Top. @S<:X. @Z<:X. (X ÑS) ÑZ ÑS;

ñîäåðæèòñÿ áîëüøå ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ, íàïðèìåð,

sone = λX. λS<:X. λZ<:X. λs:X ÑS. λz:Z. s z;

stwo = λX. λS<:X. λZ<:X. λs:X ÑS. λz:Z. s (s z);

sthree = λX. λS<:X. λZ<:X. λs:X ÑS. λz:Z. s (s (s z));

è ò. ä. Äåéñòâèòåëüíî, SPos ñîäåðæèò âñå ýëåìåíòû SNat çà èñêëþ÷åíèåì
szero.

Àíàëîãè÷íî, ìîæíî óòî÷íèòü òèïû îïåðàöèé íàä ÷èñëàìè ×¼ð÷à. Íàïðè-
ìåð, ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû òèïîâ ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåçóëüòàòîì ôóíêöèè-
ïîñëåäîâàòåëÿ âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

ssucc = λn:SNat.
λX. λS<:X. λZ<:X. λs:X ÑS. λz:Z.

s (n [X] [S] [Z] s z);

� ssucc : SNat Ñ SPos

Òî÷íî òàê æå, óòî÷íÿÿ òèïû ïàðàìåòðîâ, ìû ìîæåì íàïèñàòü ôóíêöèþ plus

òàê, ÷òîáû ïðîöåäóðà ïðîâåðêè òèïîâ ïðèïèñûâàëà åé òèï SPosÑSPosÑSPos.

spluspp = λn:SPos. λm:SPos.
λX. λS<:X. λZ<:X. λs:X ÑS. λz:Z.

n [X] [S] [S] s (m [X] [S] [Z] s z);

� spluspp : SPos Ñ SPos Ñ SPos

Óïðàæíåíèå 26.3.4 r��s: Íàïèøèòå åùå îäèí âàðèàíò ôóíêöèè plus, îòëè-
÷àþùèéñÿ îò ïðèâåäåííîãî âûøå òîëüêî àííîòàöèÿìè òèïîâ, è èìåþùèé
òèï SZeroÑSZeroÑSZero. Íàïèøèòå âàðèàíò ñ òèïîì SPosÑSNatÑSPos.

Ïîñëåäíèé ïðèìåð è óïðàæíåíèå ê íåìó îáðàùàþò âíèìàíèå íà èíòåðåñ-
íûé âîïðîñ. ßñíî, ÷òî ìû íå õîòèì ïèñàòü íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âåðñèé ôóíê-
öèè plus ñ ðàçëè÷íûìè èìåíàìè, à ïîòîì ðåøàòü, êîòîðóþ èç íèõ ïðèìåíèòü
â ñîîòâåòñòâèè ñ òèïàìè àðãóìåíòîâ: õîòåëîñü áû èìåòü îäíó âåðñèþ plus, â
òèïå êîòîðîé ó÷èòûâàëèñü áû âñå ýòè âîçìîæíîñòè � íå÷òî âðîäå
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plus : SZero Ñ SZero Ñ SZero

^ SNatÑSPosÑSPos

^ SPosÑSNatÑSPos

^ SNatÑSNatÑSNat

ãäå çàïèñü t : S^T îçíà÷àåò ¾òåðì t èìååò îäíîâðåìåííî òèïû S è T¿. Æå-
ëàíèå ïîääåðæàòü â ÿçûêå òàêóþ ïåðåãðóçêó òèïîâ ïðèâåëî ê èññëåäîâàíèþ
ñèñòåì, ñî÷åòàþùèõ òèïû-ïåðåñå÷åíèÿ (intersection types) (15.7) ñ îãðàíè÷åí-
íîé êâàíòèôèêàöèåé; ñì. Pierce, 1997b.

Óïðàæíåíèå 26.3.5 rÐåêîìåíäóåòñÿ,��s: Äåéñòâóÿ ïî îáðàçöó SNat è êîì-
ïàíèè, îáîáùèòå òèï ÷¼ð÷åâûõ áóëåâñêèõ çíà÷åíèé CBool (�23.4) äî òèïà
SBool ñ äâóìÿ ïîäòèïàìè STrue è SFalse. Íàïèøèòå ôóíêöèþ notft ñ òè-
ïîì SFalseÑSTrue è ôóíêöèþ nottf ñ òèïîì STrueÑSFalse.

Óïðàæíåíèå 26.3.6 r� Ûs: Â íà÷àëå ãëàâû ìû óïîìÿíóëè, ÷òî ïîäòèïû è
ïîëèìîðôèçì ìîæíî ñîâìåñòèòü áîëåå ïðîñòûì è îðòîãîíàëüíûì ñïîñî-
áîì, ÷åì â F<:. Íà÷íåì ñ Ñèñòåìû F (âîçìîæíî, ñ äîáàâëåíèåì çàïèñåé è
ò. ï.) è äîáàâèì îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ (êàê â ïðîñòîì òèïèçèðîâàí-
íîì ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèè ñ ïîäòèïàìè), íî îñòàâèì êâàíòèôèêàöèþ íåîãðà-
íè÷åííîé. Åäèíñòâåííûì ðàñøèðåíèåì îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ áóäåò
êîâàðèàíòíîå ïðàâèëî ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ òåë îáûêíîâåííûõ êâàíòîðîâ:

S <: T

@X.S <: @X.T

Êàêèå ïðèìåðû èç äàííîé ãëàâû ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â ðàìêàõ ýòîé áîëåå
ïðîñòîé ñèñòåìû?

26.4. Áåçîïàñíîñòü

Ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ òèïîâ ìîæíî äîêàçàòü îáû÷íûì ñïîñîáîì êàê äëÿ
ÿäåðíîãî, òàê è äëÿ ïîëíîãî âàðèàíòà F<:. Çäåñü ìû ïðèâîäèì ïîäðîáíîå äî-
êàçàòåëüñòâî äëÿ ÿäåðíîé F<:; äëÿ ïîëíîé F<: ðàññóæäåíèå âûãëÿäèò ïî÷òè
òàê æå. Îäíàêî êîãäà â ãëàâå 28 ìû ðàññìîòðèì àëãîðèòìû ïðîâåðêè òèïîâ è
ïîäòèïèðîâàíèÿ, îêàæåòñÿ, ÷òî äâà âàðèàíòà ðàçëè÷àþòñÿ ñèëüíåå, ÷åì ìîæ-
íî ïðåäïîëîæèòü ïî ïðîñòûì äîêàçàòåëüñòâàì èç ýòîé ãëàâû. Ìû óâèäèì,
÷òî âî ìíîãèõ äåòàëÿõ ïîëíàÿ ñèñòåìà íàìíîãî òðóäíåå ïîääàåòñÿ àíàëèçó,
÷åì ÿäåðíàÿ, è äàæå ÷òî ïîëíàÿ ñèñòåìà íå îáëàäàåò íåêîòîðûìè ïîëåçíû-
ìè ñâîéñòâàìè (âêëþ÷àÿ ðàçðåøèìîñòü ïðîâåðêè òèïîâ!), êîòîðûå â ÿäåðíîé
ñèñòåìå ïðèñóòñòâóþò.

Âíà÷àëå ìû óñòàíàâëèâàåì íåêîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå òåõíè÷åñêèå ëåì-
ìû, êàñàþùèåñÿ îòíîøåíèé òèïèçàöèè è ïîäòèïèðîâàíèÿ. Âñå îíè äîêàçûâà-
þòñÿ îáû÷íîé èíäóêöèåé ïî äåðåâüÿì âûâîäà.

Ëåììà 26.4.1 rÏåðåñòàíîâêàs: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γ � ïðàâèëüíî ñôîðìè-
ðîâàííûé êîíòåêñò, à ∆ � ïåðåñòàíîâêà Γ, òî åñòü ∆ ñâÿçûâàåò òå æå
ñàìûå ïåðåìåííûå, ÷òî è Γ, è ïîðÿäîê ýòèõ ñâÿçûâàíèé â ∆ ñîõðàíÿåò îá-
ëàñòè âèäèìîñòè òèïîâûõ ïåðåìåííûõ èç Γ â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè îäíî
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ñâÿçûâàíèå â Γ ââîäèò òèïîâóþ ïåðåìåííóþ, êîòîðàÿ óïîìèíàåòñÿ â äðó-
ãîì ñâÿçûâàíèè, ðàñïîëîæåííîì ïðàâåå, òî â ∆ ïîðÿäîê ýòèõ ñâÿçûâàíèé
ñîõðàíÿåòñÿ.

1. Åñëè Γ $ t : T, òî ∆ $ t : T.

2. Åñëè Γ $ S <: T, òî ∆ $ S <: T.

Ëåììà 26.4.2 rÎñëàáëåíèås:

1. Åñëè Γ $ t : T è êîíòåêñò Γ, x:U ñôîðìèðîâàí ïðàâèëüíî, òî Γ, x:U $
t : T.

2. Åñëè Γ $ t : T è êîíòåêñò Γ, X<:U ñôîðìèðîâàí ïðàâèëüíî, òî
Γ, X<:U $ t : T.

3. Åñëè Γ $ S <: T è êîíòåêñò Γ, x:U ñôîðìèðîâàí ïðàâèëüíî, òî Γ, x:U $
S <: T.

4. Åñëè Γ $ S <: T è êîíòåêñò Γ, X<:U ñôîðìèðîâàí ïðàâèëüíî, òî
Γ, X<:U $ S <: T.

Óïðàæíåíèå 26.4.3 r�s: Â êàêîì ìåñòå äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà îñëàáëåíèÿ
îñíîâàíî íà ïåðåñòàíîâêå?

Ëåììà 26.4.4 rÓñèëåíèå äëÿ òåðìîâûõ ïåðåìåííûõ â äåðåâüÿõ âûâîäà ïîäòèïèðîâàíèÿs:
Åñëè Γ, x:T,∆ $ S <: T, òî Γ,∆ $ S <: T.
Äîêàçàòåëüñòâî: Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî: ïðåäïîëîæåíèÿ î òèïèçàöèè ïðè
âûâîäå ïîäòèïîâ íå èãðàþò íèêàêîé ðîëè.

Êàê îáû÷íî, äîêàçàòåëüñòâî ñîõðàíåíèÿ òèïîâ îïèðàåòñÿ íà íåñêîëüêî
ëåìì, ñâÿçûâàþùèõ ïîäñòàíîâêó ñ îòíîøåíèÿìè òèïèçàöèè è ïîäòèïèðîâà-
íèÿ.

Ëåììà 26.4.5 rÑóæåíèås:

1. Åñëè Γ, X<:Q,∆ $ S <: T è Γ $ P <: Q, òî Γ, X<:P,∆ $ S <: T.

2. Åñëè Γ, X<:Q,∆ $ t : T è Γ $ P <: Q, òî Γ, X<:P,∆ $ t : T.

Ýòè ëåììû ÷àñòî íàçûâàþò ñâîéñòâàìè ñóæåíèÿ (narrowing), ïîñêîëüêó
îíè ñâÿçàíû ñ îãðàíè÷åíèåì (ñóæåíèåì) âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé X.
Äîêàçàòåëüñòâî: Óïðàæíåíèå r�s.

Çàòåì, êàê îáû÷íî, òðåáóåòñÿ ëåììà, ñâÿçûâàþùàÿ ïîäñòàíîâêó è îòíîøå-
íèå òèïèçàöèè.

Ëåììà 26.4.6 rÏîäñòàíîâêà ñîõðàíÿåò òèïèçàöèþs: Åñëè Γ, x:Q,∆ $
t : T è Γ $ q : Q, òî Γ,∆ $ rx ÞÑ qst : T.
Äîêàçàòåëüñòâî: Èíäóêöèÿ ïî äåðåâó âûâîäà Γ, x:Q,∆ $ t : T ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ñâîéñòâ, äîêàçàííûõ ðàíåå.
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Ïîñêîëüêó ïðè âû÷èñëåíèè ìû áóäåì èíîãäà ïîäñòàâëÿòü òèïû âìåñòî
òèïîâûõ ïåðåìåííûõ, íàì òðåáóåòñÿ òàêæå ëåììà, ñâÿçûâàþùàÿ ïîäñòàíîâêó
òèïîâ ñ òèïèçàöèåé. Åå äîêàçàòåëüñòâî (à èìåííî, âàðèàíò T-Sub) çàâèñèò îò
íîâîé ëåììû, ñâÿçûâàþùåé ïîäñòàíîâêó è ïîäòèïèðîâàíèå.

Îïðåäåëåíèå 26.4.7 Çàïèñü rX ÞÑ SsΓ îáîçíà÷àåò êîíòåêñò, ïîëó÷àåìûé ïîä-
ñòàíîâêîé S âìåñòî X â ïðàâûõ ÷àñòÿõ âñåõ ñâÿçûâàíèé â Γ.

Ëåììà 26.4.8 rÏîäñòàíîâêà òèïîâ ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿs:
Åñëè Γ, X<:Q,∆ $ S <: T è Γ $ P <: Q, òî Γ, rX ÞÑ Ps∆ $
rX ÞÑ PsS <: rX ÞÑ PsT.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî òðåáóåòñÿ ïðîâîäèòü ïîäñòàíîâêó äëÿ X òîëü-
êî â òîé ÷àñòè îêðóæåíèÿ, êîòîðàÿ ñëåäóåò çà ñâÿçûâàíèåì X, ïîñêîëüêó
íàøè ñîãëàøåíèÿ îá îáëàñòÿõ âèäèìîñòè òðåáóþò, ÷òîáû òèïû ñëåâà îò
ñâÿçûâàíèÿ X íå ñîäåðæàëè ïåðåìåííîé X.
Äîêàçàòåëüñòâî: Èíäóêöèÿ ïî äåðåâó âûâîäà Γ, X<:Q,∆ $ S <: T. Èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿþò òîëüêî äâà ïîñëåäíèõ âàðèàíòà:

Âàðèàíò S-TVar: S � Y Y<:T P pΓ, X<:Q,∆q
Íóæíî ðàññìîòðåòü äâà ïîäâàðèàíòà. Åñëè Y � X, òî ðåçóëüòàò íåìåäëåí-
íî ñëåäóåò èç S-TVar. Åñëè æå Y � X, òî èìååì T � Q è rX ÞÑ PsS � Q, è
òîãäà ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç S-Refl.

Âàðèàíò S-All: S � @Z<:U1,S2 T � @Z<:U1.T2

Γ, X<:Q,∆, Z<:U1 $ S2 <: T2

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, Γ, rX ÞÑ Ps∆, Z<:rX ÞÑ PsU1 $
rX ÞÑ PsS2 <: rX ÞÑ PsT2. Ïî ïðàâèëó S-All, Γ, rX ÞÑ Ps∆ $
@Z<:rX ÞÑ PsU1.rX ÞÑ PsS2 <: @Z<:rX ÞÑ PsU1.rX ÞÑ PsT2, òî åñòü, êàê è
òðåáóåòñÿ, Γ, rX ÞÑ Ps∆ $ rX ÞÑ Psp@Z<:U1.S2q <: rX ÞÑ Psp@Z<:U1.T2q.

Àíàëîãè÷íàÿ ëåììà ñâÿçûâàåò ïîäñòàíîâêó òèïîâ è òèïèçàöèþ.

Ëåììà 26.4.9 rÏîäñòàíîâêà òèïîâ ñîõðàíÿåò òèïèçàöèþs: Åñëè
Γ, X<:Q,∆ $ t : T è Γ $ P <: Q, òî Γ, rX ÞÑ Ps∆ $ rX ÞÑ Pst : rX ÞÑ PsT.
Äîêàçàòåëüñòâî: Èíäóêöèÿ ïî äåðåâó âûâîäà Γ, X<:Q,∆ $ t : T. Ìû ïðèâî-
äèì òîëüêî èíòåðåñíûå âàðèàíòû.

Âàðèàíò T-TApp: t � t1 [T2] Γ, X<:Q,∆ $ t1 : @Z<:T11.T12

T � rZ ÞÑ T2sT12

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè,

Γ, rX ÞÑ Ps∆ $ rX ÞÑ Pst1 : rX ÞÑ Psp@Z<:T11.T12q

ò. å.
Γ, rX ÞÑ Ps∆ $ rX ÞÑ Pst1 : @Z<:T11.rX ÞÑ PsT12

Ïî ïðàâèëó T-TApp,

Γ, rX ÞÑ Ps∆ $ rX ÞÑ Pst1 [rX ÞÑ PsT2] : rZ ÞÑ rX ÞÑ PsT2sprX ÞÑ PsT12q

ò. å.
Γ, rX ÞÑ Ps∆ $ rX ÞÑ Pspt1 [T2]q : rX ÞÑ PsprZ ÞÑ T2sT12q
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Âàðèàíò T-Sub: Γ, X<:Q,∆ $ t : SΓ, X<:Q,∆ $ S <: T

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, Γ, rX ÞÑ Ps∆ $ rX ÞÑ Pst : rX ÞÑ PsT. Ïî ëåììå
î ñîõðàíåíèè îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ ïðè ïîäñòàíîâêå (ëåììà 26.4.8)
èìååì Γ, rX ÞÑ Ps∆ $ rX ÞÑ PsS <: rX ÞÑ PsT, è òðåáóåìûé ðåçóëüòàò ñëåäóåò
ïî ïðàâèëó T-Sub.

Äîêàæåì òåïåðü íåêîòîðûå ïðîñòûå ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà ïîäòèïèðîâà-
íèÿ.

Ëåììà 26.4.10 rÈíâåðñèÿ îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ, ñïðàâà íàëåâîs:

1. Åñëè Γ $ S <: X, òî S ÿâëÿåòñÿ òèïîâîé ïåðåìåííîé.

2. Åñëè Γ $ S <: T1 ÑT2, òî ëèáî S � òèïîâàÿ ïåðåìåííàÿ, ëèáî S èìååò
âèä S1 ÑS2, ïðè÷åì Γ $ T1 <: S1 è Γ $ S2 <: T2.

3. Åñëè Γ $ S <: @X<:U1.T2, òî ëèáî S � òèïîâàÿ ïåðåìåííàÿ, ëèáî S

èìååò âèä @X<:U1.S2, ïðè÷åì Γ, X<:U1 $ S2 <: T2.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóíêò (1) äîêàçûâàåòñÿ ïðîñòîé èíäóêöèåé ïî äåðåâüÿì
âûâîäà ïîäòèïèðîâàíèÿ. Åäèíñòâåííûé èíòåðåñíûé âàðèàíò � ïðàâèëî
S-Trans, ãäå ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè íàäî ïðèìåíèòü äâà ðàçà, ñíà÷àëà
ê ïðàâîé ïðåäïîñûëêå, à çàòåì ê ëåâîé. Äîêàçàòåëüñòâà îñòàëüíûõ ïóíê-
òîâ ñòðîÿòñÿ òàê æå, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïóíêòà (1) â âàðèàíòå ñ ïðàâèëîì
òðàíçèòèâíîñòè.

Óïðàæíåíèå 26.4.11 rÐåêîìåíäóåòñÿ,��s: Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ¾ñâîé-
ñòâà èíâåðñèè ñëåâà íàïðàâî¿:

1. Åñëè Γ $ S1 ÑS2 <: T, òî ëèáî T � Top, ëèáî T � T1 ÑT2, ïðè÷åì
Γ $ T1 <: S1 è Γ $ S2 <: T2.

2. Åñëè Γ $ @X<:U.S2 <: T, òî ëèáî T � Top, ëèáî T � @X<:U.T2, ïðè÷åì
Γ, X<:U $ S2 <: T2.

3. Åñëè Γ $ X <: T, òî ëèáî T � Top, ëèáî T � X, ëèáî Γ $ S <: T ïðè
X<:S P Γ.

4. Åñëè Γ $ Top <: T, òî T � Top.

Ëåììà 26.4.10, â ñâîþ î÷åðåäü, èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþ-
ùåãî íåñëîæíîãî ñòðóêòóðíîãî ñâîéñòâà îòíîøåíèÿ òèïèçàöèè, êîòîðîå òðå-
áóåòñÿ â êëþ÷åâûõ ìîìåíòàõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñâîéñòâà ñîõðàíåíèÿ.

Ëåììà 26.4.12

1. Åñëè Γ $ λx:S1.s2 : T è Γ $ T <: U1 ÑU2, òî Γ $ U1 <: S1 è ñó-
ùåñòâóåò íåêîòîðûé òèï S2, òàêîé, ÷òî Γ, x:S1 $ s2 : S2 è Γ $
S2 <: U2.
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2. Åñëè Γ $ λX<:S1.s2 : T è Γ $ T <: @X<:U1.U2, òî U1 � S1 è ñóùå-
ñòâóåò íåêîòîðûé òèï S2, òàêîé, ÷òî Γ, X<:S1 $ s2 : S2 è Γ, X<:S1 $
S2 <: U2.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðÿìîëèíåéíàÿ èíäóêöèÿ ïî äåðåâüÿì âûâîäà òèïîâ, ñ
èñïîëüçîâàíèåì ëåììû 26.4.10 ïðè øàãå èíäóêöèè (âàðèàíò ñ ïðàâèëîì
T-Sub).

Èìåÿ â ñâîåì ðàñïîðÿæåíèè âñå ýòè óòâåðæäåíèÿ, íåòðóäíî äîêàçàòü òåî-
ðåìó î ñîõðàíåíèè òèïîâ.

Òåîðåìà 26.4.13 rÑîõðàíåíèås: Åñëè Γ $ t : T è tÑ t', òî Γ $ t' : T.
Äîêàçàòåëüñòâî: Èíäóêöèÿ ïî äåðåâó âûâîäà Γ $ t : T. Ïðè íàëè÷èè âñïî-
ìîãàòåëüíûõ ëåìì âñå âàðèàíòû íå ïðåäñòàâëÿþò îñîáîé ñëîæíîñòè.

Âàðèàíòû T-Var, T-Abs, T-TAbs: t � x t � λx:T1.t2 èëè t � λX<:U.t
Ýòè âàðèàíòû âîîáùå íå ìîãóò âîçíèêíóòü, ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëîæèëè,
÷òî tÑ t', à ïðàâèë âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïåðåìåííûõ, àáñòðàêöèé è àáñòðàêöèé
òèïà íå ñóùåñòâóåò.

Âàðèàíò T-App: t � t1 t2 Γ $ t1 : T11 Ñ T12 T � T12 Γ $ t2 : T11

Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ âû÷èñëåíèÿ, èìåþòñÿ òðè ïîäâàðèàíòà:

Ïîäâàðèàíò: t1 Ñ t11 t1 � t11 t2

Ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè è ïðàâèëà
T-App.

Ïîäâàðèàíò: t1 ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì t2 Ñ t12 t1 � t1 t12
Àíàëîãè÷íî.

Ïîäâàðèàíò: t1 � λx:U11.u12 t1 � rx ÞÑ t2su12

Ñîãëàñíî ëåììå 26.4.12, Γ, x:U11 $ u12 : U12 äëÿ íåêîòîðîãî U12,
òàêîãî, ÷òî Γ $ T11 <: U11 è Γ $ U12 <: T12. Ïî ëåììå î ñî-
õðàíåíèè òèïèçàöèè ïðè ïîäñòàíîâêå (ëåììà 26.4.6), Γ $ rx ÞÑ
t2su12 : U12, îòêóäà ïîëó÷àåì Γ $ rx ÞÑ t2su12 : T12 ïî ïðàâèëó
T-Sub.

Âàðèàíò T-TApp: t � t1 [T2] Γ $ t : @X<:T11.T12

T � rX ÞÑ T2sT12 Γ $ T2 <: T11

Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ âû÷èñëåíèÿ, èìååòñÿ äâà ïîäâàðèàíòà:

Ïîäâàðèàíò: t1 Ñ t11 t1 � t11 [T2]

Ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè è ïðàâèëà
T-TApp.

Ïîäâàðèàíò: t1 � λX<:U11.u12 t1 � rX ÞÑ T2su12

Ñîãëàñíî ëåììå 26.4.12, U11 � T11 è Γ, X<:U11 $ u12 : U12, ïðè-
÷åì Γ, X<:U11 $ U12 <: T12. Ïî ñâîéñòâó ñîõðàíåíèÿ òèïèçàöèè
ïðè ïîäñòàíîâêå (ëåììà 26.4.9), Γ $ rX ÞÑ T2su12 : rX ÞÑ T2sU12,
îòêóäà ïî ëåììå 26.4.8 è ïðàâèëó T-Sub èìååì Γ $
rX ÞÑ T2su12 : rX ÞÑ T2sT12.
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Âàðèàíò T-Sub: Γ $ t : S Γ $ S <: T

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, Γ $ t' : S, è òðåáóåìûé ðåçóëüòàò ïîëó÷à-
åòñÿ ïî ïðàâèëó T-Sub.

Òåîðåìà î ïðîäâèæåíèè äëÿ F<: ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîëèíåéíûì ðàñøèðåíèåì
òàêîé æå òåîðåìû äëÿ ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ ñ ïîä-
òèïàìè. Êàê âñåãäà, âíà÷àëå ìû âûïèñûâàåì ëåììó î êàíîíè÷åñêèõ ôîðìàõ,
êîòîðàÿ ãîâîðèò, êàêîé âèä ìîãóò èìåòü çàìêíóòûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëü-
íûõ è êâàíòèôèöèðîâàííûõ òèïîâ.

Ëåììà 26.4.14 rÊàíîíè÷åñêèå ôîðìûs:

1. Åñëè v � çàìêíóòîå çíà÷åíèå òèïà T1 ÑT2, òî v èìååò âèä λx:S1.t2.

2. Åñëè v � çàìêíóòîå çíà÷åíèå òèïà @X<:T1.T2, òî v èìååò âèä
λX<:T1.t2.

Äîêàçàòåëüñòâî: Â îáîèõ ïóíêòàõ ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèÿ ïî äåðåâüÿì âû-
âîäà òèïîâ; ìû ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî äëÿ âòîðîé ÷àñòè. Ïðè
ðàññìîòðåíèè ïðàâèë òèïèçàöèè ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî ïîñëåäíåå ïðàâèëî
â âûâîäå $ v : @X<:T1.T2 ìîæåò áûòü òîëüêî T-TAbs èëè T-Sub. Åñëè
ýòî T-TAbs, òî òðåáóåìûé ðåçóëüòàò íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ïðåäïîñûë-
êè ïðàâèëà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäíåå ïðàâèëî T-Sub. Èç ïðåäïîñûëîê
ýòîãî ïðàâèëà ìû èìååì $ v : S è S <: @X<:T1.T2. Èç ëåììû îá èíâåðñèè
(26.4.10) ìû çíàåì, ÷òî S èìååò âèä @X<:T1.S2. Òåïåðü ðåçóëüòàò ñëåäóåò
èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè.

Ïðè íàëè÷èè ýòîé ëåììû äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà ïðîäâèæåíèÿ íå ïðåä-
ñòàâëÿåò òðóäà.

Òåîðåìà 26.4.15 rÏðîäâèæåíèås Åñëè èìååòñÿ çàìêíóòûé ïðàâèëüíî òè-
ïèçèðîâàííûé F<:-òåðì t, òî ëèáî t ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì, ëèáî ñóùåñòâóåò
íåêîòîðûé òåðì t' òàêîé, ÷òî tÑ t'.
Äîêàçàòåëüñòâî: Èíäóêöèÿ ïî äåðåâüÿì âûâîäà òèïîâ. Âàðèàíò ñ ïåðåìåí-
íîé âîçíèêíóòü íå ìîæåò, ïîñêîëüêó òåðì t çàìêíóò. Äâà âàðèàíòà ñ
ëÿìáäà-àáñòðàêöèÿìè ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî, ïîñêîëüêó àáñòðàêöèè òåð-
ìîâ è òèïîâ ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè. Âàðèàíòû ñ ïðèìåíåíèåì, ïðèìåíåíè-
åì òèïîâ è âêëþ÷åíèåì áîëåå èíòåðåñíû; ìû äåìîíñòðèðóåì òîëüêî äâà
ïîñëåäíèõ (ïðèìåíåíèå òåðìîâ ïîäîáíî ïðèìåíåíèþ òèïîâ).

Âàðèàíò T-TApp: t � t1 [T2] $ t1 : @X<:T11.T12

Γ $ T2 <: T11 T � rX ÞÑ T2sT12

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ëèáî òåðì t1 ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì, ëèáî
îí ñïîñîáåí ïðîèçâåñòè øàã âû÷èñëåíèÿ. Åñëè îí ìîæåò ñäåëàòü øàã, òî ê
t ïðèìåíèìî ïðàâèëî T-TApp. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè t1 � çíà÷åíèå, òî
èç ïóíêòà (2) ëåììû î êàíîíè÷åñêèõ ôîðìàõ (26.4.14) íàì èçâåñòíî, ÷òî
t1 èìååò âèä λX<:T11.t12, òàê ÷òî ê t îêàçûâàåòñÿ ïðèìåíèìî ïðàâèëî
E-TAppTAbs.

Âàðèàíò T-Sub: Γ $ t : S Γ $ S <: T

Ðåçóëüòàò ñëåäóåò íàïðÿìóþ èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè.
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Ñ @ <: Top D Ðàñøèðÿåò F<: (26.1) è íåîãðàíè÷åííóþ ýêçèñòåíöèàëüíóþ
êâàíòèôèêàöèþ (24.1)

Íîâûå ñèíòàêñè÷åñêèå ôîðìû
T ::= . . . òèïû:

{DX <:T ,T} ýêçèñòåíöèàëü-
íûé òèï

Íîâûå ïðàâèëà ïîäòèïèðîâàíèÿ
Γ $ S <: T

Γ, X<:U $ S2 <: T2

Γ $ {DX<:U,S2} <: {DX<:U,T2}

(S-Some)

Íîâûå ïðàâèëà òèïèçàöèè Γ $ t : T

Γ $ t2 : rX ÞÑ UsT2 Γ $ U <: T1

Γ $ {*U,t2} as {DX <:T1 ,T2}

: {DX <:T1 ,T2}

(T-Pack)

Γ $ t1 : {DX <:T11 ,T12}

Γ, X <:T11 , x:T12 $ t2 : T2

Γ $ let {X,x}=t1 in t2 : T2

(T-Unpack)

Ðèñ. 26.3. Îãðàíè÷åííûå êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ (ÿäåðíûé âàðèàíò)

Óïðàæíåíèå 26.4.16 r���Ûs: Àäàïòèðóéòå äîêàçàòåëüñòâî èç ýòîãî ðàç-
äåëà ê ïîëíîé F<:.

26.5. Îãðàíè÷åííûå ýêçèñòåíöèàëüíûå òèïû

Ê ýêçèñòåíöèàëüíûì òèïàì (ãëàâà 24) ìîæíî äîáàâèòü îãðàíè÷åíèÿ òî÷íî
òàê æå, êàê ìû ýòî ñäåëàëè äëÿ óíèâåðñàëüíûõ òèïîâ. Ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ
îãðàíè÷åííûå ýêçèñòåíöèàëüíûå òèïû (bounded existentials), èçîáðàæåííûå
íà ðèñ. 26.3. Êàê è â ñëó÷àå ñ îãðàíè÷åííûìè óíèâåðñàëüíûìè òèïàìè, ïðà-
âèëî ïîäòèïèðîâàíèÿ S-Some èìååò äâå ðàçíîâèäíîñòè � â îäíîé ãðàíèöû
ñðàâíèâàåìûõ êâàíòîðîâ îáÿçàíû áûòü îäèíàêîâûìè, âî âòîðîé îíè ìîãóò
ðàçëè÷àòüñÿ.

Óïðàæíåíèå 26.5.1 r�s: Êàê âûãëÿäèò ïîëíûé âàðèàíò ïðàâèëà S-Some?

Óïðàæíåíèå 26.5.2 r�s: Ñêîëüêî ìîæíî íàéòè â ÷èñòîé Ñèñòåìå F ñ çà-
ïèñÿìè è ýêçèñòåíöèàëüíûìè òèïàìè (íî áåç ïîäòèïîâ) òàêèõ ñïîñîáîâ
âûáîðà T, ÷òîáû

{*Nat , {a=5,b=7}} as T;

áûë ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàí? Ïîÿâëÿþòñÿ ëè íîâûå âàðèàíòû ïðè äîáàâëå-
íèè ïîäòèïîâ è îãðàíè÷åííûõ ýêçèñòåíöèàëüíûõ òèïîâ?

Â �24.2 ìû âèäåëè, êàê ñ ïîìîùüþ îáûêíîâåííûõ ýêçèñòåíöèàëüíûõ òèïîâ
ìîæíî ðåàëèçîâàòü àáñòðàêòíûå òèïû äàííûõ. Êîãäà ìû äîáàâëÿåì îãðàíè-
÷åíèÿ ê êâàíòîðàì ñóùåñòâîâàíèÿ, ýòîò ïðèðîñò âûðàçèòåëüíîñòè îòðàæàåòñÿ
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íà óðîâíå ÀÒÄ. Êàðäåëëè è Âåãíåð (Cardelli and Wegner, 1985) íàçâàëè òà-
êèå êîíñòðóêöèè ÷àñòè÷íî àáñòðàêòíûìè òèïàìè (partially abstract types).
Èíòóèòèâíàÿ èäåÿ çäåñü ñîñòîèò â òîì, ÷òî îãðàíè÷åííûé êâàíòîð ñóùåñòâî-
âàíèÿ ñîîáùàåò âíåøíåìó ìèðó ÷àñòü èíôîðìàöèè î òèïå ïðåäñòàâëåíèÿ, íî
òî÷íîå óñòðîéñòâî òèïà ïðåäñòàâëåíèÿ îñòàåòñÿ íåèçâåñòíûì.

Íàïðèìåð, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ðåàëèçîâàëè ÀÒÄ ñ÷åò÷èêîâ, êàê â �24.2,
íî äîáàâèëè â àííîòàöèþ òèïà îãðàíè÷åíèå Counter<:Nat.

counterADT =

{*Nat , {new = 1, get = λi:Nat. i, inc = λi:Nat. succ(i)}}

as {DCounter <:Nat ,

{new: Counter , get: Counter Ñ Nat , inc: Counter Ñ

Counter }};

� counterADT : {DCounter <:Nat ,

{new: Counter , get: Counter Ñ

Nat , inc: Counter Ñ Counter }}

ÀÒÄ ñ÷åò÷èêîâ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â òî÷íîñòè êàê ðàíüøå, ïóòåì ñâÿçû-
âàíèÿ åãî òèïîâîé è òåðìîâîé êîìïîíåíò ïåðåìåííûìè Counter è counter

è ïîñëåäóþùåãî îáðàùåíèÿ ê ïîëÿì counter äëÿ äîñòóïà ê îïåðàöèÿì íàä
ñ÷åò÷èêàìè

let {Counter ,counter} = counterADT in

counter.get (counter.inc (counter.inc counter.new));

� 3 : Nat

Áîëåå òîãî, òåïåðü íàì ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèÿ Counter íàïðÿìóþ
êàê ÷èñëà:

let {Counter ,counter} = counterADT in

succ (succ (counter.inc counter.new ));

� 4 : Nat

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ïî-ïðåæíåìó íå èìååì ïðàâà èñïîëüçîâàòü ÷èñëà êàê
çíà÷åíèÿ òèïà Counter:

let {Counter ,counter} = counterADT in

counter.inc 3;

� Îøèáêà: íåñîîòâåòñòâèå òèïà ïàðàìåòðà

Â ñóùíîñòè, â ýòîé âåðñèè àáñòðàêöèè ñ÷åò÷èêà ìû ðåøèëè îáëåã÷èòü âíåø-
íåìó ìèðó èñïîëüçîâàíèå ñ÷åò÷èêîâ, îòêðûâ âíóòðåííåå ïðåäñòàâëåíèå òèïà;
îäíàêî ìû ñîõðàíÿåì êîíòðîëü íàä òåì, êàê ñ÷åò÷èêè ñîçäàþòñÿ.

Óïðàæíåíèå 26.5.3 r� � �s: Ïðåäïîëîæèì, ìû õîòèì îïðåäåëèòü äâà àá-
ñòðàêòíûõ òèïà äàííûõ, Counter è ResetCounter, òàê ÷òî à) îáà ÀÒÄ èìå-
þò îïåðàöèè new, get è inc; á) òèï ResetCounter äîïîëíåíèòåëüíî ïðåäî-
ñòàâëÿåò îïåðàöèþ reset, ïðèíèìàþùóþ ñ÷åò÷èê è âîçâðàùàþùóþ íîâûé
ñ÷åò÷èê, óñòàíîâëåííûé â êàêîå-òî çàðàíåå ôèêñèðîâàííîå ñîñòîÿíèå, íà-
ïðèìåð, 1; â) êëèåíòàì îáîèõ ÀÒÄ ðàçðåøåíî èñïîëüçîâàòü ResetCounter
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âìåñòî Counter (ò. å. âûïîëíÿåòñÿ ResetCounter <: Counter); è ã) êëèåí-
òàì íå äàåòñÿ áîëüøå íèêàêîé èíôîðìàöèè î òîì, êàê ñ÷åò÷èêè è ñ÷åò÷èêè
ñî ñáðîñîì ïðåäñòàâëåíû âíóòðè. Ìîæíî ëè âûïîëíèòü âñå ýòè óñëîâèÿ ïðè
ïîìîùè îãðàíè÷åííûõ ýêçèñòåíöèàëüíûõ ïàêåòîâ?

Ìîæíî àíàëîãè÷íî àäàïòèðîâàòü è íàø ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ îáúåêòîâ
íà îñíîâå ýêçèñòåíöèàëüíûõ òèïîâ èç �24.2. Ïðè òàêîì êîäèðîâàíèè òèïû-
ñâèäåòåëè ýêçèñòåíöèàëüíûõ ïàêåòîâ èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ òè-
ïîâ âíóòðåííåãî ñîñòîÿíèÿ îáúåêòîâ, è ýòî ñîñòîÿíèå âñåãäà áûëî çàïèñüþ,
ñîñòîÿùåé èç ïåðåìåííûõ ýêçåìïëÿðà. Çàìåíèâ íåîãðàíè÷åííûé ýêçèñòåíöè-
àëüíûé òèï îãðàíè÷åííûì, ìû ìîæåì ïîêàçàòü âíåøíåìó ìèðó èìåíà è òè-
ïû íåêîòîðûõ, íî íå âñåõ, ïåðåìåííûõ ýêçåìïëÿðà îáúåêòà. Íàïðèìåð, âîò
îáúåêò-ñ÷åò÷èê ñ ÷àñòè÷íî âèäèìûì âíóòðåííèì ñîñòîÿíèåì, ïîêàçûâàþùèé
òîëüêî ïîëå x, íî îãðàíè÷èâàþùèé äîñòóï ê (íå ñëèøêîì èíòåðåñíîìó) ïîëþ
private:

c = {*{x:Nat ,private:Bool},

{state = {x=5, private=false},

methods = {get = λs:{x:Nat}. s.x,

inc = λs:{x:Nat ,private:Bool}.
{x=succ(s.x), private=s.private }}}}

as {DX<:{x:Nat}, {state:X, methods: {get:X ÑNat ,inc:X Ñ

X}}};

� c : {DX<:{x:Nat}, {state:X, methods: {get:X ÑNat ,inc:X Ñ

X}}}

Êàê è â ñëó÷àå ñ ÷àñòè÷íî àáñòðàêòíûì ÀÒÄ ñ÷åò÷èêîâ, íàø ñ÷åò÷èê-îáúåêò
ïîçâîëÿåò îáðàùàòüñÿ ê ñâîåìó çíà÷åíèþ êàê ÷åðåç âûçîâ ìåòîäà get, òàê è
íàïðÿìóþ, ïóòåì ÷òåíèÿ ñâîåãî ïîëÿ x.

Óïðàæíåíèå 26.5.4 r��s: Ïîêàæèòå, êàê ðàñøèðèòü êîäèðîâàíèå ýêçèñòåí-
öèàëüíûõ òèïîâ óíèâåðñàëüíûìè èç �24.3 íà ñëó÷àé êîäèðîâàíèÿ îãðàíè-
÷åííûõ ýêçèñòåíöèàëüíûõ òèïîâ ÷åðåç îãðàíè÷åííûå óíèâåðñàëüíûå. Óáåäè-
òåñü, ÷òî ïðàâèëî ïîäòèïèðîâàíèÿ S-Some ñëåäóåò èç êîäèðîâàíèÿ è ïðàâèë
ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ îãðàíè÷åííûõ êâàíòîðîâ.

26.6. Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

ßçûê CLU (Liskov et al., 1977, 1981; Scha�ert, 1978; Schei�er, 1978) áûë, ïî-
âèäèìîìó, ïåðâûì ÿçûêîì ñ áåçîïàñíîé îãðàíè÷åííîé êâàíòèôèêàöèåé. Ïîíÿ-
òèå ãðàíèö ïàðàìåòðîâ â CLU ïî ñóùåñòâó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îãðàíè÷åííóþ
êâàíòèôèêàöèþ (�26.2), îáîáùåííóþ äî ìíîæåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ-òèïîâ.

Â ôîðìå, ðàññìàòðèâàåìîé â ýòîé êíèãå, èäåÿ îãðàíè÷åííîé êâàíòèôè-
êàöèè áûëà âïåðâûå ââåäåíà Êàðäåëëè è Âåãíåðîì â ÿçûêå Fun (Cardelli and
Wegner, 1985). Èõ èñ÷èñëåíèå ¾ÿäåðíîé Fun¿ ñîîòâåòñòâóåò íàøåé ÿäåðíîé ñè-
ñòåìå F<:. Fun áûë îñíîâàí íà áîëåå ðàííèõ èäåÿõ Êàðäåëëè è ôîðìàëèçîâàí
ïðè ïîìîùè ìåòîäîâ, ðàçðàáîòàííûõ Ìèò÷åëëîì (Mitchell, 1984b); îí ñî÷åòàë
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ïîëèìîðôèçì ïî Æèðàðó-Ðåéíîëüäñó (Girard, 1972; Reynolds, 1974) ñ èñ÷èñ-
ëåíèåì ïîäòèïîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà Êàðäåëëè (Cardelli, 1984). Èñõîäíàÿ âåðñèÿ
Fun áûëà óïðîùåíà è ïîäâåðãëàñü íåêîòîðîìó îáîáùåíèþ â ðàáîòå Áðþñà è
Ëîíãî (Bruce and Longo, 1990), à çàòåì â ðàáîòå Êóðèåíà è Ãåëëè (Curien
and Ghelli, 1992). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëîñü èñ÷èñëåíèå, êîòîðîå ìû íàçûâàåì
ïîëíîé F<:. Íàèáîëåå ïîäðîáíûì îáçîðîì ïî îãðàíè÷åííîé êâàíòèôèêàöèè
ÿâëÿåòñÿ ñòàòüÿ Êàðäåëëè, Ìàðòèíè, Ìèò÷åëëà è Ùåäðîâà (Cardelli, Martini,
Mitchell, and Scedrov, 1994).

F<: è ðîäñòâåííûå ñèñòåìû àêòèâíî èçó÷àëèñü òåîðåòèêàìè è ðàçðàáîò÷è-
êàìè ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïåðâûå ïðèìåðû îãðàíè÷åííîé êâàíòèôè-
êàöèè áûëè äàíû â ñòàòüå-îáçîðå Êàðäåëëè è Âåãíåðà; äàëüíåéøèå ïðèìåðû
ïîñëåäîâàëè â ðàáîòå Êàðäåëëè ïî ñòåïåííûì âèäàì (power kinds) (Cardelli,
1988a). Êóðèåí è Ãåëëè (Curien and Ghelli, 1992; Ghelli, 1990) ðàññìàòðè-
âàþò íåêîòîðûå ñèíòàêñè÷åñêèå ñâîéñòâà F<:. Ñåìàíòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñè-
ñòåì, áëèçêèõ ê F<:, èçó÷àþòñÿ â ðàáîòàõ Áðþñà è Ëîíãî (Bruce and Longo,
1990), Ìàðòèíè (Martini, 1988), Áðåàçó-Òàííåíà, Êîêàíà, Ãàíòåðà è Ùåäðîâà
(Breazu-Tannen, Coquand, Gunter, and Scedrov, 1991), Êàðäîíå (Cardone, 1989),
Êàðäåëëè è Ëîíãî (Cardelli and Longo, 1991), Êàðäåëëè, Ìàðòèíè, Ìèò÷åë-
ëà è Ùåäðîâà (Cardelli, Martini, Mitchell, and Scedrov, 1994), Êóðèåíà è Ãåëëè
(Curien and Ghelli, 1992, 1991), à òàêæå Áðþñà è Ìèò÷åëëà (Bruce and Mitchell,
1992).

Êàðäåëëè è Ìèò÷åëë (Cardelli and Mitchell, 1991), Áðþñ (Bruce, 1991), Êàð-
äåëëè (Cardelli, 1992), à òàêæå Êýííèíã, Êóê, Õèëë, Îëòõîôô è Ìèò÷åëë
(Canning, Cook, Hill, Oltho�, and Mitchell, 1989b) ðàñøèðèëè F<:, äîáàâèâ
òèïû-çàïèñè è áîëåå áîãàòîå ïîíÿòèå íàñëåäîâàíèÿ ðåàëèçàöèè. Îãðàíè÷åí-
íàÿ êâàíòèôèêàöèÿ èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â ÿçûêå Quest, ñîçäàííîì Êàð-
äåëëè (Cardelli, 1991; Cardelli and Longo, 1991); â ÿçûêå Abel, ðàçðàáîòàííîì
â ëàáîðàòîðèÿõ HP (Canning, Cook, Hill, and Oltho�, 1989a; Canning, Cook,
Hill, Oltho�, and Mitchell, 1989b; Canning, Hill, and Oltho�, 1988; Cook, Hill,
and Canning, 1990); à òàêæå â òàêèõ íåäàâíèõ ðàçðàáîòêàõ, êàê GJ (Bracha,
Odersky, Stoutamire, and Wadler, 1998), Pict (Pierce and Turner, 2000) è Funnel
(Odersky, 2000).

Âîçäåéñòâèå îãðàíè÷åííîé êâàíòèôèêàöèè íà êîäèðîâàíèå ïî ×¼ð÷ó
(�26.3) ðàññìàòðèâàëîñü ó Ãåëëè (Ghelli, 1990), à òàêæå Êàðäåëëè, Ìàðòèíè,
Ìèò÷åëëîì è Ùåäðîâûì (Cardelli, Martini, Mitchell, and Scedrov, 1994).

Ðàñøèðåíèå F<: òèïàìè-ïåðåñå÷åíèÿìè (15.7) èññëåäîâàëîñü Ïèðñîì
(Pierce, 1991b, 1997b). Âàðèàíò òîé æå ñèñòåìû ñ âèäàìè âûñøåãî ïîðÿä-
êà (higher kinds) ïðèìåíÿåòñÿ ê ìîäåëèðîâàíèþ îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ
ÿçûêîâ ñ ìíîæåñòâåííûì íàñëåäîâàíèåì ðåàëèçàöèé â ðàáîòå Êîìïàíüîíè è
Ïèðñà (Compagnoni and Pierce, 1996); ìåòàòåîðåòè÷åñêèå ñâîéñòâà òàêèõ ÿçû-
êîâ àíàëèçèðîâàë Êîìïàíüîíè (Compagnoni, 1994).
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Ãëàâà 27

Ðàñøèðåííûé ïðèìåð: åùå

ðàç èìïåðàòèâíûå îáúåêòû

Â ãëàâå 18 ìû ðàçðàáîòàëè íàáîð èäèîì íà ÿçûêå ïðîñòîãî òèïèçèðîâàí-
íîãî èñ÷èñëåíèÿ ñ çàïèñÿìè, ññûëêàìè è ïîäòèïàìè. Ýòè èäèîìû ìîäåëèðóþò
îñíîâíûå ÷åðòû è ïðèåìû èìïåðàòèâíîãî îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ñòèëÿ
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â êîíöå ýòîé ãëàâû (�18.12) ìû ïðèëîæèëè íåêîòîðûå
óñèëèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü íàøèõ îáúåêòîâ. Äëÿ ýòîãî
ìû ïåðåíåñëè äåéñòâèÿ ïî ïîñòðîåíèþ òàáëèöû ìåòîäîâ îáúåêòà ñ âðåìåíè
âûçîâà ìåòîäà íà âðåìÿ ñîçäàíèÿ îáúåêòà. Â ýòîé ãëàâå ìû ñ ïîìîùüþ îãðà-
íè÷åííîé êâàíòèôèêàöèè ïðîâîäèì äàëüíåéøèå óëó÷øåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè
íàøåé ìîäåëè.�

Ïðèìåðàìè â ýòîé ãëàâå ñëóæàò òåðìû F<: ñ çàïèñÿìè (ðèñ. 15.3) è ññûëêàìè (13.1).
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåàëèçàöèÿ íà OCaml íàçûâàåòñÿ fullfsubref.
�Â ñïèñêå îøèáîê è îïå÷àòîê íà ñàéòå êíèãè (http://www.cis.upenn.edu/~bcpierce/

tapl/errata.txt) ïðèâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ñîîáðàæåíèÿ:

Ãëàâà 27 â öåëîì íå ñëèøêîì óáåäèòåëüíà. Öåëü èñïîëüçîâàíèÿ F<:, âðîäå
áû, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñîçäàâàòü òàáëèöó ìåòîäîâ îäèí ðàç äëÿ êàæäîãî
êëàññà, à íå äëÿ êàæäîãî îáúåêòà. Êîä äåéñòâèòåëüíî ñîçäàåò íå÷òî ïî îäíî-
ìó ðàçó äëÿ êàæäîãî êëàññà, îäíàêî ýòî íå÷òî ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, êîòîðàÿ
ñîçäàåò òàáëèöó ìåòîäîâ ïðè êàæäîì îòêðûòîì ðåêóðñèâíîì âûçîâå ÷åðåç
self ! (Ñì. âûçîâû (!self r), êîòîðûå ïðîèñõîäÿò ïðè îáðàùåíèè ê ìåòîäàì.)
Äðóãèìè ñëîâàìè, ýôôåêòèâíîñòü â èòîãå îêàçûâàåòñÿ äàæå õóæå, ÷åì òà, ÷òî
ìû ïîëó÷èëè â êîíöå ãëàâû 18.

ß áëàãîäàðåí Äæîíó Òàíãó Áîéëàíäó, óêàçàâøåìó íà ýòî îáñòîÿòåëüñòâî.
Äæîí òàêæå ïðåäëàãàåò äðóãîé ðàñøèðåííûé ïðèìåð, èñïîëüçóþùèé Fω

<:
â

ñòèëå ãëàâû 32 äëÿ ðåàëèçàöèè îáúåêòîâ â èìïåðàòèâíîì ñòèëå. Íàáðîñîê îñ-
íîâíîé êîíñòðóêöèè ìîæíî íàéòè çäåñü:

http://www.cis.upenn.edu/~bcpierce/tapl/

boyland-object-encoding.txt

Êîä, ðåàëèçóþùèé ýòó èäåþ, íàõîäèòñÿ ïî àäðåñàì

http://www.cs.uwm.edu/classes/cs790/types-f2003/

Chapter27-replacement.txt

http://www.cs.uwm.edu/classes/cs790/types-f2003/

fullfomsubref.tar.gz

� ïðèì. ïåðåâ.
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Îñíîâíàÿ èäåÿ �18.12 çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òî êëàññó ïðè âûçîâå ìåòîäà ïå-
ðåäàâàëàñü ññûëêà íà ¾òàáëèöó ìåòîäîâ self¿. Êëàññ èñïîëüçîâàë ýòó ññûëêó
ïðè îïðåäåëåíèè ñâîèõ ìåòîäîâ, à çàòåì ìû ïîäïðàâëÿëè ññûëêó òàê, ÷òîáû
îíà óêàçûâàëà íà çàïîëíåííóþ òàáëèöó ìåòîäîâ, âîçâðàùåííóþ êëàññîì. Íà-
ïðèìåð, åñëè SetCounter è SetCounterRep � ýòî ïóáëè÷íûé èíòåðôåéñ è òèï
âíóòðåííåãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ êëàññà îáúåêòîâ-ñ÷åò÷èêîâ ñ ìåòîäàìè get,
set è inc,

SetCounter = {get:Unit Ñ Nat , set:Nat Ñ Unit , inc:Unit Ñ

Unit};

CounterRep = {x: Ref Nat};

òî ìû ìîæåì ðåàëèçîâàòü êëàññ ñ÷åò÷èêîâ ñ ïðèñâàèâàíèåì òàê:

setCounterClass =

λr:CounterRep. λself: Source SetCounter.

{get = λ_:Unit. !(r.x),

set = λi:Nat. r.x:=i,

inc = λ_:Unit. (!self).set

(succ ((! self).get unit ))};

� setCounterClass : CounterRep Ñ (Source SetCounter) Ñ

SetCounter

Äëÿ ïàðàìåòðà self ìû èñïîëüçóåì òèï Source SetCounter, à íå Ref

SetCounter, ïîòîìó ÷òî, êîãäà ìû îïðåäåëÿåì ïîäêëàññ SetCounterClass,
self ýòîãî íîâîãî êëàññà áóäåò èìåòü äðóãîé òèï. Íàïðèìåð, åñëè
InstrCounter è InstrCounterRep � òèïû èíòåðôåéñà è ïðåäñòàâëåíèÿ êëàññà
îáúåêòîâ-ñ÷åò÷èêîâ ñ ïîäñ÷åòîì äîñòóïà

instrCounter = {get:Unit Ñ Nat , set:Nat Ñ Unit ,

inc:Unit Ñ Unit , accesses:Unit Ñ Nat};

InstrCounterRep = {x: Ref Nat , a: Ref Nat};

òî ñàì êëàññ ìîæíî îïðåäåëèòü òàê:

instrCounterClass =

λr:InstrCounterRep. λself: Source InstrCounter.

let super = setCounterClass r self in

{get = super.get ,

set = λi:Nat. (r.a:=succ (!(r.a)); super.set i),

inc = super.inc ,

accesses = λ_:Unit.
!(r.a)};

� instrCounterClass : InstrCounterRep Ñ

(Source InstrCounter) Ñ InstrCounter

Òèïîì ïàðàìåòðà self çäåñü áóäåò Source InstrCounter, è íàì íóæíî èìåòü
âîçìîæíîñòü ïðåîáðàçîâàòü Source InstrCounter â Source SetCounter, ÷òî-
áû ïåðåäàòü ýòîò self êàê àðãóìåíò self êëàññà setCounterClass ïðè ïîñòðî-
åíèè super. Êîâàðèàíòíûé êîíñòðóêòîð Source ðàçðåøàåò òàêîå ïðåîáðàçî-
âàíèå, òîãäà êàê ñ èíâàðèàíòíûì êîíñòðóêòîðîì Ref îíî áûëî áû çàïðåùåíî.
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Îäíàêî, êàê ìû çàìåòèëè â êîíöå �18.12, ýôôåêòèâíîñòü ýòîé ìîäåëè
êëàññîâ ïî-ïðåæíåìó íå îïòèìàëüíà. Ïîñêîëüêó ñ êàæäûì îáúåêòîì, ïîðîæ-
äåííûì îïðåäåëåííûì êëàññîì, ñâÿçàíû èäåíòè÷íûå òàáëèöû, äîëæíî áûòü
ìîæíî ïîñòðîèòü òàêóþ òàáëèöó âñåãî îäèí ðàç, âî âðåìÿ ñîçäàíèÿ êëàññà,
è èñïîëüçîâàòü åå êàæäûé ðàç ïðè ñîçäàíèè îáúåêòà. Ïðè ýòîì áîëåå òî÷íî
ñìîäåëèðîâàííûìè îêàæóòñÿ ñîãëàøåíèÿ ïî ðåàëèçàöèè íàñòîÿùèõ îáúåêòíî-
îðèåíòèðîâàííûõ ÿçûêîâ: â íèõ îáúåêò íå íåñåò ïðè ñåáå íèêàêèõ ìåòîäîâ,
à òîëüêî óêàçàòåëü íà ñòðóêòóðó äàííûõ, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò åãî êëàññ, è
èìåííî â ýòîé ñòðóêòóðå õðàíÿòñÿ ìåòîäû.1

Òî æå ñàìîå ìîæíî âûðàçèòü åùå îäíèì ñïîñîáîì, çàìåòèâ, ÷òî ïîðÿäîê
ïàðàìåòðîâ â âûøåïðèâåäåííûõ êëàññàõ (ñíà÷àëà ïåðåìåííûå ýêçåìïëÿðà,
à ïîòîì self) íåâåðíûé: ïàðàìåòð self òðåáóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàáëèöû
êëàññà, à çàïèñü ïåðåìåííûõ ýêçåìïëÿðà r èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà ó ãîòîâîãî îáúåêòà âûçûâàþòñÿ ìåòîäû. Åñëè áû self áûë ïåðâûì àð-
ãóìåíòîì, ìû ìîãëè áû âû÷èñëÿòü òàáëèöó ìåòîäîâ äî ïåðåäà÷è àðãóìåíòà
r; ìîæíî áûëî áû ñíà÷àëà îäèí ðàç ÷àñòè÷íî ïðèìåíèòü êëàññ ê åãî àðãó-
ìåíòó self, ïðîäåëàòü ýòî âû÷èñëåíèå ðàç è íàâñåãäà è ñäåëàòü ìíîæåñòâî
êîïèé ïîëó÷èâøåéñÿ òàáëèöû ìåòîäîâ, ïðèìåíÿÿ åå êî ìíîãèì çàïèñÿì ïå-
ðåìåííûõ ýêçåìïëÿðà. Ãîâîðÿ áîëåå êîíêðåòíî, íàì õîòåëîñü áû ïåðåïèñàòü
setCounterClass òàê:

setCounterClass =

λself: Source (CounterRep ÑSetCounter ).

λr:CounterRep.
{get = λ_:Unit. !(r.x),

set = λi:Nat. r.x:=i,

inc = λ_:Unit. (!self r).set

(succ ((! self r).get unit ))};

� setCounterClass : (Source (CounterRep Ñ SetCounter )) Ñ

CounterRep Ñ SetCounter

Ìåæäó ýòîé âåðñèåé è ïðåäûäóùåé åñòü òðè ñóùåñòâåííûõ îòëè÷èÿ. Âî-
ïåðâûõ, íîâàÿ âåðñèÿ ïðèíèìàåò ñíà÷àëà self, à óæå ïîòîì � r. Âî-âòîðûõ,
òèï self ïîìåíÿëñÿ ñ SetCounter íà CounterRep -> SetCounter. Ýòî âòîðîå
èçìåíåíèå âûçâàíî ïåðâûì, ïîñêîëüêó òèï self äîëæåí áûòü òàêèì æå, êàê è
òèï òàáëèöû ìåòîäîâ, âîçâðàùàåìîé êëàññîì. È â-òðåòüèõ, âñå âûçîâû !self

â òåëå êëàññà ïðåâðàùàþòñÿ â (!self r). Ýòî òðåòüå èçìåíåíèå âûçâàíî âòî-
ðûì.

Ôóíêöèÿ ñîçäàíèÿ îáúåêòà äëÿ íàøèõ ñ÷åò÷èêîâ îïðåäåëåíà òàê:

newSetCounter =

let m = ref (λr:CounterRep. error as SetCounter) in

let m' = setCounterClass m in

1Íà ñàìîì äåëå íàñòîÿùèå îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûå ÿçûêè èäóò åùå äàëüøå. Âìåñòî
òîãî, ÷òîáû âû÷èñëÿòü è õðàíèòü ïîëíóþ òàáëèöó ìåòîäîâ, êàæäûé êëàññ õðàíèò òîëüêî òå
ìåòîäû, êîòîðûå â íåì äîáàâëåíû èëè ïåðåîïðåäåëåíû ïî ñðàâíåíèþ ñ íàäêëàññîì. Òàê ÷òî
òàáëèöà ìåòîäîâ â íàøåì ïîíèìàíèè âîîáùå íå ñòðîèòñÿ � ïðè âûçîâå ìåòîäà ìû ïðîñòî
ïðîõîäèì ââåðõ ïî èåðàðõèè êëàññîâ, íà÷èíàÿ ñ êëàññà îáúåêòà-àäðåñàòà, ïîêà íå íàéäåòñÿ
îïðåäåëåíèå íóæíîãî íàì ìåòîäà. Òàêîé ïîèñê âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ñîçäàåò íåòðèâèàëüíûå
ïðîáëåìû äëÿ ñòàòè÷åñêîãî àíàëèçà òèïîâ, íî çäåñü ìû èõ êàñàòüñÿ íå áóäåì.
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(m := m';

λ_:Unit. let r = {x=ref 1} in m' r);

� newSetCounter: Unit Ñ SetCounter

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûå òðè ñòðîêè â ýòîì îïðåäåëåíèè âû÷èñëÿþòñÿ òîëüêî
îäèí ðàç, êîãäà îïðåäåëÿåòñÿ newSetCounter. Âû÷èñëåíèå îñòàíàâëèâàåòñÿ,
äîéäÿ äî ýëåìåíòàðíîé àáñòðàêöèè íà ïîñëåäíåé ñòðîêå, è ýòó ñòðîêó ìîæ-
íî ïðèìåíèòü ñêîëüêî óãîäíî ðàç ïðè ñîçäàíèè îáúåêòîâ; êàæäûé ðàç áóäåò
âûäåëÿòüñÿ îáëàñòü ïàìÿòè äëÿ íîâîé çàïèñè ïåðåìåííûõ ýêçåìïëÿðà r, è
òàáëèöà ìåòîäîâ m' áóäåò óñòàíàâëèâàòüñÿ â óêàçàòåëü íà r. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåòñÿ ñâåæèé îáúåêò.

Ê ñîæàëåíèþ, ïåðåóïîðÿäî÷èâ òàêèì îáðàçîì setCounterClass, ìû ââåëè
â òèï ñîñòîÿíèÿ êîíòðàâàðèàíòíîå âõîæäåíèå òèïà-ñîñòîÿíèÿ CounterRep.
Çà ýòî ïðèäåòñÿ çàïëàòèòü, êîãäà ìû ïîïûòàåìñÿ îïðåäåëèòü ïîäêëàññ
setCounterClass.

instrCounterClass =

λself: Source (InstrCounterRep ÑInstrCounter ).

let super = setCounterClass self in

λr:InstrCounterRep.
{get = (super r).get ,

set = λi:Nat. (r.a:=succ (!(r.a)); (super r).set i),

inc = (super r).inc ,

accesses = λ_:Unit. !(r.a)};

� Îøèáêà: íåñîîòâåòñòâèå òèïà ïàðàìåòðà

Íåñîîòâåòñòâèå âîçíèêàåò â îïðåäåëåíèè ïåðåìåííîé super, êîãäà ìû ïî-
ðîæäàåì ýêçåìïëÿð íàäêëàññà setCounterClass ñ òåì æå self, êîòî-
ðûé áûë ïåðåäàí ïîäêëàññó. Ê ñîæàëåíèþ, òåêóùèé self ÿâëÿåòñÿ ññûë-
êîé íà ôóíêöèþ òèïà InstrCounterRepÑInstrCounter, à ýòî íå ïîäòèï
CounterRepÑSetCounter, ïîñêîëüêó òèïû ñëåâà è ñïðàâà îò ñòðåëîê ïåðå-
ñòàâëåíû ìåñòàìè.

Ñ ýòîé òðóäíîñòüþ ìîæíî ñïðàâèòüñÿ, åñëè åùå ðàç ïåðåïèñàòü
setCounterClass, èñïîëüçóÿ òåïåðü îãðàíè÷åííóþ êâàíòèôèêàöèþ.

setCounterClass =

λR<: CounterRep.
λself: Source (R ÑSetCounter ).

λr: R.

{get = λ_:Unit. !(r.x),

set = λi:Nat. r.x:=i,

inc = λ_:Unit. (!self r).set (succ ((! self r).get unit ))};

� setCounterClass : @R<: CounterRep.

(Source (R Ñ SetCounter )) Ñ R Ñ

SetCounter

Ýòèì èçìåíåíèåì ìû äîáèâàåìñÿ òîãî, ÷òî setCounterClass íà÷èíàåò
íåñêîëüêî ìåíåå ñòðîãî îòíîñèòüñÿ ê ïåðåäàâàåìîìó â íåãî ïàðàìåòðó self.
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Íåìíîãî àíòðîïîìîðôèçèðóÿ, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå, ÷òî ïðåäûäóùàÿ âåð-
ñèÿ setCounterClass ãîâîðèò ñâîåìó îêðóæåíèþ: ¾Äàéòå ìíå, ïîæàëóéñòà,
ïàðàìåòð self, êîòîðûé ïðèíèìàåò ïàðàìåòðîì CounterRep, è ÿ èç íåãî ñäå-
ëàþ òàáëèöó ìåòîäîâ, êîòîðàÿ òîæå îæèäàåò ïàðàìåòðîì CounterRep¿. Íîâàÿ
æå âåðñèÿ ãîâîðèò: ¾Ïîæàëóéñòà, ñêàæèòå ìíå, êàêîé áóäåò òèï ïðåäñòàâëå-
íèÿ R ó ïîðîæäàåìîãî íàìè îáúåêòà; â ýòîì òèïå, ïî ìåíüøåé ìåðå, äîëæíî
áûòü ïîëå x, ïîñêîëüêó îíî ìíå íóæíî. Ïîòîì äàéòå ìíå (ññûëêó íà) self,
ïðèíèìàþùèé R êàê ïàðàìåòð è âîçâðàùàþùèé òàáëèöó ìåòîäîâ, ïî ìåíü-
øåé ìåðå, ñ èíòåðôåéñîì SetCounter, à ÿ ïîñòðîþ è âåðíó åùå îäèí òàêîé æå
îáúåêò¿.

ßñíåå âñåãî ýôôåêò òàêîãî èçìåíåíèÿ âèäåí ïðè îïðåäåëåíèè ïîäêëàññà
instrCounterClass.

instrCounterClass =

λR<: InstrCounterRep.
λself: Source(R ÑInstrCounter ).

λr : R.

let super = setCounterClass [R] self in

{get = (super r).get ,

set = λi:Nat. (r.a:=succ (!(r.a)); (super r).set i),

inc = (super r).inc ,

accesses = λ_:Unit. !(r.a)};

� instrCounterClass : @R<: InstrCounterRep.

(Source (R Ñ InstrCounter )) Ñ

R Ñ InstrCounter

Ýòîò êîä ðàáîòàåò òàì, ãäå ïðåäûäóùèé âàðèàíò ëîìàëñÿ, ïîòîìó ÷òî â âû-
ðàæåíèè, ñâÿçàííîì ñ ïåðåìåííîé super, èíà÷å ðàáîòàåò ïðàâèëî âêëþ÷åíèÿ:
ìû ðàñøèðÿåì òèï self è äåëàåì åãî ïîäõîäÿùèì äëÿ íàäêëàññà. Ðàíüøå ìû
ïûòàëèñü ïîêàçàòü

Source(InstrCounterRep Ñ InstrCounter)

<: Source(CounterRep Ñ SetCounter)

÷òî áûëî íåâåðíî. Òåïåðü íàì íàäî ïîêàçàòü òîëüêî

Source(R Ñ InstrCounter) <: Source(R Ñ SetCounter)

à ýòî èñòèííî.
Ôóíêöèè ñîçäàíèÿ îáúåêòîâ äëÿ íàøåãî íîâîãî êîäèðîâàíèÿ êëàññîâ î÷åíü

ïîõîæè íà ñòàðûå âàðèàíòû. Âîò, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ ñîçäàíèÿ äëÿ ïîäêëàññà
ñ÷åò÷èêîâ ñ ïîäñ÷åòîì äîñòóïà.

newInstrCounter =

let m = ref (λr:InstrCounterRep. error as InstrCounter) in

let m' = instrCounterClass [InstrCounterRep] m in

(m := m';

λ_:Unit. let r = {x=ref 1, a=ref 0} in m' r);

� newInstrCounter : Unit Ñ InstrCounter

Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî òðåáóåòñÿ êîíêðåòèçèðî-
âàòü InstrCounterClass ðåàëüíûì òèïîì çàïèñè ïåðåìåííûõ ýêçåìïëÿðà,
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InstrCounterRep. Êàê è ðàíüøå, ïåðâûå òðè ñòðîêè âû÷èñëÿþòñÿ âñåãî îäèí
ðàç, ïðè ñâÿçûâàíèè ïåðåìåííîé newInstrCounter.

Íàêîíåö, ïðèâåäåì íåñêîëüêî òåñòîâ, ïîêàçûâàþùèõ, ÷òî íàøè ñ÷åò÷èêè
ðàáîòàþò êàê ïîëàãàåòñÿ:

ic = newInstrCounter unit;

ic.inc unit;

ic.get unit;

� 2 : Nat

ic.accesses unit;

� 1 : Nat

Óïðàæíåíèå 27.0.1 rÐåêîìåíäóåòñÿ � ��s: Íàøå íîâîå êîäèðîâàíèå êëàñ-
ñîâ îïèðàåòñÿ íà êîâàðèàíòíîñòü êîíñòðóêòîðà òèïîâ Source. Ìîæíî ëè
äîñòèãíóòü òàêîé æå ýôôåêòèâíîñòè (ò. å. ïîñòðîèòü ïðàâèëüíî òèïè-
çèðîâàííîå êîäèðîâàíèå êëàññîâ ñ òàêèì æå îïåðàöèîííûì ïîâåäåíèåì) â
ÿçûêå, â êîòîðîì ïðèñóòñòâóåò òîëüêî îãðàíè÷åííàÿ êâàíòèôèêàöèÿ è èí-
âàðèàíòíûé êîíñòðóêòîð Ref?
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Ãëàâà 28

Ìåòàòåîðèÿ îãðàíè÷åííîé

êâàíòèôèêàöèè

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàçðàáàòûâàåì àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ îòíîøåíèÿ ïîäòè-
ïèðîâàíèÿ è ïðîâåðêè òèïîâ äëÿ F<:. Èçó÷àåòñÿ êàê ÿäåðíàÿ, òàê è ïîëíàÿ
âåðñèÿ ñèñòåìû; âåäóò îíè ñåáÿ íåñêîëüêî ïî-ðàçíîìó. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà
ïðèñóòñòâóþò â îáîèõ âàðèàíòàõ, íî â ïîëíîì äîêàçàòü èõ ñëîæíåå; äðóãèå
õàðàêòåðèñòèêè â ïîëíîé F<: ïîïðîñòó óòðà÷èâàþòñÿ � òàêîâà öåíà, êîòîðóþ
ïðèõîäèòñÿ ïëàòèòü çà áîëüøóþ âûðàçèòåëüíîñòü ýòîé ñèñòåìû.

Ñíà÷àëà, â �28.1 è �28.2, ìû ïðåäñòàâèì àëãîðèòì ïðîâåðêè òèïîâ, ðàáî-
òàþùèé â îáåèõ ñèñòåìàõ. Çàòåì ìû ðàññìîòðèì ïðîâåðêó ïîäòèïèðîâàíèÿ,
ñíà÷àëà äëÿ ÿäåðíîé ñèñòåìû â �28.3, à ïîòîì äëÿ ïîëíîé â �28.4. Â �28.5 ïðî-
äîëæàåòñÿ îáñóæäåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ â ïîëíîé F<:, è îñîáîå âíèìàíèå óäå-
ëÿåòñÿ òîìó óäèâèòåëüíîìó îáñòîÿòåëüñòâó, ÷òî îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ
íåðàçðåøèìî. Â �28.6 ìû ïîêàæåì, ÷òî â ÿäåðíîé F<: èìåþòñÿ ïåðåñå÷åíèÿ è
îáúåäèíåíèÿ, à â ïîëíîé èõ íåò. �28.7 çàòðàãèâàåò íåêîòîðûå âîïðîñû, ñâÿçàí-
íûå ñ îãðàíè÷åííûìè ýêçèñòåíöèàëüíûìè òèïàìè, à â �28.8 ìû ðàññìîòðèì,
ê ÷åìó ïðèâîäèò äîáàâëåíèå íàèìåíüøåãî òèïà Bot.

28.1. Âûÿâëåíèå

Â àëãîðèòìå ïðîâåðêè òèïîâ äëÿ ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-
èñ÷èñëåíèÿ ñ ïîäòèïàìè èç �16.2 êëþ÷åâîé èäååé áûëî âû÷èñëÿòü íàèìåíü-
øèé òèï (minimal type) äëÿ êàæäîãî òåðìà, èñõîäÿ èç íàèìåíüøèõ òèïîâ åãî
ïîäòåðìîâ. Òó æå ñàìóþ áàçîâóþ èäåþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ F<:, îäíàêî
íóæíî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå íåáîëüøóþ ñëîæíîñòü, êîòîðàÿ âîçíèêàåò èç-çà
íàëè÷èÿ â ñèñòåìå òèïîâûõ ïåðåìåííûõ. Ðàññìîòðèì òåðì

f = λX<:Nat ÑNat. λy:X. y 5;

Â ýòîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ÷èñòàÿ ñèñòåìà F<: (ðèñ. 26.1). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåàëèçàöèÿ íà
OCaml íàçûâàåòñÿ purefsub; ðåàëèçàöèÿ fullfsub âêëþ÷àåò òàêæå ýêçèñòåíöèàëüíûå òèïû
(24.1) è íåêîòîðûå ðàñøèðåíèÿ èç ãëàâû 11.
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Ñ @ <: Top

Âûÿâëåíèå Γ Z� T ò T1

X<:T P Γ Γ Z� T ò T1

Γ Z� X ò T1

(XA-Promote)

T íå ÿâëÿåòñÿ òèïîâîé ïåðåìåííîé

Γ Z� T ò T

(XA-Other)

Ðèñ. 28.1. Àëãîðèòì âûÿâëåíèÿ äëÿ F<:

� f : @X<:Nat ÑNat. X Ñ Nat

ßñíî, ÷òî ýòîò òåðì ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàí, ïîñêîëüêó òèï ïåðåìåííîé y â
ïðèìåíåíèè y 5 ìîæåò áûòü ðàñøèðåí äî NatÑNat ïî ïðàâèëóT-Sub. Îäíàêî
íàèìåíüøèé òèï y ðàâåí X, è ýòî íå ôóíêöèîíàëüíûé òèï. ×òîáû îïðåäåëèòü
íàèìåíüøèé òèï âñåãî òåðìà-ïðèìåíåíèÿ, íóæíî íàéòè íàèìåíüøèé ôóíêöè-
îíàëüíûé òèï äëÿ y � ò. å. íàèìåíüøèé ôóíêöèîíàëüíûé òèï, ÿâëÿþùèéñÿ
íàäòèïîì òèïîâîé ïåðåìåííîé X. Íåóäèâèòåëüíî, ÷òî òàêîé òèï ìîæíî íàé-
òè, ðàñøèðÿÿ (promoting) íàèìåíüøèé òèï y, ïîêà îí íå ïðåâðàòèòñÿ â íå÷òî
îòëè÷íîå îò òèïîâîé ïåðåìåííîé.

Ìû èñïîëüçóåì ôîðìàëüíóþ çàïèñü Γ $ S ò T (ïðîèçíîñèòñÿ êàê ¾S âûÿâ-
ëÿåòñÿ (exposes) êàê T â êîíòåêñòå Γ¿), ÷òî îçíà÷àåò ¾T � íàèìåíüøèé íàäòèï
S, íå ÿâëÿþùèéñÿ ïåðåìåííîé¿. Âûÿâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç öèêëè÷åñêîå
ðàñøèðåíèå òèïîâûõ ïåðåìåííûõ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 28.1.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòè ïðàâèëà äàþò âñþäó îïðåäåëåííóþ ôóíêöèþ.
Áîëåå òîãî, ðåçóëüòàòîì âûÿâëåíèÿ òèïà âñåãäà áóäåò íàèìåíüøèé íàäòèï, îò-
ëè÷íûé îò ïåðåìåííîé. Íàïðèìåð, åñëè Γ � X<:Top, Y<:NatÑNat, Z<:Y, W<:Z,
òî

Γ $ Top ò Top Γ $ Y ò NatÑNat Γ $ W ò NatÑNat

Γ $ X ò Top Γ $ Z ò NatÑNat

Îñíîâíûå ñâîéñòâà âûÿâëåíèÿ ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ëåììà 28.1.1 rÂûÿâëåíèås: Äîïóñòèì, Γ $ S ò T. Òîãäà

1. Γ $ S <: T

2. Åñëè Γ $ S <: U, ãäå U � íå ïåðåìåííàÿ, òî Γ $ T <: U.

Äîêàçàòåëüñòâî: ×àñòü (1) äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî äåðåâüÿì âûâîäà Γ $
S ò T, ÷àñòü (2) èíäóêöèåé ïî äåðåâüÿì âûâîäà Γ $ S <: U.

28.2. Ìèíèìàëüíàÿ òèïèçàöèÿ

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ íàèìåíüøèõ òèïîâ ñòðîèòñÿ ïî òåì æå ïðèíöèïàì,
÷òî è äëÿ ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ ñ ïîäòèïàìè, íî ñ îä-
íîé äîïîëíèòåëüíîé äåòàëüþ: êîãäà ìû ïðîâåðÿåì òèï â òåðìå-ïðèìåíåíèè,
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Ñ @ <: Top Ðàñøèðÿåò λ<: (16.3)

Àëãîðèòìè÷åñêàÿ òèïèçàöèÿ

Γ Z� t : T

x:T P Γ

Γ Z� x : T
(TA-Var)

Γ, x:T1 Z� t2 : T2

Γ Z� λx:T1.t2 : T1 ÑT2

(TA-Abs)

Γ Z� t1 : T1 Γ Z� T1 ò pT11 ÑT12q

Γ Z� t2 : T2 Γ Z� T2 <: T11

Γ Z� t1 t2 : T12

(TA-App)

Γ, X<:T1 Z� t2 : T2

Γ Z� λX<:T1.t2 : @X<:T1.T2

(TA-TAbs)

Γ Z� t1 : T1 Γ Z� T1 ò @X<:T11.T12

Γ Z� T2 <: T11

Γ Z� t1 [T2] : rX ÞÑ T2sT12

(TA-TApp)

Ðèñ. 28.2. Àëãîðèòìè÷åñêàÿ òèïèçàöèÿ äëÿ F<:

ìû ñíà÷àëà âû÷èñëÿåì íàèìåíüøèé òèï ëåâîé ÷àñòè, à çàòåì âûÿâëÿåì åãî,
ïîëó÷àÿ ôóíêöèîíàëüíûé òèï, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 28.2. Åñëè æå ïðè âûÿâëå-
íèè ëåâîé ÷àñòè ïðèìåíåíèÿ íå ïîëó÷àåòñÿ ôóíêöèîíàëüíîãî òèïà, òî ïðàâèëî
TA-App îêàçûâàåòñÿ íåïðèìåíèìî, è òåðì òèïèçèðîâàí íåâåðíî. Àíàëîãè÷íî
ìû ïðîâåðÿåì òèïû â ïðèìåíåíèè òèïà: âûÿâëÿåì ëåâóþ ÷àñòü è íàäååìñÿ
ïðè ýòîì ïîëó÷èòü êâàíòîðíûé òèï.

Äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè è ïîëíîòû ýòîãî àëãîðèòìà ïî îòíîøåíèþ ê
èñõîäíûì ïðàâèëàì òèïèçàöèè íå ïðåäñòàâëÿþò òðóäà. Ìû ïðèâîäèì äîêàçà-
òåëüñòâî äëÿ ÿäåðíîé F<: (ðàññóæäåíèå äëÿ ïîëíîé F<: ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî;
ñð. óïðàæíåíèå 28.2.3).

Òåîðåìà 28.2.1 rÌèíèìàëüíàÿ òèïèçàöèÿs:

1. Åñëè Γ Z� t : T, òî Γ $ t : T.

2. Åñëè Γ $ t : T, òî Γ Z� t : M, ïðè÷åì Γ $ M <: T.

Äîêàçàòåëüñòâî: ×àñòü (1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåñëîæíóþ èíäóêöèþ ïî
àëãîðèòìè÷åñêèì âûâîäàì, ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷àñòè (1) ëåììû 28.1.1 äëÿ
âàðèàíòîâ ñ ïðèìåíåíèÿìè. Â ÷àñòè (2) ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèÿ ïî äåðåâó âû-
âîäà Γ $ t : T, ñ ðàçáîðîì âàðèàíòîâ ïîñëåäíåãî ïðàâèëà â âûâîäå. Íàèáîëåå
èíòåðåñíû âàðèàíòû T-App è T-TApp.

Âàðèàíò T-Var: t � x x:T P Γ
Ïî ïðàâèëó TA-Var, Γ Z� x : T. Ïî ïðàâèëó S-Refl, Γ $ T <: T.

Âàðèàíò T-Abs: t � λx:T1.t2 Γ, x:T1 $ t2 : T2 T � T1 ÑT2

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, Γ, x:T1 Z� t2 : M2 äëÿ íåêîòîðîãî M2,
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ïðè÷åì Γ, x:T1 $ M2 <: T2 � ò. å. Γ $ M2 <: T2, ïîñêîëüêó îòíîøåíèå ïîä-
òèïèðîâàíèÿ íå çàâèñèò îò ñâÿçûâàíèé òåðìîâûõ ïåðåìåííûõ â êîíòåêñòå
(ëåììà 26.4.4). Ïî ïðàâèëó TA-Abs, Γ Z� t : T1 ÑM2. Ïî ïðàâèëàì S-Refl è
S-Arrow, Γ $ T1 ÑM2 <: T1 ÑT2.

Âàðèàíò T-App: t � t1 t2 Γ $ t1 : T11 ÑT12 T � T12 Γ $ t2 : T11

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, èìååì Γ Z� t1 : M1 è Γ Z� t2 : M2, ïðè-
÷åì Γ $ M1 <: T11 ÑT12 è Γ $ M2 <: T11. Ïóñòü N1 � íàèìåíüøèé íàäòèï
M1, íå ÿâëÿþùèéñÿ ïåðåìåííîé, ò. å. Γ $ M1 ò N1. Ñîãëàñíî ÷àñòè (2) ëåì-
ìû 28.1.1, Γ $ N1 <: T11 ÑT12. Ïîñêîëüêó ìû çíàåì, ÷òî N1 � íå ïåðåìåí-
íàÿ, ëåììà îá èíâåðñèè äëÿ îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ (26.4.10) ñîîáùàåò
íàì, ÷òî N1 � N11 ÑN12, ïðè÷åì Γ $ T11 <: N11 è Γ $ N12 <: T12. Ïî òðàí-
çèòèâíîñòè, Γ $ M2 <: N11, òàê ÷òî ïðèìåíèìî ïðàâèëî TA-App, è îíî
äàåò íàì Γ Z� t1 t2 : N12. Âñå òðåáîâàíèÿ òåîðåìû ïðè ýòîì îêàçûâàþòñÿ
ñîáëþäåíû.

Âàðèàíò T-TAbs: t � λX<:T1.t2 Γ, X<:T1 $ t2 : T2 T � @X<:T1.T2

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, Γ, X<:T1 Z� t2 : M2 äëÿ íåêîòîðîãî M2, ïðè÷åì
Γ, X<:T1 $ M2 <: T2. Ïî ïðàâèëó TA-TAbs, Γ Z� t : @X<:T1.M2. Ïî ïðàâèëó
S-All, Γ $ @X<:T1.M2 <: @X<:T1.T2.

Âàðèàíò T-TApp: t � t1 [T2] Γ $ t1 : @X<:T11.T12

T � rX ÞÑ T2sT12 Γ $ T2 <: T11

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, èìååì Γ Z� t1 : M1, ïðè÷åì Γ $
M1 <: @X<:T11.T12. Ïóñòü N1 � íàèìåíüøèé íàäòèï M1, íå ÿâëÿþùèéñÿ
ïåðåìåííîé, ò. å. Γ $ M1 ò N1. Ïî ëåììå î âûÿâëåíèè (28.1.1), Γ $
N1 <: @X<:T11.T12. Íî ìû çíàåì, ÷òî N1 � íå ïåðåìåííàÿ, òàê ÷òî ïî
ëåììå îá èíâåðñèè äëÿ îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ (26.4.10), èìååì N1 �
@X<:T11.N12, ïðè÷åì Γ, X<:T11 $ N12 <: T12. Ïðàâèëî TA-TApp äàåò íàì
Γ Z� t1 [T2] : rX ÞÑ T2sN12, à ïîñêîëüêó îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ ñîõðàíÿ-
åòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå (ëåììà 26.4.8), Γ $ rX ÞÑ T2sN12 <: rX ÞÑ T2sT12 � T.

Âàðèàíò T-Sub: Γ $ t : S Γ $ S <: T

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, Γ Z� t : M, ïðè÷åì Γ $ M <: S. Ïî òðàí-
çèòèâíîñòè, Γ $ M <: T.

Ñëåäñòâèå 28.2.2 rÐàçðåøèìîñòü òèïèçàöèès: Îòíîøåíèå òèïèçàöèè
äëÿ ÿäåðíîé F<: ðàçðåøèìî, åñëè èìååòñÿ ðàçðåøàþùàÿ ïðîöåäóðà äëÿ îòíî-
øåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî: Äëÿ ëþáûõ Γ è t ìîæíî ïðîâåðèòü, ñóùåñòâóåò ëè êàêîé-
ëèáî òèï T, òàêîé ÷òî Γ $ t : T, ïîðîäèâ ïðè ïîìîùè àëãîðèòìè÷åñêèõ
ïðàâèë äîêàçàòåëüñòâî Γ Z� t : T. Åñëè äîêàçàòåëüñòâî ïðîøëî óñïåøíî, òî
ïîëó÷åííûé T ÿâëÿåòñÿ òàêæå òèïîì äëÿ t ñîãëàñíî èñõîäíîìó îòíîøåíèþ
òèïèçàöèè, ïî ÷àñòè (1) òåîðåìû 28.2.1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, èç ÷àñòè (2)
òåîðåìû 28.2.1 ñëåäóåò, ÷òî t íå èìååò òèïà â èñõîäíîì îòíîøåíèè òèïè-
çàöèè. Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòìè÷åñêèå ïðàâèëà òèïèçàöèè ñîîò-
âåòñòâóþò âñåãäà çàâåðøàþùåìóñÿ àëãîðèòìó, ïîñêîëüêó îíè óïðàâëÿþòñÿ
ñèíòàêñèñîì (ê êàæäîìó äàííîìó òåðìó t ïðèìåíèìî íå áîëåå îäíîãî ïðà-
âèëà) è âñåãäà óìåíüøàþò ðàçìåð t â íàïðàâëåíèè ñíèçó ââåðõ.
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Óïðàæíåíèå 28.2.3 r��s: Êàê íóæíî èçìåíèòü âûøåïðèâåäåííîå äîêàçà-
òåëüñòâî, ÷òîáû îíî ðàáîòàëî ñ ïîëíîé F<:?

28.3. Ïîäòèïû â ÿäåðíîé F<:

Â �16.1 ìû îòìå÷àëè, ÷òî äåêëàðàòèâíîå îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ
ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ ñ ïîäòèïàìè íå óïðàâëÿåòñÿ
ñèíòàêñèñîì, ò. å. åãî íåâîçìîæíî ïðî÷åñòü êàê àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ïîä-
òèïèðîâàíèÿ, ïî äâóì ïðè÷èíàì: (1) çàêëþ÷åíèÿ ïðàâèë S-Refl è S-Trans
ïåðåêðûâàþòñÿ ñ äðóãèìè ïðàâèëàìè (òàê ÷òî, åñëè ìû ÷èòàåì ïðàâèëà ñíè-
çó ââåðõ, ìû íå çíàåì, êîòîðîå èç ïðàâèë ñëåäóåò ïðèìåíèòü), è (2) â ïðåä-
ïîñûëêàõ S-Trans óïîìèíàåòñÿ ìåòàïåðåìåííàÿ, êîòîðàÿ íå âñòðå÷àåòñÿ â
åãî çàêëþ÷åíèè (è íàèâíîìó àëãîðèòìó ïðèøëîñü áû êàê-òî ¾óãàäûâàòü¿ åå
çíà÷åíèå). Ìû âèäåëè, ÷òî ìîæíî ñïðàâèòüñÿ ñ ýòèìè ïðîáëåìàìè, ïðîñòî
èñêëþ÷èâ íåóäîáíûå äëÿ àëãîðèòìèçàöèè ïðàâèëà èç ñèñòåìû. Îäíàêî äëÿ
ýòîãî íàì ñíà÷àëà ïîòðåáîâàëîñü íåìíîãî ïîäïðàâèòü ñèñòåìó, ñâåäÿ òðè ðàç-
äåëüíûõ ïðàâèëà ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ çàïèñåé â îäíî.

Äëÿ ÿäåðíîé F<: ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà. Íåóäîáíûìè ïðàâèëàìè ñíîâà ÿâ-
ëÿþòñÿ S-Refl è S-Trans, è ìû ïîëó÷àåì àëãîðèòì, óñòðàíÿÿ ýòè ïðàâèëà è
èçìåíÿÿ îñòàþùèåñÿ ïðàâèëà òàê, ÷òî â ðåçóëüòàòå îíè áåðóò íà ñåáÿ îáðàáîò-
êó òåõ ñëó÷àåâ, êîòîðûå ðàíüøå îáðàáàòûâàëèñü óñòðàíåííûìè ïðàâèëàìè.

Â ïðîñòîì òèïèçèðîâàííîì ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèè ñ ïîäòèïàìè íå áûëî ñëó-
÷àåâ, êîòîðûå òðåáîâàëè áû íàëè÷èÿ ïðàâèëà ðåôëåêñèâíîñòè � åãî ìîæíî
áûëî ïðîñòî îòáðîñèòü, íå ïîâëèÿâ íà ìíîæåñòâî âûâîäèìûõ óòâåðæäåíèé î
ïîäòèïèðîâàíèè (ëåììà 16.1.2, ÷àñòü 1). Íàïðîòèâ, â F<: óòâåðæäåíèÿ ë ïîä-
òèïèðîâàíèè âèäà Γ $ X <: X äîêàçûâàþòñÿ òîëüêî ÷åðåç ðåôëåêñèâíîñòü.
Òàê ÷òî, êîãäà ìû óäàëÿåì ïîëíîå ïðàâèëî ðåôëåêñèâíîñòè, âìåñòî íåãî ñëå-
äóåò äîáàâèòü îãðàíè÷åííóþ àêñèîìó ðåôëåêñèâíîñòè, êàñàþùóþñÿ òîëüêî
ïåðåìåííûõ.

Γ $ X <: X

Àíàëîãè÷íî, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò ïðàâèëà S-Trans, ñëåäóåò ñíà÷àëà ïîíÿòü,
êàêèå ñëó÷àè åãî èñïîëüçîâàíèÿ íåóñòðàíèìû. Çäåñü èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò
âçàèìîäåéñòâèå ñ ïðàâèëîì S-TVar, êîòîðîå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðåä-
ïîëîæåíèÿ î òèïîâûõ ïåðåìåííûõ ïðè âûâîäå óòâåðæäåíèé î ïîäòèïèðîâà-
íèè. Íàïðèìåð, åñëè Γ � W<:Top, X<:W, Y<:X, Z<:Y, òî óòâåðæäåíèå Γ $ Z <: W

íåâîçìîæíî âûâåñòè, åñëè â ñèñòåìå îòñóòñòâóåò ïðàâèëî S-Trans. Â îáùåì
ñëó÷àå ýêçåìïëÿð S-Trans, ãäå ëåâûé ïîäâûâîä ÿâëÿåòñÿ ýêçåìïëÿðîì àêñè-
îìû S-TVar, êàê â

Z <: Y P Γ

Γ $ Z <: Y
(S-TVar)

...

Γ $ Y <: W

Γ $ Z <: W
(S-Trans)

íåóñòðàíèì.
Ê ñ÷àñòüþ, âûâîäû òàêîãî âèäà � åäèíñòâåííûé âàæíûé íåóñòðàíèìûé

êëàññ ñëó÷àåâ èñïîëüçîâàíèÿ òðàíçèòèâíîñòè ïðè âûâîäå ïîäòèïèðîâàíèÿ.
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Ñ @ <: Top Ðàñøèðÿåò λ<: (16.2)

Àëãîðèòìè÷åñêîå ïîäòèïèðîâàíèå

Γ Z� S <: T

Γ Z� S <: Top (SA-Top)

Γ Z� X <: X (SA-Refl-TVar)

X<:U P Γ Γ Z� U <: T

Γ Z� X <: T

(SA-Trans-TVar)

Γ Z� T1 <: S1 Γ Z� S2 <: T2

Γ Z� S1 ÑS2 <: T1 ÑT2

(SA-Arrow)

Γ, X<:U1 Z� S2 <: T2

Γ Z� @X<:U1.S2 <: @X<:U1.T2

(SA-All)

Ðèñ. 28.3. Àëãîðèòìè÷åñêîå îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ ÿäåðíîé F<:

Ýòî íàáëþäåíèå ìîæíî âûðàçèòü òî÷íî, ââåäÿ íîâîå ïðàâèëî ïîäòèïèðîâà-
íèÿ

X<:U P Γ Γ $ U <: T

Γ $ X <: T

êîòîðîå îõâàòûâàåò â òî÷íîñòè ýòó ôîðìó ïîèñêà ïåðåìåííîé, çà êîòîðûì
ñëåäóåò ïðèìåíåíèå òðàíçèòèâíîñòè, è ïîêàçûâàåò, ÷òî çàìåíà ïðàâèë òðàí-
çèòèâíîñòè è ïîèñêà ïåðåìåííîé ýòèì ïðàâèëîì íå âëèÿåò íà ìíîæåñòâî âû-
âîäèìûõ óòâåðæäåíèé î ïîäòèïèðîâàíèè.

Ýòè èçìåíåíèÿ ïðèâîäÿò íàñ ê àëãîðèòìè÷åñêîìó îòíîøåíèþ ïîäòèïèðî-
âàíèÿ äëÿ ÿäåðíîé F<:, èçîáðàæåííîìó íà ðèñ. 28.3. Ìû äîáàâëÿåì ñòðåëêó
ê êîíöó ñèìâîëà ¾øòîïîðà¿ â àëãîðèòìè÷åñêèõ óòâåðæäåíèÿõ î òèïèçàöèè,
÷òîáû îòëè÷èòü èõ îò èñõîäíîé ôîðìû óòâåðæäåíèé î òèïèçàöèè, êîãäà ðå÷ü
â òåêñòå èäåò îá îáåèõ ðàçíîâèäíîñòÿõ.

Òîò ôàêò, ÷òî íîâûõ ïðàâèë SA-Refl-TVar è SA-Trans-TVar äîñòàòî÷-
íî äëÿ çàìåíû ñòàðûõ ïðàâèë ðåôëåêñèâíîñòè è òðàíçèòèâíîñòè, ïîäòâåðæäà-
åòñÿ ñëåäóþùèìè äâóìÿ ëåììàìè.

Ëåììà 28.3.1 rÐåôëåêñèâíîñòü àëãîðèòìè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ
ïîäòèïèðîâàíèÿs: Äëÿ êàæäîãî òèïà T è êîíòåêñòà Γ ìîæíî äîêà-
çàòü, ÷òî Γ Z� T <: T.
Äîêàçàòåëüñòâî: Èíäóêöèÿ ïî T.

Ëåììà 28.3.2 rÒðàíçèòèâíîñòü àëãîðèòìè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ
ïîäòèïèðîâàíèÿs: Åñëè Γ Z� S <: Q è Γ Z� Q <: T, òî Γ Z� S <: T.
Äîêàçàòåëüñòâî: Èíäóêöèÿ ïî ñóììå ðàçìåðîâ äâóõ äåðåâüåâ âûâîäà. Èìåÿ
äâà ïîäâûâîäà, ìû ðàññìàòðèâàåì ïîñëåäíèå ïðàâèëà îáîèõ ýòèõ ïîäâûâîäîâ.

Åñëè ïðàâûé ïîäâûâîä ÿâëÿåòñÿ ýêçåìïëÿðîì SA-Top, òî äîêàçàòåëü-
ñòâî çàêîí÷åíî, ïîñêîëüêó Γ Z� S <: Top ïî ïðàâèëó SA-Top. Åñëè ëåâûé
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ïîäâûâîä � ýêçåìïëÿð SA-Top, òî Q � Top, è, ðàññìàòðèâàÿ àëãîðèòìè-
÷åñêèå ïðàâèëà, ìû âèäèì, ÷òî è ïðàâûé ïîäâûâîä îáÿçàí áûòü ýêçåìïëÿðîì
SA-Top.

Åñëè êàêîé-ëèáî ïîäâûâîä ÿâëÿåòñÿ ýêçåìïëÿðîì SA-Refl-TVar, òî,
îïÿòü æå, âñå äîêàçàíî, ïîñêîëüêó äðóãîå ïîääåðåâî áóäåò â òî÷íîñòè ÿâ-
ëÿòüñÿ æåëàåìûì ðåçóëüòàòîì.

Åñëè ëåâûé ïîäâûâîä çàâåðøàåòñÿ ýêçåìïëÿðîì SA-Trans-TVar, òî
S � Y, ïðè÷åì Y<:U P Γ, è ó íàñ åñòü ïîäâûâîä ñ çàêëþ÷åíèåì
Γ Z� U <: Q. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, Γ Z� U <: T, è, ñíîâà ïî ïðà-
âèëó SA-Trans-TVar, èìååì Γ Z� Y <: T, ÷òî è òðåáóåòñÿ.

Åñëè ëåâîå ïîääåðåâî çàêàí÷èâàåòñÿ ýêçåìïëÿðîì SA-Arrow, èìååì S �
S1 ÑS2 è Q � Q1 ÑQ2, ñ ïîäâûâîäàìè Γ Z� Q1 <: S1 è Γ Z� S2 <: Q2. Îäíàêî,
ïîñêîëüêó ìû óæå ðàññìîòðåëè âàðèàíò, â êîòîðîì ïðàâûé ïîäâûâîä ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé SA-Top, åäèíñòâåííàÿ îñòàâøàÿñÿ âîçìîæíîñòü ñîñòîèò
â òîì, ÷òî ýòîò âûâîä òàêæå çàêàí÷èâàåòñÿ íà SA-Arrow, à çíà÷èò,
èìååì T � T1 ÑT2 è åùå äâà ïîäâûâîäà Γ Z� T1 <: Q1 è Γ Z� Q2 <: T2. Òå-
ïåðü äâàæäû ïðèìåíÿåì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, ïîëó÷àÿ Γ Z� T1 <: S1 è
Γ Z� S2 <: T2. Íàêîíåö, SA-Arrow äàåò íàì Γ Z� S1 ÑS2 <: T1 ÑT2, ÷òî è
òðåáóåòñÿ.

Â ñëó÷àå, êîãäà ëåâûé ïîäâûâîä çàêàí÷èâàåòñÿ ýêçåìïëÿðîì SA-All, ðàñ-
ñóæäåíèå ïðîõîäèò àíàëîãè÷íî. Èìååì S � @X<:U1.S2 è Q � @X<:U1.Q2,
à òàêæå ïîäâûâîä Γ, X<:U1 Z� S2 <: Q2. Îïÿòü æå, ïîñêîëüêó ìû óæå ðàñ-
ñìîòðåëè âàðèàíò, êîãäà ïðàâûé ïîäâûâîä ÿâëÿåòñÿ ýêçåìïëÿðîì SA-Top,
îí äîëæåí çàêàí÷èâàòüñÿ íà SA-All; òàê ÷òî T � @X<:U1.T2, ïðè÷åì èìå-
åòñÿ ïîäâûâîä Γ, X<:U1 Z� Q2 <: T2. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè ïîëó÷àåì
Γ, X<:U1 Z� S2 <: T2, è, ïî ïðàâèëó SA-All, Γ Z� @X<:U1.S2 <: @X<:U1.T2.

Òåîðåìà 28.3.3 rÊîððåêòíîñòü è ïîëíîòà àëãîðèòìè÷åñêîãî îòíî-
øåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿs : Γ $ S <: T òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
Γ Z� S <: T.
Äîêàçàòåëüñòâî: Â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèÿ ïî äåðåâüÿì
âûâîäà. Êîððåêòíîñòü (ð) íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå
ïîëíîòû (ñ) èñïîëüçóþòñÿ ëåììû 28.3.1 è 28.3.2.

Íàêîíåö, òðåáóåòñÿ óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðàâèëà äëÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ
îïðåäåëÿþò âñþäó îïðåäåëåííûé (total) àëãîðèòì � ò. å. àëãîðèòì, çàâåðøà-
þùèéñÿ ïðè ëþáûõ âõîäíûõ äàííûõ. Ìû ñäåëàåì ýòî, ïðèñâàèâàÿ êàæäîìó
óòâåðæäåíèþ î ïîäòèïèðîâàíèè âåñ, è ïîêàçûâàÿ, ÷òî êàæäîå àëãîðèòìè÷å-
ñêîå ïðàâèëî èìååò çàêëþ÷åíèå ñî ñòðîãî áîëüøèì âåñîì, ÷åì ó ïðåäïîñûëîê.

Îïðåäåëåíèå 28.3.4 Âåñ òèïà T â êîíòåêñòå Γ, êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ êàê
weight ΓpTq, îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

weightΓpXq � weightΓpUq � 1 åñëè Γ � Γ1, X <: U,Γ2

weightΓpTopq � 1
weightΓpT1 ÑT2q � weightΓpT1q � weightΓpT2q � 1
weightΓp@X<:T1.T2q � weightΓ,X<:T1pT2q � 1

Âåñ óòâåðæäåíèÿ î ïîäòèïèðîâàíèè Γ $ S <: T åñòü ñóììà âåñîâ S è T â
êîíòåêñòå Γ.
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Ñ @ <: Top ïîëíàÿ Ðàñøèðÿåò 28.3

Àëãîðèòìè÷åñêîå ïîäòèïèðîâàíèå

Γ Z� S <: T

Γ Z� S <: Top (SA-Top)

Γ Z� X <: X (SA-Refl-TVar)

X<:U P Γ Γ Z� U <: T

Γ Z� X <: T

(SA-Trans-TVar)

Γ Z� T1 <: S1 Γ Z� S2 <: T2

Γ Z� S1 ÑS2 <: T1 ÑT2

(SA-Arrow)

Γ Z� T1 <: S1 Γ, X<: T1 Z� S2 <: T2

Γ Z� @X<: S1 .S2 <: @X<: T1 .T2

(SA-All)

Ðèñ. 28.4. Àëãîðèòìè÷åñêîå îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ ïîëíîé F<:

Òåîðåìà 28.3.5 Àëãîðèòì ïðîâåðêè ïîäòèïèðîâàíèÿ çàâåðøàåòñÿ ïðè ëþ-
áîì ââîäå.

Äîêàçàòåëüñòâî: Âåñ çàêëþ÷åíèÿ â ëþáîì ýêçåìïëÿðå àëãîðèòìè÷åñêîãî
ïðàâèëà ïîäòèïèðîâàíèÿ âñåãäà ñòðîãî áîëüøå, ÷åì âåñ êàæäîé èç ïðåäïî-
ñûëîê.

Ñëåäñòâèå 28.3.6 Îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ â ÿäåðíîé F<: ðàçðåøèìî.

28.4. Ïîäòèïû â ïîëíîé F<:

Àëãîðèòì ïðîâåðêè ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ ïîëíîé F<:, ïðèâåäåííûé íà
ðèñ. 28.4, ïî÷òè òàêîé æå, êàê äëÿ ÿäåðíîé F<:; åäèíñòâåííîå èçìåíåíèå çà-
êëþ÷àåòñÿ â çàìåíå SA-All íà áîëåå ãèáêèé âàðèàíò. Êàê è â ñëó÷àå ÿäåð-
íîé F<:, êîððåêòíîñòü è ïîëíîòà ýòîãî àëãîðèòìè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ èñõîäíûì îòíîøåíèåì ïîäòèïèðîâàíèÿ ïðÿìî ñëåäóþò èç ðåôëåêñèâ-
íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè àëãîðèòìè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ.

Ðàññóæäåíèå äëÿ ðåôëåêñèâíîñòè îñòàåòñÿ â òî÷íîñòè òàêèì æå, êàê ðàíü-
øå, îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî òðàíçèòèâíîñòè îêàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî áîëåå òîí-
êèì. ×òîáû ïîíÿòü, ïî÷åìó ýòî òàê, âñïîìíèì äîêàçàòåëüñòâî òðàíçèòèâíîñòè
äëÿ ÿäåðíîé F<: èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà (ëåììà 28.3.2). Òàì èäåÿ ñîñòîÿëà â
òîì, ÷òîáû âçÿòü äâà äåðåâà âûâîäà äëÿ îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ, çàâåð-
øàþùèåñÿ óòâåðæäåíèÿìè Γ $ S <: Q è Γ $ Q <: T, è ïîêàçàòü, êàê ïåðå-
ñòàâèòü è ïåðåñîáðàòü èõ ïîääåðåâüÿ, ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì âûâîä Γ $ S <: T, íå
èñïîëüçóÿ ïðàâèëî òðàíçèòèâíîñòè è ïðåäïîëàãàÿ (â êà÷åñòâå ïðåäïîëîæåíèÿ
èíäóêöèè), ÷òî òî æå ñàìîå ìîæíî ïðîäåëàòü äëÿ âûâîäîâ ìåíüøåãî ðàçìåðà.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ó íàñ åñòü äâà ïîäâûâîäà, çàâåðøàþùèåñÿ íîâûì
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ïðàâèëîì SA-All:

...

Γ $ Q1 <: S1

...

Γ, X<:Q1 $ S2 <: Q2

Γ $ @X<:S1.S2 <: @X<:Q1.Q2

...

Γ $ T1 <: Q1

...

Γ, X<:T1 $ Q2 <: T2

Γ $ @X<:Q1.Q2 <: @X<:T1.T2

Ñëåäóÿ ñõåìå ïðåäûäóùåãî äîêàçàòåëüñòâà, ìû õîòåëè áû âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè, ÷òîáû îáúåäèíèòü ëåâûé è ïðàâûé ïîäâû-
âîäû è ïîëó÷èòü åäèíñòâåííûé ýêçåìïëÿð SA-All ñ çàêëþ÷åíèåì Γ $
@X<:S1.S2 <: @X<:T1.T2. Äëÿ ëåâûõ ïîäâûâîäîâ íèêàêèõ ñëîæíîñòåé íåò;
ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äàåò íàì âûâîä Γ $ T1 <: S1, íå èñïîëüçóþùèé
òðàíçèòèâíîñòè. Îäíàêî äëÿ ïðàâûõ ïîäâûâîäîâ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè
íåïðèìåíèìî, ïîñêîëüêó êîíòåêñòû ïîäâûâîäîâ ðàçëè÷àþòñÿ: âåðõíÿÿ ãðàíè-
öà äëÿ X â îäíîì èç íèõ ðàâíà Q1, à â äðóãîì � T1.

Ê ñ÷àñòüþ, ìû çíàåì, êàê ñäåëàòü êîíòåêñòû îäèíàêîâûìè: ñâîéñòâî
ñóæåíèÿ (narrowing) èç ãëàâû 26 (ëåììà 26.4.5) ãîâîðèò, ÷òî èñòèííîå óòâåð-
æäåíèå î ïîäòèïèðîâàíèè îñòàåòñÿ èñòèííûì, åñëè ìû çàìåíÿåì ãðàíè÷íûé
òèï â êîíòåêñòå îäíèì èç åãî ïîäòèïîâ. Òàê ÷òî, êàçàëîñü áû, ìîæíî ïðîñòî
ñóçèòü ïîäâûâîä Γ, X<:Q1 $ S2 <: Q2 äî Γ, X<:T1 $ S2 <: Q2, è òàêèì îáðàçîì
ðàçðåøèòü èñïîëüçîâàíèå ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè.

Òóò, îäíàêî, íåîáõîäèìà èçâåñòíàÿ îñòîðîæíîñòü. Ëåììà 26.4.5 ãîâîðèò,
÷òî ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíûé âûâîä è ïîðîäèòü âûâîä ñ ñóæåííûì çàêëþ-
÷åíèåì, îäíàêî îíà íå ãàðàíòèðóåò, ÷òî ðàçìåð íîâîãî âûâîäà áóäåò òàêèì
æå, êàê ó ñòàðîãî. Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðåâ äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû, ìû
óâèäèì, ÷òî, êàê ïðàâèëî, ñóæåíèå ïîðîæäàåò âûâîä áîëüøåãî ðàçìåðà, ÷åì
èñõîäíûé, ïîñêîëüêó âñþäó, ãäå àêñèîìà S-TVar èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîèñêà
ñóæàåìîé ïåðåìåííîé, âñòàâëÿåòñÿ êîïèÿ ïðîèçâîëüíî áîëüøîãî âûâîäà. Áî-
ëåå òîãî, ýòà îïåðàöèÿ âñòàâêè ïðèâîäèò ê ïîðîæäåíèþ íîâûõ ýêçåìïëÿðîâ
ïðàâèëà òðàíçèòèâíîñòè, à èìåííî îòñóòñòâèå íåîáõîäèìîñòè â ýòîì ïðàâèëå
â íàøåé òåêóùåé ñèñòåìå ìû ïûòàåìñÿ äîêàçàòü.

×òîáû ñïðàâèòüñÿ ñ ýòèìè ñëîæíîñòÿìè, ìû äîêàçûâàåì òðàíçèòèâíîñòü
è ñóæåíèå ñîâìåñòíî, ñ ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè, îñíîâàííîì íà ðàçìåðå
ïðîìåæóòî÷íîãî òèïà Q äëÿ ñâîéñòâà òðàíçèòèâíîñòè è ðàçìåðå èñõîäíîãî
òèïà-ãðàíèöû Q äëÿ ñâîéñòâà ñóæåíèÿ.

Ïðåæäå ÷åì íà÷àòü îñíîâíîå äîêàçàòåëüñòâî, ìû ïðèâîäèì íåñëîæíóþ
ëåììó, óòâåðæäàþùóþ, ÷òî ïîðÿäîê äîáàâëåíèÿ íîâûõ ñâÿçûâàíèé òèïîâûõ
ïåðåìåííûõ â êîíòåêñò íå âëèÿåò íà âåðíîñòü âûâîäèìûõ óòâåðæäåíèé î ïîä-
òèïèðîâàíèè.

Ëåììà 28.4.1 rÏåðåñòàíîâêà è îñëàáëåíèås:

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∆ ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî ñôîðìèðîâàííîé ïåðåñòà-
íîâêîé Γ (ñð. 26.4.1). Åñëè Γ Z� S <: T, òî ∆ Z� S <: T.

2. Åñëè Γ Z� S <: T è domp∆q X dompΓq � H, òî Γ,∆ Z� S <: T.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðÿìîëèíåéíîå äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè. ×àñòü (1)
èñïîëüçóåòñÿ â âàðèàíòå SA-All ÷àñòè (2).
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Ëåììà 28.4.2 rÒðàíçèòèâíîñòü è ñóæåíèå äëÿ ïîëíîé F<:s:

1. Åñëè Γ Z� S <: Q è Γ Z� Q <: T, òî Γ Z� S <: T.

2. Åñëè Γ, X<:Q,∆ Z� M <: N è Γ Z� P <: Q, òî Γ, X<:P,∆ Z� M <: N.

Äîêàçàòåëüñòâî: Îáå ÷àñòè ëåììû äîêàçûâàþòñÿ îäíîâðåìåííî, èíäóêöèåé
ïî ðàçìåðó Q. Íà êàæäîì øàãå èíäóêöèè â äîêàçàòåëüñòâå ÷àñòè (2) ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷àñòü (1) óæå äîêàçàíà äëÿ íàøåãî Q; ÷àñòü (1) èñïîëü-
çóåò ÷àñòü (2) òîëüêî äëÿ òèïîâ Q ñòðîãî ìåíüøåãî ðàçìåðà.

1. Ïðîâîäèì âíóòðåííþþ èíäóêöèþ ïî ðàçìåðó ïåðâîãî äàííîãî âûâîäà,
è àíàëèçèðóåì ïîñëåäíåå ïðàâèëî â îáîèõ ïîäâûâîäàõ. Âñå âàðèàíòû,
êðîìå îäíîãî, ñîâïàäàþò ñ äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû 28.3.2; ðàçëè÷èå
êàñàåòñÿ ñëó÷àÿ SA-All.

Åñëè ïðàâûé ïîäâûâîä ÿâëÿåòñÿ ýêçåìïëÿðîì SA-Top, òî äîêàçàòåëü-
ñòâî çàêîí÷åíî, ïîñêîëüêó Γ $ S <: Top ïî ïðàâèëó SA-Top. Åñëè ëå-
âûé ïîäâûâîä � ýêçåìïëÿð SA-Top, òî Q � Top è, ðàññìàòðèâàÿ àëãî-
ðèòìè÷åñêèå ïðàâèëà, ìû âèäèì, ÷òî è ïðàâûé ïîäâûâîä òîãäà îáÿçàí
áûòü ýêçåìïëÿðîì SA-Top. Åñëè êàêîé-ëèáî èç ïîäâûâîäîâ ÿâëÿåòñÿ
ýêçåìïëÿðîì SA-Refl-TVar, òî, îïÿòü æå, ëåììà äîêàçàíà, ïîñêîëü-
êó äðóãîå ïîääåðåâî áóäåò â òî÷íîñòè æåëaåìûì ðåçóëüòàòîì.

Åñëè ëåâîå ïîääåðåâî çàêàí÷èâàåòñÿ ýêçåìïëÿðîì ïðàâèëà
SA-Trans-TVar, òî èìååì S � Y, ïðè÷åì Y<:U P Γ, è ýòî âûðà-
æåíèå åñòü ïîäâûâîä óòâåðæäåíèÿ Γ $ U : Q. Ïî âíóòðåííåìó
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, Γ Z� U <: T, è, ñíîâà ïî SA-Trans-TVar,
Γ Z� Y <: T, ÷òî íàì è òðåáóåòñÿ.

Åñëè ëåâîå ïîääåðåâî çàêàí÷èâàåòñÿ ýêçåìïëÿðîì ïðàâèë SA-Arrow
èëè SA-All, òî, ïîñêîëüêó âàðèàíò ñ ïðàâèëîì SA-Top â êà÷å-
ñòâå ïðàâîãî ïîäâûâîäà óæå ðàññìîòðåí, ïðàâûé ïîäâûâîä äîëæåí çà-
âåðøàòüñÿ òåì æå ïðàâèëîì, ÷òî è ëåâûé. Åñëè ýòî ïðàâèëî �
SA-Arrow, òî èìååì S � S1 ÑS2, Q � Q1 ÑQ2 è T � T1 ÑT2 ñ ïîäâûâî-
äàìè Γ Z� Q1 <: S1, Γ Z� S2 <: Q2, Γ Z� T1 <: Q1 è Γ Z� Q2 <: T2. Ïðèìå-
íÿåì ÷àñòü (1) âíåøíåãî ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè äâàæäû (ïîñêîëüêó
êàê Q1, òàê è Q2 ìåíüøå ïî ðàçìåðó, ÷åì Q) è ïîëó÷àåì Γ Z� T1 <: S1

è Γ Z� S2 <: T2. Íàêîíåö, ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà SA-Arrow ïîëó÷àåì
Γ Z� S1 ÑS2 <: T1 ÑT2.

Â ñëó÷àå, êîãäà îáà ïîäâûâîäà çàêàí÷èâàþòñÿ íà SA-All, èìååì S �
@X<:S1.S2, Q � @X<:Q1.Q2 è T � @X<:T1.T2, è åñòü ïîäâûâîäû

Γ Z� Q1 <: S1 Γ, X<:Q1 Z� S2 <: Q2

Γ Z� T1 <: Q1 Γ, X<:T1 Z� Q2 <: T2

Ñîãëàñíî ÷àñòè (1) âíåøíåãî ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè (ïîñêîëüêó Q1

ìåíüøå ïî ðàçìåðó, ÷åì Q), ìû ìîæåì îáúåäèíèòü äâà ïîäâûâîäà äëÿ
îãðàíè÷åíèé è ïîëó÷èòü Γ Z� T1 <: S1. Äëÿ òåë êâàíòîðîâ ïðèõîäèò-
ñÿ ïðèëîæèòü íåìíîãî áîëüøå óñèëèé, ïîñêîëüêó êîíòåêñòû íå ñîâñåì
ñîâïàäàþò. Èñïîëüçóåì ÷àñòü (2) âíåøíåãî ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè
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(ïîñêîëüêó Q2 ìåíüøå, ÷åì Q) è ñóæàåì îãðàíè÷åíèå äëÿ X â ïîäâûâî-
äå Γ, X<:Q1 Z� S2 <: Q2, òàê ÷òî ïîëó÷àåòñÿ Γ, X<:T1 Z� S2 <: Q2. Òåïåðü
ïðèìåíèìà ÷àñòü (1) âíåøíåãî ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè (ïîñêîëüêó Q2

ìåíüøå, ÷åì Q); îíà äàåò íàì Γ, X<:T1 Z� S2 <: T2. Íàêîíåö, ïî ïðàâèëó
SA-All, Γ Z� @X<:S1.S2 <: @X<:T1.T2.

2. Ñíîâà ïðîâåäåì âíóòðåííþþ èíäóêöèþ ïî ðàçìåðó ïåðâîãî äàííîãî ïîä-
âûâîäà, ðàññìàòðèâàÿ âàðèàíòû ïîñëåäíåãî ïðàâèëà â íåì. Â áîëü-
øèíñòâå âàðèàíòîâ íóæíî âñåãî ëèøü î÷åâèäíûì îáðàçîì èñïîëüçî-
âàòü âíóòðåííåå ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âà-
ðèàíò SA-Trans-TVar ñ M � X, ãäå â êà÷åñòâå ïîäâûâîäà ìû èìå-
åì Γ, X<:Q,∆ Z� Q <: N. Ïðèìåíÿÿ âíóòðåííåå ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè
ê ýòîìó ïîäâûâîäó, ïîëó÷àåì Γ, X<:P,∆ Z� Q <: N. Êðîìå òîãî, ÷åðåç
îñëàáëåíèå (ëåììà 28.4.1, ÷àñòü 2) âòîðîãî äàííîãî âûâîäà ïîëó÷àåì
Γ, X<:P,∆ Z� P <: Q. Òåïåðü ÷åðåç ÷àñòü (1) âíåøíåãî ïðåäïîëîæåíèÿ
èíäóêöèè (ñ òåì æå ñàìûì Q) èìååì Γ, X<:P,∆ Z� P <: N. Íàêîíåö, ïðè-
ìåíÿåì ïðàâèëî SA-Trans-TVar è ïîëó÷àåì Γ, X<:P,∆ Z� X <: N, ÷òî
è òðåáóåòñÿ.

Óïðàæíåíèå 28.4.3 r� � �� Ûs: Åñòü åùå îäèí îñìûñëåííûé âàðèàíò ïðà-
âèëà ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ êâàíòîðîâ, íåñêîëüêî áîëåå ãèáêèé, ÷åì ïðàâèëî
ÿäåðíîé F<:, íî ñóùåñòâåííî áîëåå ñëàáûé, ÷åì ïðàâèëî ïîëíîé F<::

Γ $ S1 <: T1 Γ $ T1 <: S1 Γ, X<:T1 $ S2 <: T2

Γ $ @X<:S1.S2 <: @X<:T1.T2

(S-All)

Ýòî ïðàâèëî áëèçêî ê âàðèàíòó ÿäåðíîé F<:, íî òðåáóåò íå ñèíòàêñè÷åñêîãî
ñîâïàäåíèÿ ãðàíèö äâóõ êâàíòîðîâ, à òîëüêî èõ ýêâèâàëåíòíîñòè � êàæäûé
èç íèõ äîëæåí áûòü ïîäòèïîì äðóãîãî. Ðàçíèöà ìåæäó ÿäåðíûì ïðàâèëîì
è ýòèì ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà ìû îáîãàùàåì ÿçûê êàêîé-íèáóäü
êîíñòðóêöèåé, ïðàâèëà ïîäòèïèðîâàíèÿ êîòîðîé ïîðîæäàþò íåòðèâèàëü-
íûå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó òèïàìè, íàïðèìåð, çàïèñÿìè. Ñêà-
æåì, â ÷èñòîé ÿäåðíîé F<: ñ çàïèñÿìè òèï @X<:{a:Top,b:Top}.X íå áóäåò
ïîäòèïîì @X<:{b:Top,a:Top}.X, à â ñèñòåìå ñ ïðåäëàãàåìûì ïðàâèëîì �
áóäåò. Ðàçðåøèìî ëè ïîäòèïèðîâàíèå â ñèñòåìå ñ òàêèì ïðàâèëîì?

28.5. Íåðàçðåøèìîñòü ïîëíîé F<:

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî àëãîðèòìè÷åñêèå ïðàâèëà ïîä-
òèïèðîâàíèÿ äëÿ ïîëíîé F<: êîððåêòíû è ïîëíû � ò. å., íàèìåíüøåå îòíîøå-
íèå, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ýòèõ ïðàâèë, ñîäåðæèò òå æå ñàìûå óòâåðæäå-
íèÿ, ÷òî è íàèìåíüøåå îòíîøåíèå, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî èñõîäíûõ äåêëà-
ðàòèâíûõ ïðàâèë. Îñòàåòñÿ íåðåøåííûì âîïðîñ î òîì, çàâåðøàåòñÿ ëè àëãî-
ðèòì, ðåàëèçóþùèé ýòè ïðàâèëà, ïðè âñåõ âîçìîæíûõ âõîäàõ. Ê ñîæàëåíèþ,
ýòî íå òàê. Êîãäà ýòîò ôàêò áûë îáíàðóæåí, ìíîãèå áûëè óäèâëåíû.

�source�le� 457 Rev: �revision�, November 28, 2010



458 28.5. Íåðàçðåøèìîñòü ïîëíîé F<:

Óïðàæíåíèå 28.5.1 r�s: Åñëè àëãîðèòìè÷åñêèå ïðàâèëà äëÿ ïîëíîé F<: íå
îïðåäåëÿþò àëãîðèòì, êîòîðûé âñåãäà çàâåðøàåòñÿ, òî, î÷åâèäíî, äîêàçà-
òåëüñòâî çàâåðøåíèÿ äëÿ ÿäåðíîé F<: íåâîçìîæíî ïåðåíåñòè íà ïðàâèëà
ïîëíîé ñèñòåìû. Ãäå èìåííî îíî ëîìàåòñÿ?

Âîò ïðèìåð, íàéäåííûé Ãåëëè (Ghelli, 1995), êîòîðûé ïðèâîäèò ê çàöèêëè-
âàíèþ àëãîðèòìà ïðîâåðêè ïîäòèïèðîâàíèÿ. Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ñëåäóþùåå
ñîêðàùåíèå:

 S
def

� @X<:S.X.

Êëþ÷åâîå ñâîéñòâî îïåðàòîðà  ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí ïîçâîëÿåò îáìåíèâàòü
ìåñòàìè ñòîðîíû óòâåðæäåíèé î ïîäòèïèðîâàíèè.

Óòâåðæäåíèå 28.5.2 Γ $  S <:  T òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Γ $ S <: T.
Äîêàçàòåëüñòâî: Óïðàæíåíèå r��Ûs.

Îïðåäåëèì òåïåðü òèï T ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T � @X<:Top.  (@Y<:X. Y)

Åñëè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðàâèë ïîäòèïèðîâàíèÿ ìû ïîïðîáóåì ñíè-
çó ââåðõ ïîñòðîèòü äåðåâî âûâîäà äëÿ óòâåðæäåíèÿ

X0<:T Z� X0 <: @X1<:X0. X1

òî ìû ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñ¼ âîçðàñòàþùèõ ïîäöåëåé:

X0<:T Z� X0 <: @X1<:X0. X1

X0<:T Z� @X1<:Top.  (@X2<:X1. X2) <: @X1<:X0. X1

X0<:T, X1<:X0 Z�  (@X2<:X1. X2) <:  X1

X0<:T, X1<:X0 Z� X1 <: @X2<:X1. X2

X0<:T, X1<:X0 Z� X0 <: @X2<:X1. X2

è ò. ä.

Øàãè ïåðåèìåíîâàíèÿ, òðåáóåìûå äëÿ ñîõðàíåíèÿ êîððåêòíîñòè êîíòåêñòà,
çäåñü ïðîèçâîäÿòñÿ áåç ñïåöèàëüíîãî óêàçàíèÿ, è èìåíà ïåðåìåííûõ âûáèðà-
þòñÿ òàê, ÷òîáû ëó÷øå áûëà âèäíà ñõåìà áåñêîíå÷íîãî ðåãðåññà. Îñíîâíàÿ
õèòðîñòü ñîñòîèò â ¾ñìåíå ãðàíèö¿, êîòîðàÿ ïðîèñõîäèò, íàïðèìåð, ìåæäó
âòîðîé è òðåòüåé ñòðîêîé, ãäå ãðàíèöà äëÿ X1 â ëåâîé ÷àñòè, êîòîðàÿ â ñòðîêå
2 áûëà ðàâíà Top, â ñòðîêå 3 ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé X0. Ïîñêîëüêó â ñòðîêå 2 âñÿ
ëåâàÿ ñòîðîíà ñàìà ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé äëÿ X0, òàêàÿ ñìåíà ãðà-
íèö ïðèâîäèò ê öèêëè÷åñêîìó ïðîöåññó, â êàæäîé èòåðàöèè êîòîðîãî êîíòåêñò
ñîäåðæèò âñå áîëåå è áîëåå äëèííûå öåïî÷êè ïåðåìåííûõ. (Ìû ïðåäóïðåæäà-
åì ÷èòàòåëÿ, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå íå ñòîèò èñêàòü ñåìàíòè÷åñêîãî ñìûñëà; â
÷àñòíîñòè,  T ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðèöàíèå òîëüêî ñèíòàêñè÷åñêè.)

Õóæå òîãî, íå òîëüêî îäèí îïðåäåëåííûé àëãîðèòì çàöèêëèâàåòñÿ íà íåêî-
òîðûõ âõîäíûõ äàííûõ, íî ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü (Pierce, 1994), ÷òî íå ñóùå-
ñòâóåò àëãîðèòìà, êîððåêòíîãî è ïîëíîãî îòíîñèòåëüíî ïîëíîé F<: è çàâåð-
øàþùåãîñÿ íà âñåõ âõîäíûõ äàííûõ. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñëèøêîì
äëèííî äëÿ äàííîé êíèãè. Îäíàêî, ÷òîáû îùóòèòü å¼ îáùóþ èäåþ, ìû ïðè-
âåäåì åùå îäèí ïðèìåð.
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Îïðåäåëåíèå 28.5.3 Ïîëîæèòåëüíûå (positive) è îòðèöàòåëüíûå (negative)
âõîæäåíèÿ â òèïå T îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñàì T ÿâëÿåò-
ñÿ ïîëîæèòåëüíûì âõîæäåíèåì â T. Åñëè T1 ÑT2 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëü-
íûì (èëè, ñîîòâåòñòâåííî, îòðèöàòåëüíûì) âõîæäåíèåì, òî T1 ÿâëÿåò-
ñÿ îòðèöàòåëüíûì (èëè, ñîîòâ., ïîëîæèòåëüíûì) âõîæäåíèåì, à T2 ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì (èëè, ñîîòâ., îòðèöàòåëüíûì) âõîæäåíèåì. Åñ-
ëè @X<:T1.T2 � ïîëîæèòåëüíîå (èëè, ñîîòâ., îòðèöàòåëüíîå) âõîæäåíèå,
òî T1 � îòðèöàòåëüíîå (ñîîòâ. ïîëîæèòåëüíîå), à T2 � ïîëîæèòåëüíîå
(èëè, ñîîòâ., îòðèöàòåëüíîå) âõîæäåíèå. Ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëü-
íûå âõîæäåíèÿ â óòâåðæäåíèå î ïîäòèïèðîâàíèè Γ $ S <: T îïðåäåëÿþòñÿ
òàê: òèï S è ãðàíèöû òèïîâûõ ïåðåìåííûõ â Γ îòðèöàòåëüíû, à òèï T

ïîëîæèòåëåí.

Òåðìèíû ¾ïîëîæèòåëüíûé¿ è ¾îòðèöàòåëüíûé¿ ïðîèñõîäÿò èç ëîãèêè.
Ñîãëàñíî øèðîêî èçâåñòíîìó ñîîòíîøåíèþ Êàððè-Ãîâàðäà (Curry-Howard
correspondence) ìåæäó ïðîïîçèöèÿìè è òèïàìè (�9.4), òèï SÑT ñîîòâåòñòâó-
åò ëîãè÷åñêîìó óòâåðæäåíèþ S ñ T, êîòîðîå, ïî îïðåäåëåíèþ ëîãè÷åñêîé
èìïëèêàöèè, ýêâèâàëåíòíî  S _ T. Ïîäóòâåðæäåíèå S, î÷åâèäíî, íàõîäèòñÿ
çäåñü â ¾îòðèöàòåëüíîé¿ ïîçèöèè � à èìåííî, âíóòðè íå÷åòíîãî êîëè÷åñòâà
îòðèöàíèé � òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñÿ èìïëèêàöèÿ ðàñïîëîæåíà âíóò-
ðè ÷åòíîãî êîëè÷åñòâà îòðèöàíèé. Çàìåòèì, ÷òî ïîëîæèòåëüíîå âõîæäåíèå â
T ñîîòâåòñòâóåò îòðèöàòåëüíîìó âõîæäåíèþ â  T.

Óòâåðæäåíèå 28.5.4 Åñëè X âõîäèò â S òîëüêî ïîëîæèòåëüíî, à â T �
òîëüêî îòðèöàòåëüíî, òî X<:U $ S<:T òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà $
rX ÞÑ UsS <: rX ÞÑ UsT.
Äîêàçàòåëüñòâî: Óïðàæíåíèå r��Ûs.

Ïóñòü òåïåðü T áóäåò ñëåäóþùèì òèïîì:

T � @X0<:Top.@X1<:Top.@X2<:Top.

 (@Y0<:X0.@Y1<:X1.@Y2<:X2. X0)

Ðàññìîòðèì óòâåðæäåíèå î ïîäòèïèðîâàíèè

$ T <: @X0<:T.@X1<:P.@X2<:Q.

 (@Y0<:Top.@Y1<:Top.@Y2<:Top.

 (@Z0<:Y0.@Z1<:Y2.@Z2<:Y1.U))

Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïèñàíèå ñîñòîÿíèÿ íåêîòîðîãî
ïðîñòîãî êîìïüþòåðà. Ïåðåìåííûå X1 è X2 ÿâëÿþòñÿ ¾ðåãèñòðàìè¿ ýòîé ìà-
øèíû. Òåêóùèì ñîñòîÿíèåì ýòèõ ðåãèñòðîâ ñëóæàò òèïû P è Q. ¾Ïîòîê êî-
ìàíä¿ ìàøèíû ñîäåðæèòñÿ â òðåòüåé ñòðîêå: ïåðâàÿ êîìàíäà çàêîäèðîâàíà â
ãðàíèöàõ (Y2 è Y1 � îáðàòèòå âíèìàíèå íà ïîðÿäîê) äëÿ ïåðåìåííûõ Z1 è Z2, à
íåïðîÿñíåííûé òèï U ïðåäñòàâëÿåò îñòàâøèåñÿ êîìàíäû â ïðîãðàììå. Òèï T,
âëîæåííûå îòðèöàíèÿ è ãðàíèöû ïåðåìåííûõ X0 è Y0 èãðàþò ïðèáëèçèòåëü-
íî òó æå ðîëü, ÷òî è â áîëåå ïðîñòîì ïðåäûäóùåì ïðèìåðå: îíè ïîçâîëÿþò
íàì ¾ïîâåðíóòü ðû÷àã¿ è âåðíóòüñÿ ê ïîäöåëè, èìåþùåé òó æå ôîðìó, ÷òî
è èñõîäíàÿ öåëü. Îäèí ïîâîðîò ðû÷àãà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îäíîìó òàêòó
íàøåé ìàøèíû.
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Â ýòîì ïðèìåðå êîìàíäà â íà÷àëå ïîòîêà êîìàíä êîäèðóåò ñîáîé èíñòðóê-
öèþ ¾îáìåíÿòü ñîäåðæèìîå ðåãèñòðîâ 1 è 2¿. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ìû ñ
ïîìîùüþ äâóõ óñòàíîâëåííûõ íàìè ðàíåå óòâåðæäåíèé ïðîâîäèì ñëåäóþùåå
âû÷èñëåíèå. (Ïåðåìåííûå P è Q, ñîäåðæèìîå ðåãèñòðîâ, âûäåëåíû, ÷òîáû çà
íèìè áûëî ïðîùå ñëåäèòü.)

$ T

<: @X0<:T.@X1<: P .@X2<: Q .

 (@Y0<:Top.@Y1<:Top.@Y2<:Top.

 (@Z0<:Y0.@Z1<:Y2.@Z2<:Y1.U))

òèòòê� $  (@Y0<:T.@Y1<: P .@Y2<: Q . T)

<:  (@Y0<:Top.@Y1<:Top.@Y2<:Top. ïî óòâåðæäåíèþ 28.5.4
 (@Z0<:Y0.@Z1<:Y2.@Z2<:Y1.U))

òèòòê $ (@Y0<:Top.@Y1<:Top.@Y2<:Top.

 (@Z0<:Y0.@Z1<:Y2.@Z2<:Y1.U))

<: (@Y0<:T.@Y1<: P .@Y2<: Q . T) ïî óòâåðæäåíèþ 28.5.2
òèòòê $  (@Z0<:T.@Z1<: Q .@Z2<: P .U)

<:  T ïî óòâåðæäåíèþ 28.5.4
òèòòê $ T

<: (@Z0<:T.@Z1<: Q .@Z2<: P .U) ïî óòâåðæäåíèþ 28.5.2

Çàìåòèì, ÷òî â êîíöå ýòîãî âûâîäà íå òîëüêî ïîìåíÿëèñü ìåñòàìè çíà÷åíèÿ P

è Q, íî â ïðîöåññå ðàáîòû êîìàíäà, êîòîðàÿ âûçâàëà ýòîò îáìåí, áûëà ¾èñòðà-
÷åíà¿, òàê ÷òî â íà÷àëå ïîòîêà ¾ïîäëåæàùèõ èñïîëíåíèþ¿ êîìàíä îêàçàëñÿ
òèï U. Åñëè òåïåðü â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ U ìû âûáåðåì òèï, èìåþùèé òàêîé
æå âèä, êàê òîëüêî ÷òî âûïîëíåííàÿ íàìè êîìàíäà,

U �  (@Y0<:Top.@Y1<:Top.@Y2<:Top.

 (@Z0<:Y0.@Z1<:Y2.@Z2<:Y1.U'))

òî ìû ïðîâåäåì åùå îäèí îáìåí è âåðíåì ðåãèñòðû ê èõ èñõîäíîìó ñîñòîÿíèþ,
ïðåæäå ÷åì âûïîëíèòü U'. Èëè æå ìû ìîæåì âûáðàòü äðóãîå çíà÷åíèå U,
âûçûâàþùåå êàêîå-ëèáî äðóãîå ïîâåäåíèå. Íàïðèìåð, åñëè

U �  (@Y0<:Top.@Y1<:Top.@Y2<:Top.

 (@Z0<:Y0.@Z1<:Y1.@Z2<:Y2.Y1))

òî íà ñëåäóþùåì òàêòå èñïîëíåíèÿ ìàøèíû òåêóùåå çíà÷åíèå ðåãèñòðà 1,
ò. å. Q, îêàæåòñÿ â ïîçèöèè U � â ñóùíîñòè, áóäåò ïðîèçâåäåí ¾êîñâåííûé
ïåðåõîä¿ ÷åðåç ðåãèñòð 1 ê ïîòîêó êîìàíä, êîòîðûé ïðåäñòàâëåí êàê Q. Îáîá-
ùèâ ýòîò ïðèåì, ìîæíî çàêîäèðîâàòü óñëîâíûå êîíñòðóêöèè è àðèôìåòèêó
(îïåðàöèè ïîñëåäîâàòåëÿ, ïðåäøåñòâåííèêà è ïðîâåðêó íà íîëü).

Ñîáðàâ âñå ýòî âìåñòå, ìû ïîëó÷àåì äîêàçàòåëüñòâî íåðàçðåøèìîñòè ïóòåì
ñâåäåíèÿ äâóõðåãèñòðîâûõ ìàøèí � ïðîñòîãî âàðèàíòà îáûêíîâåííûõ ìàøèí
Òüþðèíãà, â êîòîðûõ åñòü êîíå÷íîå óñòðîéñòâî óïðàâëåíèÿ è äâà ñ÷åò÷èêà,
êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò íàòóðàëüíîå ÷èñëî, � ê óòâåðæäåíèÿì î ïîä-
òèïèðîâàíèè.

�¾Òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà. . . ¿ � ïðèì. ïåðåâ.
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Òåîðåìà 28.5.5 r(Pierce, 1994)s: Äëÿ êàæäîé äâóõðåãèñòðîâîé ìàøèíû M
ñóùåñòâóåò òàêîå óòâåðæäåíèå î ïîäòèïèðîâàíèè SpMq, ÷òî SpMq âûâî-
äèìî â ïîëíîé F<: òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âû÷èñëåíèå M çàâåðøàåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè áû ìû ìîãëè ðåøèòü, äîêàçóåìî ëè ïðîèçâîëüíîå
óòâåðæäåíèå î ïîäòèïèðîâàíèè, ìû ìîãëè áû òàêæå ðåøèòü, îñòàíàâëèâàåò-
ñÿ ëè ïðîèçâîëüíàÿ äâóõðåãèñòðîâàÿ ìàøèíà. Ïîñêîëüêó ïðîáëåìà îñòàíîâà
äëÿ äâóõðåãèñòðîâûõ ìàøèí íåðàçðåøèìà (ñì. Hopcroft and Ullman, 1979),
íåðàçðåøèìà è çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ ïîëíîé F<:.

Ñëåäóåò åùå ðàç ïîä÷åðêíóòü, ÷òî íåðàçðåøèìîñòü îòíîøåíèÿ ïîäòèïè-
ðîâàíèÿ íå îçíà÷àåò, ÷òî ïîëóàëãîðèòì äëÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ, ðàçðàáîòàííûé
â �28.4, íåêîððåêòåí ëèáî íåïîëîí. Åñëè óòâåðæäåíèå Γ $ S <: T äîêàçóåìî
ñîãëàñíî äåêëàðàòèâíûì ïðàâèëàì äëÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ, òî àëãîðèòì îïðåäå-
ëåííî çàâåðøèòñÿ è âåðíåò çíà÷åíèå èñòèíà. Åñëè Γ $ S <: T íå âûâîäèòñÿ
èç äåêëàðàòèâíûõ ïðàâèë, òî àëãîðèòì ëèáî íå çàâåðøèòñÿ, ëèáî âåðíåò çíà-
÷åíèå ëîæü. Êàæäîå äàííîå óòâåðæäåíèå î ïîäòèïèðîâàíèè ìîæåò òàê èëè
èíà÷å îêàçàòüñÿ íåâûâîäèìûì: ëèáî îíî ïîðîæäàåò áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïîäöåëåé (÷òî îçíà÷àåò îòñóòñòâèå êîíå÷íîãî âûâîäà ñ äàííûì çà-
êëþ÷åíèåì), ëèáî ñâîäèòñÿ ê î÷åâèäíîìó ïðîòèâîðå÷èþ âðîäå Top <: SÑT.
Àëãîðèòì ïðîâåðêè ïîäòèïèðîâàíèÿ ìîæåò ðàñïîçíàòü îäèí èç ýòèõ ñëó÷àåâ,
íî íå äðóãîé.

Îçíà÷àåò ëè íåðàçðåøèìîñòü ïîëíîé F<:, ÷òî ñèñòåìà ïðàêòè÷åñêè áåñ-
ïîëåçíà? Íàïðîòèâ, êàê ïðàâèëî, ñ÷èòàþò, ÷òî ñàìà ïî ñåáå íåðàçðåøèìîñòü
F<: íå ÿâëÿåòñÿ òàêèì óæ ñåðüåçíûì íåäîñòàòêîì. Âî-ïåðâûõ, áûëî ïîêàçàíî
(Ghelli, 1995), ÷òî, ÷òîáû çàñòàâèòü ïðîöåäóðó ïðîâåðêè ïîäòèïèðîâàíèÿ çà-
öèêëèòüñÿ, íóæíî äàòü åé öåëü ñ òðåìÿ äîñòàòî÷íî ýêçîòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè,
ïðè÷åì òðóäíî ïðåäñòàâèòü, ÷òî ïðîãðàììèñò ñëó÷àéíî íàïèøåò õîòü êàêóþ-
òî èç íèõ. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò íåìàëî ïîïóëÿðíûõ ÿçûêîâ, äëÿ êîòîðûõ
çàäà÷à ïðîâåðêè òèïîâ â ïðèíöèïå ëèáî ÷ðåçâû÷àéíî òðóäîåìêà � êàê â ML
èëè Haskell (�22.7), � ëèáî âîîáùå íåðàçðåøèìà, êàê äëÿ C++ èëè λProlog
(Felty, Gunter, Hannan, Miller, Nadathur, and Scedrov, 1988). Íà ïðàêòèêå îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî îòñóòñòâèå îáúåäèíåíèé è ïåðåñå÷åíèé, î êîòîðîì óïîìèíàåòñÿ
â ñëåäóþùåì ðàçäåëå (ñì. óïðàæíåíèå 28.6.3) ÿâëÿåòñÿ íàìíîãî áîëåå ñåðüåç-
íûì íåäîñòàòêîì ïîëíîé F<:, ÷åì íåðàçðåøèìîñòü.

Óïðàæíåíèå 28.5.6 r� � ��s: (1) Îïðåäåëèòå âàðèàíò ïîëíîé F<: áåç òèïà
Top, íî ñî ñâÿçûâàíèÿìè òèïîâ âèäà X<:T è âèäà X (ò. å. êàê ñ îãðàíè÷åí-
íîé, òàê è ñ íåîãðàíè÷åííîé êâàíòèôèêàöèåé); ýòîò âàðèàíò íàçûâàåòñÿ
ïîëíîñòüþ îãðàíè÷åííîé êâàíòèôèêàöèåé (completely bounded quanti�cation).
(2) Ïîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ ýòîé ñèñòåìû ðàçðå-
øèìî. (3) Äàåò ëè òàêîå îãðàíè÷åíèå óäîâëåòâîðèòåëüíîå ðåøåíèå äëÿ ïðî-
áëåì, îáñóæäàåìûõ â ýòîì ðàçäåëå? Â ÷àñòíîñòè, áóäåò ëè îíî ðàáîòàòü
â ÿçûêàõ ñ äîïîëíèòåëüíûìè êîíñòðóêòîðàìè òèïîâ, òàêèìè êàê ÷èñëà,
çàïèñè, âàðèàíòû è ò. ï.?
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Ñ @ <: Top

Γ $ S _ T �$''''''''''''''''''''''''''&
''''''''''''''''''''''''''%

T åñëè Γ $ S <: T

S åñëè Γ $ T <: S

J åñëè S � X

X<:U P Γ
Γ $ U _ T � J

J åñëè T � X

X<:U P Γ
Γ $ S _ U � J

M1 ÑJ2 åñëè S � S1 ÑS2

T � T1 ÑT2

Γ $ S1^T1 � M1

Γ $ S2_T2 � J2

@X<:U1.J2 åñëè S � @X<:U1.S2

T � @X<:U1.T2

Γ, X<:U1 $ S2_T2 � J2

Top â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ

Γ $ S ^ T �$''''''''''''''&
''''''''''''''%

S åñëè Γ $ S <: T

T åñëè Γ $ T <: S

J1 ÑM2 åñëè S � S1 ÑS2

T � T1 ÑT2

Γ $ S1_T1 � J1

Γ $ S2^T2 � M2

@X<:U1.M2 åñëè S � @X<:U1.S2

T � @X<:U1.T2

Γ, X<:U1 $ S2^T2 � M2

íåóäà÷à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ

Ðèñ. 28.5. Àëãîðèòìû ïîèñêà îáúåäèíåíèé è ïåðåñå÷åíèé äëÿ ÿäåðíîé F<:

28.6. Îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ

Â �16.3 ìû óáåäèëèñü, ÷òî â ÿçûêàõ ñ ïîäòèïàìè æåëàòåëüíî ñóùåñòâîâà-
íèå ò. í. îáúåäèíåíèÿ (join) äëÿ âñÿêîé ïàðû òèïîâ S è T � òî åñòü, òèïà J,
íàèìåíüøåãî ñðåäè âñåõ îáùèõ íàäòèïîâ S è T. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì,
÷òî îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ ÿäåðíîé F<: äåéñòâèòåëüíî èìååò îáú-
åäèíåíèå äëÿ ëþáîé ïàðû òèïîâ S è T, à òàêæå ïåðåñå÷åíèå äëÿ ëþáûõ S è T,
èìåþùèõ õîòÿ áû îäèí îáùèé ïîäòèï, è äàäèì àëãîðèòìû äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ.
(Íàïðîòèâ, îáà ýòè ñâîéñòâà îòñóòñòâóþò â ïîëíîé F<:; ñì. óïðàæíåíèå 28.6.3.)

Ìû ïîëüçóåìñÿ çàïèñüþ Γ $ S _ T � J, îçíà÷àþùåé ¾J ÿâëÿåòñÿ îáú-
åäèíåíèåì òèïîâ S è T â êîíòåêñòå Γ¿, à òàêæå Γ $ S ^ T � M, îçíà÷àþùåé
¾M ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì S è J â Γ¿. Îáà àëãîðèòìà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòèõ
îòíîøåíèé îïðåäåëÿþòñÿ íà ðèñ. 28.5. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî íåêîòîðûå âà-
ðèàíòû â ýòèõ îïðåäåëåíèÿõ ïåðåñåêàþòñÿ; ÷òîáû îïðåäåëåíèÿ ðàáîòàëè êàê
äåòåðìèíèñòñêèå àëãîðèòìû, ìû îáúÿâëÿåì, ÷òî âñåãäà âûáèðàåòñÿ ïåðâûé
ïîäõîäÿùèé âàðèàíò.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî _ è ^ ÿâëÿþòñÿ âñþäó îïðåäåëåííûìè ôóíêöè-
ÿìè â òîì ñìûñëå, ÷òî _ âñåãäà âîçâðàùàåò òèï, à ^ âñåãäà ëèáî âîçâðàùà-
åò òèï, ëèáî òåðïèò íåóäà÷ó. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî îáùèé âåñ
(ñì. îïðåäåëåíèå 28.3.4) òèïîâ S è T îòíîñèòåëüíî Γ ïðè ðåêóðñèâíûõ âûçîâàõ
âñåãäà óìåíüøàåòñÿ.

Òåïåðü ñëåäóåò äîêàçàòü, ÷òî ïî ýòèì àëãîðèòìàì äåéñòâèòåëüíî âû÷èñ-
ëÿþòñÿ îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ðàçáèòî íà äâå ÷àñòè:
óòâåðæäåíèå 28.6.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî âû÷èñëåííîå îáúåäèíåíèå ÿâëÿåòñÿ âåðõ-
íåé ãðàíüþ S è T, à ïåðåñå÷åíèå (êîãäà îíî åñòü) ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ãðàíüþ.
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Çàòåì óòâåðæäåíèå 28.6.2 ïîêàçûâàåò, ÷òî âû÷èñëåííîå îáúåäèíåíèå ìåíüøå
ëþáîé âåðõíåé ãðàíè S è T, à ïåðåñå÷åíèå áîëüøå ëþáîé îáùåé íèæíåé ãðàíè
(è ñóùåñòâóåò âñåãäà, êîãäà ó S è T èìååòñÿ îáùàÿ íèæíÿÿ ãðàíü).

Óòâåðæäåíèå 28.6.1

1. Åñëè Γ $ S _ T � J, òî Γ $ S <: J è Γ $ T <: J.

2. Åñëè Γ $ S ^ T � M, òî Γ $ M <: S è Γ $ M <: T.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðÿìîëèíåéíàÿ èíäóêöèÿ ïî ðàçìåðó âûâîäà Γ $ S _ T � J

èëè Γ $ S ^ T � M (ò. å. ïî êîëè÷åñòâó ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ, òðåáóåìûõ
äëÿ âû÷èñëåíèÿ J èëè M).

Óòâåðæäåíèå 28.6.2

1. Åñëè Γ $ S <: V è Γ $ T <: V, òî Γ $ S _ T � J äëÿ íåêîòîðîãî J,
ïðè÷åì Γ $ J <: V.

2. Åñëè Γ $ L <: S è Γ $ L <: T, òî Γ $ S ^ T � M äëÿ íåêîòîðîãî M,
ïðè÷åì Γ $ L <: M.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðîùå âñåãî äîêàçàòü îáå ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ îäíîâðå-
ìåííîé èíäóêöèåé ïî ðàçìåðàì àëãîðèòìè÷åñêèõ âûâîäîâ óòâåðæäåíèé
Γ Z� S <: V è Γ Z� T <: V äëÿ ÷àñòè 1, è Γ Z� L <: S è Γ Z� L <: T äëÿ ÷àñòè 2.
(Áëàãîäàðÿ òåîðåìå 28.3.3 ìû ìîæåì áûòü óâåðåíû, ÷òî àëãîðèòìè÷åñêèå
ñîîòâåòñòâèÿ äåêëàðàòèâíûì âûâîäàì âñåãäà ñóùåñòâóþò.)

1. Åñëè êàêîé-ëèáî èç äâóõ âûâîäîâ ÿâëÿåòñÿ ýêçåìïëÿðîì ïðàâèëà
SA-Top, òî V � Top, è òðåáóåìûé ðåçóëüòàò, Γ $ J <: V, ñëåäóåò
íåïîñðåäñòâåííî.

Åñëè âûâîä Γ Z� T <: V ÿâëÿåòñÿ ýêçåìïëÿðîì ïðàâèëà SA-Refl-TVar,
òî T � V. Íî â òàêîì ñëó÷àå ïåðâûé äàííûé âûâîä äàåò íàì
Γ Z� S <: V � T, òàê ÷òî ïðèìåíèì ïåðâûé âàðèàíò â îïðåäåëåíèè îáú-
åäèíåíèÿ, è îí äàåò íàì Γ $ S _ T � T, ÷òî óäîâëåòâîðÿåò òðå-
áîâàíèÿì. Àíàëîãè÷íî, åñëè âûâîä Γ Z� S <: V ÿâëÿåòñÿ ýêçåìïëÿðîì
SA-Refl-TVar, òî S � V. Íî òîãäà âòîðîé äàííûé âûâîä ãîâîðèò, ÷òî
Γ $ T <: V � S, òàê ÷òî ïðèìåíèì âòîðîé âàðèàíò â îïðåäåëåíèè îáú-
åäèíåíèÿ, è îí äàåò íàì Γ $ S _ T � S, ÷òî îïÿòü æå óäîâëåòâîðÿåò
òðåáîâàíèÿì.

Åñëè âûâîä Γ Z� S <: V çàêàí÷èâàåòñÿ ýêçåìïëÿðîì ïðàâèëà
SA-Trans-TVar, òî ìû èìååì S � X, ïðè÷åì X<:U P Γ, è èìå-
åòñÿ ïîäâûâîä Γ $ U _ T � J. Òðåòèé âàðèàíò â îïðåäåëåíèè
îáúåäèíåíèÿ äàåò Γ $ S _ T � J, à èç èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ
ìû èìååì Γ $ J <: V. Àíàëîãè÷íî ìû ðàññóæäàåì è â òîì ñëó÷àå,
êîãäà Γ Z� T <: V çàêàí÷èâàåòñÿ íà SA-Trans-TVar.

Òåïåðü ïî ôîðìå àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðàâèë ïîäòèïèðîâàíèÿ íåñëîæíî
âèäåòü, ÷òî îñòàþòñÿ òîëüêî âàðèàíòû, â êîòîðûõ îáà äàííûõ âûâîäà
çàâåðøàþòñÿ ëèáî ïðàâèëîì SA-Arrow, ëèáî SA-All.
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Åñëè îáà âûâîäà çàâåðøàþòñÿ SA-Arrow, òî ìû èìååì S � S1 ÑS2,
T � T1 ÑT2 è V � V1 ÑV2, ïðè÷åì Γ Z� V1 <: S1, Γ Z� S2 <: V2,
Γ Z� V1 <: T1 è Γ Z� T2 <: V2. Ñîãëàñíî ÷àñòè (2) ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóê-
öèè, Γ $ S1^ T1 � M1 äëÿ íåêîòîðîãî M1, ïðè÷åì Γ $ V1 <: M1, à ñîãëàñ-
íî ÷àñòè (1), Γ $ S2_T2 � J2 äëÿ íåêîòîðîãî J2, ïðè÷åì Γ $ J2 <: M2.
Ïÿòûé âàðèàíò â îïðåäåëåíèè îáúåäèíåíèé äàåò Γ $ S1 ÑS2_T1 ÑT2 �
M1 ÑJ2, à ïî ïðàâèëó S-Arrow ìû èìååì Γ $ M1 ÑJ2 <: V1 ÑV2.

Íàêîíåö, åñëè îáà äàííûõ âûâîäà çàêàí÷èâàþòñÿ íà SA-All, òî
ìû èìååì S � @X<:U1.S2, T � @X<:U1 ÑT2 è V � @X<:U1.V2,
ïðè÷åì Γ, X <: U1 Z� S2 <: V2 è Γ, X <: U1 Z� T2 <: V2. Ñîãëàñíî ÷à-
ñòè (1) ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè, Γ, X<:U1 $ S2_T2 � J2, ïðè-
÷åì Γ, X<:U1 Z� J2 <: V2. Øåñòîé âàðèàíò â îïðåäåëåíèè îáúåäèíå-
íèé äàåò íàì J � @X<U1.J2, à ïî ïðàâèëó S-All èìååì Γ $
@X<:U1.J2 <: @X<:U1.V2.

2. Åñëè âûâîä Γ Z� L <: T çàêàí÷èâàåòñÿ íà SA-Top, òî òèï T ðàâåí Top,
òàê ÷òî Γ $ S <: T, è, ïî ïåðâîìó âàðèàíòó â îïðåäåëåíèè ïåðåñå-
÷åíèÿ, Γ $ S ^ T � S. Îäíàêî èç âòîðîãî äàííîãî âûâîäà ìû çíàeì,
÷òî Γ $ L <: S, òàê ÷òî òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Àíàëî-
ãè÷íî ðàññóæäàåì è â ñëó÷àå, êîãäà âûâîä Γ Z� L <: S çàêàí÷èâàåòñÿ íà
SA-Top.

Åñëè âûâîä Γ Z� L <: S çàêàí÷èâàåòñÿ íà SA-Refl-TVar, òî L � S,
è âòîðîé äàííûé âûâîä äàåò Γ $ L � S <: T, îòêóäà ïî îïðåäåëåíèþ
ïåðåñå÷åíèÿ ìû èìååì Γ $ S ^ T � S, òàê ÷òî äîêàçàòåëüñòâî çàêîí-
÷åíî. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàåì, êîãäà âûâîä Γ Z� L <: T çàêàí÷èâàåòñÿ
íà SA-Refl-TVar.

Îñòàþòñÿ òîëüêî âàðèàíòû, â êîòîðûõ îáà äàííûõ âûâîäà çàêàí÷èâà-
þòñÿ íà SA-Trans-TVar, SA-Arrow èëè SA-All.

Åñëè îáà âûâîäà çàêàí÷èâàþòñÿ íà SA-Trans-TVar, òî èìååì L � X,
ïðè÷åì X<:U P Γ, è èìåþòñÿ äâà ïîäâûâîäà Γ Z� U <: S è Γ Z� U <: T.
Ñîãëàñíî ÷àñòè (2) ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè, Γ $ U <: M, îòêóäà èìå-
åì Γ $ L <: M ïî ïðàâèëó S-TVar è òðàíçèòèâíîñòè.

Åñëè îáà âûâîäà çàêàí÷èâàþòñÿ íà SA-Arrow, òî ìû èìååì S �
S1 ÑS2, T � T1 ÑT2 è L � L1 ÑL2, ïðè÷åì Γ Z� S1 <: L1, Γ Z� L2 <: S2,
Γ Z� T1 <: L1 è Γ Z� L2 <: T2. Ñîãëàñíî ÷àñòè (1) ïðåäïîëîæåíèÿ èí-
äóêöèè, Γ $ S1_T1 � J1 äëÿ íåêîòîðîãî J1, ïðè÷åì Γ $ J1 <: L1, à
ñîãëàñíî ÷àñòè (2), Γ $ S2^T2 � M2, ïðè÷åì Γ $ L2 <: M2. Îïðåäåëå-
íèå ïåðåñå÷åíèé äàåò íàì Γ $ S1 ÑS2^T1 ÑT2 � J1 ÑM2, à ïî ïðàâèëó
S-Arrow, Γ $ L1 ÑL2 <: J1 ÑM2.

Àíàëîãè÷íî âåäåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî è â âàðèàíòå ñ ïðàâèëîì SA-All.

Óïðàæíåíèå 28.6.3 rÐåêîìåíäóåòñÿ,���s: Ðàññìîòðèì ïàðó òèïîâ, ïðåä-
ëîæåííûõ Ãåëëè (Ghelli, 1990): S � @X<:YÑZ.YÑZ è T � @X<:Y'ÑZ'.Y'ÑZ'

è êîíòåêñò Γ � Y<:Top, Z<:Top, Y'<:Y, Z'<:Z. (1) Ñêîëüêî â ïîëíîé F<: ñó-
ùåñòâóåò òèïîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ïîäòèïàìè êàê S, òàê è T â êîíòåêñòå Γ?
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(2) Ïîêàæèòå, ÷òî â ïîëíîé F<: òèïû S è T íå èìåþò ïåðåñå÷åíèÿ â êîíòåê-
ñòå Γ. (3) Íàéäèòå ïàðó òèïîâ, êîòîðûå â ïîëíîé F<: íå èìåþò îáúåäèíåíèÿ
â êîíòåêñòå Γ.

28.7. Îãðàíè÷åííûå êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ

×òîáû ðàñøèðèòü àëãîðèòì ÿäåðíîé F<: íà ÿçûê ñ êâàíòîðàìè ñóùåñòâî-
âàíèÿ, íóæíî ïðåîäîëåòü îäíó äîïîëíèòåëüíóþ òðóäíîñòü. Íàïîìíèì äåêëà-
ðàòèâíîå ïðàâèëî óñòðàíåíèÿ äëÿ ýêçèñòåíöèàëüíûõ òèïîâ:

Γ $ t1 : {DX<:T11,T12} Γ, X<:T11, x:T12 $ t2 : T2

Γ $ let {X,x}=t1 in t2 : T2

(T-Unpack)

Â �24.1 ìû îòìåòèëè, ÷òî òèïîâàÿ ïåðåìåííàÿ X ïðèñóòñòâóåò â êîíòåêñòå,
â êîòîðîì âî âòîðîé ïðåäïîñûëêå âû÷èñëÿåòñÿ òèï òåðìà t2, íî îòñóòñòâóåò
â êîíòåêñòå çàêëþ÷åíèÿ ïðàâèëà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òèï T2 íå äîëæåí ñîäåð-
æàòü X â êà÷åñòâå ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé, ïîñêîëüêó âñÿêîå òàêîå âõîæäåíèå
â çàêëþ÷åíèè îêàæåòñÿ âíå îáëàñòè âèäèìîñòè. Áîëåå ïîäðîáíî ýòîò âîïðîñ
îáñóæäàëñÿ â �25.5, ãäå ìû óêàçàëè, ÷òî èçìåíåíèå êîíòåêñòà îò ïðåäïîñûëêè
ê çàêëþ÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò îòðèöàòåëüíîìó ñäâèãó èíäåêñîâ ïåðåìåííûõ â
T2, åñëè ìû ïðåäñòàâèì òåðìû â áåçûìÿííîì ôîðìàòå äå Áðàóíà; ýòîò ñäâèã
áóäåò íåóäà÷åí, åñëè X ñîäåðæèòñÿ â T2 êàê ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ.

Êàê ýòî îáñòîÿòåëüñòâî âëèÿåò íà àëãîðèòì ìèíèìàëüíîé òèïèçàöèè äëÿ
ÿçûêà ñ ýêçèñòåíöèàëüíûìè òèïàìè? Â ÷àñòíîñòè, ÷òî íàì äåëàòü ñ òàêèì âû-
ðàæåíèåì, êàê t � let {X,x} = p in x, â êîòîðîì p èìååò òèï {DX,NatÑX}?
Íàèáîëåå åñòåñòâåííûì òèïîì òåëà x áóäåò NatÑX, óïîìèíàþùèé ñâÿçàí-
íóþ ïåðåìåííóþ X. Îäíàêî ñîãëàñíî äåêëàðàòèâíîìó îòíîøåíèþ òèïèçàöèè
(ñ ïðàâèëîì âêëþ÷åíèÿ), x èìååò òàêæå òèïû NatÑTop è Top. Ïîñêîëüêó íè
â îäíîì èç ýòèõ òèïîâ X íå âñòðå÷àåòñÿ, âñåìó òåðìó t ìîæíî â äåêëàðàòèâ-
íîé ñèñòåìå ïðèñâîèòü òèïû NatÑTop è Top. Â îáùåì ñëó÷àå, â âûðàæåíèè
ðàñïàêîâêè âñåãäà ìîæíî ðàñøèðèòü òåëî äî òèïà, â êîòîðîì íå ñîäåðæèòñÿ
ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé X, à çàòåì ïðèìåíèòü T-Unpack. Òàê ÷òî, åñëè ìû õî-
òèì, ÷òîáû íàø àëãîðèòì ìèíèìàëüíîé òèïèçàöèè áûë ïîëîí, îí äîëæåí íå
ïðîñòî îáúÿâëÿòü îá îøèáêå ïðè ðàáîòå ñ âûðàæåíèåì ðàñïàêîâêè, ãäå íàè-
ìåíüøèé òèï òåëà T2 ñîäåðæèò ñâîáîäíîå âõîæäåíèå ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé X.
Âìåñòî ýòîãî îí äîëæåí ïîïûòàòüñÿ ðàñøèðèòü T2 äî íåêîòîðîãî òèïà, â êî-
òîðîì X íå óïîìèíàåòñÿ. Êëþ÷åâîå íàáëþäåíèå, íåîáõîäèìîå äëÿ òîãî, ÷òîáû
òàêàÿ èäåÿ ñðàáîòàëà, ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìíîæåñòâî íàäòèïîâ äàííîãî òèïà,
íå ñîäåðæàùèõ X, âñåãäà èìååò ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò. Ýòî ïîêàçûâàåò ñëå-
äóþùåå óïðàæíåíèå (ðåøåíèå êîòîðîãî áûëî íàéäåíî Ãåëëè è Ïèðñîì, Ghelli
and Pierce, 1998).

Óïðàæíåíèå 28.7.1 r� � �s: Ïîñòðîéòå àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé â ÿäåðíîé
F<: ñ îãðàíè÷åííûìè ýêçèñòåíöèàëüíûìè òèïàìè íàèìåíüøèé íàäòèï äàí-
íîãî òèïà T, íå ñîäåðæàùèé ïåðåìåííîé X, ïî îòíîøåíèþ ê äàííîìó êîí-
òåêñòó Γ. Òàêîé íàäòèï îáîçíà÷àåòñÿ RX,ΓpTq.
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Òåïåðü àëãîðèòìè÷åñêîå ïðàâèëî òèïèçàöèè äëÿ óñòðàíåíèÿ êâàíòîðîâ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü òàê:

Γ Z� t1 : T1 Γ Z� T1 ò {DX<:T11,T12}

Γ, X<:T11, x:T12 Z� t2 : T2 RX,pΓ,X<:T11,x:T12qpT2q � T12

Γ Z� let {X,x}=t1 in t2 : T12
(TA-Unpack)

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, â ïîëíîé F<: ñ îãðàíè÷åííûìè êâàíòîðàìè ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ñèòóàöèÿ ñëîæíåå. Ãåëëè è Ïèðñ (Ghelli and Pierce, 1998) ïðèâî-
äÿò ïðèìåð òèïà T, êîíòåêñòà Γ è ïåðåìåííîé X, òàêèõ, ÷òî ìíîæåñòâî íàä-
òèïîâ T, íå ñîäåðæàùèõ X, íå èìååò ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà â êîíòåêñòå Γ.
Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî îòíîøåíèå òèïèçàöèè â òàêîé ñèñòåìå íå îá-
ëàäàåò íàèìåíüøèìè òèïàìè.

Óïðàæíåíèå 28.7.2 r���s: Ïîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ
âàðèàíòà ïîëíîé F<:, èìåþùåãî òîëüêî êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ (ò. å. áåç
êâàíòîðîâ îáùíîñòè) òàêæå íåðàçðåøèìî.

28.8. Îãðàíè÷åííàÿ êâàíòèôèêàöèÿ è òèï Bot

Äîáàâëåíèå íàèìåíüøåãî òèïà Bot íåñêîëüêî óñëîæíÿåò ìåòàòåîðåòè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà F<:. Ýòî ïðîèñõîäèò îòòîãî, ÷òî â òèïå âèäà @X <: Bot.T âíóò-
ðè T ïåðåìåííàÿ X ÿâëÿåòñÿ, íà ñàìîì äåëå, ñèíîíèìîì Bot, ïîñêîëüêó ïî
ïðåäïîëîæåíèþ X � ïîäòèï Bot, à Bot, ïî ïðàâèëó S-Bot, � ïîäòèï X. Ýòî,
â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî ïàðû òèïîâ âðîäå @X <: Bot.XÑX è @X <:

Bot.BotÑBot ýêâèâàëåíòíû â îòíîøåíèè ïîäòèïèðîâàíèÿ, õîòÿ ñèíòàêñè÷å-
ñêè îíè ðàçëè÷àþòñÿ. Áîëåå òîãî, åñëè îêðóæàþùèé êîíòåêñò ñîäåðæèò ïðåä-
ïîëîæåíèÿ X <: Bot è Y <: Bot, òî òèïû XÑY è YÑX ýêâèâàëåíòíû, õîòÿ íè
â îäíîì èç íèõ Bot ÿâíî íå óïîìèíàåòñÿ. Íåñìîòðÿ íà âñå ýòî, äàæå ïðè íà-
ëè÷èè Bot âñå îñíîâíûå ñâîéñòâà F<: âñå ðàâíî ñîõðàíÿþòñÿ. Äåòàëè ìîæíî
íàéòè â Pierce, 1997a.
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Ãëàâà 29

Îïåðàòîðû íàä òèïàìè è

âèäû

Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ìû, ÷òîáû îáëåã÷èòü ÷òåíèå ïðèìåðîâ, ÷àñòî óïîòðåá-
ëÿëè ñîêðàùåíèÿ âðîäå

CBool = @X. X ÑX Ñ X

è

Pair Y Z = @X. (Y ÑZ Ñ X) Ñ X

è ïèñàëè, ñêàæåì, λx:Pair Nat Bool. x, âìåñòî áîëåå ãðîìîçäêîãî λx:(Nat
-> Bool -> X) -> X. x.

Çàïèñü CBool � ïðîñòî ñîêðàùåíèå; êîãäà îíà âñòðå÷àåòñÿ â ïðèìåðå, ñëå-
äóåò ïðîñòî çàìåíèòü å¼ íà ïðàâóþ ÷àñòü îïðåäåëåíèÿ. Íàïðîòèâ, çàïèñü Pair
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàìåòðèçîâàííîå ñîêðàùåíèå (parametric abbreviation);
êîãäà ìû âèäèì Pair S T, òðåáóåòñÿ â åãî îïðåäåëåíèè çàìåíèòü ïàðàìåòðû Y

è Z íà ðåàëüíûå òèïû S è T. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïàðàìåòðè÷åñêèå ñîêðàùåíèÿ
âðîäå Pair äàþò íàì íåôîðìàëüíûé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé íà óðîâíå
âûðàæåíèé òèïà.

Ìû óæå èñïîëüçîâàëè âûðàæåíèÿ íà óðîâíå òèïà, íàïðèìåð Array T èëè
nbRef T. Â íèõ èñïîëüçóþòñÿ êîíñòðóêòîðû òèïîâ (type constructors) Array
è Ref. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòè êîíñòðóêòîðû íå îïðåäåëåíû ïðîãðàììèñòîì,
à âñòðîåíû â ÿçûê, îíè òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðàçíîâèäíîñòüþ ôóíêöèé íà óðîâíå
òèïîâ. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü Ref êàê ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ êàæäîãî òèïà T

âûäàåò òèï ññûëî÷íûõ ÿ÷ååê, ñîäåðæàùèõ ýëåìåíòû T.
Â ýòîé è äâóõ ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ íàøåé çàäà÷åé áóäåò áîëåå ôîðìàëü-

íîå ðàññìîòðåíèå òàêèõ ôóíêöèé íà óðîâíå òèïà, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ îïå-
ðàòîðàìè íàä òèïàìè (type operators). Â ýòîé ãëàâå ìû ââîäèì îñíîâíûå
ìåõàíèçìû àáñòðàêöèè è ïðèìåíåíèÿ íà óðîâíå òèïîâ; òî÷íîå îïðåäåëåíèå

Â ýòîé ãëàâå ââîäèòñÿ ïðîñòîå òèïèçèðîâàííîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå ñ îïåðàòîðàìè òèïîâ,
λω (ðèñ. 29.1). Â ïðèìåðàõ, êðîìå òîãî, èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëà è áóëåâñêèå çíà÷åíèÿ (8.2),
à òàêæå óíèâåðñàëüíûå òèïû (23.1). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåàëèçàöèÿ íà OCaml íàçûâàåòñÿ
fullomega.
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òîãî, êîãäà ñëåäóåò ñ÷èòàòü äâà âûðàæåíèÿ òèïà ýêâèâàëåíòíûìè; à òàêæå
îòíîøåíèå êîððåêòíîñòè ïîñòðîåíèÿ, íàçûâàåìîå îòíîøåíèåì âèäîîáðàçîâà-
íèÿ (kinding), êîòîðîå íå ïîçâîëÿåò ïèñàòü áåññìûñëåííûå òèïîâûå âûðàæå-
íèÿ. Ãëàâà 30 èäåò åùå íà øàã äàëüøå; òàì îïåðàòîðû íàä òèïàìè ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ êàê ïîëíîïðàâíûå ýëåìåíòû ÿçûêà (�rst-class citizens) � ò. å. êàê
ñóùíîñòè, êîòîðûå ìîæíî ïåðåäàâàòü àðãóìåíòàìè â ôóíêöèè. Â ýòîé ãëàâå
ââîäèòñÿ èçâåñòíàÿ Ñèñòåìà Fω, êîòîðàÿ îáîáùàåò êâàíòèôèêàöèþ ïî òèïàì
èç Ñèñòåìû F (ãëàâà 23) äî êâàíòèôèêàöèè âûñøåãî ïîðÿäêà (higher-order
quanti�cation) ïî îïåðàòîðàì òèïîâ. Â ãëàâå 31 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñî÷åòàíèå
îïåðàòîðîâ íàä òèïàìè, êâàíòèôèêàöèè âûñøåãî ïîðÿäêà è ïîäòèïîâ.

29.1. Íåôîðìàëüíîå ââåäåíèå

Ïðè èçó÷åíèè ôóíêöèé íà óðîâíå òèïîâ íàì ïðåæäå âñåãî ïîòðåáóåòñÿ
íîòàöèÿ äëÿ àáñòðàêöèè è ïðèìåíåíèÿ òèïîâ. Êàê ïðàâèëî, äëÿ ýòîãî èñïîëü-
çóåòñÿ òà æå çàïèñü, òî è äëÿ àáñòðàêöèè è ïðèìåíåíèÿ íà óðîâíå òåðìîâ:
àáñòðàêöèÿ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç λ, à ïðèìåíåíèå îáîçíà÷àåòñÿ íàïèñàíèåì òåð-
ìîâ ðÿäîì äðóã ñ äðóãîì, ÷åðåç ïðîáåë.1 Íàïðèìåð, çàïèñü λX.{a:X,b:X} îáî-
çíà÷àåò ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò òèï T è âûäàåò òèï çàïèñåé {a:T,b:T}.
Ïðèìåíåíèå ýòîé ôóíêöèè ê òèïó Bool çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (λX.{a:X,b:X})
Bool.

Ïîäîáíî îáûêíîâåííûì ôóíêöèÿì, òèïîâûå ôóíêöèè îò íåñêîëüêèõ
àðãóìåíòîâ ïîëó÷àþòñÿ èç îäíîàðãóìåíòíûõ ïîñðåäñòâîì êàððèðîâàíèÿ
(currying). Íàïðèìåð, âûðàæåíèå òèïà λY. λZ. @X. (YÑZÑX) Ñ X îáîçíà-
÷àåò äâóõìåñòíóþ ôóíêöèþ � èëè, ñòðîãî ãîâîðÿ, îäíîìåñòíóþ ôóíêöèþ,
êîòîðàÿ, áóäó÷è ïðèìåíåíà ê òèïó S, äàåò äðóãóþ îäíîìåñòíóþ ôóíêöèþ,
êîòîðàÿ ïðè ïðèìåíåíèè ê òèïó T äàåò òèï @X.(SÑTÑX)ÑX.

Ìû áóäåì ïðîäîëæàòü ïîëüçîâàòüñÿ íåôîðìàëüíûìè ñîêðàùåíèÿìè äëÿ
äëèííûõ âûðàæåíèé òèïà, âêëþ÷àÿ îïåðàòîðû íàä òèïàìè. Íàïðèìåð, â
îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ýòîé ãëàâû ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èìååòñÿ ñîêðàùåíèå

Pair = λY. λZ. @X. (Y ÑZ ÑX) ÑX;

Òàê ÷òî, êîãäà ìû â ïðèìåðàõ ïèøåì Pair S T, èìååòñÿ â âèäó

(λY. λZ. @X. (Y ÑZ ÑX) ÑX) S T.

Äðóãèìè ñëîâàìè, âìåñòî íåôîðìàëüíîãî ñîãëàøåíèÿ î ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñî-
êðàùåíèÿõ, êîòîðûì ìû ïîëüçîâàëèñü äî ñèõ ïîð, òåïåðü ó íàñ áóäåò áîëåå
ïðîñòîå íåôîðìàëüíîå ñîãëàøåíèå, ÷òî âñå ïðîñòûå ñîêðàùåíèÿ çàìåíÿþò-
ñÿ íà ñâîè ïðàâûå ÷àñòè, à òàêæå ôîðìàëüíûå ìåõàíèçìû äëÿ îïðåäåëåíèÿ

1Ó ïîäîáíîé íîòàöèîííîé ýêîíîìèè åñòü òîò íåäîñòàòîê, ÷òî òåðìèíîëîãèÿ äëÿ âûðà-
æåíèé ðàçëè÷íîãî âèäà èíîãäà îêàçûâàåòñÿ äîâîëüíî çàïóòàííîé. Íàïðèìåð, âûðàæåíèå
¾àáñòðàêöèÿ òèïà¿ ìîæåò òåïåðü îáîçíà÷àòü àáñòðàêöèþ, îæèäàþùóþ òèï â êà÷åñòâå àð-
ãóìåíòà (ò. å. òåðì âèäà λX.t), à ìîæåò � àáñòðàêöèþ íà óðîâíå òèïîâ (ò. å. âûðàæåíèå
òèïà âðîäå λX.{a:X}). Â êîíòåêñòàõ, ãäå ýòè âàðèàíòû ìîæíî ïåðåïóòàòü, îáû÷íî ïðåäïî-
÷èòàþò èñïîëüçîâàòü â ïåðâîì ñìûñëå âûðàæåíèå ¾ïîëèìîðôíàÿ ôóíêöèÿ¿, à âî âòîðîì �
âûðàæåíèå ¾àáñòðàêöèÿ íà óðîâíå òèïîâ¿ èëè ¾îïåðàòîðíàÿ àáñòðàêöèÿ¿.
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è êîíêðåòèçàöèè îïåðàòîðîâ íàä òèïàìè. Îïåðàöèè îïðåäåëåíèÿ è ðàñêðû-
òèÿ ñîêðàùåíèé òàêæå ìîæíî ôîðìàëüíî îïðåäåëèòü � ò. å. èõ ìîæíî ñäå-
ëàòü îïåðàöèÿìè öåëåâîãî ÿçûêà, à íå ñîãëàøåíèÿìè ìåòàÿçûêà, � íî ýòèì
ìû çäåñü çàíèìàòüñÿ íå áóäåì. Çàèíòåðåñîâàííûå ÷èòàòåëè ìîãóò îáðàòèòüñÿ
ê ëèòåðàòóðå ïî ñèñòåìàì òèïîâ ñ îïðåäåëåíèÿìè (de�nitions) èëè îäíîýëå-
ìåíòíûìè âèäàìè (singleton kinds); ñì. òðóäû Ñåâåðè è Ïîëëà (Severi and
Poll, 1994), Ñòîóíà è Õàðïåðà (Stone and Harper, 2000), Êðýðè (Crary, 2000),
à òàêæå ïðèâåäåííûå â íèõ ññûëêè.

Àáñòðàêöèÿ è ïðèìåíåíèå íà óðîâíå òèïîâ ïîçâîëÿåò íàì çàïèñûâàòü îäèí
è òîò æå òèï íåñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, åñëè Id ñëóæèò
ñîêðàùåíèåì äëÿ îïåðàòîðà íàä òèïàìè λX.X, òî âûðàæåíèÿ

NatÑBool Nat Ñ Id Bool Id Nat Ñ Id Bool

Id Nat Ñ Bool Id (Nat Ñ Bool) Id (Id (Id Nat Ñ Bool))

ÿâëÿþòñÿ ðàçíûìè èìåíàìè îäíîãî è òîãî æå ôóíêöèîíàëüíîãî òèïà. ×òîáû
ñäåëàòü ýòî èíòóèòèâíîå ïîíÿòèå ôîðìàëüíî òî÷íûì, ìû ââîäèì îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëåíèé (de�nitional equivalence) äëÿ òèïîâ; îíà îáî-
çíà÷àåòñÿ êàê S � T. Ñàìîå âàæíîå óðàâíåíèå â îïðåäåëåíèè ýòîãî îòíîøåíèÿ

(λX::K11. T12) T2 � rX ÞÑ T2sT12 (Q-AppAbs)

ãîâîðèò, ÷òî àáñòðàêöèÿ íà óðîâíå òèïîâ, ïðèìåíåííàÿ ê àðãóìåíòó, ýêâèâà-
ëåíòíà òåëó ýòîé àáñòðàêöèè, â êîòîðîå âìåñòî ôîðìàëüíîãî ïàðàìåòðà ïîä-
ñòàâëåí àðãóìåíò. Ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïðîâåðêå
òèïîâ â íîâîì ïðàâèëå

Γ $ t : S S � T

Γ $ t : T
(T-Eq)

ôîðìàëüíî âûðàæàþùåì èíòóèòèâíóþ èäåþ î òîì, ÷òî åñëè äâà òèïà ýêâè-
âàëåíòíû, òî ýëåìåíòû îäíîãî èç íèõ ÿâëÿþòñÿ òàêæå ýëåìåíòàìè äðóãîãî.

Åùå îäíà íîâàÿ âîçìîæíîñòü, ïðîèñòåêàþùàÿ èç íàëè÷èÿ ìåõàíèçìîâ àá-
ñòðàêöèè è ïðèìåíåíèÿ òèïîâ, � ýòî ñïîñîáíîñòü ïèñàòü áåññìûñëåííûå òè-
ïîâûå âûðàæåíèÿ. Íàïðèìåð, ïðèìåíåíèå îäíîãî îáûêíîâåííîãî òèïà ê äðó-
ãîìó, ñêàæåì, â òèïîâîì âûðàæåíèè (Bool Nat), ñòîëü æå àáñóðäíî, êàê ïðè-
ìåíåíèå true ê 6 íà óðîâíå òåðìîâ. ×òîáû èçáåæàòü òàêîé áåññìûñëèöû, ìû
ââîäèì ñèñòåìó âèäîâ (kinds), ñîãëàñíî êîòîðîé òèïû êëàññèôèöèðóþòñÿ ïî
êîëè÷åñòâó àðãóìåíòîâ (¾ïî àðíîñòè¿), òàê æå êàê ôóíêöèîíàëüíûå òèïû
óêàçûâàþò íàì êîëè÷åñòâî àðãóìåíòîâ ó òåðìîâ.

Âèäû ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå îäíîãî ýëåìåíòàðíîãî âèäà, êîòîðûé îáîçíà÷àåò-
ñÿ ñèìâîëîì * (¾çâåçäî÷êà¿) è ÷èòàåòñÿ êàê ¾òèï¿, à òàêæå îäíîãî äâóìåñò-
íîãî êîíñòðóêòîðà ñ. Âèäàìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð,
* âèä ïðîñòûõ òèïîâ (ñêàæåì, Bool èëè BoolÑBool)
*ñ* âèä îïåðàòîðîâ íàä òèïàìè (ò. å. ôóíêöèé, êîòîðûå ïåðåâîäÿò

ïðîñòûå òèïû â ïðîñòûå òèïû)
*ñ*ñ* âèä ôóíêöèé, êîòîðûå ïåðåâîäÿò ïðîñòûå òèïû â îïåðàòîðû

íàä òèïàìè (ò. å. âèä äâóìåñòíûõ îïåðàòîðîâ)
(*ñ*)ñ* âèä ôóíêöèé, êîòîðûå ïåðåâîäÿò îïåðàòîðû íàä òèïàìè â ïðî-

ñòûå òèïû.
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Òàêèì îáðàçîì, âèäû ÿâëÿþòñÿ ¾òèïàìè òèïîâ¿. Â ñóùíîñòè, ñèñòåìà âè-
äîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîïèþ ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ
¾óðîâíåì âûøå¿.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëîâî òèï (type) äëÿ ëþáîãî âûðà-
æåíèÿ íà óðîâíå òèïîâ � ò. å. êàê äëÿ îáûêíîâåííûõ òèïîâ, òàêèõ êàê Nat ->

Nat è @X.XÑX, òàê è äëÿ îïåðàòîðîâ íàä òèïàìè, âðîäå λX.X. Êîãäà íàì áóäåò
íóæíî ãîâîðèòü îá îáûêíîâåííûõ òèïàõ (ò. å. î âûðàæåíèÿõ òèïà, êîòîðûå
èñïîëüçóþòñÿ ïðè êëàññèôèêàöèè òåðìîâ), ìû áóäåì íàçûâàòü èõ ïðîñòûìè
òèïàìè (proper types).

Âûðàæåíèÿ òèïà ñ òàêèìè âèäàìè êàê (*ñ*)ñ* íàçûâàþòñÿ îïåðàòîðà-
ìè âûñøèõ ïîðÿäêîâ íàä òèïàìè (higher-order type operators). Â îòëè÷èå îò
ôóíêöèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ íà óðîâíå òåðìîâ, êîòîðûå ÷àñòî âåñüìà ïîëåçíû,
îïåðàòîðû âûñøèõ ïîðÿäêîâ íàä òèïàìè ÿâëÿþòñÿ ñêîðåå ýêçîòèêîé. Îäèí
êëàññ ïðèìåðîâ èõ èñïîëüçîâàíèÿ ìû âñòðåòèì â ãëàâå 32.

×òîáû óïðîñòèòü çàäà÷ó ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè âèäîâ äëÿ âûðàæåíèé òè-
ïà, êàæäóþ àáñòðàêöèþ íà óðîâíå òèïîâ ìû ñíàáæàåì óêàçàíèåì íà âèä åå
ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé. Íàïðèìåð, îôèöèàëüíîå îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà Pair

òàêîâî:

Pair = λA::*. λB::*. @X. (A ÑB Ñ X) Ñ X;

(Îáðàòèòå âíèìàíèå íà äâîéíîå äâîåòî÷èå.) Îäíàêî, ïîñêîëüêó ïî÷òè âñå òà-
êèå àííîòàöèè áóäóò èìåòü âèä *, ìû ïðîäîëæèì ïèñàòü λX. T êàê ñîêðàùå-
íèå äëÿ λX::*. T.

Ïðîÿñíèòü êàðòèíó ìîæíî ïðè ïîìîùè íåñêîëüêèõ äèàãðàìì. Âûðàæå-
íèÿ íàøåãî ÿçûêà òåïåðü äåëÿòñÿ íà òðè îòäåëüíûõ êëàññà: òåðìû, òèïû
è âèäû. Íà óðîâíå òåðìîâ ìû èìååì ýëåìåíòàðíûå çíà÷åíèÿ (öåëûå, ÷èñëà
ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé è ò. ï.), ñîñòàâíûå çíà÷åíèÿ (çàïèñè è ò. ï.), àáñòðàê-
öèè è ïðèìåíåíèÿ íà óðîâíå çíà÷åíèé, àáñòðàêöèè òèïîâ è ïðèìåíåíèÿ òèïîâ:

5 λx:Nat.x (λx:Nat.x) true

λX.λx:X.x

(λx:Nat.x) 5 pair [Nat] [Bool] 5 false

?> =<

89 :;

Òåðìû

Íà óðîâíå òèïîâ èìåþòñÿ äâå ðàçíîâèäíîñòè âûðàæåíèé. Âî-ïåðâûõ, åñòü
ïðîñòûå òèïû âðîäå Nat, NatÑNat, Pair Nat Bool è @X.XÑX, êàæäûé
èç êîòîðûõ ñîäåðæèò òåðìû. (Ðàçóìååòñÿ, íå ó âñåõ òåðìîâ èìååòñÿ òèï;
íàïðèìåð, åãî íåò ó (λx:Nat.x) true.)
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Nat Pair Nat Bool

(λX.XÑX) Nat

NatÑNat @X.XÑX

?> =<

89 :;

Òèïû

5

OO

λx:Nat.x

bbDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD

PP                 

(λx:Nat.x) true

``

λX.λx:X.x

LL�����������������

(λx:Nat.x) 5

VV,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

pair [Nat] [Bool] 5 false

YY4444444444444444444444444444444444

?> =<

89 :;

Òåðìû

Ñóùåñòâóþò òàêæå îïåðàòîðû íàä òèïàìè, òàêèå êàê Pair è λX.XÑX, êîòî-
ðûå ñàìè ïî ñåáå íå ñëóæàò äëÿ êëàññèôèêàöèè òåðìîâ (òî åñòü, íå èìååò
ñìûñëà âîïðîñ ¾Êàêèå òåðìû èìåþò òèï λX.XÑX?¿). Îäíàêî îíè ìîãóò
áûòü ïðèìåíåíû ê àðãóìåíòàì, äàâàÿ ïðè ýòîì ïðîñòûå òèïû, òàêèå êàê
(λX.XÑX) Nat, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, èñïîëüçóþòñÿ ïðè êëàññèôèêàöèè
òåðìîâ.

Nat Pair Nat Bool Pair

(λX.XÑX) Nat λX.XÑX

NatÑNat @X.XÑX Pair Nat Pair Pair

?> =<

89 :;

Òèïû

5

OO

λx:Nat.x

bbDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD

PP                 

(λx:Nat.x) true

``

λX.λx:X.x

LL�����������������

(λx:Nat.x) 5

VV,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

pair [Nat] [Bool] 5 false

YY4444444444444444444444444444444444

?> =<

89 :;

Òåðìû

Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòûå òèïû, ò. å. òèïîâûå âûðàæåíèÿ âèäà *, ìîãóò â êà÷åñòâå
ñèíòàêñè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ âêëþ÷àòü îïåðàòîðû âûñøåãî ïîðÿäêà íàä
òèïàìè, íàïðèìåð, (λX.XÑX) Nat èëè Pair Nat Bool. Òî÷íî òàê æå, òåðìî-
âûå âûðàæåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå áàçîâûì òèïàì âðîäå Nat, ìîãóò â êà÷åñòâå
ïîäâûðàæåíèé ñîäåðæàòü ëÿìáäà-àáñòðàêöèè, íàïðèìåð, (λx:Nat.x) 5.

Íàêîíåö, èìååòñÿ óðîâåíü âèäîâ. Ïðîñòåéøèì âèäîì ÿâëÿåòñÿ *; îí
ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ÷ëåíîâ âñå ïðîñòûå òèïû.

�source�le� 473 Rev: �revision�, November 28, 2010



474 29.1. Íåôîðìàëüíîå ââåäåíèå

*'& %$ ! "#Âèäû

Nat

OO

Pair Nat Bool

kkWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW
Pair

(λX.XÑX) Nat

ggNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNN
λX.XÑX

NatÑNat

YY33333333333333333333

@X.XÑX

iiRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
Pair Nat Pair Pair

?> =<

89 :;

Òèïû

5

OO

λx:Nat.x

bbDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD

PP                 

(λx:Nat.x) true

``

λX.λx:X.x

LL�����������������

(λx:Nat.x) 5

VV,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

pair [Nat] [Bool] 5 false

YY4444444444444444444444444444444444

?> =<

89 :;

Òåðìû

Îïåðàòîðû íàä òèïàìè, ñêàæåì, λX.XÑX èëè Pair, ïðèíàäëåæàò ôóíêöè-
îíàëüíûì âèäàì, òàêèì êàê *ñ* èëè *ñ*ñ*. Íåâåðíî ïîñòðîåííûå âû-
ðàæåíèÿ íà óðîâíå òèïîâ, âðîäå Pair Pair, íè ê êàêîìó âèäó íå ïðèíàäëåæàò.

* *ñ* *ñ*ñ*'& %$ ! "#Âèäû

Nat

OO

Pair Nat Bool

kkWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW
Pair

jjUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU

(λX.XÑX) Nat

ggNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNN
λX.XÑX

jjVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

NatÑNat

YY33333333333333333333

@X.XÑX

iiRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
Pair Nat

ggOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
Pair Pair

dd

?> =<

89 :;

Òèïû

5

OO

λx:Nat.x

bbDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD

PP                 

(λx:Nat.x) true

``

λX.λx:X.x

LL�����������������

(λx:Nat.x) 5

VV,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

pair [Nat] [Bool] 5 false

YY4444444444444444444444444444444444

?> =<

89 :;

Òåðìû

Óïðàæíåíèå 29.1.1 r�s: ×åì îòëè÷àþòñÿ ïî ñìûñëó òàêèå âûðàæåíèÿ òè-
ïîâîãî óðîâíÿ, êàê @X.XÑX è λX.XÑX?

Óïðàæíåíèå 29.1.2 r�s: Ïî÷åìó ôóíêöèîíàëüíûé òèï âðîäå NatÑNat íå ïðè-
íàäëåæèò ê ôóíêöèîíàëüíîìó âèäó âðîäå *ñ*?
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Òåïåðü åñòåñòâåííî áóäåò ñïðîñèòü: ¾Çà÷åì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà òðåòüåì
óðîâíå âûðàæåíèé?¿. Íåëüçÿ ëè ââåñòè ôóíêöèè, ïåðåâîäÿùèå âèäû â âè-
äû, ïðèìåíåíèå íà óðîâíå âèäîâ, è ò. ï., äîáàâèòü ÷åòâåðòûé óðîâåíü äëÿ
êëàññèôèêàöèè âèäîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ ôóíêöèîíàëüíûì ïîñòðîåíèåì, è
ïðîäîëæàòü â òîì æå äóõå äî áåñêîíå÷íîñòè? Ñèñòåìû òàêîãî ðîäà èññëåäî-
âàëèñü â ðàìêàõ òåîðèè ñèñòåì ÷èñòûõ òèïîâ (pure type systems) (Terlouw,
1989; Berardi, 1988; Barendregt, 1991, 1992; Jutting, McKinna, and Pollack, 1994;
McKinna and Pollack, 1993; Pollack, 1994). Îäíàêî äëÿ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ òðåõ óðîâíåé îêàçàëîñü äîñòàòî÷íî.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè òîì, ÷òî îïåðàòîðû íàä òèïàìè â òîé èëè èíîé ôîðìå
ïðèñóòñòâóþò ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ñòàòè÷åñêè òèïèçèðîâàííûõ ÿçûêàõ ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ, ïðîåêòèðîâùèêè ÿçûêîâ ðåäêî äàþò ïðîãðàììèñòàì äîñòóï
êî âñåì âûðàçèòåëüíûì âîçìîæíîñòÿì äàæå íàøåé òåïåðåøíåé ñèñòåìû. Â
íåêîòîðûõ ÿçûêàõ (íàïðèìåð, â Java), åñòü ëèøü îãðàíè÷åííûé íàáîð âñòðîåí-
íûõ îïåðàòîðîâ âðîäå Array, è íåò âîçìîæíîñòè îïðåäåëÿòü íîâûå. Â äðóãèõ
ÿçûêàõ îïåðàòîðû íàä òèïàìè ñîâìåùåíû ñ äðóãèìè ÿçûêîâûìè êîíñòðóêöè-
ÿìè; íàïðèìåð, â ML òàêèå îïåðàòîðû âêëþ÷åíû â ìåõàíèçì datatype. Ðàç-
ðåøàåòñÿ îïðåäåëÿòü ïàðàìåòðè÷åñêèå òèïû äàííûõ (parametric datatypes),
òàêèå êàê2

type 'a Tyop = tyoptag of ('a Ñ 'a);

÷òî ìû áû çàïèñàëè êàê

Tyop = λX. <tyoptag:X ÑX>;

Äðóãèìè ñëîâàìè, â ML ìîæíî îïðåäåëÿòü ïàðàìåòðè÷åñêèå âàðèàíòû, íî íå
ïðîèçâîëüíûå ïàðàìåòðè÷åñêèå òèïû. Ýòî îãðàíè÷åíèå èìååò òî ïðåèìóùå-
ñòâî, ÷òî êàæäûé ðàç, êîãäà îïåðàòîð Tyop âñòðå÷àåòñÿ íà óðîâíå òèïîâ, íà
óðîâíå òåðìîâ áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèé òåã tyoptag. Òàêèì îá-
ðàçîì, âåçäå, ãäå êîìïèëÿòîð äîëæåí ñ ïîìîùüþ îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè
îïðåäåëåíèé ñâåñòè òèï âðîäå Tyop Nat ê ðåäóöèðîâàííîé ôîðìå NatÑNat,
â ïðîãðàììå íàõîäèòñÿ ìåòêà tyoptag. Ýòî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò àëãîðèòì
ïðîâåðêè òèïîâ.3

Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî îäèí êîíñòðóêòîð âèäîâ, ñ. Îäíàêî â
ëèòåðàòóðå èññëåäîâàëîñü è ìíîæåñòâî äðóãèõ; ñïåêòð ñèñòåì âèäîîáðàçîâà-
íèÿ, ñïîñîáíûõ ïðîâåðÿòü è îòñëåæèâàòü ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà òèïîâûõ âûðà-
æåíèé, ñðàâíèì ñî ñïåêòðîì ñèñòåì òèïîâ, ïðîâåðÿþùèõ è îòñëåæèâàþùèõ
ñâîéñòâà òåðìîâ. Èìåþòñÿ âèäû çàïèñåé (record kinds) (èõ ýëåìåíòàìè ÿâëÿ-
þòñÿ çàïèñè òèïîâ, êîòîðûå íå ñëåäóåò ïóòàòü ñ òèïàìè çàïèñåé � ÷åðåç òàêèå

2Â ýòîì ïðèìåðå ìû èãíîðèðóåì ñîãëàøåíèÿ ML ïî èñïîëüçîâàíèþ áîëüøèõ è ìàëûõ
áóêâ â èäåíòèôèêàòîðàõ. Íà ñàìîì äåëå, â OCaml ýòî îïðåäåëåíèå çàïèñûâàëîñü áû òàê:

type 'a tyop = Tyoptag of ('a Ñ 'a);

3Ýòî îãðàíè÷åíèå àíàëîãè÷íî òîìó, êàê â ML îáðàáàòûâàþòñÿ ðåêóðñèâíûå òèïû (ñì.
�20.1). Îáúåäèíåíèå ðåêóðñèâíûõ òèïîâ ñ îïðåäåëåíèÿìè datatype äàåò ïðîãðàììèñòó óäîá-
ñòâî ýêâèðåêóðñèâíûõ òèïîâ, à êîìïèëÿòîðó � ïðîñòîòó òèïîâ èçîðåêóðñèâíûõ, ïîñêîëüêó
àííîòàöèè fold/unfold óïðÿòûâàþòñÿ â îïåðàöèè ïîìåòêè è îïåðàòîðû ðàçáîðà ñëó÷àåâ,
íåîáõîäèìûå ïðè ðàáîòå ñ âàðèàíòíûìè òèïàìè.
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âèäû åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìû âçàèìíî ðåêóðñèâíûõ òè-
ïîâ); ñòðî÷íûå âèäû (row kinds) (êîòîðûå îïèñûâàþò ¾ñòðîêè ïîëåé¿ � ñ
èõ ïîìîùüþ ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü òèïû çàïèñåé â ñèñòåìàõ, ïîääåðæèâà-
þùèõ ïîëèìîðôèçì ÷åðåç ñòðî÷íûå ïåðåìåííûå, ñì. ñ. 367); ñòåïåííûå âèäû
(power kinds), îíè æå ñòåïåííûå òèïû (power types) (÷åðåç íèõ ñòðîèòñÿ àëü-
òåðíàòèâíûé ïîäõîä ê ïîäòèïàì, ñì. Cardelli, 1988a); îäíîýëåìåíòíûå âèäû
(singleton kinds) (ñâÿçàííûå ñ îïðåäåëåíèÿìè (de�nitions) � ñì. ñ. 471, à òàêæå
ñ ñèñòåìàìè ìîäóëåé ñ ñîâìåñòíûì èñïîëüçîâàíèåì (sharing) � ñì. ñ. 493);
çàâèñèìûå âèäû (dependent kinds) (¾âûñîêîóðîâíåâûé¿ àíàëîã çàâèñèìûõ òè-
ïîâ, îïèñûâàåìûõ â �30.5); è ìíîãèå äðóãèå.

29.2. Îïðåäåëåíèÿ

Ïîëíîå îïðåäåëåíèå áàçîâîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ ñ îïåðàòîðàìè íàä òè-
ïàìè ïðèâåäåíî íà ðèñ. 29.1. Íà óðîâíå òåðìîâ ýòî èñ÷èñëåíèå ñîäåðæèò
òîëüêî ïåðåìåííûå, àáñòðàêöèþ è ïðèìåíåíèå èç ïðîñòîãî òèïèçèðîâàí-
íîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ (è ïîýòîìó íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì òèïèçèðîâàííûì
ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèåì ñ îïåðàòîðàìè íàä òèïàìè, simply typed lambda-calculus
with type operators). Íà óðîâíå òèïîâ ìû èìååì îáûêíîâåííûå ôóíêöèîíàëü-
íûå òèïû è òèïîâûå ïåðåìåííûå, à òàêæå àáñòðàêöèþ è ïðèìåíåíèå îïåðàòî-
ðîâ. Êâàíòîðíûå òèïû âðîäå @X.T â ýòó ñèñòåìó íå âêëþ÷åíû; ìû ïîäðîáíî
ðàññìîòðèì èõ â ãëàâå 30.

Íàøå ïðåäñòàâëåíèå ñèñòåìû ñ âèäàìè ðàñøèðÿåò êîíñòðóêöèþ ïðîñòîãî
òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ â òðåõ îòíîøåíèÿõ. Âî-ïåðâûõ, ââîäèò-
ñÿ íàáîð ïðàâèë ïðèñâîåíèÿ âèäîâ (kinding), óêàçûâàþùèõ, êàê ìîæíî ñî÷å-
òàòü âûðàæåíèÿ òèïà è ïîëó÷àòü ïðè ýòîì íîâûå âûðàæåíèÿ òèïà. Çàïèñü
Γ $ T :: K îçíà÷àåò ¾òèï T ïðèíàäëåæèò âèäó K â êîíòåêñòå Γ¿. Îáðàòè-
òå âíèìàíèå íà ñõîäñòâî ýòèõ ïðàâèë ñ ïðàâèëàìè òèïèçàöèè äëÿ èñõîäíîãî
ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ (ðèñ. 9.1).

Âî-âòîðûõ, êàæäûé ðàç, êîãäà âíóòðè òåðìà âñòðå÷àåòñÿ òèï T (â ôîðìå
λx:T.t), òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü, ïðàâèëüíî ëè T îáðàçîâàí. Ïîýòîìó ê ñòàðîìó
ïðàâèëó T-Abs äîáàâëÿåòñÿ íîâàÿ ïðåäïîñûëêà, Γ $ T :: *. Çàìåòèì, ÷òî T

äîëæåí èìåòü â òî÷íîñòè âèä *, ò. å. äîëæåí áûòü ïðîñòûì òèïîì, ïîñêîëüêó
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ õàðàêòåðèñòèêè çíà÷åíèé, êîòîðûå ðàçðåøåíî ïðèíèìàòü
ïåðåìåííîé x. Ïðàâèëà òèïèçàöèè ñîáëþäàþò èíâàðèàíò, ñîãëàñíî êîòîðîìó
âñÿêèé ðàç, êîãäà ìû ìîæåì âûâåñòè óòâåðæäåíèå Γ $ t : T, âûâîäèìî áóäåò
è óòâåðæäåíèå Γ $ T :: � (ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå óïîìèíàåìûå â êîíòåêñòå òèïû
èìåþò ïðàâèëüíûå âèäû). Ýòîò ìîìåíò ïîäðîáíåå îáñóæäàåòñÿ â �30.3.

Â-òðåòüèõ, äîáàâëÿåòñÿ íàáîð ïðàâèë, êàñàþùèõñÿ îòíîøåíèÿ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè îïðåäåëåíèé (de�nitional equivalence) ìåæäó òèïàìè. Ìû ïèøåì
S � T, ÷òî ÷èòàåòñÿ ¾îïðåäåëåíèÿ òèïîâ S è T ýêâèâàëåíòíû¿. Ýòî îòíîøåíèå
î÷åíü ïîõîæå íà îòíîøåíèå ðåäóêöèè íà óðîâíå òåðìîâ. Âëèÿíèå ýêâèâàëåíò-
íîñòè îïðåäåëåíèé íà òèïèçàöèþ îòðàæåíî â íîâîì ïðàâèëå T-Eq. Ïðåäïî-
ñûëêà î âèäàõ (îïóùåííàÿ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ãäå ìû îáñóæäàëè ýòî ïðà-
âèëî) ïîääåðæèâàåò âûøåóïîìÿíóòûé èíâàðèàíò � ¾òåðìû ñ ïðàâèëüíûìè
òèïàìè âñåãäà èìåþò òèïû ñ ïðàâèëüíûìè âèäàìè¿. Çàìåòèì, ÷òî ýòî ïðàâèëî
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ïîõîæå íà ïðàâèëî âêëþ÷åíèÿ (T-Sub) â ñèñòåìàõ ñ ïîäòèïàìè.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ìåòàòåîðåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ýòîé ñèñòåìû

òðåáóåòñÿ íåêîòîðàÿ ðàáîòà, ïîñêîëüêó îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó òè-
ïàìè äàåò çíà÷èòåëüíóþ ãèáêîñòü â ¾ôîðìàõ¿ òèïîâ, ïðèñâàèâàåìûõ òåðìàì.
Ìû îòêëàäûâàåì èññëåäîâàíèå ýòîé òåîðèè äî ãëàâû 30.
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Ñ ñ Ðàñøèðÿåò λÑ (9.1)

Ñèíòàêñèñ
t ::= òåðìû:

x ïåðåìåííàÿ
λx:T.t àáñòðàêöèÿ
t t ïðèìåíåíèå

v ::= çíà÷åíèÿ:
λx:T.t çíà÷åíèå-àáñòðàêöèÿ

T ::= òèïû:
X òèïîâàÿ ïåðåìåííàÿ
λX::K.T àáñòðàêöèÿ
îïåðàòîðà
T T ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà
TÑT òèï ôóíêöèé

Γ ::= êîíòåêñòû:
H ïóñòîé êîíòåêñò
Γ, x:T ñâÿçûâàíèå òåðìîâîé
ïåðåìåííîé
Γ, X::K ñâÿçûâàíèå òèïîâîé
ïåðåìåííîé

K ::= âèäû:
* âèä ïðîñòûõ òèïîâ
KñK âèä îïåðàòîðîâ

Âû÷èñëåíèå tÑ t1

t1 Ñ t11

t1 t2 Ñ t11 t2

(E-App1)

t2 Ñ t12

v1 t2 Ñ v1 t12
(E-App2)

(λ x:T11.t12) v2 Ñ rx ÞÑ v2st12

(E-AppAbs)
Òèïèçàöèÿ Γ $ t : T

x : T P Γ

Γ $ x : T
(T-Var)

Γ $ T1 :: * Γ, x:T1 $ t2:T2

Γ $ λx:T1.t2 : T1 ÑT2

(T-Abs)

Γ $ t1 : T11 ÑT12 Γ $ t2 : T11

Γ $ t1 t2 : T12

(T-App)

Γ $ t : S S � T Γ $ T :: *

Γ $ t : T

(T-Eq)
Ïðèñâîåíèå âèäîâ Γ $ T :: K

X::K P Γ

Γ $ X :: K
(K-TVar)

Γ, X::K1 $ T2 :: K2

Γ $ λX::K1.T2 :: K1 ñK2

(K-Abs)

Γ $ T1 :: K11 ñK12 Γ $ T2 :: K11

Γ $ T1 T2 :: K12

(K-App)

Γ $ T1 :: * Γ $ T2 :: *

Γ $ T1 ÑT2 :: *

(K-Arrow)
Ýêâèâàëåíòíîñòü òèïîâ S � T

T � T (Q-Refl)

T � S

S � T
(Q-Symm)

S � U U � T

S � T
(Q-Trans)

S1 � T1 S2 � T2

S1 ÑS2 � T1 ÑT2

(Q-Arrow)

S2 � T2

λX::K1.S2 � λX::K1.T2

(Q-Abs)

S1 � T1 S2 � T2

S1 S2 � T1 T2

(Q-App)

(λX::K11.T12) T2 � rX ÞÑ T2sT12

(Q-AppAbs)

Ðèñ. 29.1. Îïåðàòîðû íàä òèïàìè è âèäû (λω)

Rev: �revision�, November 28, 2010 478 �source�le�



479

Ãëàâà 30

Ïîëèìîðôèçì âûñøèõ

ïîðÿäêîâ

Ïîñëå òîãî, êàê â ãëàâå 29 ìû äîáàâèëè ê λÑ îïåðàòîðû íàä òèïàìè, íà
ñëåäóþùåì øàãå áûëî áû åñòåñòâåííî ñî÷åòàòü èõ ñ äðóãèìè òèïîâûìè êîí-
ñòðóêöèÿìè, èçó÷åííûìè íàìè íà ïðîòÿæåíèè ýòîé êíèãè. Â ýòîé ãëàâå ìû
äîáàâëÿåì îïåðàòîðû íàä òèïàìè ê ïîëèìîðôèçìó Ñèñòåìû F è ïîëó÷àåì
øèðîêî èçâåñòíóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ Fω (Girard, 1972). Â ãëàâå 31
èñ÷èñëåíèå îáîãàùàåòñÿ ïîäòèïàìè, è ïîëó÷àåòñÿ Ñèñòåìà Fω<:. Ýòà ïîñëåäíÿÿ
ñëóæèò îñíîâîé íàøåãî ïîñëåäíåãî ðàñøèðåííîãî ïðèìåðà: ÷èñòî ôóíêöèî-
íàëüíûõ îáúåêòîâ â ãëàâå 32.

Îïðåäåëåíèå Fω ñòðîèòñÿ ïðîñòîé êîìáèíàöèåé âîçìîæíîñòåé λω è Ñèñòå-
ìû F. Îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ ñâîéñòâ ýòîé ñèñòåìû (â ÷àñòíîñòè,
ñîõðàíåíèÿ è ïðîäâèæåíèÿ) òðåáóåò áîëüøèõ óñèëèé, ÷åì â áîëüøèíñòâå âè-
äåííûõ íàìè ñèñòåì, ïîñêîëüêó ïðèõîäèòñÿ ó÷èòûâàòü, ÷òî ïðîâåðêà òèïîâ
òåïåðü òðåáóåò âû÷èñëåíèé íà óðîâíå òèïîâ. Ïîñòðîåíèå ýòèõ äîêàçàòåëüñòâ
è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé çàäà÷åé äàííîé ãëàâû.

30.1. Îïðåäåëåíèÿ

Ñèñòåìà Fω ïîëó÷àåòñÿ ïðè ñî÷åòàíèè Ñèñòåìû F èç ãëàâû 23 è λω èç ãëà-
âû 29, ñ äîáàâëåíèåì àííîòàöèé âèäà (X:: K) âñþäó, ãäå ñâÿçûâàþòñÿ òèïîâûå
ïåðåìåííûå (ò. å. â àáñòðàêöèÿõ òèïà è êâàíòîðàõ). Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå
ñèñòåìû, ñîäåðæàùåé òîëüêî êâàíòîðû âñåîáùíîñòè (íî íå ñóùåñòâîâàíèÿ),
äàíî íà ðèñ. 30.1. Ìû ïðèâîäèì âñå ïðàâèëà ïîëíîñòüþ, ÷òîáû îáëåã÷èòü ÷òå-
íèå äîêàçàòåëüñòâ â �30.3, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îòëè÷èÿ îò ïðåäûäóùèõ ñèñòåì
ìèíèìàëüíû.

Ìû èñïîëüçóåì ñîêðàùåííóþ çàïèñü @X.T äëÿ @X:: *.T, à {DX,T} � äëÿ
{DX:: *,T}, ÷òîáû òåðìû Ñèñòåìû F ìîæíî áûëî íàïðÿìóþ ðàññìàòðèâàòü â

Ïðèìåðû èç ýòîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ òåðìàìè Fω (ðèñ. 30.1) ñ çàïèñÿìè, áóëåâñêèìè çíà-
÷åíèÿìè è êâàíòîðàìè ñóùåñòâîâàíèÿ (30.2). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåàëèçàöèÿ íà OCaml íà-
çûâàåòñÿ fullomega. Äëÿ çàâèñèìûõ òèïîâ, óïîìèíàåìûõ â �30.5, ðåàëèçàöèÿ îòñóòñòâóåò.
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êà÷åñòâå òåðìîâ Fω.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü ýêçèñòåíöèàëüíûå òèïû âûñøèõ ïîðÿäêîâ

ïóòåì îáîáùåíèÿ X äî X:: K â èñõîäíîì ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâà-
íèÿ èç ãëàâû 24. Ýòî ðàñøèðåíèå ïðèâåäåíî íà ðèñ. 30.2.

30.2. Ïðèìåð

Ðàñøèðåííûé ïðèìåð ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àáñòðàêöèé,
âêëþ÷àþùèõ îïåðàòîðû íàä òèïàìè, ìû óâèäèì â ãëàâå 32. Çäåñü ìû ðàñ-
ñìîòðèì íàìíîãî áîëåå ñêðîìíûé ïðèìåð.

Âñïîìíèì êîäèðîâàíèå àáñòðàêòíûõ òèïîâ äàííûõ ïðè ïîìîùè ýêçèñòåí-
öèàëüíûõ òèïîâ èç �24.2. Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî ìû õîòèì ðåàëèçîâàòü ÀÒÄ
ïàð, òî÷íî òàê æå, êàê ðàíüøå ìû ðåàëèçîâûâàëè ÀÒÄ òàêèõ òèïîâ, êàê ñ÷åò-
÷èêè. Íîâûé ÀÒÄ äîëæåí ïðåäîñòàâëÿòü îïåðàöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïàð è äëÿ
äîñòóïà ê èõ ýëåìåíòàì. Áîëåå òîãî, õîòåëîñü áû, ÷òîáû ýòè îïåðàöèè áû-
ëè ïîëèìîðôíû, ÷òîáû ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî áûëî ñîçäàâàòü è èñïîëüçîâàòü
ïàðû ýëåìåíòîâ ëþáûõ òèïîâ S è T. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäîñòàâëÿåìûé íàìè
àáñòðàêòíûé òèï äîëæåí áûòü íå ïðîñòûì òèïîì, à àáñòðàêòíûì êîíñòðóê-
òîðîì òèïà (type constructor) (èëè îïåðàòîðîì íàä òèïàìè, type operator).
Îí äîëæåí áûòü àáñòðàêòíûì â òîì æå ñìûñëå, â êàêîì àáñòðàêòíûìè áû-
ëè ÀÒÄ, ñ êîòîðûìè ìû ðàáîòàëè ðàíüøå: äëÿ êàæäûõ S è T îïåðàöèÿ pair

äîëæíà áðàòü ýëåìåíò S è ýëåìåíò T è âîçâðàùàòü ýëåìåíò Pair S T; fst
è snd äîëæíû ïðèíèìàòü ýëåìåíò Pair S T, à âîçâðàùàòü, ñîîòâåòñòâåííî,
ýëåìåíò S èëè T; ýòèì äîëæíû îãðàíè÷èâàòüñÿ ñâåäåíèÿ, èçâåñòíûå êëèåíòó
íàøåé àáñòðàêöèè.

Èñõîäÿ èç ýòèõ òðåáîâàíèé, íåòðóäíî ïîñòðîèòü ñèãíàòóðó, êîòîðóþ òàêîé
ÀÒÄ ïàð äîëæåí ïðåäúÿâëÿòü ìèðó:

PairSig = {DPair\coloncolon {} *ñ*ñ*,

{pair: @X. @Y. X ÑY Ñ(Pair X Y),

fst: @X. @Y. (Pair X Y) ÑX,

snd: @X. @Y. (Pair X Y) ÑY}};

Òî åñòü, ðåàëèçàöèÿ ïàð äîëæíà ïðåäîñòàâëÿòü îïåðàòîð íàä òèïàìè Pair,
à òàêæå ïîëèìîðôíûå ôóíêöèè pair, fst è snd, ïðèíàäëåæàùèå òðåáóåìûì
òèïàì.

Âîò êàê ìîæíî ñîçäàòü ïàêåò ñ òàêèì òèïîì:

pairADT =

{*λX. λY. @R. (X ÑY ÑR) ÑR,

{pair = λX. λY. λx:X. λy:Y.
λR. λp:X ÑY ÑR. p x y,

fst = λX. λY. λp: @R. (X ÑY ÑR) ÑR.

p [X] (λx:X. λy:Y. x),

snd = λX. λY. λp: @R. (X ÑY ÑR) ÑR.

p [Y] (λx:X. λy:Y. y)}} as PairSig;

� pairADT : PairSig
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Âíóòðåííèì ñêðûòûì òèïîì ïðåäñòàâëåíèÿ ñëóæèò îïåðàòîð λX. λY. @R.
(XÑYÑR) Ñ R, êîòîðûé ìû óæå èñïîëüçîâàëè ðàíåå (�24.2) äëÿ ïðåäñòàâëå-
íèÿ ïàð. Êîìïîíåíòû pair, fst è snd â òåëå ÿâëÿþòñÿ ïîëèìîðôíûìè ôóíê-
öèÿìè òðåáóåìûõ òèïîâ.

Îïðåäåëèâ ÀÒÄ, ìû ìîæåì åãî ðàñïàêîâàòü îáû÷íûì ñïîñîáîì:

let {Pair ,pair} = pairADT

in pair.fst [Nat] [Bool] (pair.pair [Nat] [Bool] 5 true);

� 5 : Nat

30.3. Ñâîéñòâà èñ÷èñëåíèÿ

Ïåðåéäåì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíûõ ñâîéñòâ Fω � â ÷àñòíîñòè, êàê
îáû÷íî, òåîðåì î ñîõðàíåíèè è ïðîäâèæåíèè. Èäåè, ëåæàùèå â îñíîâå ýòèõ
äîêàçàòåëüñòâ, ïî÷òè òàêèå æå, êàê òå, ÷òî ìû âèäåëè ðàíüøå, íî òðåáóåòñÿ
ñîáëþäàòü îñòîðîæíîñòü, ïîñêîëüêó ñåé÷àñ ìû ðàáîòàåì ñ äîâîëüíî áîëüøîé
è ñëîæíîé ñèñòåìîé. Â ÷àñòíîñòè, ïîòðåáóþòñÿ çàìåòíûå óñèëèÿ ïðè àíàëè-
çå ñòðóêòóðû îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè òèïîâ. ×òîáû ñîêðàòèòü äîêàçà-
òåëüñòâà, ìû áóäåì ðàáîòàòü òîëüêî ñ âàðèàíòîì Fω, ñîäåðæàùèì êâàíòîðû
îáùíîñòè, òî åñòü, ñ ñèñòåìîé, îïðåäåëåííîé íà ðèñ. 30.1. Ðàñïðîñòðàíåíèå
äîêàçàòåëüñòâ íà êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ íå ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîãî òðóäà.

Áàçîâûå ñâîéñòâà

Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì íåêîòîðûå ïðîñòûå ñâîéñòâà ñèñòåìû, êîòîðûå ïîíàäî-
áÿòñÿ íàì ïîçäíåå.

Ëåììà 30.3.1 rÓñèëåíèås: Åñëè Γ, x:S,∆ $ T :: K, òî Γ,∆ $ T :: K.
Äîêàçàòåëüñòâî: Â îïðåäåëåíèè îòíîøåíèÿ ïðèñâîåíèÿ âèäîâ íèãäå íå óïî-
ìèíàþòñÿ ñâÿçûâàíèÿ òåðìîâûõ ïåðåìåííûõ.

Ðàçíîîáðàçèÿ ðàäè, ìû äîêàçûâàåì ñâîéñòâà ïåðåñòàíîâêè è îñëàáëåíèÿ
äëÿ Fω ñîâìåñòíî, à íå ïî îòäåëüíîñòè, êàê ìû ýòî äåëàëè äî ñèõ ïîð.

Ëåììà 30.3.2 rÏåðåñòàíîâêà è îñëàáëåíèås: Äîïóñòèì, ó íàñ åñòü êîí-
òåêñòû Γ è ∆, ïðè÷åì ∆ � ïðàâèëüíî ïîñòðîåííàÿ ïåðåñòàíîâêà êîíòåêñòà
Γ,Σ äëÿ íåêîòîðîãî Σ � òî åñòü, ∆ ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé íåêîòîðîãî
ðàñøèðåíèÿ Γ.

1. Åñëè Γ $ T :: K, òî ∆ $ T :: K.

2. Åñëè Γ $ t : T, òî ∆ $ t : T.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðÿìîëèíåéíàÿ èíäóêöèÿ ïî äåðåâüÿì âûâîäà.

Ëåììà 30.3.3 rÏîäñòàíîâêà òåðìîâs: Åñëè Γ, x:S,∆ $ t : T è Γ $ s : S,
òî Γ,∆ $ rx ÞÑ sst : T.
Äîêàçàòåëüñòâî: Èíäóêöèÿ ïî äåðåâüÿì âûâîäà. (Óïðàæíåíèå r�s: Íà êà-
êîì øàãå èñïîëüçóåòñÿ ëåììà 30.3.1? À ëåììà 30.3.2?)
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Ëåììà 30.3.4 rÏîäñòàíîâêà òèïîâs:

1. Åñëè Γ, Y:: J,∆ $ T :: K è Γ $ S :: J, òî Γ, rY ÞÑ Ss∆ $ rY ÞÑ SsT :: K.

2. Åñëè T � U, òî rY ÞÑ SsT � rY ÞÑ SsU.

3. Åñëè Γ, Y:: J,∆ $ t : T è Γ $ S :: J, òî Γ, rY ÞÑ Ss∆ $ rY ÞÑ
Sst : rY ÞÑ SsT.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðÿìîëèíåéíàÿ èíäóêöèÿ ïî äåðåâüÿì âûâîäà; â âàðèàíòàõ
K-TVar è T-Var èñïîëüçóåòñÿ ëåììà îá îñëàáëåíèè (ëåììà 30.3.2). Â âà-
ðèàíòå Q-AppAbs òðåáóåòñÿ òàêæå çàìåòèòü, ÷òî rX ÞÑ rY ÞÑ SsT2sprY ÞÑ
SsT12q ñîâïàäàåò ñ rY ÞÑ SsprX ÞÑ T2sqT12.

Ýêâèâàëåíòíîñòü è ðåäóêöèÿ òèïîâ

×òîáû óñòàíîâèòü ñâîéñòâà òèïèçàöèè â Fω, óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ íà-
ïðàâëåííûì âàðèàíòîì îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè òèïîâ, êîòîðàÿ íàçûâà-
åòñÿ ïàðàëëåëüíîé ðåäóêöèåé (parallel reduction) (ðèñ. 30.3). Â îòëè÷èå îò
îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè òèïîâ, çäåñü îòñóòñòâóþò ïðàâèëà ñèììåòðèè è
òðàíçèòèâíîñòè, à ïðàâèëîQR-AppAbs ðàçðåøàåò ðåäóêöèþ â ñîñòàâëÿþùèõ
ðåäåêñà. Îòêàç îò ñèììåòðèè ïðèäàåò îòíîøåíèþ ðåäóêöèè áîëåå ¾âû÷èñëè-
òåëüíûé¿ õàðàêòåð, ïîñêîëüêó (λX:: K11.T12) T2 ïåðåõîäèò â rX ÞÑ T2sT12, íî
íå íàîáîðîò; ïðè òàêîé íàïðàâëåííîñòè îòíîøåíèå îêàçûâàåòñÿ ëåã÷å àíàëè-
çèðîâàòü, íàïðèìåð, â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 30.3.12, äàëåå â ýòîì ðàçäåëå. Òî,
÷òî ìû îòêàçûâàåìñÿ îò òðàíçèòèâíîñòè è ïîçâîëÿåì êîìïîíåíòàì ïðîõîäèòü
ðåäóêöèþ îäíîâðåìåííî ñ ðåäóêöèåé ëÿìáäà-ðåäåêñà � òåõíè÷åñêèå äåòàëè:
ìû ââîäèì ýòè èçìåíåíèÿ ðàäè òîãî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü îäíîøàãîâîå ñâîé-
ñòâî ðîìáà, ñôîðìóëèðîâàííîå íèæå â ëåììå 30.3.8.

Êëþ÷åâîå ñâîéñòâî îòíîøåíèÿ ïàðàëëåëüíîé ðåäóêöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî
åãî òðàíçèòèâíî-ñèììåòðè÷íîå çàìûêàíèå, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì
WV�, ñîâïàäàåò ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ òèïîâ.

Ëåììà 30.3.5 S � T òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S WV� T.
Äîêàçàòåëüñòâî: Â íàïðàâëåíèè (ð) óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Â íàïðàâëåíèè
(ñ), îäíàêî, åñòü åäèíñòâåííàÿ ñëîæíîñòü. Â òî âðåìÿ êàê â âûâîäå îò-
íîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè òèïîâ ýêçåìïëÿðû ïðàâèë Q-Symm è Q-Trans
ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ íà ëþáîì øàãå, îïðåäåëåíèå WV� ïîçâîëÿåò èñïîëü-
çîâàòü ñèììåòðèþ è òðàíçèòèâíîñòü òîëüêî íà ñàìîì âíåøíåì óðîâíå.
Ñïðàâèòüñÿ ñ ýòîé òðóäíîñòüþ óäàåòñÿ, åñëè çàìåòèòü, ÷òî ëþáîé âûâîä
S � T ìîæíî òàê ïðåîáðàçîâàòü â öåïî÷êó S � S0 � S1 � S2 � . . . � Sn � T,
÷òî êàæäûé èç ýòèõ âûâîäîâ ñâîáîäåí îò òðàíçèòèâíîñòè; îíè ¾ñøèâàþò-
ñÿ¿ òðàíçèòèâíîñòüþ íà ñàìîì âåðõíåì óðîâíå, ïðè÷åì â êàæäîì âûâîäå
Si � Si�1 ïðàâèëî Q-Symm ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ (åñëè èñïîëüçóåòñÿ âîîá-
ùå) òîëüêî íà ïîñëåäíåì øàãå.

Áîëåå òîãî, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îòíîøåíèå ïàðàëëåëüíîé ðåäóêöèè êîí-
ôëþýíòíî (con�uent, îò ¾ñëèÿíèå¿), êàê ïîêàçûâàþò ñëåäóþùèå íåñêîëüêî
ëåìì. ×àñòî êîíôëþýíòíîñòü íàçûâàþò ñâîéñòâîì ×¼ð÷à-Ðîññåðà (Church-
Rosser property).
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Ëåììà 30.3.6 Åñëè S V S1, òî rY ÞÑ SsT V rY ÞÑ S1sT äëÿ ëþáîãî òèïà T.

Äîêàçàòåëüñòâî: Èíäóêöèÿ ïî ñòðóêòóðå T.

Ëåììà 30.3.7 Åñëè S V S1 è T V T1, òî rY ÞÑ SsT V rY ÞÑ S1sT1.

Äîêàçàòåëüñòâî: Èíäóêöèÿ ïî âòîðîìó äàííîìó âûâîäó. Â âàðèàíòå
QR-Refl èñïîëüçóåòñÿ ëåììà 30.3.6. Â âàðèàíòàõ QR-Abs, QR-App,
QR-Arrow è QR-All äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Â
âàðèàíòå QR-AppAbs èìååì T � (λX:: K11.T12) T2 è T1 � rX ÞÑ T12sT

1
12, ïðè-

÷åì T12 V T112 è T2 V T12. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, rY ÞÑ SsT12 V
rY ÞÑ S1sT112 è rY ÞÑ SsT2 V rY ÞÑ S1sT12. Ïðèìåíÿÿ QR-AppAbs, ïîëó÷à-
åì (λX:: K11.rY ÞÑ SsT12) rY ÞÑ SsT2 V rX ÞÑ rY ÞÑ S1sT12sprY ÞÑ S1sT112q, ò. å.,
rY ÞÑ Ssp(λX:: K11.T12) T2qV rY ÞÑ S1sprX ÞÑ T12sT

1
12q.

Ëåììà 30.3.8 rÎäíîøàãîâîå ñâîéñòâî ðîìáà äëÿ ðåäóêöèès: Åñëè S V
T è S V U, òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé òèï V, òàêîé, ÷òî T V V è U V V.

Äîêàçàòåëüñòâî: Óïðàæíåíèå rÐåêîìåíäóåòñÿ,���s.

Ëåììà 30.3.9 rÊîíôëþýíòíîñòüs: Åñëè S V� T è S V� U, òî ñóùåñòâóåò
íåêîòîðûé òèï V, òàêîé, ÷òî T V� V è U V� V.

Äîêàçàòåëüñòâî: Åñëè îòäåëüíûå øàãè ðåäóêöèè îò S ê T è îò S ê U èçîá-
ðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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òî ñ ïîìîùüþ ìíîãîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ëåììû 30.3.8 ìîæíî áóäåò çà-
ïîëíèòü âíóòðåííîñòü äèàãðàììû
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è ïîëó÷èòü áîëüøîé ðîìá. Íèæíèå ñòîðîíû ýòîãî ðîìáà ñîîòâåòñòâóþò
îáÿçàòåëüíûì ðåäóêöèÿì.

Óòâåðæäåíèå 30.3.10 Åñëè S WV� T, òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé òèï U, òà-
êîé, ÷òî S V� U è T V� U.
Äîêàçàòåëüñòâî: Óïðàæíåíèå r��s.

Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê êëþ÷åâîìó íàáëþäåíèþ î ñâÿçè ýêâèâàëåíòíîñòè òèïîâ
è ðåäóêöèè: åñëè äâà òèïà ýêâèâàëåíòíû, ÷åðåç ðåäóêöèþ èõ ìîæíî ïðèâåñòè
ê îáùåé ôîðìå. Òàêàÿ ñòðóêòóðà äîñòàòî÷íà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáñóæäàå-
ìûõ íèæå ñâîéñòâ èíâåðñèè.

Ñëåäñòâèå 30.3.11 Åñëè S � T, òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé òèï U, òàêîé,
÷òî S V� U è T V� U.

Ñîõðàíåíèå

Ìû ïî÷òè ãîòîâû ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó ãëàâíîãî óòâåðæäåíèÿ, êî-
òîðîå ãëàñèò, ÷òî òèïû ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ðåäóêöèè. Åäèíñòâåííîå, ÷òî íàì
îñòàëîñü ïåðåä ýòèì äîêàçàòü, � ýòî, êàê îáû÷íî, ëåììà îá èíâåðñèè (inversion
lemma), êîòîðàÿ ïðè äàííîì âûâîäå òèïà, çàêëþ÷åíèå êîòîðîãî èìååò îïðå-
äåëåííóþ ôîðìó, ñîîáùàåò íàì, êàê âûãëÿäÿò ïîäâûâîäû. Â ñâîþ î÷åðåäü,
ýòà ëåììà çàâèñèò îò ïðîñòîãî íàáëþäåíèÿ, êîòîðîå êàñàåòñÿ ïàðàëëåëüíîé
ðåäóêöèè.

Ëåììà 30.3.12 rÑîõðàíåíèå ôîðìû ïðè ðåäóêöèès

1. Åñëè S1 ÑS2 V� T, òî T � T1 ÑT2, ïðè÷åì S1 V� T1 è S2 V� T2.

2. Åñëè @X:: K1.S2 V� T, òî T � @X:: K1.T2, ïðè÷åì S2 V� T2.
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Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðÿìîëèíåéíàÿ èíäóêöèÿ.

Ëåììà 30.3.13 rÈíâåðñèÿs:

1. Åñëè Γ $ λx:S1.s2 : T1 ÑT2, òî T1 � S1 è Γ, x:S1 $ s2 : T2. Êðîìå
òîãî, Γ $ S1 :: *.

2. Åñëè Γ $ λX:: J1.s2 : @X:: K1.T2, òî J1 � K1 è Γ, X:: J1 $ s2 : T2.

Äîêàçàòåëüñòâî: Â ÷àñòè 1 ìû äîêàçûâàåì ïî èíäóêöèè ñëåäóþùåå íåñêîëü-
êî áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå: åñëè Γ $ λx:S1. s2 : S è S � T1 ÑT2, òî
T1 � S1 è Γ, x:S1 $ s2 : T2. Øàã èíäóêöèè, ïðàâèëî T-Eq, òðóäà íå
ïðåäñòàâëÿåò. Èíòåðåñåí áàçîâûé øàã, ïðàâèëî T-Abs. Çäåñü S èìååò âèä
S1 ÑS2, ãäå Γ, x:S1 $ s2 : S2. Ïî ëåììå 30.3.12(1) èìååì T1 � S1 è T2 � S2,
îòêóäà ïðàâèëî T-Eq äàåò íàì Γ, x:S1 $ s2 : T2. Áîëåå òîãî, èç âòîðîé
ïðåäïîñûëêè ïðàâèëà T-Abs ïîëó÷àåì Γ $ S1 :: *. ×àñòü 2 äîêàçûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî.

Òåîðåìà 30.3.14 rÑîõðàíåíèås: Åñëè Γ $ t :T è tÑ t', òî Γ $ t' : T.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðÿìîëèíåéíàÿ èíäóêöèÿ ïî äåðåâüÿì âûâîäà òèïîâ. Ïî-
ñòðîåíèå äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû î ñîõðàíåíèè
äëÿ ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ ñ ïîäòèïàìè (15.3.5).

Âàðèàíò T-Var: t � x

Íå ìîæåò âîçíèêíóòü (ïðàâèë âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïåðåìåííûõ íå ñóùåñòâóåò).

Âàðèàíò T-Abs: t � λx:T1.t2

Íå ìîæåò âîçíèêíóòü (t óæå ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì).

Âàðèàíò T-App: t � t1 t2 Γ $ t1 : T11 ÑT12 Γ $ t2 : T11 T � T12

Èç ðèñ. 30.1 âèäíî, ÷òî tÑ t' ìîæåò áûòü âûâåäåíî ÷åðåç òðè ðàçëè÷íûõ
ïðàâèëà: E-App1, E-App2 è E-AppAbs. Äëÿ ïåðâûõ äâóõ èç íèõ òðåáóåìûé
ðåçóëüòàò ïðÿìî ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè. Òðåòüå ïðàâèëî èí-
òåðåñíåå:

Ïîäâàðèàíò E-AppAbs: t1 � λx:S11.t12 t2 � v2 t' � rx ÞÑ
v2st12

Ñîãëàñíî ëåììå 30.3.13(1), T11 � S11 è Γ, x:S11 $ t12 : T12. Ïî
ïðàâèëó T-Eq, Γ $ t2 : S11. Îòñþäà ïðè ïîìîùè ëåììû î ïîä-
ñòàíîâêå (30.3.3) ïîëó÷àåì Γ $ t' : T12.

Âàðèàíò T-TAbs: t � λX:: K1.t2

Íå ìîæåò âîçíèêíóòü (t óæå ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì).

Âàðèàíò T-TApp: t � t1 [T2] Γ $ t1 : @X:: K11.T12 Γ $ T2 :: K11

T � rX ÞÑ T2sT12

Àíàëîãè÷íî âàðèàíòó T-App, íî âìåñòî ëåììû î ïîäñòàíîâêå òåðìîâ
(30.3.3) èñïîëüçóåòñÿ ëåììà î ïîäñòàíîâêå òèïîâ (30.3.4).

Âàðèàíò T-Eq: Γ $ t : S S � T Γ $ T :: *

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, Γ $ t' : S. Ïî ïðàâèëó T-Eq, Γ $
t' : T.
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Ïðîäâèæåíèå

Ñëåäóþùåé íàøåé çàäà÷åé áóäåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ïðîäâèæåíèè.
Ñíîâà áîëüøàÿ ÷àñòü íåîáõîäèìûõ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâ ó íàñ óæå èìå-
åòñÿ � îñòàëàñü ëèøü ñòàíäàðòíàÿ ëåììà î êàíîíè÷åñêèõ ôîðìàõ, îïèñûâà-
þùàÿ ôîðìû çàìêíóòûõ çíà÷åíèé.

Ëåììà 30.3.15 rÊàíîíè÷åñêèå ôîðìûs:

1. Åñëè t � çàìêíóòîå çíà÷åíèå è $ t : T1 ÑT2, òî t ÿâëÿåòñÿ àáñòðàê-
öèåé.

2. Åñëè t � çàìêíóòîå çíà÷åíèå è $ t : @X:: K1.T2, òî t ÿâëÿåòñÿ àá-
ñòðàêöèåé òèïà.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññóæäåíèÿ â îáåèõ ÷àñòÿõ ëåììû àíàëîãè÷íû; ìû ïðè-
âîäèì ëèøü ÷àñòü (1). Ïîñêîëüêó èìåþòñÿ òîëüêî äâå ôîðìû çíà÷åíèé �
åñëè t ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì è íå ÿâëÿåòñÿ àáñòðàêöèåé, çíà÷èò, ýòî äîëæ-
íà áûòü àáñòðàêöèÿ òèïà. Òàê ÷òî ïðåäïîëîæèì (÷òîáû ïðèéòè ê ïðîòè-
âîðå÷èþ), ÷òî ýòî àáñòðàêöèÿ òèïà. Òîãäà äàííîå íàì äåðåâî âûâîäà äëÿ
$ t : T1 ÑT2 äîëæíî çàâåðøàòüñÿ ýêçåìïëÿðîì T-TAbs, çà êîòîðûì ñëå-
äóåò áîëåå îäíîãî ýêçåìïëÿðà T-Eq. Òî åñòü, îíî äîëæíî èìåòü ñëåäóþùóþ
ôîðìó (ìû îïóñêàåì ïðåäïîñûëêè, êàñàþùèåñÿ âèäîâ):

...

$ t : @X:: K11.S12

(T-TAbs)
@X:: K11.S12 � U1

$ t : U1

...
$ t : Un�1

(T-Eq)

Un�1 � Un

$ t : Un
(T-Eq)

Un � T1 ÑT2

$ t : T1 ÑT2

(T-Eq)

Ïîñêîëüêó ýêâèâàëåíòíîñòü òèïîâ òðàíçèòèâíà, âñå ýòè ýêâèâàëåíòíîñòè
ìû ìîæåì ñëèòü â îäíó è çàêëþ÷èòü, ÷òî @X:: K11.S12 � T1 ÑT2. Îäíàêî
òîãäà, èñõîäÿ èç óòâåðæäåíèÿ 30.3.10, äîëæåí ñóùåñòâîâàòü íåêîòîðûé
òèï U, òàêîé, ÷òî @X:: K11.S12 V� U è T1 ÑT2 V� U. Ñîãëàñíî ëåììå 30.3.12,
òèï U äîëæåí â êà÷åñòâå âíåøíåãî êîíñòðóêòîðà îäíîâðåìåííî èìåòü êâàí-
òîð è ñòðåëêó, ÷òî åñòü ïðîòèâîðå÷èå.

Òåîðåìà 30.3.16 rÏðîäâèæåíèås: Äîïóñòèì, èìååòñÿ çàìêíóòûé ïðà-
âèëüíî òèïèçèðîâàííûé òåðì t (ò. å. $ t : T äëÿ íåêîòîðîãî òèïà T).
Òîãäà ëèáî t ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì, ëèáî ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé òåðì t',
òàêîé, ÷òî tÑ t'.
Äîêàçàòåëüñòâî: Èíäóêöèÿ ïî äåðåâüÿì âûâîäà òèïîâ. Âàðèàíò T-Var âîç-
íèêíóòü íå ìîæåò, ïîñêîëüêó t çàìêíóò. Â âàðèàíòàõ T-Abs è T-TAbs
óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò íåìåäëåííî, ïîñêîëüêó àáñòðàêöèè ÿâëÿþò-
ñÿ çíà÷åíèÿìè. Â âàðèàíòå T-Eq òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî
ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè. Îñòàâøèåñÿ äâà ñëó÷àÿ � ïðèìåíåíèå
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è ïðèìåíåíèå òèïà, ïðåäñòàâëÿþò áîëüøèé èíòåðåñ. Ìû ïðèâîäèì ðàññóæ-
äåíèå òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ ïðèìåíåíèÿ òèïà; âàðèàíò ïðîñòîãî ïðèìåíåíèÿ
äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Âàðèàíò T-TApp: t � t1 [T2] $ t1 : @X:: K11.T12 $ T2 :: K1

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ëèáî t1 ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì, ëèáî îí
ìîæåò ïðîäåëàòü øàã âû÷èñëåíèÿ. Åñëè îí ìîæåò ïðîäåëàòü øàã, òî ê t

ïðèìåíèìî ïðàâèëî E-TApp. Åñëè æå òåðì t1 � çíà÷åíèå, òî ïî ëåììå î
êàíîíè÷åñêèõ ôîðìàõ (30.3.15) íàì èçâåñòíî, ÷òî t1 ÿâëÿåòñÿ àáñòðàêöèåé
òèïà, òàê ÷òî ê t ïðèìåíèìî ïðàâèëî E-TAppTAbs.

Óïðàæíåíèå 30.3.17 rÐåêîìåíäóåòñÿ,��s: Äîïóñòèì, ÷òî ìû äîáàâèëè ê
îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè òèïîâ ñëåäóþùåå ñòðàííîå ïðàâèëî:

TÑT � @X:: *.T

Êàêèå èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ ñèñòåìû îêàæóòñÿ ëîæíûìè? Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, äîïóñòèì, ìû äîáàâèëè ïðàâèëî:

SÑT � TÑS

Êàêèå ñâîéñòâà ïåðåñòàíóò äåéñòâîâàòü â ýòîì ñëó÷àå?

Ïðèñâîåíèå âèäîâ

Â îïðåäåëåíèè Fω íà ðèñ. 30.1 ìû ïîòðàòèëè íåêîòîðûå óñèëèÿ, ÷òîáû
óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âñå òèïû, êîòîðûå ìû ìîæåì ïðèñâîèòü òåðìàì ñîãëàñ-
íî íàøèì ïðàâèëàì, èìåþò ïðàâèëüíûå âèäû. Â ÷àñòíîñòè, â ïðàâèëå T-Abs
ïåðåä äîáàâëåíèåì àííîòàöèè òèïà èç ëÿìáäà-àáñòðàêöèè â êîíòåêñò ìû ïðî-
âåðÿåì, ÷òî îíà ïðàâèëüíî ñôîðìèðîâàíà, à â T-Eq ïðîâîäèòñÿ ïðîâåðêà, ÷òî
òèï T, ïðèïèñûâàåìûé òåðìó t, ïðèíàäëåæèò âèäó *. Òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà
óñëîâèÿ êîððåêòíîñòè, êîòîðîå ýòè ïðîâåðêè îáåñïå÷èâàþò, äàíà â ñëåäóþùåì
óòâåðæäåíèè.

Îïðåäåëåíèå 30.3.18 Êîíòåêñò Γ íàçûâàþò ïðàâèëüíî ïîñòðîåííûì (well
formed), åñëè (1) Γ ïóñò, ëèáî (2) Γ � Γ1, x:T, ãäå Γ1 ïðàâèëüíî ïîñòðîåí è
Γ $ T :: *, ëèáî (3) Γ � Γ1, X:: K è Γ1 ïðàâèëüíî ïîñòðîåí.

Óòâåðæäåíèå 30.3.19 Åñëè Γ $ t : T è Γ ïðàâèëüíî ïîñòðîåí, òî Γ $ T :: *.
Äîêàçàòåëüñòâî: Íåñëîæíàÿ èíäóêöèÿ, ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû 30.3.4(1) â
âàðèàíòå T-TApp.

Ðàçðåøèìîñòü

Èç-çà íåäîñòàòêà ìåñòà ìû íå ìîæåì ïðèâåñòè â ýòîé êíèãå ïîëíîå äî-
êàçàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè äëÿ Fω � ò. å. àëãîðèòì ïðîâåðêè òèïîâ, à òàê-
æå äîêàçàòåëüñòâà åãî êîððåêòíîñòè, ïîëíîòû è ãàðàíòèè çàâåðøåíèÿ, � íî
ïî÷òè âñå òðåáóåìûå äëÿ òàêîãî äîêàçàòåëüñòâà èäåè óæå èçâåñòíû íàì èç
àëãîðèòìà ïîèñêà íàèìåíüøèõ òèïîâ äëÿ Ñèñòåìû F<: â ãëàâå 28.
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Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå ïðèñâîåíèÿ âèäîâ ðàçðåøèìî (ïî-
ñêîëüêó åãî ïðàâèëà óïðàâëÿþòñÿ ñèíòàêñèñîì). Ýòî íå óäèâèòåëüíî, ïîñêîëü-
êó, êàê ìû çàìåòèëè, âèäû, ïî ñóùåñòâó, ÿâëÿþòñÿ êîïèåé ïðîñòîãî òèïèçè-
ðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ ¾íà ñëåäóþùåì óðîâíå¿. Ýòî óáåæäàåò íàñ â
òîì, ÷òî ïðîâåðêè ïðàâèëüíîãî ïðèñâîåíèÿ âèäîâ â ïðàâèëàõ òèïèçàöèè ìî-
ãóò áûòü ýôôåêòèâíî ðåàëèçîâàíû.

Óäàëèì èç îòíîøåíèÿ òèïèçàöèè åäèíñòâåííîå ïðàâèëî, íå óïðàâëÿåìîå
ñèíòàêñèñîì � T-Eq, òàê æå, êàê ìû óäàëÿëè T-Sub èç F<:. Ðàññìîòðèì
îñòàëüíûå ïðàâèëà è âûÿñíèì, êàêèå ïðåäïîñûëêè òðåáóþò îáîáùåíèÿ, ÷òîáû
çàìåíèòü êëþ÷åâûå ñëó÷àè èñïîëüçîâàíèÿ îòñóòñòâóþùåãî òåïåðü ïðàâèëà
T-Eq. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêèõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê äâå.

1. Â ïåðâîé ïðåäïîñûëêå ïðàâèë T-App è T-TApp ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ
ïðèìåíèòü T-Eq, ÷òîáû ïåðåïèñàòü òèï ëåâîãî ïîäâûðàæåíèÿ t1 è âû-
íåñòè ñòðåëêó èëè êâàíòîð íàðóæó. (Íàïðèìåð, åñëè â êîíòåêñòå ïåðå-
ìåííàÿ x ñâÿçàíà ñ òèïîì (λX.XÑX) Nat, òî òåðì-ïðèìåíåíèå x 5 èìååò
òèï Nat òîëüêî ïîòîìó, ÷òî òèï x ìîæåò áûòü ïåðåïèñàí êàê NatÑNat.)

Ìû äîáèâàåìñÿ ýòîãî, ââîäÿ àíàëîã îòíîøåíèÿ âûÿâëåíèÿ èç �28.1.
Çäåñü, âìåñòî òîãî, ÷òîáû ðàñøèðÿòü íàèìåíüøèé òèï t1, ïîêà îí
íå ñòàíåò ôóíêöèîíàëüíûì èëè êâàíòîðíûì òèïîì, ìû ïðîâîäèì åãî
ðåäóêöèþ (reduction) � íàïðèìåð, ìíîãîêðàòíî ïðèìåíÿÿ ïðàâèëà ïî
ðèñ. 30.3, ïîêà äàëüíåéøàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ðåäóêöèÿ íå ñòàíåò íåâîç-
ìîæíîé.1

×òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ýòîò ïðîöåññ ïðèäåò ê çàâåðøåíèþ, íóæ-
íî ïîêàçàòü, ÷òî íàøè ïðàâèëà ðåäóêöèè îáëàäàþò ñâîéñòâîì íîðìàëè-
çàöèè. Ðàçóìååòñÿ, íà òåðìàõ ñ íàðóøåíèåì âèäîâ ðåäóêöèÿ íå áóäåò
íîðìàëèçóþùåé, ïîñêîëüêó â ñèíòàêñèñå Fω èìååòñÿ âñå íåîáõîäèìîå
äëÿ òîãî, ÷òîáû çàêîäèðîâàòü íåçàâåðøàþùèåñÿ òåðìû, òàêèå êàê omega

(ñ. 84). Ê ñ÷àñòüþ, èç óòâåðæäåíèÿ 30.3.19 ñëåäóåò, ÷òî, åñëè ìû íà÷-
íåì ñ ïðàâèëüíî ïîñòðîåííîãî êîíòåêñòà (è â ïðîöåññå áóäåì ïðîâîäèòü
ïðîâåðêè ïðàâèëüíîãî âèäîîáðàçîâàíèÿ, óáåæäàÿñü â òîì, ÷òî êàæäàÿ
àííîòàöèÿ, âíîñèìàÿ íàìè â êîíòåêñò, èìååò ïðàâèëüíûé âèä), òî âñå
òåðìû, ñ êîòîðûìè ìû áóäåì ðàáîòàòü, áóäóò èìåòü ïðàâèëüíûå âèäû.
À äëÿ òàêèõ òåðìîâ ìîæíî ïîêàçàòü (íàïðèìåð, ìîäèôèöèðîâàâ ìåòî-
äû ãëàâû 12), ÷òî ðåäóêöèÿ âñåãäà ïðèâîäèò ê åäèíñòâåííîé íîðìàëüíîé
ôîðìå.

2. Âî âòîðîé ïðåäïîñûëêå ïðàâèëà T-App ìîæåò îêàçàòüñÿ íåîáõîäèìûì
ïðèìåíèòü ýêâèâàëåíòíîñòü òèïîâ, ÷òîáû ñîïîñòàâèòü òèï T2, âû÷èñ-
ëåííûé äëÿ òåðìà t2, ñ òèïîì àðãóìåíòà T11, ñòîÿùåãî ïåðåä ñòðåëêîé
â ôóíêöèîíàëüíîì òèïå òåðìà t1. Ñëåäîâàòåëüíî, àëãîðèòìè÷åñêèé âà-
ðèàíò ýòîãî ïðàâèëà äîëæåí âêëþ÷àòü ïðîâåðêó ýêâèâàëåíòíîñòè òèïîâ
T2 è T11. Òàêóþ ïðîâåðêó ìîæíî ðåàëèçîâàòü, íàïðèìåð, ñâåäÿ îáà ýòèõ

1Íà ñàìîì äåëå áîëüøèíñòâî ïðîãðàìì ïðîâåðêè òèïîâ äëÿ Fω èñïîëüçóþò ìåíåå àãðåñ-
ñèâíóþ ðàçíîâèäíîñòü ðåäóêöèè, èçâåñòíóþ êàê ñëàáàÿ çàãîëîâî÷íàÿ ðåäóêöèÿ (weak head
reduction). Ïðè ýòîì ðåäóöèðóþòñÿ òîëüêî ñàìûå ëåâûå ñàìûå âíåøíèå ðåäåêñû, è ïðîöåññ
îñòàíàâëèâàåòñÿ, êàê òîëüêî êàêîé-òî êîíêðåòíûé êîíñòðóêòîð � ò. å. íå÷òî, íå ÿâëÿþùååñÿ
ïðèìåíåíèåì, � îêàçûâàåòñÿ â íà÷àëå òèïà.
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òèïà ê íîðìàëüíûì ôîðìàì, à çàòåì ïðîâåðèâ, ñîâïàäàþò ëè îíè (ñ
òî÷íîñòüþ äî èìåí ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ).

Óïðàæíåíèå 30.3.20 r����s: Íàïèøèòå ïðîãðàììó ïðîâåðêè òèïîâ äëÿ Fω
íà îñíîâå èçëîæåííûõ çäåñü èäåé. Â êà÷åñòâå îòïðàâíîé òî÷êè ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü èíòåðïðåòàòîð purefsub.

30.4. Âàðèàíòû Fω

Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî Fω âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê λÑ, òàê è Ñèñòåìó F.
Ýòî èíòóèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî âûðàçèòü òî÷íî, îïðåäåëèâ èåðàðõèþ
ñèñòåì F1, F2, F3 è ò. ä. òàê, ÷òîáû ïðåäåëîì ýòîé èåðàðõèè áûëà Fω.

Îïðåäåëåíèå 30.4.1 Â Ñèñòåìå F1 åäèíñòâåííûì âèäîì ÿâëÿåòñÿ *, è
íå ðàçðåøàåòñÿ íè êâàíòèôèêàöèÿ (@), íè àáñòðàêöèÿ (λ) íàä òèïàìè.
Îñòàëüíûå ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíî èåðàðõèè âèäîâ óðîâíÿ i
(kinds at level i), êîòîðàÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

K1 � H
Ki�1 � t*u Y tJñK|J P Ki è K P Ki�1u
Kω �

�
1¤iKi

Â Ñèñòåìå F2 ïî-ïðåæíåìó åäèíñòâåííûì âèäîì ÿâëÿåòñÿ *, è íåò ëÿìáäà-
àáñòðàêöèè íà óðîâíå òèïîâ, íî ðàçðåøåíà êâàíòèôèêàöèÿ ïî ïðîñòûì òè-
ïàì (âèäà *). Â F3 ðàçðåøàåòñÿ êâàíòèôèêàöèÿ ïî îïåðàòîðàì íàä òèïàìè
(ò. å. ìîæíî âûïèñûâàòü âûðàæåíèÿ òèïà, èìåþùèå ôîðìó @X:: K.T, ãäå
K P K3), è ìîæíî ââîäèòü àáñòðàêöèþ íàä ïðîñòûìè òèïàìè (ò. å. ìû
ðàññìàòðèâàåì âûðàæåíèÿ â ôîðìå λX:: *.T è ïðèñâàèâàåì èì âèäû âðîäå
*ñ*). Â îáùåì ñëó÷àå, Fi�1 ïîçâîëÿåò êâàíòèôèêàöèþ íàä òèïàìè ñ âèäà-
ìè èç Ki�1, à òàêæå àáñòðàêöèþ íàä òèïàìè ñ âèäàìè èç Ki.

F1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáû÷íîå ïðîñòîå òèïèçèðîâàííîå ëÿìáäà-
èñ÷èñëåíèå, λÑ. Å¼ îïðåäåëåíèå âûãëÿäèò ñëîæíåå, ÷åì ðèñ. 9.1, ïîñêîëüêó
âêëþ÷àåò îòíîøåíèÿ ïðèñâîåíèÿ âèäà è ýêâèâàëåíòíîñòè òèïîâ. Îäíàêî è òî,
è äðóãîå îòíîøåíèå òðèâèàëüíî: âñÿêèé ñèíòàêñè÷åñêè ïðàâèëüíûé òèï èìå-
åò ïðàâèëüíûé âèä, à èìåííî *, à åäèíñòâåííûé òèï, ýêâèâàëåíòíûé T, � ýòî
ñàì T. Èñ÷èñëåíèå F2 ñîâïàäàåò ñ íàøåé Ñèñòåìîé F; èç-çà ýòîãî åãî ÷àñòî íà-
çûâàþò ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà (second-order lambda-calculus).
F3 � ïåðâàÿ ñèñòåìà, â êîòîðîé îòíîøåíèÿ ïðèñâîåíèÿ âèäà è ýêâèâàëåíòíî-
ñòè òèïîâ îêàçûâàþòñÿ íåâûðîæäåííûìè.

Èíòåðåñíî, ÷òî âñå ïðîãðàììû èç ýòîé êíèãè ñîäåðæàòñÿ â F3. (Ñòðîãî
ãîâîðÿ, îïåðàòîðû íàä òèïàìè Object è Class èç ãëàâû 32 ïîïàäàþò â F4,
ïîñêîëüêó èõ àðãóìåíòîì ñëóæèò îïåðàòîð íàä òèïàìè âèäà (*ñ*)ñ*, íî è
òîò, è äðóãîé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîêðàùåíèå, ÷àñòü ìåòàÿçûêà, à íå
ïîëíîöåííîå âûðàæåíèå èñ÷èñëåíèÿ � òàê ìû ïîñòóïàëè äî ãëàâû 29 ñ Pair, �
ïîñêîëüêó â ïðèìåðàõ ñ Object è Class íå òðåáóåòñÿ êâàíòèôèêàöèÿ ïî òèïàì
ýòîãî âèäà.) Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îãðàíè÷åíèå íàøåãî ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ðàìêàìè F3 âìåñòî ïîëíîãî Fω íå äàåò íèêàêîãî îñîáåííîãî óïðîùåíèÿ íè
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â ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè, íè â ìåòàòåîðåòè÷åñêîé èçîùðåííîñòè, ïîñêîëüêó
îñíîâíûå ìåõàíèçìû � àáñòðàêöèÿ îïåðàòîðîâ íàä òèïàìè è ýêâèâàëåíòíîñòü
òèïîâ � ïðèñóòñòâóþò óæå íà ýòîì óðîâíå.

Óïðàæíåíèå 30.4.2 r� � �� Ûs: Ñóùåñòâóþò ëè ïîëåçíûå ïðîãðàììû, âû-
ðàçèìûå â F4, íî íåâûðàçèìûå â F3?

30.5. Èäåì äàëüøå: çàâèñèìûå òèïû

Â ýòîé êíèãå ìíîãî âíèìàíèÿ óäåëÿëîñü ôîðìàëèçàöèè ðàçíîîáðàçíûõ
ìåõàíèçìîâ àáñòðàêöèè. Â ïðîñòîì òèïèçèðîâàííîì ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèè ìû
ôîðìàëèçîâàëè îïåðàöèþ èçâëå÷åíèÿ ïîäòåðìà èç òåðìà, â ðåçóëüòàòå êîòî-
ðîé ïîëó÷àëàñü ôóíêöèÿ, êîòîðóþ çàòåì ìîæíî êîíêðåòèçèðîâàòü, ïðèìåíÿÿ
åå ê ðàçëè÷íûì òåðìàì. Â Ñèñòåìå F ìû ðàññìîòðåëè îïåðàöèþ èçâëå÷åíèÿ
òèïà èç òåðìà; ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ òåðì, êîòîðûé ìîæíî êîíêðåòèçèðîâàòü,
ïðèìåíÿÿ åãî ê ðàçëè÷íûì òèïàì. Â λω ìû âîñïðîèçâåëè ìåõàíèçì ïðîñòîãî
òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ ¾óðîâíåì âûøå¿, è òåïåðü ìîæåì èçâëå-
êàòü ïîäâûðàæåíèå èç òèïà è ïîëó÷àòü îïåðàòîð íàä òèïàìè, êîòîðûé ìîæíî
êîíêðåòèçèðîâàòü, ïðèìåíÿÿ ê ðàçëè÷íûì òèïàì.

Óäîáíî äóìàòü îá ýòèõ ðàçíîâèäíîñòÿõ àáñòðàêöèè â òåðìèíàõ ñå-
ìåéñòâ âûðàæåíèé, êîòîðûå èíäåêñèðóþòñÿ äðóãèìè âûðàæåíèÿìè. Îáû÷-
íàÿ ëÿìáäà-àáñòðàêöèÿ λx:T1.t2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåìåéñòâî òåðìîâ rx ÞÑ
sst2, ïðîèíäåêñèðîâàííîå òåðìàìè s. Àíàëîãè÷íî, àáñòðàêöèÿ òèïà λX:: K1.t2

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåìåéñòâî òåðìîâ, ïðîèíäåêñèðîâàííîå òèïàìè, à îïåðà-
òîð íàä òèïàìè åñòü ñåìåéñòâî òèïîâ, èíäåêñèðîâàííîå òèïàìè.

λx:T1.t2 ñåìåéñòâî òåðìîâ, èíäåêñèðîâàííîå òåðìàìè
λX:: K1.t2 ñåìåéñòâî òåðìîâ, èíäåêñèðîâàííîå òèïàìè
λX:: K1.T2 ñåìåéñòâî òèïîâ, èíäåêñèðîâàííîå òèïàìè.

Ïðè âçãëÿäå íà ýòîò ñïèñîê ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíî, ÷òî åñòü åùå îäíà âîçìîæ-
íîñòü, íàìè äî ñèõ ïîð íå ðàññìîòðåííàÿ: ñåìåéñòâî òèïîâ, èíäåêñèðîâàííîå
òåðìàìè. Ýòà ôîðìà àáñòðàêöèè òàêæå ïîäðîáíî èçó÷åíà ïîä èìåíåì çàâè-
ñèìûõ òèïîâ (dependent types).

Çàâèñèìûå òèïû ïîçâîëÿþò äîñòè÷ü òàêîé òî÷íîñòè â îïèñàíèè ïîâåäåíèÿ
ïðîãðàìì, êîòîðàÿ èäåò çíà÷èòåëüíî äàëüøå âñåõ òèïîâûõ êîíñòðóêöèé, âè-
äåííûõ íàìè äî ñèõ ïîð. Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ïðèìåðà äîïóñòèì, ÷òî ó íàñ
åñòü âñòðîåííûé òèï FloatList ñ îáû÷íûìè äëÿ òàêîãî òèïà îïåðàöèÿìè:

nil : FloatList

cons : Float Ñ FloatList Ñ FloatList

hd : FloatList Ñ Float

tl : FloatList Ñ FloatList

isnil : FloatList Ñ Bool

Â ÿçûêå ñ çàâèñèìûìè òèïàìè ìîæíî óòî÷íèòü ïðîñòîé òèï FloatList è çà-
ìåíèòü åãî ñåìåéñòâîì òèïîâ FloatList n, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé òèï ñïèñêà ñ n ýëåìåíòàìè.

×òîáû èçâëå÷ü ïîëüçó èç òàêîãî óòî÷íåíèÿ, èçìåíèì òèïû áàçîâûõ îïå-
ðàöèé íàä ñïèñêàìè. Äëÿ íà÷àëà ïðèïèøåì êîíñòàíòå nil òèï FloatList 0.
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×òîáû ïðèïèñàòü îñòàëüíûì îïåðàöèÿì áîëåå òî÷íûå òèïû, òðåáóåòñÿ óñî-
âåðøåíñòâîâàòü ñïîñîá çàïèñè ôóíêöèîíàëüíûõ òèïîâ è ïîçâîëèòü âûðàæàòü
çàâèñèìîñòü ìåæäó èõ àðãóìåíòàìè è òèïàìè ðåçóëüòàòîâ. Íàïðèìåð, äëÿ
cons òðåáóåòñÿ ïðèìåðíî òàêîé òèï: ¾ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ Float è ñïèñîê
äëèíîé n, à âîçâðàùàþùàÿ ñïèñîê äëèíîé n�1¿. Åñëè ìû ñäåëàåì ñâÿçûâàíèå
n ÿâíûì, ââåäÿ åãî êàê äîïîëíèòåëüíûé àðãóìåíò, ýòî îïèñàíèå ïðåâðàùàåòñÿ
â ¾ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ ÷èñëî n, ýëåìåíò òèïà Float è ñïèñîê äëèíîé n,
è âîçâðàùàþùàÿ ñïèñîê äëèíîé succ n¿. Òàêèì îáðàçîì, â òèïå íóæíî îòðà-
çèòü çàâèñèìîñòü ìåæäó çíà÷åíèåì ïåðâîãî àðãóìåíòà (n), à òàêæå òèïàìè
òðåòüåãî àðãóìåíòà (FloatList n) è ðåçóëüòàòà (FloatList (succ n)). Äëÿ
ýòîãî ìû ñâÿçûâàåì èìÿ ñ ïåðâûì àðãóìåíòîì ïðè ïîìîùè çàïèñè Πn:Nat.

... âìåñòî NatÑ.... Ïðè ýòîì òèïû cons è äðóãèõ îïåðàöèé íàä ñïèñêàìè
ïðåâðàùàþòñÿ â

nil : FloatList 0

cons : Πn:Nat. Float ÑFloatList n Ñ FloatList (succ n)

hd : Πn:Nat. FloatList (succ n) ÑFloat

tl : Πn:Nat. FloatList (succ n) ÑFloatList n

Òèïû nil, cons è tl òî÷íî óêàçûâàþò, ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ñîäåðæèò èõ ðå-
çóëüòàò, à hd è tl òðåáóþò â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ íåïóñòûå ñïèñêè. Çàìåòèì
òàêæå, ÷òî ôóíêöèÿ isnil áîëüøå íå íóæíà, ïîñêîëüêó ìû ìîæåì ïðîâåðèòü,
ïóñò ëè ýëåìåíò FloatList n, ïðîñòî ñðàâíèâ n ñ íóë¼ì.

Çàâèñèìûå ôóíêöèîíàëüíûå òèïû (dependent function types), èìåþùèå
ôîðìó Πx:T1.T2, ÿâëÿþòñÿ áîëåå òî÷íîé ôîðìîé ôóíêöèîíàëüíûõ òèïîâ
T1 ÑT2, â êîòîðûõ ìû ñâÿçûâàåì ïåðåìåííóþ x, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò àð-
ãóìåíò ôóíêöèè, è ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü óïîìÿíóòü åå â òèïå ðåçóëüòàòà T2.
Â âûðîæäåííîì ñëó÷àå, êîãäà x íå âñòðå÷àåòñÿ â T2, ìû çàïèñûâàåì Πx:T1.T2

êàê T1 ÑT2.
Ðàçóìååòñÿ, ìîæíî îïðåäåëÿòü è íîâûå òåðìû ñ ôóíêöèîíàëüíûìè çàâè-

ñèìûìè òèïàìè. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ

consthree = λn:Nat. λf:Float. λl:FloatList n.

cons (succ(succ n)) f

(cons (succ n) f

(cons n f l));

êîòîðàÿ ïðèñòàâëÿåò òðè êîïèè ñâîåãî âòîðîãî àðãóìåíòà (f) ê íà÷àëó òðå-
òüåãî àðãóìåíòà (l), èìååò òèï

Πn:Nat. Float ÑFloatList n Ñ FloatList (succ(succ(succ n))).

Çàìåòèì, ÷òî â êàæäîì èç òðåõ âûçîâîâ cons ïåðâûé àðãóìåíò èìååò ðàçíîå
çíà÷åíèå, ÷òî îòðàæàåò ðàçëè÷íóþ äëèíó àðãóìåíòîâ-ñïèñêîâ.

Â èíôîðìàòèêå è ëîãèêå èìååòñÿ îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà ïî çàâèñèìûì òè-
ïàì. Õîðîøèìè îòïðàâíûìè òî÷êàìè ìîãóò ñëóæèòü ðàáîòû Ñìèòà, Íîðä-
ñòðåìà è Ïåòåðñîíà (Smith, Nordstr�om, and Petersson, 1990), Òîìïñîíà
(Thompson, 1991), Ëóî (Luo, 1994) è Õîôìàíà (Hofmann, 1997).

Óïðàæíåíèå 30.5.1 r��s: Òî, ÷òî òèï ýëåìåíòîâ ñïèñêà æåñòêî çàäàí êàê
Float, óïðîùàåò âîñïðèÿòèå ïðèìåðà. Îäíàêî íåòðóäíî îáîáùèòü åãî äî
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ñïèñêîâ ïðîèçâîëüíîãî òèïà T ïðè ïîìîùè îáûêíîâåííûõ îïåðàòîðîâ íàä òè-
ïàìè. Ïîêàæèòå, êàê ýòî ñäåëàòü.

Ïðîäîëæàÿ â òîì æå äóõå, ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèè âûñøåãî ïîðÿäêà
äëÿ ðàáîòû ñî ñïèñêàìè ñ àíàëîãè÷íî óòî÷íåííûìè òèïàìè. Íàïðèìåð, ìîæíî
íàïèñàòü ôóíêöèþ ñîðòèðîâêè, òèï êîòîðîé

sort : Πn:Nat. FloatList n ÑFloatList n

ãîâîðèò íàì, ÷òî îíà âîçâðàùàåò ñïèñîê òîé æå äëèíû, ÷òî ïîëó÷àåò íà âõî-
äå. Áîëåå òîãî, ïóòåì äàëüíåéøåãî óòî÷íåíèÿ èñïîëüçóåìûõ ñåìåéñòâ òèïîâ
ìîæíî äàæå íàïèñàòü ôóíêöèþ sort òàê, ÷òîáû åå òèï ãîâîðèë, ÷òî âîçâðà-
ùàåìûé ñïèñîê âñåãäà îòñîðòèðîâàí. Ïðîâåðêà òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ sort ïðè-
íàäëåæèò ýòîìó òèïó, â ñóùíîñòè, îêàæåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì (proof) òîãî,
÷òî ôóíêöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñâîåé ñïåöèôèêàöèè!

Òàêèå ïðèìåðû ðèñóþò ñîáëàçíèòåëüíóþ êàðòèíó ìèðà, â êîòîðîì ïðî-
ãðàììû âåðíû ïî ïîñòðîåíèþ, â êîòîðîì òèï ïðîãðàììû ãîâîðèò íàì âñå,
÷òî òðåáóåòñÿ çíàòü î åå ïîâåäåíèè, à ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò ðàáîòû ïðî-
öåäóðû ïðîâåðêè òèïîâ âñåëÿåò ïîëíóþ óâåðåííîñòü â òîì, ÷òî ïðîãðàììà
âåäåò ñåáÿ êàê îæèäàåòñÿ. Òàêîå âèäåíèå ñâÿçàíî ñ èäååé ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ïîñðåäñòâîì ¾èçâëå÷åíèÿ âû÷èñëèìîãî ñîäåðæàíèÿ¿ èç äîêàçàòåëüñòâà òîãî,
÷òî ñïåöèôèêàöèÿ âåðíà. Êëþ÷åâîå íàáëþäåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîíñòðóê-
òèâíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû âèäà ¾Äëÿ êàæäîãî x ñóùåñòâóåò y, òàêîå,
÷òî P¿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ, ïåðåâîäÿùóþ x â y, è ñíàáæåí-
íóþ èíôîðìàöèåé î òîì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì P . Ýòà èí-
ôîðìàöèÿ âû÷èñëèòåëüíî íåñóùåñòâåííà, ò. å. ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ òîëüêî
äëÿ ïðîöåäóðû ïðîâåðêè òèïîâ. Ýòè èäåè èññëåäîâàëèñü â ðàìêàõ ïðîåêòîâ
Nuprl (Constable et al., 1986), LEGO (Luo and Pollack, 1992; Pollack, 1994), Coq
(Paulin-Mohring, 1989) è íåêîòîðûõ äðóãèõ.

Ê ñîæàëåíèþ, ìîùíîñòü çàâèñèìûõ òèïîâ � ýòî ïàëêà î äâóõ êîíöàõ.
Ðàçìûâàíèå ðàçëè÷èé ìåæäó ïðîâåðêîé òèïîâ è äîêàçàòåëüñòâîì ïðîèçâîëü-
íûõ òåîðåì íå ïðèâîäèò ê âîëøåáíîìó îáëåã÷åíèþ ïðîöåññà äîêàçàòåëüñòâ �
íàïðîòèâ, îíî ïðåâðàùàåò ïðîâåðêó òèïîâ â âû÷èñëèòåëüíî íåðàçðåøèìóþ
çàäà÷ó! Ðàáîòà ìàòåìàòèêà ñ ïðîãðàììàìè ìåõàíè÷åñêîãî ñîäåéñòâèÿ äîêàçà-
òåëüñòâó íå ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðîñòî çàïèñàòü óñëîâèå òåîðåìû, íàæàòü
êíîïêó è æäàòü, ïîêà ïðîãðàììà îòâåòèò ¾äà¿ èëè ¾íåò¿: òðåáóþòñÿ çíà-
÷èòåëüíûå óñèëèÿ ïî íàïèñàíèþ ñöåíàðèåâ (proof scripts) è òàêòèê äîêàçà-
òåëüñòâ (proof tactics), ïîìîãàþùèõ èíñòðóìåíòó ïîñòðîèòü è âåðèôèöèðî-
âàòü äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè èäåÿ ïðàâèëüíîñòè ïî ïîñòðîåíèþ áóäåò äîâåäåíà
äî ëîãè÷åñêîãî çàâåðøåíèÿ, òî ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïðîãðàììèñòû áóäóò òðà-
òèòü ñîïîñòàâèìûå óñèëèÿ íà àííîòàöèþ ïðîãðàìì ïîäñêàçêàìè è îáúÿñíåíè-
ÿìè, êîòîðûå ïîìîãàþò ïðîãðàììå ïðîâåðêè òèïîâ. Äëÿ íåêîòîðûõ æèçíåííî
âàæíûõ ïðîãðàììèñòñêèõ çàäà÷ òàêèå óñèëèÿ ìîãóò áûòü îïðàâäàíû, íî äëÿ
êàæäîäíåâíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îíè ïî÷òè íàâåðíÿêà ÷ðåçìåðíû.

Òåì íå ìåíåå, ïðåäïðèíèìàëîñü íåñêîëüêî ïîïûòîê ââåñòè çàâèñèìûå
òèïû â ïðîåêòû ïðàêòè÷åñêèõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â òîì ÷èñëå
Russell (Donahue and Demers, 1985; Hook, 1984), Cayenne (Augustsson, 1998),
Dependent ML (Xi and Pfenning, 1998, 1999), Dependently Typed Assembly
Language (¾ßçûê àññåìáëåðà ñ çàâèñèìûìè òèïàìè¿, Xi and Harper, 2001),
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à òàêæå òèïû ôîðì (shape types) Äæåÿ è Ñåêàíèíû (Jay and Sekanina, 1997).
Â ýòèõ ÿçûêàõ èìååòñÿ òåíäåíöèÿ îãðàíè÷èâàòü ìîùíîñòü çàâèñèìûõ òèïîâ
ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ ñèñòåìû, áîëåå óïðàâëÿå-
ìûå ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, è äëÿ íèõ ëåã÷å àâòîìàòèçèðîâàòü ïðî-
âåðêó òèïîâ. Íàïðèìåð, â ÿçûêàõ, ðàçðàáîòàííûõ Xi et. al, çàâèñèìûå òèïû
èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî äëÿ ñòàòè÷åñêîãî óíè÷òîæåíèÿ ïðîâåðîê âûõîäà çà ãðà-
íèöû ìàññèâà âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ; â ýòèõ ÿçûêàõ çàäà÷è ¾äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåì¿, âîçíèêàþùèå ïðè ïðîâåðêå òèïîâ, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âñåãî ëèøü
ñèñòåìû ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò õîðîøèå àâòîìàòè-
çèðîâàííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ.

Îäíà èç îáëàñòåé, â êîòîðûõ çàâèñèìûå òèïû äàâíî âëèÿþò íà ÿçûêè ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ � ýòî ðàçðàáîòêà ñèñòåì ìîäóëåé (module systems), êîòî-
ðûå âêëþ÷àþò ìåõàíèçìû, îòñëåæèâàþùèå ñîâìåñòíîå èñïîëüçîâàíèå ìåæ-
ìîäóëüíûõ çàâèñèìîñòåé. Ñðåäè äîñòèæåíèé â ýòîé îáëàñòè � ÿçûê Pebble
(Burstall and Lampson, 1984), ðàáîòû Ìàêêóèíà (MacQueen, 1986), Ìèò÷åëëà
è Õàðïåðà (Mitchell and Harper, 1988), Õàðïåðà è äð. (Harper, Mitchell, and
Moggi, 1990), à òàêæå Õàðïåðà è Ñòîóíà (Harper and Stone, 2000). Â ïîñëåä-
íåå âðåìÿ ñòàë èñïîëüçîâàòüñÿ òåõíè÷åñêèé ìåõàíèçì îäíîýëåìåíòíûõ âèäîâ
(singleton kinds), ïðè êîòîðîì çàâèñèìîñòü ìåæäó ìîäóëÿìè îòñëåæèâàåòñÿ íà
óðîâíå âèäîâ, à íå òèïîâ (íàïð., Stone and Harper, 2000; Crary, 2000; ñì. òàêæå
Hayashi, 1991; Aspinall, 1994).

Ñî÷åòàíèå çàâèñèìûõ òèïîâ ñ ïîäòèïàìè âïåðâûå ðàññìîòðåíî Êàðäåë-
ëè (Cardelli, 1988b), à çàòåì ðàçâèòî è îáîáùåíî Àñïèíàëëîì (Aspinall,
1994), Ïôåííèíãîì (Pfenning, 1993b), Àñïèíàëëîì è Êîìïàíüîíè (Aspinall and
Compagnoni, 2001), ×åíîì è Ëîíãî (Chen and Longo, 1996) è Öâàíåíáóðãîì
(Zwanenburg, 1999).

Åùå îäíî âàæíîå ïðèëîæåíèå çàâèñèìûõ òèïîâ â èíôîðìàòèêå ñîñòîèò â
ïîñòðîåíèè ñèñòåì ñîäåéñòâèÿ äîêàçàòåëüñòâó è ïðîãðàìì äëÿ àâòîìàòè÷å-
ñêîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì. Â ÷àñòíîñòè, ïðîñòûå ñèñòåìû òèïîâ, ñîäåðæà-
ùèå çàâèñèìûå òèïû, ÷àñòî íàçûâàþò ëîãè÷åñêèìè êîíñòðóêöèÿìè (logical
frameworks). Íàèáîëåå èçâåñòíû ñðåäè íèõ ÷èñòîå ïðîñòîå òèïèçèðîâàííîå
ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå ñ çàâèñèìûìè òèïàìè, LF (Harper, Honsell, and Plotkin,
1992). LF è ðîäñòâåííûå åìó ñèñòåìû, â ÷àñòíîñòè èñ÷èñëåíèå ïîñòðîåíèé
(calculus of constructions) (Coquand and Huet, 1988; Luo, 1994), ïîñëóæè-
ëè îñíîâîé äëÿ áîëüøîãî ñåìåéñòâà ñðåä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì, âêëþ÷àÿ
AutoMath (de Bruijn, 1980), Nuprl (Constable et al., 1986), LEGO (Luo and
Pollack, 1992; Pollack, 1994), Coq (Barras et al., 1997), ALF (Magnusson and
Nordstr�om, 1994) è ELF (Pfenning, 1994). Áîëåå ïîäðîáíûé îáçîð ìîæíî íàé-
òè ó Ïôåííèíãà (Pfenning, 1996).

×åòûðå ôîðìû àáñòðàêöèè, ðàññìîòðåííûå ðàíåå â ýòîì ðàçäåëå, ìîæíî
èçÿùíî èçîáðàçèòü íà ñëåäóþùåé äèàãðàììå, èçâåñòíîé êàê êóá Áàðåíäðåãòà
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(Barendregt cube):2
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Âñå ñèñòåìû â ýòîì êóáå âêëþ÷àþò îáûêíîâåííóþ àáñòðàêöèþ òåðìîâ. Âåðõ-
íÿÿ ãðàíü ïðåäñòàâëÿåò ñèñòåìû ñ ïîëèìîðôèçìîì (ñåìåéñòâàìè òåðìîâ, ïðî-
èíäåêñèðîâàííûõ òèïàìè), äàëüíÿÿ ãðàíü � ñèñòåìû ñ îïåðàòîðàìè íàä òè-
ïàìè, à ïðàâàÿ ãðàíü � ñèñòåìû ñ çàâèñèìûìè òèïàìè. Â ïðàâîì äàëüíåì
óãëó íàõîäèòñÿ èñ÷èñëåíèå ïîñòðîåíèé (calculus of constructions, CC), êîòî-
ðîå ñîäåðæèò âñå ÷åòûðå ôîðìû àáñòðàêöèè. Åùå îäèí óïîìÿíóòûé íàìè
ðàíåå óãîë � LF, ïðîñòîå òèïèçèðîâàííîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå ñ çàâèñèìûìè
òèïàìè. Âñå ñèñòåìû êóáà Áàðåíäðåãòà, à òàêæå ìíîãèå äðóãèå, ìîãóò áûòü
ïðåäñòàâëåíû êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè îáùåé êîíñòðóêöèè ñèñòåì ÷èñòûõ òè-
ïîâ (pure type systems) (Terlouw, 1989; Berardi, 1988; Barendregt, 1991, 1992;
Jutting, McKinna, and Pollack, 1994; McKinna and Pollack, 1993; Pollack, 1994).

2Áàðåíäðåãò (Barendregt, 1991) íàçâàë åå ëÿìáäà-êóá (lambda cube).
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Ñ @ ñ Ðàñøèðÿåò λω (29.1) è Ñèñòåìó F (23.1)

Ñèíòàêñèñ
t ::= òåðìû:

x ïåðåìåííàÿ
λx:T.t àáñòðàêöèÿ
t t ïðèìåíåíèå
λX ::K .t àáñòðàêöèÿ òèïà
t [T] ïðèìåíåíèå òèïà

v ::= çíà÷åíèÿ:
λx:T.t çíà÷åíèå-àáñòðàêöèÿ
λX ::K .t çíà÷åíèå-
àáñòðàêöèÿ òèïà

T ::= òèïû:
X òèïîâàÿ ïåðåìåííàÿ
TÑT òèï ôóíêöèé
@X ::K .T óíèâåðñàëüíûé òèï
λX::K.T àáñòðàêöèÿ
îïåðàòîðà
T T ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà

Γ ::= êîíòåêñòû:
H ïóñòîé êîíòåêñò
Γ, x:T ñâÿçûâàíèå òåðìîâîé
ïåðåìåííîé
Γ, X::K ñâÿçûâàíèå òèïîâîé
ïåðåìåííîé

K ::= âèäû:
* âèä ïðîñòûõ òèïîâ
KñK âèä îïåðàòîðîâ

Âû÷èñëåíèå tÑ t1

t1 Ñ t11

t1 t2 Ñ t11 t2

(E-App1)

t2 Ñ t12

v1 t2 Ñ v1 t12
(E-App2)

(λ x:T11.t12) v2 Ñ rx ÞÑ v2st12

(E-AppAbs)

t1 Ñ t11

t1 [T2]Ñ t11 [T2]
(E-TApp)

(λX :: K11 .t12) [T2]Ñ rX ÞÑ T2st12

(E-TappTabs)
Ïðèñâîåíèå âèäîâ Γ $ T :: K

X:: K P Γ

Γ $ X :: K
(K-TVar)

Γ, X:: K1 $ T2 :: K2

Γ $ λX:: K1.T2 :: K1 ñK2

(K-Abs)

Γ $ T1 :: K11 ñK12 Γ $ T2 :: K11

Γ $ T1 T2 :: K12

(K-App)

Γ $ T1 :: * Γ $ T2 :: *

Γ $ T1 ÑT2 :: *

(K-Arrow)

Γ, X:: K1 $ T2:: *

Γ $ @X:: K1.T2 :: *
(K-All)

ñì. íà ñëåä. ñòðàíèöå. . .

Ðèñ. 30.1. Ïîëèìîðôíîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå âûñøèõ ïîðÿäêîâ (Fω)
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Ýêâèâàëåíòíîñòü òèïîâ S � T

T � T (Q-Refl)

T � S

S � T
(Q-Symm)

S � U U � T

S � T
(Q-Trans)

S1 � T1 S2 � T2

S1 Ñ S2 � T1 Ñ T2

(Q-Arrow)

S2 � T2

@X:: K1.S2 � @X:: K1.T2

(Q-All)

S2 � T2

λX:: K1.S2 � λX:: K1.T2

(Q-Abs)

S1 � T1 S2 � T2

S1 S2 � T1 T2

(Q-App)

(λX:: K11.T12) T2 � rX ÞÑ T2sT12

(Q-AppAbs)

Òèïèçàöèÿ Γ $ t : T

x : T P Γ

Γ $ x : T
(T-Var)

Γ $ T1 :: * Γ, x:T1 $ t2:T2

Γ $ λx:T1.t2 : T1 Ñ T2

(T-Abs)

Γ $ t1 : T11 Ñ T12 Γ $ t2 : T11

Γ $ t1 t2 : T12

(T-App)

Γ, X :: K1 $ t2 : T2

Γ $ λX :: K1 .t2 : @X :: K1 .T2

(T-TAbs)

Γ $ t1 : @X :: K11 .T12

Γ $ T2 :: K11

Γ $ t1 [T2] : rX ÞÑ T2sT12

(T-TApp)

Γ $ t : S S � T Γ $ T :: *

Γ $ t : T

(T-Eq)

Ðèñ. 30.1. Ïîëèìîðôíîå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå âûñøèõ ïîðÿäêîâ (Fω) (ïðîäîë-
æåíèå)
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Ñ @ D ñ Ðàñøèðÿåò Fω(30.1) è 24.1

Íîâûå ñèíòàêñè÷åñêèå ôîðìû
T ::= . . . òèïû:

{DX ::K ,T} ýêçèñòåíöèàëü-
íûé òèï

Íîâûå ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ tÑ t1

let {X,x}=({*T11,v12} as T1) in t2

Ñ rX ÞÑ T11srx ÞÑ v12st2

(E-UnpackPack)

t12 Ñ t112

{*T11,t12} as T1

Ñ {*T11,t
1
12} as T1

(E-Pack)

Íîâûå ïðàâèëà ïðèñâîåíèÿ âèäîâ
Γ $ T :: K

Γ, X:: K1 $ T2 :: *

Γ $ {DX:: K1, T2} :: *
(K-Some)

Íîâûå ïðàâèëà ýêâèâàëåíòíîñòè òè-
ïîâ S � T

S2 � T2

{DX:: K1, S2} � {DX:: K1, T2}

(Q-Some)
Íîâûå ïðàâèëà òèïèçàöèè Γ $ t : T

Γ $ t2 : rX ÞÑ UsT2

Γ $ {DX:: K1,T2} :: *

Γ $ {*U,t2} as {DX :: K1 , T2}

: {DX :: K1 , T2}

(T-Pack)

Γ $ t1 : {DX :: K11 ,T12}

Γ, X :: K11 , x:T12 $ t2 : T2

Γ $ let {X,x}=t1 in t2 : T2

(T-Unpack)

Ðèñ. 30.2. Ýêçèñòåíöèàëüíûå òèïû âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Ïàðàëëåëüíàÿ ðåäóêöèÿ S V T

T V T (QR-Refl)

S1 V T1 S2 V T2

S1 ÑS2 V T1 ÑT2

(QR-Arrow)

S2 V T2

@X:: K1.S2 V @X:: K1.T2

(QR-All)

S2 V T2

λX:: K1.S2 V λX:: K1.T2

(QR-Abs)

S1 V T1 S2 V T2

S1 S2 V T1 T2

(QR-App)

S12 V T12 S2 V T2

(λX:: K11.S12) S2 V rX ÞÑ T2sT12

(QR-AppAbs)

Ðèñ. 30.3. Ïàðàëëåëüíàÿ ðåäóêöèÿ íà òèïàõ
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Ãëàâà 31

Ïîäòèïû âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà, êîòîðóþ ìû ðàññìîòðèì â ýòîé êíèãå, íàçûâàåò-
ñÿ Fω<:(ïðîèçíîñèòñÿ ¾F-sub-omega¿). Îíà, êàê è F<:, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñî-
÷åòàíèå âîçìîæíîñòåé, óæå èññëåäîâàííûõ íàìè ïî îòäåëüíîñòè, � íà ýòîò
ðàç ýòî îïåðàòîðû íàä òèïàìè è ïîäòèïû. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü åå êàê ðàñ-
øèðåíèå Ñèñòåìû F<:, ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îãðàíè÷åííîé
êâàíòèôèêàöèåé, ïðè ïîìîùè îïåðàòîðîâ íàä òèïàìè. Ñàìàÿ èíòåðåñíàÿ íî-
âàÿ âîçìîæíîñòü Fω<: � òî, ÷òî îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
ñ âèäà * íà òèïû âûñøèõ âèäîâ.

Â ëèòåðàòóðå áûëî ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî ðàçíîâèäíîñòåé Fω<:, ðàçëè÷àþ-
ùèõñÿ ïî âûðàçèòåëüíîé ìîùíîñòè è ìåòàòåîðåòè÷åñêîé ñëîæíîñòè. Òà, êîòî-
ðóþ ìû ðàññìàòðèâàåì çäåñü, î÷åíü áëèçêà ê îäíîé èç ñàìûõ ïðîñòûõ, âåðñèè
Ïèðñà è Ñòåôôåíà (Pierce and Ste�en, 1994). Ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü íèêàêèõ
ñâîéñòâ ýòîé ñèñòåìû; òàêèå äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî íàéòè ó Ïèðñà è Ñòåôôå-
íà (Pierce and Ste�en, 1994), ëèáî ó Êîìïàíüîíè (Compagnoni, 1994), à òàêæå
ó Àáàäè è Êàðäåëëè (Abadi and Cardelli, 1996), êîòîðûå ðàññìàòðèâàþò ñõî-
æèå ñèñòåìû. (×òîáû ïðåäñòàâèòü ñåáå äëèíó ýòèõ äîêàçàòåëüñòâ, ïîìíîæüòå
ñëîæíîñòü ãëàâû 28 íà ñëîæíîñòü îïèñàíèÿ â �30.3.)

Îñíîâíàÿ ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé ìû èçó÷àåì Fω<:, � òî, ÷òî ýòà ñèñòåìà
ëåæèò â îñíîâå íàøåãî ïîñëåäíåãî ðàñøèðåííîãî ïðèìåðà, êîòîðûé êàñàåò-
ñÿ îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ãëàâà 32). Ýòîò ïðèìåð íå
èñïîëüçóåò íèêàêèõ îñîáåííûõ õèòðîñòåé îïðåäåëåíèÿ Fω<:. Òðåáóåòñÿ òîëüêî
èìåòü âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ îãðàíè÷åííîé êâàíòèôèêàöèè ïî ïîäòèïàì
äàííîãî îïåðàòîðà íàä òèïàìè. Òàêèì îáðàçîì, ÷èòàòåëü ìîæåò ïðè æåëàíèè
ïðîïóñòèòü ýòó ãëàâó ïðè ïåðâîì ÷òåíèè è âåðíóòüñÿ ê íåé, åñëè âîçíèêíóò
âîïðîñû.

Â ýòîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ÷èñòàÿ Ñèñòåìà Fω
<:

(ðèñ. 31.1). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåàëèçàöèÿ
íàçûâàåòñÿ fomsub (èíòåðïðåòàòîð fullfomsub âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðàçëè÷íûå ðàñøèðåíèÿ, íà-
ïðèìåð, ýêçèñòåíöèàëüíûå òèïû).
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500 31.1. Èíòóèòèâíûå ïîíÿòèÿ

31.1. Èíòóèòèâíûå ïîíÿòèÿ

Âçàèìîäåéñòâèå ïîäòèïîâ è îãðàíè÷åííîé êâàíòèôèêàöèè ñ îïåðàòîðàìè
íàä òèïàìè ïîðîæäàåò íåêîòîðûå ñëîæíîñòè ïðè ïðîåêòèðîâàíèè êîìáèíè-
ðîâàííîé ñèñòåìû. Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê ôîðìàëüíîìó îïðåäåëåíèþ, ìû
êðàòêî îáñóäèì ýòè ñëîæíîñòè.

Ïåðâûé âîïðîñ ñîñòîèò â òîì, ñëåäóåò ëè ïðè íàëè÷èè ïîäòèïîâ îáîáùèòü
îïåðàòîðû íàä òèïàìè ôîðìû λX:: K1.T2 äî îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ íàä
òèïàìè (bounded type operators) ôîðìû λX<:T1.T2. Â ýòîé ãëàâå ïðè âûáîðå
ìåæäó ïðîñòîòîé è åäèíîîáðàçèåì èñ÷èñëåíèÿ ìû âûáèðàåì ïðîñòîòó, è â
íàøåé ñèñòåìå áóäóò ïðèñóòñòâîâàòü êàê îãðàíè÷åííàÿ êâàíòèôèêàöèÿ, òàê
è íåîãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû íàä òèïàìè.

Âòîðîé âîïðîñ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, êàê ðàñøèðèòü îòíîøåíèå ïîäòèïèðî-
âàíèÿ, âêëþ÷èâ â íåãî îïåðàòîðû íàä òèïàìè. Èìååòñÿ íåñêîëüêî âàðèàí-
òîâ. Ïðîñòåéøèé èç íèõ, êîòîðûé ìû è âûáèðàåì â ýòîé ãëàâå � ïîòî÷å÷íîå
(pointwise) ðàñøèðåíèå îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ ñ ïðîñòûõ òèïîâ íà óðî-
âåíü îïåðàòîðîâ. Äëÿ àáñòðàêöèé ìû ãîâîðèì, ÷òî λX.S ÿâëÿåòñÿ ïîäòèïîì
λX.T òîãäà, êîãäà ïðèìåíåíèå èõ îáåèõ ê òèïó U âñåãäà äàåò òèïû, íàõîäÿùè-
åñÿ â îòíîøåíèè ïîäòèïèðîâàíèÿ. Íàïðèìåð, λX.TopÑX ÿâëÿåòñÿ ïîäòèïîì
λX.XÑTop, ïîñêîëüêó TopÑU åñòü ïîäòèï UÑTop ïðè ëþáîì U. Ýòî ýêâèâà-
ëåíòíî òîìó, ÷òîáû ñêàçàòü, ÷òî λX.S ÿâëÿåòñÿ ïîäòèïîì λX.T, åñëè S áóäåò
ïîäòèïîì T â ñëó÷àå, åñëè ìû ðàññìîòðèì òèï X êàê àáñòðàêòíûé (abstract),
íå äåëàÿ íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé î åãî ïîäòèïàõ è íàäòèïàõ. Òàêàÿ ôîðìó-
ëèðîâêà íåìåäëåííî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

Γ, X $ S <: T

Γ $ λX.S <: λX.T
(S-Abs)

È íàîáîðîò, åñëè F è G ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè íàä òèïàìè è F <: G, òî F U

<: G U:
Γ $ F <: G

Γ $ F U <: G U
(S-App)

Çàìåòèì, ÷òî ýòî ïðàâèëî ñðàáàòûâàåò òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà F è G ïðè-
ìåíÿþòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå àðãóìåíòó U. Åñëè èçâåñòíî, ÷òî F ïîòî÷å÷íî
ÿâëÿåòñÿ ïîäòèïîì G, ýòî íè÷åãî íå ãîâîðèò íàì î òîì, êàê ýòè äâà òèïà
ïîâåäóò ñåáÿ, áóäó÷è ïðèìåíåíû ê ðàçíûì àðãóìåíòàì. (Â 31.4 óïîìÿíóòû
íåêîòîðûå áîëåå ñëîæíûå âàðèàíòû Fω<:, â êîòîðûõ ýòîò ñëó÷àé ïðèíèìàåòñÿ
âî âíèìàíèå.)

Åùå îäíî äîïîëíèòåëüíîå ïðàâèëî âîçíèêàåò, ÷òîáû ôîðìàëèçîâàòü
ñìûñë, êîòîðûé ìû ïðèïèñûâàåì îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè òèïîâ. Åñëè
S � T, òî S è T ñîäåðæàò îäíè è òå æå ýëåìåíòû. Îäíàêî ÿñíî, ÷òî òèïû,
ñîäåðæàùèå îäíè è òå æå ýëåìåíòû, ÿâëÿþòñÿ ïîäòèïàìè äðóã äðóãà. Îòñþ-
äà âîçíèêàåò åùå îäíî ïðàâèëî ïîäòèïèðîâàíèÿ, â êîòîðîì ýêâèâàëåíòíîñòü
îïðåäåëåíèé ñëóæèò áàçîâûì ñëó÷àåì.

Γ $ S :: K Γ $ T :: K S � T

Γ $ S <: T
(S-Eq)
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Ðàñøèðèâ ïîäòèïèðîâàíèå îò âèäà * äî âèäà *ñ*, ìîæíî àíàëîãè÷íî ðàñïðî-
ñòðàíèòü åãî è íà áîëåå ñëîæíûå âèäû. Íàïðèìåð, åñëè P è Q ÿâëÿþòñÿ îïå-
ðàòîðàìè íàä òèïàìè âèäà *ñ*ñ*, òî ìû ãîâîðèì, ÷òî P <: Q â òîì ñëó÷àå,
åñëè äëÿ ëþáîãî U ïðèìåíåíèå P U ÿâëÿåòñÿ ïîäòèïîì Q U â ðàìêàõ âèäà *ñ*.

Ýòî îïðåäåëåíèå èìååò ïîëåçíûé ïîáî÷íûé ýôôåêò: äëÿ âûñøèõ âèäîâ
îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ îáëàäàþò ìàêñèìàëüíûìè ýëåìåíòàìè. Åñëè ìû
ñêàæåì, ÷òî Top[*] � Top, è îïðåäåëèì ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû âûñøèõ âè-
äîâ:

Top[K1 ñK2]
def

� λX:: K1.Top[K2]

òî ñ ïîìîùüþ íåñëîæíîé èíäóêöèè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Γ $ S <: Top[K]

(ïðè óñëîâèè, ÷òî S èìååò âèä K). Â ïðàâèëàõ ñëåäóþùåãî ðàçäåëà ìû èñ-
ïîëüçóåì ýòîò ýôôåêò.

Ïåðåõîä îò îáûêíîâåííûõ îãðàíè÷åííûõ êâàíòîðîâ ê îãðàíè÷åííûì êâàí-
òîðàì âûñøèõ ïîðÿäêîâ (higher-order bounded quanti�ers) íå ïðåäñòàâëÿåò
òðóäà. Fω<: íàñëåäóåò îò F<: îãðàíè÷åííûå êâàíòîðû âèäà @X<:T1.T2. Îáîáùå-
íèå ýòîé êîíñòðóêöèè íà âûñøèå ïîðÿäêè (òî åñòü íà êâàíòèôèêàöèþ ïî îïå-
ðàòîðàì íàä òèïàìè) íå òðåáóåò íèêàêèõ èçìåíåíèé â ñèíòàêñèñå: ìû ïðîñòî
ãîâîðèì, ÷òî T1 ìîæåò áûòü ëþáûì âûðàæåíèåì òèïà, âêëþ÷àÿ îïåðàòîðû.
Íåîãðàíè÷åííûå êâàíòîðû âûñøèõ ïîðÿäêîâ, êîòîðûå ìû íàñëåäóåì èç Fω,
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîêðàùåíèÿ äëÿ îãðàíè÷åííûõ êâàíòîðîâ ñ ìàêñè-
ìàëüíûì îãðàíè÷åíèåì � ò. å. ìû ñ÷èòàåì, ÷òî @X:: K1.T2 � ýòî ñîêðàùåííàÿ
çàïèñü äëÿ @X<:Top[K1].T2.

Íàêîíåö, Fω<: íàñëåäóåò îò F<: âîïðîñ î âûáîðå ìåæäó èñïîëüçîâàíèåì
áîëåå âû÷èñëèòåëüíî äîñòóïíîãî ÿäåðíîãî âàðèàíòà èëè áîëåå âûðàçèòåëüíî
ìîùíîãî ïîëíîãî âàðèàíòà äëÿ ïðàâèëà S-All. Ìû çäåñü âûáèðàåì ÿäåðíûé
âàðèàíò; ïîëíûé âàðèàíò òîæå èìååò ñìûñë ñ ñåìàíòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ,
îäíàêî åãî ìåòàòåîðåòè÷åñêèå ñâîéñòâà (äàæå òå, êîòîðûå, ïî àíàëîãèè ñ ïîë-
íîé F<:, êàçàëîñü áû, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ) ïîêà íå óñòàíîâëåíû.

31.2. Îïðåäåëåíèÿ

Ïðàâèëà, îïðåäåëÿþùèå Fω<:, ïðèâåäåíû íà ðèñ. 31.1. Â îïðåäåëåíèè èìå-
åòñÿ îäíà òåõíè÷åñêàÿ òîíêîñòü: íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â ñèñòåìå åñòü äâå ðàçíî-
âèäíîñòè ñâÿçûâàíèÿ äëÿ ïåðåìåííûõ òèïà (X:: K â îïåðàòîðàõ òèïà è X<:T â
êâàíòîðàõ), òîëüêî ïîñëåäíÿÿ èç íèõ ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ â êîíòåêñòàõ. Êîãäà
â ïðàâèëàõ K-Abs è S-Abs ìû ïåðåíîñèì ñâÿçûâàíèå X:: K ñïðàâà îò ñèìâîëà
¾øòîïîðà¿ íàëåâî, ìû çàìåíÿåì åãî íà X <: Top[K].

Åùå îäíà òîíêîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî â Fω<: èñ÷åçàþò ïðàâèëà S-Refl èç
F<: è T-Eq èç Fω. Âñå ýêçåìïëÿðû ñòàðîãî S-Refl íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò
èç S-Eq è Q-Refl, à ïðàâèëî T-Eq âûâîäèòñÿ èç T-Sub è S-Eq.

Óïðàæíåíèå 31.2.1 r�s: Åñëè ìû îïðåäåëèì Id � λX.X è

Γ � B <: Top, A <: B, F <: Id

òî êàêèå èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé î ïîäòèïèðîâàíèè îêàæóòñÿ âûâîäè-
ìûìè?
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Γ $ A <: Id B

Γ $ Id A <: B

Γ $ λX.X <: λX.Top
Γ $ λX. @Y<:X. Y <: λX. @Y<:Top. Y

Γ $ λX. @Y<:X. Y <: λX. @Y<:X. X

Γ $ F B <: B

Γ $ B <: F B

Γ $ F B <: F B

Γ $ @F<:(λY.TopÑY). F A <: @F<:(λY.TopÑY). TopÑB

Γ $ @F<:(λY.TopÑY). F A <: @F<:(λY.TopÑY). F B

Γ $ Top[*ñ*] <: Top[*ñ*ñ*]

31.3. Ñâîéñòâà èñ÷èñëåíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ñâîéñòâ Fω<:, âêëþ÷àÿ ñîõðàíåíèå òèïîâ ïðè ðå-
äóêöèè, ïðîäâèæåíèå è íàëè÷èå íàèìåíüøåãî òèïà äëÿ (áëèçêîãî àíàëîãà)
íàøåé ñèñòåìû, ìîæíî íàéòè â ñòàòüÿõ, óêàçàííûõ â íà÷àëå äàííîé ãëàâû.
Ðàçóìååòñÿ, ýòè äîêàçàòåëüñòâà äîëæíû ó÷èòûâàòü ñëîæíîñòè, âîçíèêàþùèå
ïðè ðàññìîòðåíèè ïîäòèïîâ, îãðàíè÷åííîé êâàíòèôèêàöèè è îïåðàòîðîâ íàä
òèïàìè ïî îòäåëüíîñòè. Âäîáàâîê, ïðè ïîïûòêå îïðåäåëåíèÿ àëüòåðíàòèâíîãî,
óïðàâëÿåìîãî ñèíòàêñèñîì, ïðåäñòàâëåíèÿ ïðàâèë ïîäòèïèðîâàíèÿ, âîçíèêàåò
îäíà ñóùåñòâåííàÿ íîâàÿ ïðîáëåìà: ïðè âûâîäå óòâåðæäåíèÿ î ïîäòèïèðîâà-
íèè ìîæåò ñóùåñòâåííûì îáðàçîì èñïîëüçîâàòüñÿ íå òîëüêî ïðàâèëî î òèïî-
âûõ ïåðåìåííûõ â ñî÷åòàíèè ñ òðàíçèòèâíîñòüþ (êàê ìû âèäåëè â �28.3), íî è
ýêâèâàëåíòíîñòü òèïîâ (ïðàâèëî S-Eq) âìåñòå ñî ñâîéñòâîì òðàíçèòèâíîñòè.

Íàïðèìåð, â êîíòåêñòå Γ � X<:Top, F<:λY.Y óòâåðæäåíèå Γ $ F X <: X

ìîæíî äîêàçàòü òàê (èãíîðèðóÿ óòâåðæäåíèÿ î âèäàõ):

Γ $ F <: λY.Y
(S-TVar)

Γ $ F X <: (λY.Y) X
(S-App)

Γ $ (λY.Y) X <: X
(S-Eq)

Γ $ F X <: X
(S-Trans)

Áîëåå òîãî, çàìåòèì, ÷òî ýòî âçàèìîäåéñòâèå ïðàâèë íåëüçÿ îáîéòè, ïðîñòî
ïðèâîäÿ âñå âûðàæåíèÿ ê íîðìàëüíîé ôîðìå, ïîñêîëüêó âûðàæåíèå F A ðå-
äåêñîì íå ÿâëÿåòñÿ � îíî ñòàíîâèòñÿ èì òîëüêî òîãäà, êîãäà â ïðîöåññå ïðî-
âåðêè òèïîâ ïåðåìåííàÿ F ðàñøèðÿåòñÿ äî âåðõíåé ãðàíèöû λY.Y. Ðåøåíèå
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íîðìàëèçîâûâàòü âûðàæåíèÿ òèïà â íà÷àëå ïðîâåð-
êè ïîäòèïèðîâàíèÿ, à çàòåì, åñëè ïîòðåáóåòñÿ, ïîâòîðÿòü íîðìàëèçàöèþ ïðè
êàæäîé îïåðàöèè ðàñøèðåíèÿ òèïà.

31.4. Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ìíîãèå èäåè, ëåæàùèå â îñíîâå Fω<:, âîñõîäÿò ê Êàðäåëëè, îñîáåííî ê åãî
ñòàòüå ¾Ñòðóêòóðíîå ïîäòèïèðîâàíèå è ïîíÿòèå ñòåïåííîãî òèïà¿ (Cardelli,

Rev: �revision�, November 28, 2010 502 �source�le�



31.4. Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ 503

1988a); ðàñøèðåíèå îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ íà îïåðàòîðû íàä òèïàìè áû-
ëî ðàçðàáîòàíî Êàðäåëëè (Cardelli, 1990) è Ìèò÷åëëîì (Mitchell, 1990a). Ðàí-
íÿÿ ñåìàíòè÷åñêàÿ ìîäåëü áûëà ïîñòðîåíà Êàðäåëëè è Ëîíãî (Cardelli and
Longo, 1991), êîòîðûå èñïîëüçîâàëè îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîé ýêâèâàëåíòíîñòè.
Êîìïàíüîíè è Ïèðñ (Compagnoni and Pierce, 1996) ïîñòðîèëè ìîäåëü äëÿ ðàñ-
øèðåíèÿ Fω<: òèïàìè-ïåðåñå÷åíèÿìè. Áîëåå ìîùíàÿ ìîäåëü, âêëþ÷àþùàÿ ðå-
êóðñèâíûå òèïû, áûëà ïðåäëîæåíà Áðþñîì è Ìèò÷åëëîì (Bruce and Mitchell,
1992); ðîäñòâåííóþ åé ìîäåëü ìîæíî íàéòè ó Àáàäè è Êàðäåëëè (Abadi and
Cardelli, 1996).

Îñíîâíûå ìåòàòåîðåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðèâåäåííîãî çäåñü âàðèàíòà Fω<:
áûëè äîêàçàíû Ïèðñîì è Ñòåôôåíîì (Pierce and Ste�en, 1994), à òàêæå íåçà-
âèñèìî îò íèõ (ñ èñïîëüçîâàíèåì èçÿùíîãî ïðèåìà äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðûé
óïðîùàåò îäíî èç îñíîâíûõ ðàññóæäåíèé) â ðàáîòå Êîìïàíüîíè (Compagnoni,
1994). Ìåòîä Êîìïàíüîíè òàêæå áûë èñïîëüçîâàí Àáàäè è Êàðäåëëè (Abadi
and Cardelli, 1996) äëÿ âàðèàíòà Fω<:, êîòîðûé èñïîëüçîâàë èñ÷èñëåíèå îáúåê-
òîâ, à íå ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå â êà÷åñòâå ÿäðà ÿçûêà òåðìîâ.

Ïîòî÷å÷íîå îïðåäåëåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ ìåæäó îïåðàòîðàìè íàä òèïàìè
ìîæíî îáîáùèòü è ðàçðåøèòü ïîäòèïèðîâàíèå ìåæäó ïðèìåíåíèÿìè ðàçëè÷-
íûõ îïåðàòîðîâ ê ðàçëè÷íûì àðãóìåíòàì (F S <: G T), åñëè ìû óòî÷íèì ñè-
ñòåìó âèäîâ òàê, ÷òîáû ìîæíî áûëî îòñëåæèâàòü ïîëÿðíîñòü (polarity) îïå-
ðàòîðîâ íàä òèïàìè. Ìû ãîâîðèì, ÷òî îïåðàòîð F êîâàðèàíòåí (covariant),
åñëè F S <: F T âñåãäà, êîãäà S <: T, è êîíòðàâàðèàíòåí (contravariant),
åñëè F T <: F S âñåãäà, êîãäà S <: T. Åñëè ìû ââåäåì äâà íîâûõ ïðàâèëà
ïîäòèïèðîâàíèÿ, îòðàæàþùèõ ýòè ñâîéñòâà

Γ $ S <: T F êîâàðèàíòåí

Γ $ F S <: F T

Γ $ S <: T F êîíòðàâàðèàíòåí

Γ $ F T <: F S

òî ïî òðàíçèòèâíîñòè ïîëó÷èì F S <: G T, åñëè F <: G, S <: T è G êîâàðèàí-
òåí. ×òîáû âñå ýòî ðàáîòàëî, íàì ïðèäåòñÿ îòìå÷àòü ïîëÿðíîñòü íà òèïîâûõ
ïåðåìåííûõ è îãðàíè÷èòü êâàíòîðû âûñøèõ ïîðÿäêîâ, ÷òîáû îíè ðàáîòàëè
òîëüêî ñ ïåðåìåííûìè îïðåäåëåííûõ ïîëÿðíîñòåé. Âàðèàíòû Fω<: ñ ïîëÿðíî-
ñòüþ ðàññìàòðèâàëèñü Êàðäåëëè (Cardelli, 1990), Ñòåôôåíîì (Ste�en, 1998),
à òàêæå Äàããàíîì è Êîìïàíüîíè (Duggan and Compagnoni, 1999).

Åùå îäíî âîçìîæíîå ðàñøèðåíèå ïðåäñòàâëåííîé çäåñü Fω<: ñîñòîèò â îáîá-
ùåíèè íåîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ íàä òèïàìè λX:: K1.T2 äî îãðàíè÷åííûõ
îïåðàòîðîâ íàä òèïàìè (bounded type operators) λX<:T1.T2. Òàêîé øàã âåñü-
ìà ïðèâëåêàòåëåí, ïîñêîëüêó îí ïîâòîðÿåò òî, ÷òî ìû ïðîäåëàëè, êîãäà ïåðå-
õîäèëè îò íåîãðàíè÷åííûõ ê îãðàíè÷åííûì êâàíòîðàì â îïðåäåëåíèè F<: ïðè
äîáàâëåíèè ïîäòèïîâ â Ñèñòåìó F. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ýòîì ñèñòåìà ñòàíî-
âèòñÿ íàìíîãî ñëîæíåå, ïîñêîëüêó òðåáóåòñÿ îáîáùèòü òàêæå ñèñòåìó âèäîâ è
ðàçðåøèòü âèäû âðîäå @X<:T1.K2, à ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñîçäàåò âçàèìíóþ çà-
âèñèìîñòü ìåæäó ïðàâèëàìè ïðèñâîåíèÿ âèäîâ è ïðàâèëàìè ïîäòèïèðîâàíèÿ.
Ðàñïóòûâàíèå ýòîé çàâèñèìîñòè òðåáóåò íåìàëûõ óñèëèé. Ñì. Êîìïàíüîíè è
Ãîãåí (Compagnoni and Goguen, 1997a,b).
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Ðàñøèðåíèÿ Fω<: çàâèñèìûìè òèïàìè èññëåäîâàëèñü ×åíîì è Ëîíãî (Chen
and Longo, 1996), à òàêæå Öâàíåíáóðãîì (Zwanenburg, 1999).
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Ñ @ ñ <: Top Îñíîâàíî íà Fω (30.1) è ÿäåðíîé F<: (26.1)

Ñèíòàêñèñ
t ::= òåðìû:

x ïåðåìåííàÿ
λx:T.t àáñòðàêöèÿ
t t ïðèìåíåíèå
λX <:T .t àáñòðàêöèÿ òèïà
t [T] ïðèìåíåíèå òèïà

v ::= çíà÷åíèÿ:
λx:T.t çíà÷åíèå-àáñòðàêöèÿ
λX <:T .t çíà÷åíèå-
àáñòðàêöèÿ òèïà

T ::= òèïû:
Top ìàêñèìàëüíûé òèï
X òèïîâàÿ ïåðåìåííàÿ
TÑT òèï ôóíêöèé
@X <:T .T óíèâåðñàëüíûé òèï
λX::K.T àáñòðàêöèÿ
îïåðàòîðà
T T ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà

Γ ::= êîíòåêñòû:
H ïóñòîé êîíòåêñò
Γ, x:T ñâÿçûâàíèå òåðìîâîé
ïåðåìåííîé
Γ, X<:T ñâÿçûâàíèå òèïîâîé
ïåðåìåííîé

K ::= âèäû:
* âèä ïðîñòûõ òèïîâ
KñK âèä îïåðàòîðîâ

Âû÷èñëåíèå tÑ t1

t1 Ñ t11

t1 t2 Ñ t11 t2

(E-App1)

t2 Ñ t12

v1 t2 Ñ v1 t12
(E-App2)

(λ x:T11.t12) v2 Ñ rx ÞÑ v2st12

(E-AppAbs)

t1 Ñ t11

t1 [T2]Ñ t11 [T2]
(E-TApp)

(λX <:T11 .t12) [T2]Ñ rX ÞÑ T2st12

(E-TappTabs)
Ïðèñâîåíèå âèäîâ Γ $ T :: K

Γ $ Top :: * (K-Top)

X<:T P Γ Γ $ T :: K

Γ $ X :: K
(K-TVar)

Γ, X <:Top[K1] $ T2 :: K2

Γ $ λX:: K1.T2 :: K1 ñK2

(K-Abs)

Γ $ T1 :: K11 ñK12 Γ $ T2 :: K11

Γ $ T1 T2 :: K12

(K-App)

Γ $ T1 :: * Γ $ T2 :: *

Γ $ T1 ÑT2 :: *

(K-Arrow)

Γ, X<:T1 $ T2:: *

Γ $ @X <:T1 .T2 :: *
(K-All)

ñì. íà ñëåä. ñòðàíèöå. . .

Ðèñ. 31.1. Îãðàíè÷åííàÿ êâàíòèôèêàöèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ (Fω<:)
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Ýêâèâàëåíòíîñòü òèïîâ S � T

T � T (Q-Refl)

T � S

S � T
(Q-Symm)

S � U U � T

S � T
(Q-Trans)

S1 � T1 S2 � T2

S1 Ñ S2 � T1 Ñ T2

(Q-Arrow)

S1 � T1 S2 � T2

@ X<:S1 .S2 � @ X<:T1 .T2

(Q-All)

S2 � T2

λX:: K1.S2 � λX:: K1.T2

(Q-Abs)

S1 � T1 S2 � T2

S1 S2 � T1 T2

(Q-App)

(λX:: K11.T12) T2 � rX ÞÑ T2sT12

(Q-AppAbs)
Ïîäòèïû Γ $ S <: T

Γ $ S <: U Γ $ U <: T Γ $ U :: K

Γ $ S <: T

(S-Trans)

Γ $ S :: *

Γ $ S <: Top
(S-Top)

Γ $ T1 <: S1 Γ $ S2 <: T2

Γ $ S1 ÑS2 <: T1 ÑT2

(S-Arrow)

X<:T P Γ

Γ $ X <: T
(S-TVar)

Γ $ U1 :: K1 Γ, X<:U1 $ S2 <: T2

Γ $ @X<:U1.S2 <: @X<:U1.T2

(S-All)

Γ, X<:Top[K1] $ S2 <: T2

Γ $ λX:: K1.S2 <: λX:: K1.T2

(S-Abs)

Γ $ S1 <: T1

Γ $ S1 U < T1 U
(S-App)

Γ $ S :: K Γ $ T :: K S � T

Γ $ S <: T

(S-Eq)
Òèïèçàöèÿ Γ $ t : T

x : T P Γ

Γ $ x : T
(T-Var)

Γ $ T1 :: * Γ, x:T1 $ t2:T2

Γ $ λx:T1.t2 : T1 ÑT2

(T-Abs)

Γ $ t1 : T11 ÑT12 Γ $ t2 : T11

Γ $ t1 t2 : T12

(T-App)

Γ, X <:T $ t2 : T2

Γ $ λX <:T .t2 : @X <:T .T2

(T-TAbs)

Γ $ t1 : @X <:T11 .T12

Γ $ T2 <: T11

Γ $ t1 [T2] : rX ÞÑ T2sT12

(T-TApp)

Γ $ t : S Γ $ S <: T Γ $ T :: *

Γ $ t : T

(T-Sub)

Ðèñ. 31.1. Îãðàíè÷åííàÿ êâàíòèôèêàöèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ (Fω<:) (ïðîäîëæå-
íèå)
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Ãëàâà 32

Ðàñøèðåííûé ïðèìåð: ÷èñòî

ôóíêöèîíàëüíûå îáúåêòû

Â íàøåì ïîñëåäíåì ðàñøèðåííîì ïðèìåðå ìû ïðîäîëæàåì èññëåäîâàòü ýê-
çèñòåíöèàëüíóþ ìîäåëü îáúåêòîâ (existential object model). Ýòà ìîäåëü áûëà
ââåäåíà â �24.2, ãäå ìû ïîêàçàëè, êàê ýêçèñòåíöèàëüíûå ïàêåòû ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ïðîñòûõ îáúåêòîâ. Ìû òàêæå ñðàâíèëè èñïîëüçîâàíèå
ýòîãî ñòèëÿ àáñòðàêöèè è èñïîëüçîâàíèå ýêçèñòåíöèàëüíûõ òèïîâ äëÿ ðåàëè-
çàöèè áîëåå ïðèâû÷íûõ àáñòðàêòíûõ òèïîâ äàííûõ. Â ýòîé ãëàâå ïðè ïîìî-
ùè èíñòðóìåíòîâ, îïèñàííûõ â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ (îïåðàòîðû íàä òèïàìè
è ïîäòèïû âûñøèõ ïîðÿäêîâ), à òàêæå íîâîé êîíñòðóêöèè, ïîëèìîðôíîãî îá-
íîâëåíèÿ (polymorphic update), îïèñàííîãî â �32.7, ìû ðàñøèðÿåì ïðîñòûå
ýêçèñòåíöèàëüíûå îáúåêòû è ïîëó÷àåì íàáîð èäèîì, îáåñïå÷èâàþùèé ãèá-
êîñòü ïîëíîöåííîãî îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, âêëþ÷àÿ
êëàññû è íàñëåäîâàíèå ðåàëèçàöèé.

32.1. Ïðîñòûå îáúåêòû

Âñïîìíèì äëÿ íà÷àëà òèï ÷èñòî ôóíêöèîíàëüíûõ îáúåêòîâ-ñ÷åò÷èêîâ,
Counter:

Counter = {DX, {state:X, methods :{get:X ÑNat ,inc:X Ñ X}}};

Ýëåìåíòàìè ýòîãî òèïà ÿâëÿþòñÿ ïàêåòû ñî ñêðûòûìòèïîì ñîñòîÿíèÿ (state
type) X, ñîñòîÿíèåì (state) òèïà X è çàïèñüþ, ñîäåðæàùåé ìåòîäû, òèï êîòî-
ðîé {get:XÑNat,inc:XÑX}.

Â íåñêîëüêèõ áëèæàéøèõ ðàçäåëàõ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òèï {x:Nat} â
êà÷åñòâå òèïà ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ âñåõ íàøèõ îáúåêòîâ. (Â �32.8 ìû óâèäèì,
êàê îïðåäåëÿòü îáúåêò ñ íåñêîëüêèìè ïåðåìåííûìè ýêçåìïëÿðà, à òàêæå êëàñ-
ñû, äîáàâëÿþùèå íîâûå ïåðåìåííûå ýêçåìïëÿðà.) Ãîâîðÿ î âíóòðåííåì òèïå
ñîñòîÿíèÿ, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåíèå CounterR:

Ïðèìåðû ýòîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ òåðìàìè Fω
<:
(ðèñ. 31.1) ñ çàïèñÿìè (11.7), ÷èñëàìè (8.2)

è ïîëèìîðôíûìè îáíîâëåíèÿìè (ðèñ. 32.1). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåàëèçàöèÿ íà OCaml íàçû-
âàåòñÿ fullupdate.
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CounterR = {x:Nat};

Îáúåêò-ñ÷åò÷èê � ýòî ýëåìåíò òèïà Counter, îïðåäåëÿåìûé ïðè ïîìîùè ïðà-
âèëà ââåäåíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ (T-Pack ïî ðèñ. 24.1).

c = {*CounterR ,

{state = {x=5},

methods = {get = λr:CounterR. r.x,

inc = λr:CounterR. {x=succ(r.x)}}}} as Counter;

� c : Counter

Äëÿ âûçîâà ìåòîäîâ îáúåêòà òèïà Counter ñëåäóåò ýòîò îáúåêò ðàñïàêî-
âàòü, âûáðàòü íóæíîå ïîëå çàïèñè ìåòîäîâ è ïðèìåíèòü åãî ê ñîñòîÿíèþ,

sendget = λc:Counter.
let {X,body} = c in

body.methods.get(body.state );

� sendget : Counter Ñ Nat

È íàêîíåö, (â ñëó÷àå ñ inc, êîòîðûé äîëæåí âåðíóòü íîâûé îáúåêò, à íå ïðîñòî
ãîëîå ÷èñëî), ïðè íåîáõîäèìîñòè ðåçóëüòàò íàäî ïåðåïàêîâàòü â íîâûé îáúåêò
ñ òåì æå òèïîì ïðåäñòàâëåíèÿ è ìåòîäàìè, ÷òî è â èñõîäíîì îáúåêòå.

sendinc = λc:Counter.
let {X,body} = c in

{*X,

{state = body.methods.inc(body.state),

methods = body.methods }} as Counter;

� sendinc : Counter Ñ Counter

Ïðè ïîìîùè ýòèõ áàçîâûõ ôóíêöèé ìîæíî ñòðîèòü áîëåå ñëîæíûå òåðìû,
ìàíèïóëèðóþùèå îáúåêòàìè-ñ÷åò÷èêàìè.

addthree = λc:Counter. sendinc (sendinc (sendinc c));

� addthree : Counter Ñ Counter

32.2. Ïîäòèïû

Ïðèÿòíàÿ âîçìîæíîñòü òàêîãî ýêçèñòåíöèàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ îáúåêòîâ
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ, êîòîðûå ìû õîòèì óñòà-
íîâèòü ìåæäó òèïàìè îáúåêòîâ, ïðÿìî ñëåäóþò èç ïðàâèë ïîäòïèðîâàíèÿ
äëÿ êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ è çàïèñåé. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, âñïîìíèì
(èç ðèñ. 26.3) ïðàâèëî ïîäòèïèðîâàíèÿ äëÿ ýêçèñòåíöèàëüíûõ òèïîâ.1

Γ, X<:U $ S2 <: T2

Γ $ {DX<:U,S2} <: {DX<:U,T2}
(S-Some)

1Ìû èñïîëüçóåì çäåñü òîëüêî ÿäåðíûé âàðèàíò ïðàâèëà; âñÿ ìîùíîñòü ïîëíîé âåðñèè
íàì íå òðåáóåòñÿ. Â ñóùíîñòè, â ýòîé ãëàâå íàì âîîáùå íå íóæíû îãðàíè÷åííûå ýêçèñòåí-
öèàëüíûå òèïû � îãðàíè÷åíèåì âî âñåõ êâàíòîðàõ ñóùåñòâîâàíèÿ áóäåò Top.
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Ýòî ïðàâèëî íåïîñðåäñòâåííî ãîâîðèò íàì, ÷òî åñëè ìû îïðåäåëèì òèï îáú-
åêòîâ, ó êîòîðîãî ìåòîäîâ áîëüøå, ÷åì ó Counter, íàïðèìåð,

ResetCounter =

{DX, {state:X, methods :{get: X ÑNat , inc:X Ñ X, reset:X Ñ

X}}};

òî îí îêàæåòñÿ ïîäòèïîì Counter, ò. å. ResetCounter <: Counter. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî åñëè ìû îïðåäåëèì îáúåêò-ñ÷åò÷èê ñ âîçìîæíîñòüþ ñáðîñà,

rc = {*CounterR ,

{state = {x=0},

methods = {get = λr:CounterR. r.x,

inc = λr:CounterR. {x=succ(r.x)},

reset = λr:CounterR. {x=0}}}} as ResetCounter;

� rc : ResetCounter

òî ïî ïðàâèëó âêëþ÷åíèÿ ìû ñìîæåì ïåðåäàâàòü ýòîò îáúåêò â ôóíêöèè,
îïðåäåëåííûå äëÿ òèïà Counter, òàêèå êàê sendget, sendinc è addthree:

rc3 = addthree rc;

� rc3 : Counter

Îäíàêî çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ìû òåðÿåì èíôîðìàöèþ î òèïàõ: òèïîì rc3

îêàçûâàåòñÿ ïðîñòî Counter, à íå ResetCounter.

32.3. Îãðàíè÷åííàÿ êâàíòèôèêàöèÿ

Ðàçóìååòñÿ, èìåííî òàêîãî ðîäà ïîòåðÿ èíôîðìàöèè èç-çà âêëþ÷åíèÿ è
ïîñëóæèëà ïðè÷èíîé ââåäåíèÿ îãðàíè÷åííîé êâàíòèôèêàöèè â ãëàâå 26. Îä-
íàêî îãðàíè÷åííàÿ êâàíòèôèêàöèÿ ñàìà ïî ñåáå íåäîñòàòî÷íà � äëÿ ðåøåíèÿ
ñòîÿùåé ïåðåä íàìè ñåé÷àñ ïðîáëåìû åå íóæíî îáîãàòèòü íåêîòîðûì äîïîë-
íèòåëüíûì ìåõàíèçìîì.

×òîáû ïîíÿòü, ïî÷åìó ýòî òàê, ðàññìîòðèì î÷åâèäíîå óòî÷íåíèå òèïà
sendinc ïðè ïîìîùè îãðàíè÷åííîé êâàíòèôèêàöèè � @C<:Counter. CÑC. Åñ-
ëè íàø sendinc áóäåò èìåòü òàêîé òèï, ìû ñìîæåì çàïèñàòü addthree êàê

addthree = λC<: Counter. λc:C.
sendinc [C] (sendinc [C] (sendinc [C] c));

� addthree : @C<: Counter. C ÑC

è, ïðèìåíèâ åãî ê rc, ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò òèïà ResetCounter.

rc3 = addthree [ResetCounter] rc;

� rc3 : ResetCounter

Ê ñîæàëåíèþ, ó íàñ íåò ñïîñîáà íàïèñàòü òàêóþ ôóíêöèþ � èëè, òî÷íåå,
íåò ñïîñîáà íàïèñàòü ôóíêöèþ, âåäóùóþ ñåáÿ êàê íàì íàäî è äàòü åé òàêîé
òèï. Ðàçóìååòñÿ, ìîæíî íàïèñàòü ôóíêöèþ òîæäåñòâà ñ òàêèì òèïîì,

�source�le� 509 Rev: �revision�, November 28, 2010



510 32.3. Îãðàíè÷åííàÿ êâàíòèôèêàöèÿ

wrongsendinc = λC<: Counter. λc:C. c;

� wrongsendinc : @C<: Counter. C ÑC

îäíàêî åñëè ìû ïîïûòàåìñÿ óëó÷øèòü íàñòîÿùóþ ðåàëèçàöèþ sendinc, äîáà-
âèâ â íà÷àëî îãðàíè÷åííóþ àáñòðàêöèþ òèïà, ìû ïîëó÷èì îøèáêó òèïèçàöèè.

sendinc =

λC<: Counter. λc:C.
let {X,body} = c in

{*X,

{state = body.methods.inc(body.state),

methods = body.methods }}

as C;

� Îøèáêà: òðåáóåòñÿ ýêçèñòåíöèàëüíûé òèï

Ïðîáëåìà êðîåòñÿ â ïîñëåäíåé ñòðîêå. Àííîòàöèÿ as C ãîâîðèò ïðîöåäóðå
ïðîâåðêè òèïîâ: ¾èñïîëüçóé ýêçèñòåíöèàëüíûé òèï C äëÿ ñîçäàâàåìîãî çäåñü
ïàêåòà¿. Íî C íå ÿâëÿåòñÿ ýêçèñòåíöèàëüíûì òèïîì � ýòî òèïîâàÿ ïåðåìåí-
íàÿ. Ýòî íå ïðîñòî ãëóïîå îãðàíè÷åíèå ïðàâèë òèïèçàöèè, êîòîðûå ìû îïðå-
äåëèëè, � íàïðèìåð, ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ïðàâèëà ¾íå çíàþò¿, ÷òî âñÿêèé
ïîäòèï ýêçèñòåíöèàëüíîãî òèïà åñòü ýêçèñòåíöèàëüíûé òèï. Íàïðîòèâ, áûëî
áû íåâåðíî ïðèñâàèâàòü ïàêåòó

{*X,

{state = body.methods.inc(body.state),

methods = body.methods }}

òèï C. Çàìåòèì, íàïðèìåð, ÷òî òèï

{DX, {state:X, methods :{get:X ÑNat ,inc:X Ñ X}, junk:Bool}}

ÿâëÿåòñÿ ïîäòèïîì Counter. Íî ïðèâåäåííûé íàìè ïàêåò îïðåäåëåííî íå èìå-
åò òàêîãî òèïà: â íåì íåò ïîëÿ junk. Òàêèì îáðàçîì, íåâåðíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ïîäòèïà C òèïà Counter òåëî âûøåïðèâåäåííîãî âàðèàíòà sendinc ¾íà ñàìîì
äåëå¿ èìååò òèï C, è òîëüêî ïðàâèëà òèïèçàöèè ýòîãî íå âèäÿò. Ìîæíî äàæå
ïîêàçàòü (íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ äåíîòàöèîííóþ ìîäåëü äëÿ F<: � ñì. Robinson
and Tennent, 1988), ÷òî â ÷èñòîé F<: òèïû, èìåþùèå ôîðìó @C<:T.CÑC, ñî-
äåðæàò òîëüêî ôóíêöèè òîæäåñòâà.

Áûëî ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî ñïîñîáîâ îáîéòè ýòîò íåäîñòàòîê F<:. Îäèí èç
íèõ ñîñòîèò â ïåðåõîäå îò F<: ê Fω<:, èñïîëüçóÿ îãðàíè÷åííóþ êâàíòèôèêàöèþ
âûñøèõ ïîðÿäêîâ äëÿ äàëüíåéøåãî óòî÷íåíèÿ òèïà ôóíêöèé âðîäå sendinc.
Äðóãàÿ âîçìîæíîñòü � ñîõðàíèòü òèï @C<:Counter.CÑC, íî äîáàâèòü â ÿçûê
êîíñòðóêöèè, ïîçâîëÿþùèå ïîñòðîèòü èíòåðåñíûå ýëåìåíòû òàêîãî òèïà. Íà-
êîíåö, åùå îäèí âàðèàíò ñâîäèòñÿ ê äîáàâëåíèþ â ÿçûê ññûëîê. Îäíàêî ýòîò
ïîñëåäíèé ïóòü ìû óæå èñïðîáîâàëè â ãëàâå 27; â ýòîé ãëàâå íàøà öåëü � âû-
ÿñíèòü, ÷åãî (è êàê) ìîæíî äîáèòüñÿ â ðàìêàõ ÷èñòî ôóíêöèîíàëüíîãî ñòèëÿ.

Ïîñëåäóþùåå èçëîæåíèå ñî÷åòàåò äâà èç ïåðå÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Äëÿ ðàç-
ðåøåíèÿ ïðîáëåì ñ êâàíòèôèêàöèåé ïî òèïàì îáúåêòîâ, çàìå÷åííûõ íàìè â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, èñïîëüçóåòñÿ Fω<:, à ïîõîæèå ñëîæíîñòè ïðè ðàáîòå ñ
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ïåðåìåííûìè ýêçåìïëÿðà (�32.8) ðåøàþòñÿ ÷åðåç íîâóþ ýëåìåíòàðíóþ êîí-
ñòðóêöèþ äëÿ ïîëèìîðôíîãî îáíîâëåíèÿ çàïèñåé (polymorphic record update)
(�32.7).

32.4. Òèïû èíòåðôåéñîâ

Ïðè ïîìîùè îïåðàòîðîâ íàä òèïàìè ìîæíî âûðàçèòü Counter êàê êîìáèíà-
öèþ äâóõ ÷àñòåé

Counter = Object CounterM;

ãäå

CounterM = λR. {get: R ÑNat , inc:R Ñ R};

ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì âèäà *ñ*, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò êîíêðåòíûé èíòåðôåéñ
ìåòîäîâ äëÿ îáúåêòîâ-ñ÷åò÷èêîâ, à

Object = λM::*ñ*. {DX, {state:X, methods:M X}};

ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì âèäà (*ñ*)ñ*, êîòîðûé îòðàæàåò îáùóþ ñòðóêòóðó
âñåõ îáúåêòíûõ òèïîâ. Ïðè òàêîé íîâîé ôîðìóëèðîâêå ìû äîáèâàåìñÿ îòäåëå-
íèÿ ïåðåìåííîé ÷àñòè (èíòåðôåéñà ìåòîäîâ), â êîòîðîé ìû õîòèì ðàçðåøèòü
ïîäòèïèðîâàíèå, îò æåñòêîãî ñêåëåòà îáúåêòîâ (óïàêîâêà â ýêçèñòåíöèàëüíûé
òèï è ïàðà, ñîñòîÿùàÿ èç ñîñòîÿíèÿ è ìåòîäîâ), â êîòîðîì ïîäòèïèðîâàíèå íå
íóæíî, ïîñêîëüêó ìåøàåò ïåðåóïàêîâêå.

×òîáû äîñòè÷ü ýòîãî ðàçäåëåíèÿ, òðåáóåòñÿ îãðàíè÷åííàÿ êâàíòèôèêàöèÿ
ïî îïåðàòîðàì íàä òèïàìè, ïîñêîëüêó òàêèì îáðàçîì íàì óäàåòñÿ âûòÿíóòü
èíòåðôåéñ ìåòîäîâ èç òèïà îáúåêòîâ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â èíòåðôåéñå óïî-
ìèíàåòñÿ òèï ñîñòîÿíèÿ X � ïåðåìåííàÿ, ñâÿçàííàÿ êâàíòîðîì ñóùåñòâîâà-
íèÿ, � ïóòåì àáñòðàêöèè ñàìîãî èíòåðôåéñà ìåòîäîâ ïî ïåðåìåííîé X. Òà-
êèì îáðàçîì, èíòåðôåéñ ñòàíîâèòñÿ ¾ïàðàìåòðè÷åñêèì ïàðàìåòðîì¿. Òàêàÿ
ïîâòîðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ îòðàæàåòñÿ êàê â âèäå Object, òàê è â ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè øàãîâ, êîãäà óïðîùàåòñÿ ïðèìåíåíèå Object CounterM: ñíà÷àëà
CounterM ïîäñòàâëÿåòñÿ â òåëî Object, è ïîëó÷àåòñÿ

{DX, {state:X, methods :(λR. {get: R ÑNat , inc:R ÑR}) X}}

à çàòåì ïðîâîäèòñÿ ïîäñòàíîâêà X â òåëî CounterM, è ïîëó÷àåòñÿ

{DX, {state:X, methods :{get:X ÑNat , inc:X Ñ X}}}.

Åñëè ìû àíàëîãè÷íî ðàçäåëèì ResetCounter,

ResetCounterM = λR. {get: R ÑNat , inc:R Ñ R, reset:R Ñ R};

ResetCounter = Object ResetCounterM;

òî ïîëó÷èì íå òîëüêî, êàê âûøå, ÷òî

ResetCounter <: Counter

íî è ÷òî

ResetCounterM <: CounterM

�source�le� 511 Rev: �revision�, November 28, 2010



512 32.5. Îòïðàâêà ñîîáùåíèé îáúåêòàì

ñîãëàñíî ïðàâèëàì î ïîäòèïèðîâàíèè äëÿ îïåðàòîðîâ íàä òèïàìè. Òàêèì îá-
ðàçîì, ðàçäåëåíèå îáúåêòíûõ òèïîâ íà îáîáùåííûé êàðêàñ è ñïåöèàëèçèðî-
âàííûé èíòåðôåéñ äàåò íàì îñìûñëåííîå ïîíÿòèå ïîäòèïèðîâàíèå èíòåð-
ôåéñîâ (interface subtyping), îòäåëüíîå îò îòíîøåíèé ïîäòèïèðîâàíèÿ ìåæäó
êîíêðåòíûìè òèïàìè îáúåêòîâ.

Ïîäòèïèðîâàíèå èíòåðôåéñîâ òåñíî ñâÿçàíî, êàê êîíöåïòóàëüíî, òàê è òåõ-
íè÷åñêè, ñ èäååé ñîîòâåòñòâèÿ (matching), ââåäåííîé Áðþñîì è äð. (Bruce,
Petersen, and Fiech, 1997) è çàòåì èññëåäîâàííîé Àáàäè è Êàðäåëëè (Abadi
and Cardelli, 1995, 1996).

32.5. Îòïðàâêà ñîîáùåíèé îáúåêòàì

Òåïåðü ìîæíî èñïðàâèòü ñëîìàííóþ âåðñèþ sendinc èç �32.3, ïðîâåäÿ
àáñòðàêöèþ ïî ïîäûíòåðôåéñàì (subinterfaces) CounterM âìåñòî ïîäòèïîâ
Counter.

sendinc =

λM<: CounterM. λc:Object M.

let {X, b} = c in

{*X,

{state = b.methods.inc(b.state),

methods = b.methods }}

as Object M;

� sendinc : @M<: CounterM. Object M ÑObject M

Ñ èíòóèòèâíîé òî÷êè çðåíèÿ, òèï sendinc ìîæíî ïðî÷èòàòü òàê: ¾äàéòå ìíå
èíòåðôåéñ îáúåêòà, ðàñøèðÿþùèé èíòåðôåéñ ñ÷åò÷èêà, çàòåì äàéòå îáúåêò ñ
òàêèì èíòåðôåéñîì, è ÿ âåðíó âàì äðóãîé îáúåêò ñ òàêèì æå èíòåðôåéñîì¿.

Óïðàæíåíèå 32.5.1 r�s: Ïî÷åìó ýòà âåðñèÿ sendinc, â îòëè÷èå îò ïðåäûäó-
ùåé, ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàíà?

×òîáû âûçûâàòü ìåòîäû îáúåêòîâ-ñ÷åò÷èêîâ è ñ÷åò÷èêîâ ñî ñáðîñîì, ìû
êîíêðåòèçèðóåì ïîëèìîðôíûå ôóíêöèè âûçîâà ìåòîäîâ ñîîòâåòñòâóþùåé
ñèãíàòóðîé èíòåðôåéñà, CounterM ëèáî ResetCounterM (ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
sendget è sendreset îïðåäåëåíû àíàëîãè÷íî).

sendget [CounterM] (sendinc [CounterM] c);

� 6 : Nat

sendget [ResetCounterM]

(sendreset [ResetCounterM]

(sendinc [ResetCounterM] rc));

� 0 : Nat

Óïðàæíåíèå 32.5.2 rÐåêîìåíäóåòñÿ,��s: Îïðåäåëèòå sendget è
sendreset.
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32.6. Ïðîñòûå êëàññû

Íà÷íåì ðàññìîòðåíèå êëàññîâ, êàê ìû äåëàëè â ãë. 18, c ïðîñòûõ êëàññîâ
áåç self.

Â �18.6 ìû îïðåäåëèëè ïðîñòîé êëàññ (äëÿ èìïåðàòèâíîãî êîäèðîâàíèÿ
îáúåêòîâ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé çàïèñè èç ìåòîäîâ) êàê ôóíêöèþ, êî-
òîðàÿ ïåðåâîäèò ñîñòîÿíèÿ â îáúåêòû. Ýòîò ñïîñîá ïîçâîëÿë ïîðîæäàòü ìíî-
æåñòâî îáúåêòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èìåë îäèíàêîâûé íàáîð ìåòîäîâ, íî
ñâîé íàáîð ñâåæåñîçäàííûõ ïåðåìåííûõ ýêçåìïëÿðà. Â ýòîé ãëàâå ¾îáúåêò¿
åñòü íå÷òî áîëüøåå, ÷åì ïðîñòîé íàáîð ìåòîäîâ: îí òàêæå èìååò òèï ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ è ñîñòîÿíèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó ìû ðàáîòàåì â ðàìêàõ ÷èñòî
ôóíêöèîíàëüíîé ìîäåëè, òî êàæäûé èç ýòèõ ìåòîäîâ ïðèíèìàåò ñîñòîÿíèå â
êà÷åñòâå ïàðàìåòðà (è, ïðè íåîáõîäèìîñòè, âîçâðàùàåò îáúåêò ñ îáíîâëåííûì
ñîñòîÿíèåì), òàê ÷òî íå íóæíî ïåðåäàâàòü ñîñòîÿíèå êëàññó â ìîìåíò ñîçäàíèÿ
îáúåêòà. Â ñóùíîñòè, çäåñü êëàññ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîñòóþ çàïèñü
èç ìåòîäîâ (ïî-ïðåæíåìó ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âñå îáúåêòû èñïîëüçóþò îäèí è
òîò æå òèï ïðåäñòàâëåíèÿ):

counterClass =

{get = λr:CounterR. r.x,

inc = λr:CounterR. {x=succ(r.x)}}

as {get: CounterR Ñ Nat , inc:CounterR Ñ CounterR };

� counterClass : {get: CounterR Ñ Nat , inc:CounterR Ñ

CounterR}

èëè, èñïîëüçóÿ îïåðàòîð CounterM äëÿ ñîêðàùåíèÿ àííîòàöèè,

counterClass =

{get = λr:CounterR. r.x,

inc = λr:CounterR. {x=succ(r.x)}}

as CounterM CounterR;

� counterClass : CounterM CounterR

Ìû ñîçäàåì ýêçåìïëÿðû òàêèõ êëàññîâ, óêàçûâàÿ íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå è
óïàêîâûâàÿ åãî âìåñòå ñ ìåòîäàìè (ò. å., ñ êëàññîì) â îáúåêò.

c = {*CounterR ,

{state = {x=0},

methods = counterClass }}

as Counter;

� c : Counter

Îïðåäåëåíèå ïîäêëàññà ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ íîâîé çàïèñè ñ ìåòîäàìè;
ïðè ýòîì ÷àñòü ïîëåé êîïèðóåòñÿ èç óæå ñóùåñòâóþùåé çàïèñè.

resetCounterClass =

let super = counterClass in

{get = super.get ,

inc = super.inc ,

reset = λr:CounterR. {x=0}}
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as ResetCounterM CounterR;

� resetCounterClass : ResetCounterM CounterR

×òîáû îáîáùèòü ýòè ïðîñòûå êëàññû è äîáèòüñÿ ïðàâèëüíîé ðàáîòû â ïðè-
ìåðàõ, ïðèâåäåííûõ â êîíöå ãëàâû 18, íóæíû åùå äâå âåùè: âîçìîæíîñòü
äîáàâëÿòü â ïîäêëàññàõ íîâûå ïåðåìåííûå ýêçåìïëÿðà è ïîääåðæêà self. Â
ñëåäóþùèõ äâóõ ðàçäåëàõ ìû ñïðàâèìñÿ ñ ïåðâîé èç ýòèõ çàäà÷; â ôèíàëüíîì
�32.9 ðåøàåòñÿ âîïðîñ ðàáîòû ñ self.

32.7. Ïîëèìîðôíûå îáíîâëåíèÿ

×òîáû ïîëó÷èòü âîçìîæíîñòü äîáàâëÿòü ê êëàññàì ïåðåìåííûå ýêçåìïëÿ-
ðà, íàì íóæíî ââåñòè åùå îäèí íîâûé ìåõàíèçì � ýëåìåíòàðíóþ êîíñòðóê-
öèþ, êîòîðàÿ ïðîâîäèò ïîëèìîðôíîå îáíîâëåíèå (polymorphic update) ïîëåé
çàïèñè, à òàêæå ñîîòâåòñòâåííî óòî÷íèòü òèïû çàïèñåé. Íóæäà â ýòèõ íîâ-
øåñòâàõ âîçíèêàåò îòòîãî, ÷òî, ðàçðåøàÿ èçìåíåíèå ÷èñëà ïåðåìåííûõ ýêçåì-
ïëÿðà â ðàçíûõ êëàññàõ, ìû äåëàåì íàäêëàññû ïîëèìîðôíûìè ïî îòíîøåíèþ
ê ïåðåìåííûì ýêçåìïëÿðà èõ ïîäêëàññîâ. Ïîñìîòðèì, êàê ýòî ïðîèñõîäèò.

Ïðåäïîëîæèì, ìû õîòèì îïðåäåëèòü ïîäêëàññ resetCounterClass, äîáà-
âèâ ê íåìó ìåòîä backup, ñîõðàíÿþùèé òåêóùåå çíà÷åíèå ñ÷åò÷èêà, è çàñòàâèâ
ìåòîä reset âîçâðàùàòüñÿ ê ýòîìó ñîõðàíåííîìó çíà÷åíèþ, à íå ê æåñòêî çà-
äàííîé êîíñòàíòå. ×òîáû ñîõðàíèòü ýòî çíà÷åíèå, íàì íóæíî ðàñøèðèòü òèï
ïðåäñòàâëåíèÿ ñ {x:Nat} äî {x:Nat, old:Nat}. Òàêàÿ ðàçíèöà ïðåäñòàâëåíèé
íåìåäëåííî ñîçäàåò òåõíè÷åñêóþ ñëîæíîñòü. Âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ìå-
òîä inc èç êëàññà resetCounterClass ïðè îïðåäåëåíèè backupCounterClass

çàâèñèò îò òîãî, âåäåò ëè êîä ñåáÿ îäèíàêîâî â îáîèõ êëàññàõ. Îäíàêî åñëè
íàáîðû ïåðåìåííûõ ðàçëè÷íû, òî è ïîâåäåíèå ïîëó÷àåòñÿ ðàçëè÷íûì: inc â
òèïå ResetCounter îæèäàåò ñîñòîÿíèå òèïà {x:Nat} è âîçâðàùàåò íîâîå ñîñòî-
ÿíèå òîãî æå òèïà, òîãäà êàê inc â òèïå BackupCounter îæèäàåò è ïîðîæäàåò
ñîñòîÿíèÿ òèïà {x:Nat, old:Nat}.

×òîáû ñïðàâèòüñÿ ñ ýòîé ñëîæíîñòüþ, äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ìåòîäó
inc íà ñàìîì äåëå íå íóæíî çíàòü, ÷òî òèï ñîñòîÿíèÿ ðàâåí {x:Nat} ëèáî
{x:Nat, old:Nat}; åìó íóæíî òîëüêî çíàòü, ÷òî ñîñòîÿíèå ñîäåðæèò ïåðå-
ìåííóþ x. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìîæíî óíèôèöèðîâàòü îáà ýòèõ ìåòîäà, åñëè
äàòü èì òèï @S<:{x:Nat}.SÑS.

Òåïåðü ñ ïîëÿìè âîçíèêàåò òà æå ñàìàÿ ïðîáëåìà, ÷òî è ñ öåëûìè îáú-
åêòàìè â �32.3: â íàøåì òåïåðåøíåì ÿçûêå òèï @S<:{x:Nat}.SÑS ñîäåðæèò
òîëüêî ôóíêöèþ òîæäåñòâà. ×òîáû ñïðàâèòüñÿ ñ ýòèì, íàì ñíîâà íóæåí íåêèé
ìåõàíèçì, äîïóñêàþùèé áîëåå òî÷íóþ ôîðìó îãðàíè÷åííîé êâàíòèôèêàöèè;
â äàííîì ñëó÷àå, ïðîùå âñåãî äîáàâèòü ìåõàíèçì äëÿ ïîëèìîðôíîãî îáíîâëå-
íèÿ (polymorphic update) ïîëåé â çàïèñÿõ.2 Åñëè r ÿâëÿåòñÿ çàïèñüþ ñ ïîëåì

2Êàê è ðàíüøå, ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ äîáèòüñÿ ïîõîæåãî ýôôåêòà � ëèáî ââîäÿ
ðàçëè÷íûå ïðèìèòèâû (íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ïåðå÷èñëåíû â ðàçäåëå �32.10), ëèáî èñïîëü-
çóÿ ïîëèìîðôèçì, êàê â Pierce and Turner, 1994 � âàðèàíò áîëåå òÿæåëîâåñíûé ñ òî÷êè
çðåíèÿ íîòàöèè, íî áîëåå ýëåìåíòàðíûé òåîðåòè÷åñêè. Òîò âàðèàíò, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ
çäåñü, âûáðàí èç-çà ñâîåé ïðîñòîòû, à òàêæå ïîòîìó, ÷òî îí åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîäõîäèò
ê íèæåïðèâåäåííûì ïðèìåðàì.
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x òèïà T, à t � òåðì òèïà T, òî âûðàæåíèå rÐx=t áóäåò îçíà÷àòü ¾çàïèñü, ñîâ-
ïàäàþùàÿ ñ r, çà èñêëþ÷åíèåì ïîëÿ x, çíà÷åíèå êîòîðîãî ðàâíî t¿. Çàìåòèì,
÷òî òàêàÿ îïåðàöèÿ îáíîâëåíèÿ âïîëíå ôóíêöèîíàëüíà � îíà íå èçìåíÿåò r,
à ñîçäàåò êîïèþ çàïèñè ñ äðóãèì çíà÷åíèåì ïîëÿ x.

Ñ ïîìîùüþ òàêîãî ïðèìèòèâà îáíîâëåíèÿ çàïèñåé ìîæíî ïðèìåðíî òàê
íàïèñàòü ôóíêöèþ, îòðàæàþùóþ îæèäàåìîå ïîâåäåíèå òåëà ìåòîäà inc:

f = λX<:{a:Nat}. λr:X. rÐa = succ(r.a);

Íóæíî, îäíàêî, ñîáëþäàòü îñòîðîæíîñòü. Íàèâíîå ïðàâèëî òèïèçàöèè äëÿ
îïåðàöèè îáíîâëåíèÿ âûãëÿäèò òàê:

Γ $ r : R Γ $ R <: {lj:Tj} Γ $ t :Tj

Γ $ rÐlj=t : R

Îäíàêî, îíî íåêîððåêòíî. Íàïðèìåð, äîïóñòèì, ÷òî ó íàñ åñòü

s = {x={a=5,b=6},y=true};

Ïîñêîëüêó s : {x:{a:Nat,b:Nat},y:Bool}, è ïðè ýòîì
{x:{a:Nat,b:Nat},y:Bool} <: {{a:Nat}}, âûøåïðèâåäåííîå ïðàâèëî ïîçâî-
ëèëî áû íàì íàïèñàòü

sÐx={a=8} : {x:{a:Nat ,b:Nat},y:Bool}

÷òî íåâåðíî, ïîñêîëüêó sÐx={a=8} ðåäóöèðóåòñÿ äî {x={a=8},y=true}.
Ïðîáëåìà âîçíèêëà èç-çà ïîäòèïèðîâàíèÿ â ãëóáèíó äëÿ ïîëÿ x, ÷òî ïîçâî-

ëèëî âûâåñòè {x:{a:Nat,b:Nat},y:Bool} <: {x:{a:Nat}}. Ïîäòèïèðîâàíèå â
ãëóáèíó òðåáóåòñÿ çàïðåòèòü äëÿ ïîëåé, êîòîðûå ìîãóò áûòü îáíîâëåíû. Ýòî-
ãî ìîæíî äîáèòüñÿ öåíîé ïðîñòîãî ðàñøèðåíèÿ, ïîçâîëÿþùåãî ìåòèòü ïîëÿ
îñîáûì çíàêîì # (¾ðåøåòêà¿).

Ïðàâèëà äëÿ òàêèõ ¾îáíîâëÿåìûõ çàïèñåé¿ è äëÿ ñàìîé îïåðàöèè îáíîâ-
ëåíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 32.1. Ìû óñëîæíÿåì ñèíòàêñèñ òèïîâ çàïèñåé òàê,
÷òî êàæäîå ïîëå îêàçûâàåòñÿ ñíàáæåíî ìåòêîé èçìåí÷èâîñòè (variance), óêà-
çûâàþùåé, ðàçðåøåíî ëè äëÿ ýòîãî ïîëÿ ïîäòèïèðîâàíèå â ãëóáèíó � ìåòêà #
åãî çàïðåùàåò, à ïóñòàÿ ñòðîêà ðàçðåøàåò (òàêîé âûáîð îçíà÷àåò, ÷òî íåïî-
ìå÷åííûå çàïèñè áóäóò âåñòè ñåáÿ êàê ðàíüøå). Ïðàâèëî ïîäòèïèðîâàíèÿ â
ãëóáèíó, S-RcdDepth, óòî÷íÿåòñÿ è ïîçâîëÿåò òåïåðü ïîäòèïèðîâàíèå òîëü-
êî äëÿ íåïîìå÷åííûõ ïîëåé. Íàêîíåö, ìû äîáàâëÿåì ïðàâèëî ïîäòèïèðîâàíèÿ
S-RcdVariance, ïîçâîëÿþùåå èçìåíÿòü ìåòêè ïîëåé ñ # íà ïóñòóþ ñòðîêó �
èíûìè ñëîâàìè, ¾çàáûâàòü¿, ÷òî êàêîå-òî ïîëå ìîæåò îáíîâëÿòüñÿ. Ïðàâèëî
òèïèçàöèè äëÿ îïåðàöèè îáíîâëåíèÿ òðåáóåò, ÷òîáû çàìåíÿåìîå ïîëå áûëî
ïîìå÷åíî çíàêîì #. Ïðàâèëî E-Update ðåàëèçóåò îïåðàöèþ îáíîâëåíèÿ.

Òåïåðü ôóíêöèÿ f, îáñóæäàâøàÿñÿ âûøå, ïèøåòñÿ òàê:

f = λX<:{#a:Nat}. λr:X. rÐa = succ(r.a);

� f : @X<:{#a:Nat}. X ÑX

è èñïîëüçóåòñÿ òàê:

r = {#a=0, b=true};

f [{#a:Nat ,b:Bool}] r;
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Ñ @ <: Top {} Ð Îñíîâàíî íà F<: (26.1) ñ çàïèñÿìè (11.7)

Íîâûå ñèíòàêñè÷åñêèå ôîðìû
t ::= . . . òåðìû:

{ ιi li=ti
iP1..n} çàïèñü

tÐl=t îáíîâëåíèå ïîëÿ

T ::= . . . òèïû:
{ ιi li:Ti

iP1..n} òèï çàïèñåé

ι ::= # èíâàðèàíòíîå
(îáíîâëÿåìîå) ïîëå
ïóñòî êîâàðèàíòíîå
(ôèêñèðîâàííîå) ïîëå

Íîâûå ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ tÑ t1

{ιjlj=vj
jP1..n}Ðli=v

Ñ {ιjlj=vj
jP1..i�1, ιili=v, ιklk=vk

kPi�1..n}

(E-UpdateV)

{ ιi li=vi
iP1..n}.lj Ñ vj

(E-ProjRcd)

tj Ñ t1j

{ ιi li=vi
iP1..j�1, ιj lj=tj, ιk lk=tk

kPj�1..n}

Ñ { ιi li=vi
iP1..j�1, ιj lj=t

1
j, ιk lk=tk

kPj�1..n}

(E-Rcd)

Íîâûå ïðàâèëà ïîäòèïèðîâàíèÿ
Γ $ S <: T

Γ $ { ιi li:Ti
iP1..n�k} <: { ιi li:Ti

iP1..n}

(S-RcdWidth)

äëÿ êàæäîãî i, Γ $ Si <: Ti

åñëè ιi � #, òî Γ $ Ti <: Si

Γ $ { ιi li:Si
iP1..n} <: { ιi li:Ti

iP1..n}

(S-RcdDepth)

Γ $ {...#li:Si...} <: {...li:Si...}

(S-RcdVariance)
Íîâûå ïðàâèëà òèïèçàöèè Γ $ t : T

äëÿ êàæäîãî i, Γ $ ti : Ti

Γ $ { ιi li=ti
iP1..n} : { ιi li:Ti

iP1..n}

(T-Rcd)

Γ $ t1 : { ιi li:Ti
iP1..n}

Γ $ t1.lj : Tj
(T-Proj)

Γ $ r : R Γ $ R <: {#lj:Tj}

Γ $ t : Tj

Γ $ rÐlj=t : R

(T-Update)

Ðèñ. 32.1. Ïîëèìîðôíîå îáíîâëåíèå

� {#a=1, b=true} : {#a:Nat , b:Bool}

Êîððåêòíîñòü îïåðàöèè îáíîâëåíèÿ îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåì íàáëþäå-
íèè îá óòî÷íåííîì îòíîøåíèè ïîäòèïèðîâàíèÿ:

Óòâåðæäåíèå 32.7.1 Åñëè $ R <: {#l:T1}, òî R � {...#l:R1 . . .}, ïðè÷åì $
R1 <: T1 è $ T1 <: R1.
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Óïðàæíåíèå 32.7.2 rÐåêîìåíäóåòñÿ,� � �s: Ñîáëþäàåòñÿ ëè â ýòîì èñ-
÷èñëåíèè ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîé òèïèçàöèè? Åñëè äà, äîêàæèòå ýòî. Åñëè
íåò, ïîêàæèòå, êàê ìîæíî èñïðàâèòü ñèòóàöèþ.

32.8. Äîáàâëåíèå ïåðåìåííûõ ýêçåìïëÿðà

Ïðè ïîìîùè êîíñòðóêöèé èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ìû ìîæåì íàïèñàòü
counterClass, ïîëèìîðôíûé ïî îòíîøåíèþ ê òèïó ñâîåãî âíóòðåííåãî ñîñòî-
ÿíèÿ.

CounterR = {#x:Nat};

counterClass =

λR<: CounterR.
{get = λs:R. s.x,

inc = λs:R. sÐx=succ(s.x)}

as CounterM R;

� counterClass : @R<: CounterR. CounterM R

×òîáû ïîñòðîèòü îáúåêò íàøåãî íîâîãî êëàññà counterClass, ìû ïðîñòî çà-
äàåì CounterR â êà÷åñòâå òèïà ïðåäñòàâëåíèÿ:

c = {*CounterR ,

{state = {#x=0},

methods = counterClass [CounterR ]}}

as Object CounterM;

� c : Counter

Çàìåòèì, ÷òî îáúåêòû, ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ íîâîãî êëàññà, èìåþò òîò æå
ñàìûé òèï Counter � Object CounterM, ÷òî è ïîñòðîåííûå íàìè ðàíåå: èç-
ìåíåíèÿ â îáðàáîòêå ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ öåëèêîì ñêðûòû âíóòðè êëàññîâ.
Ñòàðûå ôóíêöèè âûçîâà ìåòîäîâ òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñ îáúåêòàìè,
ñîçäàííûìè ïðè ïîìîùè íîâûõ êëàññîâ.

Â òîì æå ñòèëå ìû ìîæåì íàïèñàòü è resetCounterClass.

resetCounterClass =

λR<: CounterR.
let super = counterClass [R] in

{get = super.get ,

inc = super.inc ,

reset = λs:R. sÐx=0}

as ResetCounterM R;

� resetCounterClass : @R<: CounterR. ResetCounterM R

Íàêîíåö, òåïåðü ìû ìîæåì íàïèñàòü backupCounterClass, íà ýòîò ðàç àá-
ñòðàãèðóÿñü ïî ïîäòèïàì BackupCounterR (÷òî è áûëî öåëüþ âñåãî íàøåãî
óïðàæíåíèÿ).

backupCounterM = λR. {get:R ÑNat ,inc:R Ñ R,reset:R Ñ

R,backup:R Ñ R};
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backupCounterR = {#x:Nat ,#old:Nat};

backupCounterClass =

λR<: BackupCounterR.
let super = resetCounterClass [R] in

{get = super.get ,

inc = super.inc ,

reset = λs:R. sÐx=s.old ,

backup = λs:R. sÐold=s.x}

as BackupCounterM R;

� backupCounterClass : @R<: BackupCounterR. BackupCounterM R;

32.9. Êëàññû ñ ïåðåìåííîé self

Â �18.9 ìû ðàññìîòðåëè ñïîñîá ðàñøèðåíèÿ èìïåðàòèâíûõ êëàññîâ ìåõà-
íèçìîì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ìåòîäàì êëàññà ðåêóðñèâíî âûçûâàòü äðóã äðóãà.
Ýòî ðàñøèðåíèå èìååò ñìûñë è â ÷èñòî ôóíêöèîíàëüíîì îêðóæåíèè.

Äëÿ íà÷àëà àáñòðàãèðóåì counterClass ïî íàáîðó ìåòîäîâ self, ïîäõîäÿ-
ùèõ äëÿ òîãî æå òèïà ïðåäñòàâëåíèÿ R.

counterClass =

λR<: CounterR.
λself: Unit ÑCounterM R.

λ_:Unit.
{get = λs:R. s.x,

inc = λs:R. sÐx=succ(s.x)}

as CounterM R;

Êàê è â �18.9, ñ ïîìîùüþ àðãóìåíòà Unit ìû îòêëàäûâàåì âû÷èñëåíèå âî
âðåìÿ îïåðàöèè fix, ñîçäàþùåé ìåòîäû îáúåêòà. Òèï self âêëþ÷àåò ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ àáñòðàêöèþ ïî Unit.

×òîáû ïîñòðîèòü îáúåêò íà îñíîâå ýòîãî êëàññà, âîçüìåì íåïîäâèæíóþ
òî÷êó ôóíêöèè counterClass è ïðèìåíèì åå ê unit.

c = {*CounterR ,

{state = {#x=0},

methods = fix (counterClass [CounterR ]) unit}}

as Object CounterM;

� c : Counter

Òåïåðü îïðåäåëèì ïîäêëàññ ñ îïåðàöèåé set, îáëàäàþùèé ñëåäóþùèì èí-
òåðôåéñîì:

SetCounterM = λR. {get: R ÑNat , set:R Ñ Nat Ñ R inc:R Ñ R};

Ðåàëèçàöèÿ setCounterClass îïðåäåëÿåò ìåòîä set è èñïîëüçóåò ìåòîäû set

è get èç self ïðè ðåàëèçàöèè ñâîåãî ìåòîäà inc:

setCounterClass =

λR<: CounterR.
λself:Unit ÑSetCounterM R.

λ_:Unit.
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let super = counterClass [R] self unit in

{get = super.get ,

set = λs:R. λn:Nat. sÐx=n,

inc = λs:R. (self unit).set s (succ((self unit).get s))}

as SetCounterM R;

Íàêîíåö, îáúåäèíÿÿ âñå ìåõàíèçìû ýòîé ãëàâû, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ïîä-
êëàññ ñ÷åò÷èêîâ ñ îòñëåæèâàíèåì îáðàùåíèé, â êîòîðûõ îïåðàöèÿ set ñ÷èòà-
åò, ñêîëüêî ðàç îíà áûëà âûçâàíà.

InstrCounterM =

λR. {get: R ÑNat , set:R Ñ Nat Ñ R, inc:R Ñ

R, accesses:R Ñ Nat};

InstrCounterR = {#x:Nat ,# count:Nat};

instrCounterClass =

λR<: InstrCounterR.
λself: Unit ÑInstrCounterM R.

λ_:Unit.
let super = setCounterClass [R] self unit in

{get = super.get ,

set = λs:R. λn:Nat.
let r = super.set s n in

rÐcount=succ(r.count),

inc = super.inc ,

accesses = λs:R. s.count}

as InstrCounterM R;

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî âûçîâû inc âêëþ÷àþòñÿ â ñ÷åò÷èê îáðàùåíèé, ïî-
ñêîëüêó inc ðåàëèçîâàí â òåðìèíàõ ìåòîäà set ïåðåìåííîé self.

Äëÿ ïðîâåðêè ñîçäàäèì îáúåêò-ñ÷åò÷èê ñ îòñëåæèâàíèåì îáðàùåíèé è ïî-
øëåì åìó íåñêîëüêî ñîîáùåíèé.

ic = {* InstrCounterR ,

{state = {#x=0,#count=0},

methods = fix (instrCounterClass [InstrCounterR ]) unit}}

as Object InstrCounterM;

� ic : Object InstrCounterM

sendaccesses [InstrCounterM] (sendinc [InstrCounterM] ic);

� 1 : Nat

Óïðàæíåíèå 32.9.1 rÐåêîìåíäóåòñÿ � ��s: Îïðåäåëèòå ïîäêëàññ
instrCounterClass, äîáàâëÿþùèé ìåòîäû backup è reset.

32.10. Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ïåðâàÿ ¾÷èñòî ôóíêöèîíàëüíàÿ¿ èíòåðïðåòàöèÿ îáúåêòîâ â ðàìêàõ òèïè-
çèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ áûëà îñíîâàíà íà ðåêóðñèâíî îïðåäåëÿåìûõ

�source�le� 519 Rev: �revision�, November 28, 2010



520 32.10. Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

çàïèñÿõ; åå âïåðâûå ïðåäëîæèë Êàðäåëëè (Cardelli, 1984), à çàòåì ìíîæå-
ñòâî åå âàðèàíòîâ èçó÷àëè Êýéìèí è Ðåääè (Reddy, 1988; Kamin and Reddy,
1994), Êóê è Ïàëñáåðã (Cook and Palsberg, 1989), à òàêæå Ìèò÷åëë (Mitchell,
1990a). Áåñòèïîâàÿ ôîðìà ýòîé ìîäåëè âïîëíå ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàëàñü
â äåíîòàöèîííîé ñåìàíòèêå áåñòèïîâûõ îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ ÿçûêîâ.
Åå òèïèçèðîâàííàÿ ôîðìà ïðèãîäíà äëÿ êîäèðîâàíèÿ îòäåëüíûõ îáúåêòíî-
îðèåíòèðîâàííûõ ïðèìåðîâ, íî ïðè ñèñòåìàòè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè òèïèçè-
ðîâàííûõ îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ ÿçûêîâ îíà âûçûâàåò òðóäíîñòè. Íàè-
áîëåå óñïåøíûì ïðîåêòîì â ýòîì îòíîøåíèè ÿâèëèñü ðàáîòû Êóêà è åãî ñî-
àâòîðîâ (Cook, Hill, and Canning, 1990; Canning, Cook, Hill, and Oltho�, 1989a;
Canning, Cook, Hill, Oltho�, and Mitchell, 1989b).

Ïèðñ è Ò¼ðíåð (Pierce and Turner, 1994) ââåëè êîäèðîâàíèå, îïèðàþùåå-
ñÿ òîëüêî íà ñèñòåìó òèïîâ ñ ýêçèñòåíöèàëüíûìè òèïàìè, áåç ðåêóðñèâíûõ
òèïîâ. Ýòî ïðèâåëî Õîôìàíà è Ïèðñà (Hofmann and Pierce, 1995b) ê ïåð-
âîé åäèíîîáðàçíîé óïðàâëÿåìîé òèïàìè èíòåðïðåòàöèè îáúåêòîâ â ðàìêàõ
ôóíêöèîíàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Íà òîé æå êîíôåðåíöèè Áðþñ ïðåäñòàâèë ðà-
áîòó (Bruce, 1994) ïî ñåìàíòèêå ôóíêöèîíàëüíîãî îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî
ÿçûêà. Ýòà ñåìàíòèêà ñíà÷àëà áûëà ïîñòðîåíà êàê ïðÿìîå îòîáðàæåíèå â äå-
íîòàöèîííóþ ìîäåëü Fω<:, íî íåäàâíî åå ïåðåôîðìóëèðîâàëè êàê ñïîñîá êî-
äèðîâàíèÿ îáúåêòîâ, çàâèñÿùèé îäíîâðåìåííî îò ýêçèñòåíöèàëüíûõ è ðåêóð-
ñèâíûõ òèïîâ. Òåì âðåìåíåì, áóäó÷è ðàçî÷àðîâàíû òðóäíîñòÿìè êîäèðîâà-
íèÿ îáúåêòîâ â ðàìêàõ ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ, Àáàäè è Êàðäåëëè ïðåäñòàâè-
ëè èñ÷èñëåíèå, â êîòîðîì îáúåêòû ñëóæàò ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì (Abadi
and Cardelli, 1996). Îäíàêî ïîçäíåå Àáàäè, Êàðäåëëè è Âèøâàíàòàí (Abadi,
Cardelli, and Viswanathan, 1996) îòêðûëè àäåêâàòíûé ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ ýòî-
ãî èñ÷èñëåíèÿ â òåðìèíàõ îãðàíè÷åííûõ ýêçèñòåíöèàëüíûõ è ðåêóðñèâíûõ
òèïîâ. Îáçîð ýòèõ äîñòèæåíèé ìîæíî íàéòè ó Áðþñà è äð. (Bruce, Cardelli,
and Pierce, 1999), à òàêæå ó Àáàäè è Êàðäåëëè (Abadi and Cardelli, 1996).

Êîäèðîâàíèå îáúåêòîâ, ïðèìåíÿåìîå â ýòîé ãëàâå, áûëî ðàñøèðåíî íà ñëó-
÷àé ìíîæåñòâåííîãî íàñëåäîâàíèÿ (multiple inheritance) (êëàññîâ, èìåþùèõ
áîëåå îäíîãî íàäêëàññà) Êîìïàíüîíè è Ïèðñîì (Compagnoni and Pierce, 1996).
Îñíîâíàÿ òåõíè÷åñêàÿ èäåÿ ñîñòîèò â äîáàâëåíèè â Fω<: òèïîâ-ïåðåñå÷åíèé
(intersection types) (�15.7).

Èìååòñÿ ìíîæåñòâî ïðåäëîæåíèé ïî óñòðàíåíèþ íåäîñòàòêîâ ÷èñòîé îãðà-
íè÷åííîé êâàíòèôèêàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå ìû ðàññìîòðåëè â �32.3.
Ïîìèìî äâóõ ðåøåíèé, èñïîëüçîâàííûõ íàìè â ýòîé ãëàâå, � îãðàíè÷åííîé
êâàíòèôèêàöèè âûñøèõ ïîðÿäêîâ è ýëåìåíòàðíîé êîíñòðóêöèè äëÿ ïîëè-
ìîðôíîãî îáíîâëåíèÿ çàïèñåé � åñòü åùå íåñêîëüêî äðóãèõ ñòèëåé ïîëèìîðô-
íîãî îáíîâëåíèÿ (Cardelli and Mitchell, 1991; Cardelli, 1992; Fisher and Mitchell,
1996; Poll, 1996), à òàêæå ñòðóêòóðíîå ðàçâåðòûâàíèå (structural unfolding)
ðåêóðñèâíûõ òèïîâ (Abadi and Cardelli, 1996), ïîçèòèâíîå ïîäòèïèðîâàíèå
(positive subtyping) (Hofmann and Pierce, 1995a), ïîëèìîðôíàÿ ïåðåïàêîâêà
(polymorphic repacking) ýêçèñòåíöèàëüíûõ òèïîâ (Pierce, 1996) è äåñòðóêòî-
ðû òèïîâ (type destructors) (Hofmann and Pierce, 1998).

Äðóãîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïîëèìîðôèçìå ñòðî÷íûõ ïåðåìåííûõ (row
variable polymorphism), èçó÷àåòñÿ â ðàáîòàõ Âàíäà (Wand, 1987, 1988, 1989b),
Ðåìè (R�emy, 1990, 1989; R�emy, 1992), Âóéîíà (Vouillon, 2000, 2001) è äðó-
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ãèõ. Îí òàêæå ëåæèò â îñíîâå îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ êîíñòðóêöèé OCaml
(R�emy and Vouillon, 1998).

Íà÷íè ñíà÷àëà, � âàæíî
îòâåòèë Êîðîëü, � è
ïðîäîëæàé, ïîêà íå äîéäåøü äî
êîíöà. Êàê äîéäåøü � êîí÷àé!

Ëüþèñ Êýððîëë,
ïåð. Í. Äåìóðîâîé
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Ïðèëîæåíèÿ
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Ïðèëîæåíèå A

Ðåøåíèÿ èçáðàííûõ

óïðàæíåíèé

3.2.4. Ðåøåíèå: |Si�1| � |Si|
3 � |Si| � 3� 3, à |S0| � 0. Òàêèì îáðàçîì, |S3| �

59439.

3.2.5. Ðåøåíèå: Ïðîñòîãî äîêàçàòåëüñòâà ïî èíäóêöèè äîñòàòî÷íî. Ïðè i � 0
óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïðè i � j�1, äëÿ íåêîòîðîãî j ¥ 0, ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî Sj � Si, è äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî Si � Si�1 � à èìåííî, äëÿ êàæäîãî òåðìà
t P Si òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî t P Si�1. Èòàê, äîïóñòèì, ÷òî t P Si. Ïîñêîëüêó
Si îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáúåäèíåíèå òðåõ ìíîæåñòâ, íàì èçâåñòíî, ÷òî t èìååò
îäíó èç òðåõ âîçìîæíûõ ôîðì:

1. t P ttrue, false, 0u. Â ýòîì ñëó÷àå î÷åâèäíî, ÷òî t P Si�1, ïî îïðåäåëå-
íèþ Si�1.

2. t � succ t1, pred t1 èëè iszero t1 äëÿ íåêîòîðîãî t1 P Sj . Ïîñêîëü-
êó ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè Sj � Si, ìû èìååì t1 P Si, è, òàêèì
îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ Si�1, t P Si�1.

3. t � if t1 then t2 else t3, ãäå t1, t2, t3 P Sj . Îïÿòü æå, ïîñêîëüêó, ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, Sj � Si, èìååì t P Si�1, ïî îïðåäåëåíèþ Si�1.

3.3.4. Ðåøåíèå: (Ìû ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî äëÿ ïðèíöèïà èíäóê-
öèè ïî ãëóáèíå; îñòàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà ñòðîÿòñÿ àíàëîãè÷íî.) Íàì èçâåñò-
íî, ÷òî äëÿ ëþáîãî òåðìà s, åñëè P prq âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ r, ÷üÿ ãëóáèíà
ìåíüøå, ÷åì ãëóáèíà s, òî âûïîëíÿåòñÿ è P psq; òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî P psq
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ s. Îïðåäåëèì íîâûé ïðåäèêàò Q íà íàòóðàëüíûõ ÷èñ-
ëàõ:

Qpnq � @s, ãäå depthpsq � n.P psq

Òåïåðü ïðè ïîìîùè èíäóêöèè íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ (2.4.2) ìû äîêàçûâàåì,
÷òî Qpnq âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ n.

3.5.5. Ðåøåíèå: Ïóñòü P � ïðåäèêàò íà äåðåâüÿõ âûâîäà óòâåðæäåíèé î
âû÷èñëåíèÿõ.
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Åñëè äëÿ êàæäîãî äåðåâà âûâîäà D,

ïðåäïîëàãàÿ P pCq äëÿ âñåõ íåïîñðåäñòâåííûõ ïîääåðå-
âüåâ C,
ìû ìîæåì äîêàçàòü P pDq,

òî P pDq âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ D.

3.5.10. Ðåøåíèå:
tÑ t1

tÑ� t1

tÑ� t

tÑ� t1 t1 Ñ� t2

tÑ� t2

3.5.13. Ðåøåíèå: (1) 3.5.4 è 3.5.11 ïåðåñòàþò ðàáîòàòü. 3.5.7, 3.5.8 è 3.5.12 ñî-
õðàíÿþòñÿ. (2) Â ýòîì ñëó÷àå íå âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî 3.5.4; îñòàëüíûå òåîðå-
ìû îñòàþòñÿ èñòèííûìè. Âî âòîðîì âàðèàíòå èíòåðåñíî òî, ÷òî, íåñìîòðÿ íà
ïîòåðþ äåòåðìèíèðîâàííîñòè îäíîøàãîâîãî âû÷èñëåíèÿ â ðåçóëüòàòå äîáàâ-
ëåíèÿ íîâîãî ïðàâèëà, îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò ìíîãîøàãîâîãî âû÷èñëåíèÿ
ïî-ïðåæíåìó îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî: âñå äîðîãè âåäóò â Ðèì. Äîêàçàòåëü-
ñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íå òàê óæ ñëîæíî, õîòü è íå ñòîëü òðèâèàëüíî, êàê
ðàíüøå. Ãëàâíîå íàáëþäåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî îäíîøàãîâîå îòíîøåíèå âû-
÷èñëåíèÿ îáëàäàåò òàê íàçûâàåìûì ñâîéñòâîì ðîìáà (diamond property):

Ëåììà A.1 rÑâîéñòâî ðîìáàs
Åñëè rÑ s è rÑ t, ãäå s � t, òî ñóùåñòâóåò òåðì u, òàêîé, ÷òî sÑ u è
tÑ u.

Äîêàçàòåëüñòâî: Èç ïðàâèë âû÷èñëåíèÿ ÿñíî, ÷òî îïèñûâàåìàÿ ñèòóàöèÿ
ìîæåò âîçíèêíóòü, òîëüêî åñëè r èìååò âèä if r1 then r2 else r3. Äîêà-
çàòåëüñòâî âåäåòñÿ ïî èíäóêöèè íà ïàðå äåðåâüåâ âûâîäà, êîòîðûå èñïîëü-
çóþòñÿ äëÿ âûâîäà óòâåðæäåíèÿ rÑ s è rÑ t, ñ àíàëèçîì âàðèàíòîâ äëÿ
ïîñëåäíåãî øàãà â êàæäîì âûâîäå.

Âàðèàíò i:
Äîïóñòèì, rÑ s ïî E-IfTrue, à rÑ t ïî E-Funny2. Òîãäà, èñõîäÿ èç ôîð-
ìû ýòèõ ïðàâèë, ìû çíàåì, ÷òî s � r2, è ÷òî t � if true then r12 else r3,
ãäå r2 Ñ r12. Íî òîãäà âûáîð u � r12 äàåò òðåáóåìîå, ïîñêîëüêó ìû çíàåì,
÷òî sÑ r12, è âèäèì, ÷òî tÑ r12 ïî ïðàâèëó E-IfTrue.

Âàðèàíò ii:
Äîïóñòèì, ÷òî E-If ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì ïðàâèëîì â âûâîäå êàê r Ñ s,
òàê è r Ñ t. Èç ôîðìû E-If ìû çíàåì, ÷òî s èìååò âèä if r11 then r2

else r3, à t èìååò âèä if r21 then r2 else r3, ãäå r1 Ñ r11 è r1 Ñ r21. Íî
òîãäà, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, èìååòñÿ òåðì r31 òàêîé, ÷òî r11 Ñ r31
è r21 Ñ r31 . Â òàêîì ñëó÷àå ìû ìîæåì çàâåðøèòü ðàññóæäåíèå, âçÿâ u �
if r31 then r2 else r3 è çàìåòèâ, ÷òî sÑ u è tÑ u ïî ïðàâèëó E-If.

Äëÿ îñòàëüíûõ âàðèàíòîâ äîêàçàòåëüñòâî ñòðîèòñÿ ïîõîæèì îáðàçîì.

Rev: �revision�, November 28, 2010 526 �source�le�



527

Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ðåçóëüòàòîâ òåïåðü ìîæíî ïðîâåñòè ñòàí-
äàðòíûì ìåòîäîì ¾ñòÿãèâàíèÿ äèàãðàììû¿. Äîïóñòèì, rÑ� s è rÑ� t.
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è äåéñòâîâàòü òàê äî òåõ ïîð, ïîêà s è t íå áóäóò ñòÿíóòû âìåñòå, è èç ìíîãèõ
îäíîøàãîâûõ ðîìáîâ íå ïîëó÷èòñÿ îäèí áîëüøîé ìíîãîøàãîâûé.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî, åñëè ïðè âû÷èñëåíèè r ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ çíà÷åíèÿ
v è w, òî îíè äîëæíû ñîâïàäàòü (êàê v, òàê è w ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè ôîð-
ìàìè, òàê ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè îíè ìîãóò äàâàòü îäèí è òîò æå òåðì, òîëüêî
åñëè îíè îäèíàêîâû ñ ñàìîãî íà÷àëà).

3.5.14. Ðåøåíèå: Èíäóêöèÿ ïî ñòðóêòóðå t.

Âàðèàíò: t � çíà÷åíèå.
Ïîñêîëüêó âñå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè ôîðìàìè, òàêàÿ ñèòóàöèÿ
âîçíèêíóòü íå ìîæåò.

Âàðèàíò: t � succ t1.
Ðàññìàòðèâàÿ ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ, çàìå÷àåì, ÷òî åäèíñòâåííîå èç íèõ, ïðè
ïîìîùè êîòîðîãî ìîæíî âûâåñòè t Ñ t1 è t Ñ t2 � ýòî ïðàâèëî E-Succ
(âî âñåõ îñòàëüíûõ ïðàâèëàõ âíåøíèé êîíñòðóêòîð ëåâîé ÷àñòè îòëè÷àåòñÿ
îò succ). Òàêèì îáðàçîì, äîëæíû ñóùåñòâîâàòü äâà ïîääåðåâà âûâîäà ñ çà-
êëþ÷åíèÿìè âèäà t1 Ñ t11 è t1 Ñ t21. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè (êîòî-
ðîå ïðèìåíèìî çäåñü, ïîñêîëüêó t1 � ïîäòåðì t), èìååì t11 � t21. Íî òîãäà
succ t11 � succ t21, ÷òî íàì è òðåáóåòñÿ.

Âàðèàíò: t � pred t1.
Â ýòîì ñëó÷àå åñòü òðè ðàçëè÷íûõ ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ (E-Pred,
E-PredZero è E-PredSucc), êîòîðûå ìîãëè áû áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðå-
äóêöèè t ê t1 è t2. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ïðàâèëà ýòè íå ïåðåêðûâàþòñÿ: åñëè t
ñîîòâåòñòâóåò ëåâîé ÷àñòè îäíîãî èç íèõ, òî îíî îïðåäåëåííî íå ñîîòâåòñòâóåò
ëåâûì ÷àñòÿì îñòàëüíûõ. (Íàïðèìåð, åñëè t ñîîòâåòñòâóåò E-Pred, çíà÷èò,
t1 òî÷íî íå ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì, â ÷àñòíîñòè, îíî íå ðàâíî 0 èëè succ v.) Ýòî
äàåò íàì îñíîâàíèå ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ âûâîäà tÑ t1 è tÑ t2 èñïîëüçîâàëîñü
îäíî è òî æå ïðàâèëî. Åñëè ïðàâèëî áûëî E-Pred, ìû, êàê è â ïðåäûäóùåì
âàðèàíòå, èñïîëüçóåì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Åñëè ýòî áûëî E-PredZero
èëè E-PredSucc, òî ðåçóëüòàò ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî.

Îñòàëüíûå âàðèàíòû:
Àíàëîãè÷íî.

3.5.16. Ðåøåíèå: Ïóñòü ìåòàïåðåìåííàÿ t îáîçíà÷àåò òåðì íîâîãî âèäà,
âêëþ÷àþùåãî â ñåáÿ wrong (à òàêæå òåðìû, ãäå wrong âñòðå÷àåòñÿ êàê ïîäâû-
ðàæåíèå), à g îáîçíà÷àåò òåðì èñõîäíîãî âèäà, â êîòîðîì wrong âñòðåòèòüñÿ íå
ìîæåò. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü t w

Ñ t1, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåò íîâîå îòíî-
øåíèå âû÷èñëåíèÿ, ê êîòîðîìó äîáàâëåíû ïðàâèëà äëÿ wrong, à g o

Ñ g1 � äëÿ
ñòàðîé ôîðìû âû÷èñëåíèÿ. Òåïåðü ìû ìîæåì òî÷íî ñôîðìóëèðîâàòü óòâåð-
æäåíèå î òîì, ÷òî äâà âàðèàíòà ñåìàíòèêè ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó: âñÿêèé
òåðì (èñõîäíîãî âèäà), âû÷èñëåíèå êîòîðîãî ïî ñòàðîé ñåìàíòèêå çàõîäèò â
òóïèê, â íîâîé ñåìàíòèêå ñâåäåòñÿ ê wrong, è íàîáîðîò. Ôîðìàëüíî:

Óòâåðæäåíèå A.2 Äëÿ âñåõ òåðìîâ èñõîäíîãî âèäà, g, (1) g
o
Ñ
�
v òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà g
w
Ñ
�
v, è (2) (g o

Ñ
�
g1, ãäå g1 íàõîäèòñÿ â òóïèêå)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (g w
Ñ
�
wrong).

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ øàãîâ. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî
íîâûå äîáàâëåííûå ïðàâèëà íå îòìåíÿþò òåîðåìó 3.5.14:
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Ëåììà A.3 Ðàñøèðåííîå îòíîøåíèå âû÷èñëåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííî.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà g çà îäèí øàã ïåðåâîäèòñÿ â g1 â
èñõîäíîé ñåìàíòèêå, îíî ìîæåò ïåðåâåñòèñü â g1 è â ðàñøèðåííîé ñåìàíòèêå;
áîëåå òîãî, g1 � åäèíñòâåííûé òåðì, â êîòîðûé g ìîæåò ïåðåéòè â íîâîé
ñåìàíòèêå.

Íà ñëåäóþùåì ýòàïå ïîêàæåì, ÷òî åñëè òåðì (óæå) îêàçàëñÿ â òóïèêå â
èñõîäíîé ñåìàíòèêå, òî â ðàñøèðåííîé ñåìàíòèêå åãî âû÷èñëåíèå ïðèâåäåò ê
wrong.

Ëåììà A.4 Åñëè g � òóïèêîâûé òåðì, òî g
w
Ñ
�
wrong.

Äîêàçàòåëüñòâî: èíäóêöèÿ ïî ñòðóêòóðå g.

Âàðèàíò: g � true, false èëè 0

Òàêîãî áûòü íå ìîæåò (ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî g òóïèêîâûé).

Âàðèàíò: g � if g1 then g2 else g3

Ïîñêîëüêó g òóïèêîâûé, g1 äîëæåí íàõîäèòüñÿ â íîðìàëüíîé ôîðìå (èíà÷å
ìîæíî áûëî áû ïðèìåíèòü E-If). Ïîíÿòíî, ÷òî g1 íå ìîæåò áûòü true

èëè false (èíà÷å áûëè áû ïðèìåíèìû E-IfTrue ëèáî E-IfFalse, è g íå áûë
áû òóïèêîâûì). Ðàññìîòðèì îñòàâøèåñÿ âàðèàíòû:

Ïîäâàðèàíò: g1 � if g11 then g12 else g13

Ïîñêîëüêó g1 íàõîäèòñÿ â íîðìàëüíîé ôîðìå è ïðè ýòîì, î÷åâèä-
íî, íå ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì, îí â òóïèêå. Ïðåäïîëîæåíèå èíäóê-
öèè ãîâîðèò íàì, ÷òî g1

w
Ñ
�
wrong. Îòñþäà ìû ìîæåì ïîñòðî-

èòü âûâîä g
w
Ñ
�

if wrong then g2 else g3. Äîáàâëÿÿ ê ýòîìó
âûâîäó ýêçåìïëÿð ïðàâèëà E-If-Wrong, ïîëó÷àåì g

w
Ñ
�

wrong,
÷òî è òðåáóåòñÿ.

Ïîäâàðèàíò: g1 � succ g11

Åñëè g11 ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâûì çíà÷åíèåì, òî g1 ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé badbool, è ïðàâèëî E-If-Wrong íåìåäëåííî ïðèâîäèò ê
g

w
Ñ wrong. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïî îïðåäåëåíèþ, g1 íàõî-

äèòñÿ â òóïèêå, è ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè ãîâîðèò íàì, ÷òî
g1

w
Ñ
�
wrong. Íà îñíîâàíèè ýòîãî âûâîäà ìîæíî ïîñòðîèòü âû-

âîä g
w
Ñ
�
if wrong then g2 else g3. Äîáàâëÿÿ ê íåìó ýêçåìïëÿð

E-If-Wrong, ïîëó÷àåì g
w
Ñ
�
wrong.

Äðóãèå ïîäâàðèàíòû:
Àíàëîãè÷íî.

Âàðèàíò: g � succ g1

Ïîñêîëüêó g â òóïèêå, ìû çíàåì (èç îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé), ÷òî g1 íàõî-
äèòñÿ â íîðìàëüíîé ôîðìå, íî íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâûì çíà÷åíèåì. Åñòü äâå
âîçìîæíîñòè: ëèáî g1 ðàâåí true èëè false, ëèáî g1 òîæå íå ÿâëÿåòñÿ
çíà÷åíèåì, òî åñòü íàõîäèòñÿ â òóïèêå. Â ïåðâîì ñëó÷àå, E-Succ-Wrong
íåìåäëåííî ïðèâîäèò ê g w

Ñ wrong; âî âòîðîì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äàåò
íàì g1

w
Ñ
�
wrong, è ìû ðàññóæäàåì, êàê ðàíüøå.
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Îñòàëüíûå âàðèàíòû:
Àíàëîãè÷íî.

Ëåììû A.3 è A.4 âìåñòå äàþò íàì íàïðàâëåíèå ¾è òîëüêî òîãäà¿ (ñ)
÷àñòè (2) óòâåðæäåíèÿ A.2. ×òîáû äîêàçàòü îáðàòíîå íàïðàâëåíèå, òðåáóåòñÿ
ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî òåðì, êîòîðûé â ðàñøèðåííîé ñåìàíòèêå ¾âîò-âîò
äàñò íåïðàâèëüíîå çíà÷åíèå¿, â îáû÷íîé ñåìàíòèêå ÿâëÿåòñÿ òóïèêîâûì.

Ëåììà A.5 Åñëè g
w
Ñ t â ðàñøèðåííîé ñåìàíòèêå, è t ñîäåðæèò â êà÷åñòâå

ïîäòåðìà wrong, òî â èñõîäíîé ñåìàíòèêå g íàõîäèòñÿ â òóïèêå.
Äîêàçàòåëüñòâî: íåñëîæíàÿ èíäóêöèÿ íà (ðàñøèðåííûõ) äåðåâüÿõ âûâîäà
âû÷èñëåíèé.

Ñî÷åòàÿ ýòî óòâåðæäåíèå ñ ëåììîé A.3, ìû ïîëó÷àåì íàïðàâëåíèå ¾òîãäà¿
(ð) óòâåðæäåíèÿ A.2, ÷àñòü (2), è äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.

3.5.17. Ðåøåíèå:Ìû äîêàçûâàåì äâà íàïðàâëåíèÿ ¾òîãäà è òîëüêî òîãäà¿ ïî
îòäåëüíîñòè, â óòâåðæäåíèÿõ A.7 è A.9. Â êàæäîì ñëó÷àå, ìû íà÷èíàåì ñ äî-
êàçàòåëüñòâà òåõíè÷åñêîé ëåììû, êîòîðàÿ óñòàíàâëèâàåò íåêîòîðîå ïîëåçíîå
ñâîéñòâî âû÷èñëåíèÿ ñ áîëüøèì/ìàëûì øàãîì.

Ëåììà A.6 Åñëè t1 Ñ� t11, òî if t1 then t2 else t3 Ñ�

if t11 then t2 else t3 (è àíàëîãè÷íî äëÿ äðóãèõ êîíñòðóêòîðîâ).
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðîñòàÿ èíäóêöèÿ.

Óòâåðæäåíèå A.7 Åñëè t ó v, òî tÑ� v.
Äîêàçàòåëüñòâî: Èíäóêöèÿ ïî âûâîäó t ó v, ñ ðàçáîðîì âàðèàíòîâ ïî ïîñëåä-
íåìó èñïîëüçîâàííîìó ïðàâèëó.

Âàðèàíò B-Value: t � v

Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî.

Âàðèàíò B-IfTrue: t � if t1 then t2 else t3

t1 ó true

t2 ó v

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, t1 Ñ
� true. Ïî ëåììå A.6

if t1 then t2 else t3 Ñ
� if true then t2 else t3

Ïî ïðàâèëó E-IfTrue if true then t2 else t3 Ñ t2. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè t2 Ñ

� v. Íóæíûé ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç òðàíçèòèâíîñòè îòíî-
øåíèÿ Ñ�.

Îñòàëüíûå ñëó÷àè àíàëîãè÷íû.

Ëåììà A.8 Åñëè
if t1 then t2 else t3 Ñ

� v

òî ëèáî t1 Ñ
� true è t2 Ñ

� v, ëèáî t1 Ñ
� false è t3 Ñ

� v. Áîëåå òî-
ãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âû÷èñëåíèÿ äëÿ t1 è t2 èëè t3 ñòðîãî êîðî÷å, ÷åì
èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âû÷èñëåíèÿ. (Òî æå âåðíî è äëÿ äðóãèõ êîí-
ñòðóêòîðîâ.)
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Äîêàçàòåëüñòâî: Èíäóêöèÿ ïî äëèíå èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âû÷èñ-
ëåíèÿ. Ïîñêîëüêó óñëîâíîå âûðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì, â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè äîëæåí áûòü ïî êðàéíåé ìåðå îäèí øàã. Ïðîâåäåì ðàçáîð âàðè-
àíòîâ ïîñëåäíåãî ïðàâèëà, èñïîëüçîâàííîãî íà ýòîì øàãå (ýòî äîëæíî áûòü
îäíî èç If-ïðàâèë).

Âàðèàíò E-If: if t1 then t2 else t3 Ñ if t11 then t2 else t3 Ñ
� v

tÑ t11
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ëèáî t11 Ñ

� true è t2 Ñ
� v, ëèáî t11 Ñ

� false

è t3 Ñ
� v. Äîáàâëåíèå íà÷àëüíîãî øàãà t1 Ñ t1

1 ê âûâîäó t1
1 Ñ� true èëè

t1
1 Ñ� false äàåò íåîáõîäèìûé ðåçóëüòàò. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷à-

þùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âû÷èñëåíèÿ êîðî÷å èñõîäíûõ.

Âàðèàíò E-IfTrue: if true then t2 else t3 Ñ t2 Ñ
� v

Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò íåìåäëåííî.

Âàðèàíò E-IfFalse: if false then t2 else t3 Ñ t3 Ñ
� v

Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò íåìåäëåííî.

Óòâåðæäåíèå A.9 Åñëè tÑ� v, òî t ó v.

Äîêàçàòåëüñòâî: Èíäóêöèÿ ïî ÷èñëó øàãîâ âû÷èñëåíèÿ (ñ ìàëûì øàãîì) ïðè
âûâîäå tÑ� v.

Åñëè t Ñ� v çà 0 øàãîâ, òî t � v, è ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç B-Value. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ àíàëèç âàðèàíòîâ ôîðìû t.

Âàðèàíò: t � if t1 then t2 else t3

Ïî ëåììå A.8 ëèáî (1) t1 Ñ
� true è t2 Ñ

� v, ëèáî (2) t1 Ñ
� false è t3 Ñ

� v.
Äîêàçàòåëüñòâî â îáîèõ ñëó÷àÿõ àíàëîãè÷íî, òàê ÷òî ïðåäïîëîæèì, äëÿ
îïðåäåëåííîñòè, âàðèàíò (1). Ëåììà A.8 óòâåðæäàåò òàêæå, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè âû÷èñëåíèÿ äëÿ t1 Ñ

� true è t2 Ñ
� v êîðî÷å, ÷åì äëÿ t, òàê

÷òî ïðèìåíèìî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè; ýòî äàåò íàì t1 ó true è t2 ó v.
Îòñþäà ìû ìîæåì âûâåñòè t ó v ÷åðåç ïðàâèëî B-IfTrue.

Äðóãèå êîíñòðóêòîðû òåðìîâ ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

4.2.1. Ðåøåíèå: Êàæäûé ðàç, êîãäà eval âûçûâàåò ñåáÿ ðåêóðñèâíî, íà ñòåê
âûçîâîâ ïîìåùàåòñÿ îáðàáîò÷èê try. Ïîñêîëüêó íà êàæäîì øàãå âû÷èñëåíèÿ
ïðîèñõîäèò îäèí ðåêóðñèâíûé âûçîâ, â êîíöå êîíöîâ ñòåê ïåðåïîëíèòñÿ. Â
ñóùíîñòè, èç-çà òîãî, ÷òî ðåêóðñèâíûé âûçîâ eval îáåðíóò â try, îí ïåðåñòàåò
áûòü õâîñòîâûì, õîòÿ è ïðîäîëæàåò òàê âûãëÿäåòü. Áîëåå ïðàâèëüíàÿ (õîòÿ
è áîëåå òðóäíàÿ äëÿ ÷òåíèÿ) âåðñèÿ eval òàêîâà:

let rec eval t =

let t'opt = try Some(eval1 t) with NoRuleApplies Ñ

None in

match t'opt with

Some(t') Ñ eval t'

| None Ñ t
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5.2.1. Ðåøåíèå:

or = λb. λc. b tru c;

not = λb. b fls tru;

5.2.2. Ðåøåíèå:

scc2 = λn. λs. λz. n s (s z);

5.2.3. Ðåøåíèå:

times2 = λm. λn. λs. λz. m (n s) z;

Èëè æå, áîëåå êîìïàêòíî:

times3 = λm. λn. λs. m (n s);

5.2.4. Ðåøåíèå: Îïÿòü æå, ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ:

power1 = λm. λn. m (times n) c1;

power2 = λm. λn. m n;

5.2.5. Ðåøåíèå:

subtract1 = λm. λn. n prd n;

5.2.6. Ðåøåíèå: Âû÷èñëåíèå prd cn çàíèìàåò Opnq øàãîâ, ïîñêîëüêó prd

ñòðîèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç n ïàð ÷èñåë, à çàòåì âûáèðàåò ïåðâûé ýëåìåíò
ïîñëåäíåé ïàðû.

5.2.7. Ðåøåíèå: Âîò ïðîñòîå ðåøåíèå:

equal = λm. λn.
and (iszro (m prd n))

(iszro (n prd m));

5.2.8. Ðåøåíèå: Âîò ðåøåíèå, êîòîðîå èìåë â âèäó ÿ:

nil = λc. λn. n;

cons = λh. λt. λc. λn. c h (t c n);

head = λl. l (λh.λt.h) fls;

tail = λl.
fst (l (λx. λp. pair (snd p) (cons x (snd p)))

(pair nil nil));

isnil = λl. l (λh.λt.fls) tru;

À âîò íåñêîëüêî äðóãîé ïîäõîä:

nil = pair tru tru;

cons = λh. λt. pair fls (pair h t);

head = λz. fst (snd z);

tail = λz. snd (snd z);

isnil = fst;

5.2.9. Ðåøåíèå: Ìû èñïîëüçóåì if, à íå test, ÷òîáû èçáåæàòü ñèòóàöèè,
â êîòîðîé âñåãäà âû÷èñëÿþòñÿ îáå âåòâè óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ, ÷òî ïðèâåëî
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áû ê ðàñõîæäåíèþ factorial. ×òîáû èçáåæàòü òàêîãî ðàñõîæäåíèÿ ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè test, íóæíî çàùèòèòü îáå âåòâè, çàâåðíóâ èõ â ïóñòûå ëÿìáäà-
àáñòðàêöèè. Ïîñêîëüêó àáñòðàêöèè ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè, íàøà ñòðàòåãèÿ ñ
âûçîâîì ïî çíà÷åíèþ âíóòðü íèõ íå çàãëÿäûâàåò, à ïåðåäàåò èõ êàê åñòü â
test, à óæå îí âûáèðàåò îäíó èç íèõ è îòäàåò îáðàòíî. Òîãäà ìû ïðèìåíÿ-
åì âñå âûðàæåíèå test ê àðãóìåíòó-çàãëóøêå, ñêàæåì, c0, ÷òîáû çàñòàâèòü
âûáðàííóþ âåòâü âû÷èñëÿòüñÿ.

ff = λf. λn.
test

(iszro n) (λx. c1) (λx. (times n (f (prd n)))) c0;

factorial = fix ff;

equal c6 (factorial c3);

� (λx. λy. x)

5.2.10. Ðåøåíèå: Âîò ðåêóðñèâíîå ðåøåíèå:

cn = λf. λm. if iszero m then c0 else scc (f (pred m));

churchnat = fix cn;

Ïðîñòàÿ ïðîâåðêà åãî ðàáîòîñïîñîáíîñòè:

equal (churchnat 4) c4;

� (λx. λy. x)

5.2.11. Ðåøåíèå:

ff = λf. λl.
test (isnil l)

(λx. c0) (λx. (plus (head l) (f (tail l)))) c0;

sumlist = fix ff;

l = cons c2 (cons c3 (cons c4 nil ));

equal (sumlist l) c9;

� (λx. λy. x)

Ðàçóìååòñÿ, ôóíêöèþ ñóììèðîâàíèÿ ñïèñêà ìîæíî íàïèñàòü è áåç èñïîëüçî-
âàíèÿ fix:

sumlist ' = λl. l plus c0;

equal (sumlist ' l) c9;

� (λx. λy. x)

5.3.3. Ðåøåíèå: Èíäóêöèÿ ïî ðàçìåðó t. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðåáóåìîå ñâîé-
ñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ òåðìîâ, ìåíüøèõ t; íóæíî äîêàçàòü åãî äëÿ ñàìî-
ãî t. Íóæíî ðàññìîòðåòü òðè âàðèàíòà:

Âàðèàíò: t � x

Ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî: |FV ptq| � |txu| � 1 � sizeptq.
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Âàðèàíò: t � λx.t1

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, |FV pt1q| ¤ sizept1q. Ñ÷èòàåì òàê:
|FV ptq| � |FV pt1qztxu| ¤ |FV pt1q| ¤ sizept1q   sizeptq.

Âàðèàíò: t � t1 t2

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, |FV pt1q| ¤ sizept1q è |FV pt2q| ¤ sizept2q.
Ñ÷èòàåì òàê:
|FV ptq| � |FV pt1q Y FV pt2q| ¤ |FV pt1q| � |FV pt2q| ¤ sizept1q � sizept2q  
sizeptq.

5.3.6. Ðåøåíèå: Äëÿ ïîëíîé (íåäåòåðìèíèñòñêîé) áåòà-ðåäóêöèè ïðàâèëà òà-
êîâû:

t1 Ñ t11

t1 t2 Ñ t11 t2

(E-App1)

t2 Ñ t12

t1 t2 Ñ t1 t12
(E-App2)

t1 Ñ t11

λx.t1 Ñ λx.t11
(E-Abs)

(λx.t12) t2 Ñ rx ÞÑ t2st12 (E-AppAbs)

(Çàìåòèì, ÷òî ñèíòàêñè÷åñêàÿ êàòåãîðèÿ çíà÷åíèé íå èñïîëüçóåòñÿ.) Äëÿ íîð-
ìàëüíîãî ïîðÿäêà âû÷èñëåíèé îäèí èç âàðèàíòîâ çàïèñè ïðàâèë òàêîâ:

na1 Ñ na11

na1 t2 Ñ na11 t2

(E-App1)

t2 Ñ t12

nanf1 t2 Ñ nanf1 t12
(E-App2)

t1 Ñ t11

λx.t1 Ñ λx.t11
(E-Abs)

(λx.t12) t2 Ñ rx ÞÑ t2st12 (E-AppAbs)

ãäå ñèíòàêñè÷åñêèå êàòåãîðèè íîðìàëüíîé ôîðìû, íîðìàëüíîé ôîðìû-íå àá-
ñòðàêöèè è íå-àáñòðàêöèè îïðåäåëÿþòñÿ òàê:
nf ::= íîðìàëüíûå ôîðìû:

λx.nf
nanf

nanf ::= íîðìàëüíûå ôîðìû-íå àáñòðàêöèè:
x

nanf nf

na ::= íå-àáñòðàêöèè:
x

t1 t2
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(Ýòî îïðåäåëåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ îñòàëüíûìè âûãëÿäèò íåìíîãî íååñòåñòâåí-
íî. Îáû÷íî íîðìàëüíûé ïîðÿäîê ðåäóêöèè îïðåäåëÿåòñÿ òàê: ¾êàê ïðè ïîëíîé
áåòà-ðåäóêöèè, íî ïðè óñëîâèè, ÷òî âñåãäà âûáèðàåòñÿ òîëüêî ñàìûé ëåâûé,
ñàìûé âíåøíèé ðåäåêñ¿.)

Ëåíèâàÿ ñòðàòåãèÿ îïðåäåëÿåò çíà÷åíèÿ êàê ïðîèçâîëüíûå àáñòðàêöèè,
àíàëîãè÷íî ñòðàòåãèè âûçîâà ïî çíà÷åíèþ. Ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ òàêîâû:

t1 Ñ t11

t1 t2 Ñ t11 t2

(E-App1)

(λx.t12) t2 Ñ rx ÞÑ t2st12 (E-AppAbs)

5.3.8. Ðåøåíèå:

λx.t ó λx.t

t1 ó λx.t12 t2 ó v2 rx ÞÑ v2st12 ó v

t1 t2 ó v

6.1.1. Ðåøåíèå:

c0 = λ. λ. 0;

c2 = λ. λ. 1 (1 0);

plus = λ. λ. λ. λ. 3 1 (2 0 1);

fix = λ. (λ. 1 (λ. (1 1) 0)) (λ. 1 (λ. (1 1) 0));

foo = (λ. (λ. 0)) (λ. 0);

6.1.5. Ðåøåíèå: Ýòè äâå ôóíêöèè ìîæíî îïðåäåëèòü òàê:

removenamesΓpxq = èíäåêñ ñàìîãî ïðàâîãî x â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Γ
removenamesΓpλx.t1q = λ. removenamesΓ,xpt1q
removenamesΓpt1 t2q = removenamesΓ,xpt1q removenamesΓ,xpt2q

restorenamesΓpkq = k-å èìÿ â Γ
restorenamesΓpλ.t1q = λx.restorenamesΓ,xpt1q

ãäå x � ïåðâîå èìÿ ïåðåìåííîé, íå âõîäÿùåå â dompΓq
restorenamesΓpt1 t2q = restorenamesΓ,xpt1q restorenamesΓ,xpt2q

Òðåáóåìûå ñâîéñòâà ôóíêöèé removenames è restorenames äîêàçûâàþòñÿ ïðî-
ñòîé ñòðóêòóðíîé èíäóêöèåé íà òåðìàõ.

6.2.2. Ðåøåíèå:

1. λ. λ. 1 (0 4)

2. λ. 0 3 (λ. 0 1 4)
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6.2.5. Ðåøåíèå:
r0 ÞÑ 1s (0 (λ.λ.2)) = 1 (λ. λ. 3)

ò. å. a (λx. λy. a)

r0 ÞÑ 1 (λ.2)s (0 (λ.1)) = (1 (λ.2)) (λ. (2 (λ.3)))
ò. å. (a (λz. a)) (λx.(a (λz. a)))

r0 ÞÑ 1s (λ. 0 2) = λ. 0 2

ò. å. λb. b a

r0 ÞÑ 1s (λ. 1 0) = λ. 2 0

ò. å. λa'. a a'

6.2.8. Ðåøåíèå: Ïóñòü èìååòñÿ êîíòåêñò èìåíîâàíèÿ Γ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γpxq
èíäåêñ ïåðåìåííîé x â Γ, ñ÷èòàÿ ñïðàâà. Òðåáóåìîå ñâîéñòâî ôîðìóëèðóåòñÿ
òàê:

removenamesΓprx ÞÑ sstq � rΓpxq ÞÑ removenamesΓpsqspremovenamesΓptqq

Äîêàçàòåëüñòâî ñòðîèòñÿ èíäóêöèåé ïî t, ïðè ïîìîùè îïðåäåëåíèé 5.3.5 è
6.2.4, íåêîòîðûõ íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé, à òàêæå ïàðû ïðîñòûõ ëåìì, äîêà-
çûâàþùèõ ñâîéñòâà removenames è äðóãèõ ïðîñòûõ îïåðàöèé ñ òåðìàìè. Ïðè
ðàññìîòðåíèè àáñòðàêöèè êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàåò ñîãëàøåíèå 5.3.4.

6.3.1. Ðåøåíèå: Åäèíñòâåííûé ñëó÷àé, â êîòîðîì ìîã áû âîçíèêíóòü îòðèöà-
òåëüíûé èíäåêñ, � ýòî êîãäà â ñäâèãàåìîì òåðìå âñòðåòèëàñü ïåðåìåííàÿ 0.
Îäíàêî ýòîãî ñëó÷èòüñÿ íå ìîæåò, ïîñêîëüêó ìû òîëüêî ÷òî ïðîâåëè ïîäñòà-
íîâêó âìåñòî ïåðåìåííîé 0 (ïðè ýòîì òåðì, ïîäñòàâëÿåìûé âìåñòî 0, òîëüêî
÷òî áûë ñäâèíóò ââåðõ, è â íåì òîæå íå ìîæåò áûòü âõîæäåíèé ïåðåìåííîé 0).

6.3.2. Ðåøåíèå: Äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè ïðåäñòàâëåíèé, èñïîëüçóþ-
ùèõ èíäåêñû è óðîâíè, ìîæíî íàéòè â Lescanne and Rouyer-Degli, 1995. Óðîâ-
íè äå Áðàóíà îáñóæäàþòñÿ òàêæå â de Bruijn, 1972 è Filinski, 1999, ðàçäåë 5.2.

8.3.5. Ðåøåíèå: Íåò: îòêàç îò ýòîãî ïðàâèëà ïðèâîäèò ê ïîòåðå ñâîéñòâà
ïðîäâèæåíèÿ. Åñëè ìû äåéñòâèòåëüíî ïðîòèâ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëÿòü ïðåä-
øåñòâåííèêà 0, òî ñ íèì íàäî áîðîòüñÿ êàê-òî èíà÷å � íàïðèìåð, âûçûâàÿ
èñêëþ÷åíèå (ãëàâà 14), åñëè ïðîãðàììà ïûòàåòñÿ åãî âû÷èñëèòü, èëè ïåðå-
îïðåäåëèâ òèï pred òàê, ÷òîáû åãî ìîæíî áûëî ïðèìåíÿòü òîëüêî ê ñòðîãî
ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëàì � ñ ïîìîùüþ òèïîâ-ïåðåñå÷åíèé (�15.7) èëè çàâèñè-
ìûõ òèïîâ (�30.5).

8.3.6. Ðåøåíèå: Âîò êîíòðïðèìåð: òåðì (if false then true else 0) íå
èìååò òèïà, íî ïðè âû÷èñëåíèè äàåò ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûé òåðì 0.

8.3.7. Ðåøåíèå: Ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ òèïîâ äëÿ ñåìàíòèêè ñ áîëüøèì øà-
ãîì ïîõîæå íà òî, êîòîðîå ìû ïðèâåëè äëÿ ñåìàíòèêè ñ ìàëûì øàãîì: åñëè
ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûé òèï ïðè âû÷èñëåíèè äàåò íåêîòîðîå îêîí÷àòåëü-
íîå çíà÷åíèå, òî òèï ýòîãî çíà÷åíèÿ áóäåò òàêèì æå, êàê ó èñõîäíîãî òåðìà.
Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî íàøåìó. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñâîéñòâî ïðîäâèæå-
íèÿ äåëàåò íàìíîãî áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå: âñÿêèé ïðàâèëüíî òèïèçèðî-
âàííûé òåðì äàåò ïðè âû÷èñëåíèè íåêîòîðîå îêîí÷àòåëüíîå çíà÷åíèå � òî
åñòü, âû÷èñëåíèå íà ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûõ òåðìàõ âñåãäà çàâåðøàåòñÿ.
Äëÿ àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé ýòî óòâåðæäåíèå îêàçûâàåòñÿ âåðíûì; îä-
íàêî, äëÿ ìíîãèõ áîëåå èíòåðåñíûõ ÿçûêîâ (ÿçûêîâ ñ ðåêóðñèåé îáùåãî âèäà,
ñì. �11.11) îíî âûïîëíÿòüñÿ íå áóäåò. Â òàêèõ ÿçûêàõ ñâîéñòâî ïðîäâèæåíèÿ
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ïðîñòî îòñóòñòâóåò: â ñóùíîñòè, íåò íèêàêîãî ñïîñîáà îòëè÷èòü îøèáî÷íîå
ñîñòîÿíèå îò çàöèêëèâàíèÿ. Ýòî îäíà èç ïðè÷èí, ïî÷åìó òåîðåòèêè ÿçûêîâ
ïðîãðàììèðîâàíèÿ îáû÷íî ïðåäïî÷èòàþò ñòèëü ñ ìàëûì øàãîì.

Äðóãàÿ àëüòåðíàòèâà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ÿâíî óêàçûâàòü â ñåìàíòèêå ñ
áîëüøèì øàãîì ïåðåõîäû â ñîñòîÿíèå wrong, êàê â óïðàæíåíèè 8.3.8. Ýòîò
ñòèëü èñïîëüçóþò, íàïðèìåð, Àáàäè è Êàðäåëëè â îïåðàöèîííîé ñåìàíòèêå
äëÿ ñâîåãî èñ÷èñëåíèÿ îáúåêòîâ (Abadi and Cardelli, 1996, ñ. 87).

8.3.8. Ðåøåíèå: Â ðàñøèðåííîé ñåìàíòèêå òóïèêîâûå ñîñòîÿíèÿ âîîáùå îò-
ñóòñòâóþò � âñÿêèé òåðì, íå ÿâëÿþùèéñÿ çíà÷åíèåì, ëèáî ïåðåõîäèò â äðóãîé
òåðì îáû÷íûì îáðàçîì, ëèáî ÿâíî ïðåâðàùàåòñÿ â wrong (ýòî, ðàçóìååòñÿ, òî-
æå íàäî äîêàçàòü), � òàê ÷òî ñâîéñòâî ïðîäâèæåíèÿ òðèâèàëüíî. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, òåîðåìà î ðåäóêöèè ñóáúåêòà äàåò íàì áîëüøå èíôîðìàöèè, ÷åì
ðàíüøå. Ïîñêîëüêó ó wrong íèêàêîãî òèïà íåò, óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ïðà-
âèëüíî òèïèçèðîâàííûé òåðì ìîæåò ïåðåéòè òîëüêî â äðóãîé ïðàâèëüíî òèïè-
çèðîâàííûé òåðì, îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî îí íå ìîæåò ïåðåéòè âî wrong. Â
ñóùíîñòè, äîêàçàòåëüñòâî ñòàðîé òåîðåìû î ïðîäâèæåíèè ñòàíîâèòñÿ ÷àñòüþ
íîâîãî äîêàçàòåëüñòâà ñîõðàíåíèÿ.

9.2.1. Ðåøåíèå: Ïîòîìó ÷òî ìíîæåñòâî âûðàæåíèé òèïà ïóñòîå (â ñèíòàêñèñå
òèïîâ íåò áàçîâîãî âàðèàíòà).

9.2.3. Ðåøåíèå: Ïðèìåð òàêîãî êîíòåêñòà:

Γ � f : Bool Ñ Bool Ñ Bool, x:Bool, y:Bool

Â îáùåì ñëó÷àå, ãîäèòñÿ ëþáîé êîíòåêñò âèäà

Γ � f:S Ñ T Ñ Bool, x:S, y:T

ãäå S è T � ïðîèçâîëüíûå òèïû. Ðàññóæäåíèÿ òàêîãî ðîäà èãðàþò êëþ÷åâóþ
ðîëü â àëãîðèòìå ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ (type reconstruction) èç ãëàâû 22.

9.3.2. Ðåøåíèå: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåðì x x èìååò òèï T, è ñâåäåì ýòî ïðåä-
ïîëîæåíèå ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ïî ëåììå îá èíâåðñèè, ëåâûé ïîäòåðì (x) äîëæåí
èìåòü òèï T1 Ñ T2, à ïðàâûé ïîäòåðì (òîæå x) äîëæåí èìåòü òèï T1. Ñîãëàñ-
íî âàðèàíòó ëåììû îá èíâåðñèè, îòíîñÿùåìóñÿ ê ïåðåìåííûì, êàê x : T1 Ñ
T2, òàê è x : T1, äîëæíû ñëåäîâàòü èç ïðåäïîëîæåíèé â Γ. Ïîñêîëüêó ó x

â Γ ìîæåò áûòü òîëüêî îäíî ñâÿçûâàíèå, èìååì T1 Ñ T2 � T1. Íî ýòî íåâîç-
ìîæíî � âñå òèïû èìåþò êîíå÷íûé ðàçìåð, òàê ÷òî òèï íå ìîæåò ñëóæèòü
ïîäâûðàæåíèåì ñàìîãî ñåáÿ. Ìû ïîëó÷èëè òðåáóåìîå ïðîòèâîðå÷èå.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè áåñêîíå÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ òèïîâ áûëè áû ðàçðåøåíû,
ìû ìîãëè áû íàéòè ðåøåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ T1 Ñ T2 � T1. Ê ýòîìó âîïðîñó
ìû âåðíåìñÿ â ãëàâå 20.

9.3.3. Ðåøåíèå: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γ $ t : S è Γ $ t : T. Ñ ïîìîùüþ
èíäóêöèè ïî âûâîäó Γ $ t : T ïîêàæåì, ÷òî S � T.

Âàðèàíò T-Var: t � x

ãäå x:T P Γ
Ñîãëàñíî ïóíêòó 1 ëåììû îá èíâåðñèè (9.3.1), ïîñëåäíåå ïðàâèëî âî âñÿêîì
äåðåâå âûâîäà òèïà Γ $ t : S òàêæå äîëæíî áûòü T-Var, è S � T.
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Âàðèàíò T-Abs: t � λy:T2.t1

T � T2 Ñ T1

Γ, y:T2 $ t1 : T1

Ñîãëàñíî ïóíêòó 2 ëåììû îá èíâåðñèè, ïîñëåäíåå ïðàâèëî âî âñÿêîì äåðåâå
âûâîäà Γ $ t : S òàêæå äîëæíî áûòü T-Abs, è â ýòîì äåðåâå âûâîäà äîëæíî
èìåòüñÿ ïîääåðåâî ñ âûâîäîì Γ, y:T2 $ t1 : S1, ïðè÷åì S � T2 Ñ S1. Ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè (îòíîñèòåëüíî ïîääåðåâà ñ çàêëþ÷åíèåì (Γ, y:T2 $
t1 : T1)) ïîëó÷àåì S1 � T1, îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò S � T.

Âàðèàíòû T-App, T-True, T-False, T-IF: Àíàëîãè÷íî.

9.3.9. Ðåøåíèå: Èíäóêöèÿ ïî äåðåâó âûâîäà Γ $ t : T. Íà êàæäîì øàãå
èíäóêöèè ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òðåáóåìîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ
ïîääåðåâüåâ (ò. å. åñëè Γ $ s : S è s Ñ s', òî Γ $ s' : S, åñëè Γ $ s : S

äîêàçàíî ïîäâûâîäîì òåêóùåãî äåðåâà âûâîäà). Çàòåì ìû ðàññìàòðèâàåì âà-
ðèàíòû ïîñëåäíåãî ïðàâèëà â äåðåâå.

Âàðèàíò T-Var: t � x x:T P Γ.
Íå ìîæåò âîçíèêíóòü (íå ñóùåñòâóåò ïðàâèë âû÷èñëåíèÿ, èìåþùèõ ñëåâà ïå-
ðåìåííóþ).

Âàðèàíò T-Abs: t � λx:T1.t2

Íå ìîæåò âîçíèêíóòü.

Âàðèàíò T-App: t � t1 t2 Γ $ t1 : T11 Ñ T12 Γ $ t2 : T11

T � T12

Ðàññìàòðèâàÿ ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ íà ðèñ. 9.1 ñ ïðèìåíåíèÿìè ñëåâà, ìû âè-
äèì, ÷òî tÑ t1 ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî òðåìÿ ñïîñîáàìè: E-App1, E-App2 è
E-AppAbs. Êàæäûé èç ýòèõ ñëó÷àåâ ìû ðàññìîòðèì ïî îòäåëüíîñòè.

Ïîäâàðèàíò E-App1: t1 Ñ t11 t1 � t11 t2

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèÿì äëÿ âàðèàíòà T-App, â èñõîäíîì äåðåâå
âûâîäà òèïà åñòü ïîääåðåâî ñ çàêëþ÷åíèåì Γ $ t1 : T11 Ñ T12.
Ïðèìåíèâ ê ýòîìó óòâåðæäåíèþ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, ïîëó÷à-
åì Γ $ t11 : T11 Ñ T12. Ñî÷åòàÿ ýòîò ðåçóëüòàò ñ çàìå÷àíèåì, ÷òî
Γ $ t2 : T11 (òàêæå îäíî èç ïðåäïîëîæåíèé â âàðèàíòå T-App),
ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü ïðàâèëî T-App, çàêëþ÷àÿ, ÷òî
Γ $ t1 : T.

Ïîäâàðèàíò E-App2: t1 � v1 (ò. å., t1 ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì)
t2 Ñ t12
t1 � v1 t12

Àíàëîãè÷íî.

Ïîäâàðèàíò E-AppAbs: t1 � λx:T11. t12

t2 � v2

t1 � rx ÞÑ v2st12

Ñ ïîìîùüþ ëåììû îá èíâåðñèè ìû ìîæåì ðàçîáðàòü äåðåâî âûâîäà
òèïà äëÿ λx:T11.t12 è ïîëó÷èòü Γ, x:T11 $ t12 : T12. Èñõîäÿ èç
ýòîãî è ëåììû î ïîäñòàíîâêå (�9.3.8), ïîëó÷àåì Γ $ t1 : T12.

Âàðèàíòû ñ áóëåâñêèìè êîíñòàíòàìè è óñëîâíûìè âûðàæåíèÿìè äîêàçû-
âàþòñÿ òàê æå, êàê â 8.3.3.
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9.3.10. Ðåøåíèå: Òåðì (λx:Bool. λy:Bool. y) (true true) íå èìååò ïðà-
âèëüíîãî òèïà, íî ðåäóöèðóåòñÿ ê ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííîìó òåðìó
(λy:Bool. y).

9.4.1. Ðåøåíèå: T-True è T-False � ïðàâèëà ââåäåíèÿ. T-If � ïðàâèëî
óñòðàíåíèÿ. T-Zero è T-Succ � ïðàâèëà ââåäåíèÿ. T-Pred è T-IsZero �
ïðàâèëà óñòðàíåíèÿ. Âîïðîñ î òîì, ÿâëÿþòñÿ ëè succ è pred êîíñòðóêöèÿìè
ââåäåíèÿ èëè óñòðàíåíèÿ, òðåáóåò íåáîëüøîãî ðàçäóìüÿ, ïîñêîëüêó ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî îíè íå òîëüêî ñîçäàþò, íî è èñïîëüçóþò ÷èñëà. Çäåñü êëþ÷åâîå
íàáëþäåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè âñòðå÷å pred è succ îáðàçóþò ðåäåêñ; òî
æå êàñàåòñÿ è iszero.

11.2.1. Ðåøåíèå: t1 = (λx:Unit.x) unit

ti�1 = (λf:UnitÑUnit. f(f(unit))) (λx:Unit.ti)

11.3.2. Ðåøåíèå:

Γ $ t2 : T2

Γ $ λ_:T1.t2 : T1 Ñ T2

(T-Wildcard)

(λ_:T11.t12) v2 Ñ t12 (E-Wildcard)

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ýòè ïðàâèëà âûâîäÿòñÿ èç îïðåäåëåíèÿ ñîêðàùåíèÿ,
âûãëÿäèò â òî÷íîñòè êàê äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11.3.1.

11.4.1. Ðåøåíèå: Ïåðâîå çàäàíèå íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà: åñëè ìû ðàçâîðà-
÷èâàåì ïðèïèñûâàíèå òèïà ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà t as T � (λx:T. x) t, òî
ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðàâèëà òèïèçàöèè, à òàêæå ïðàâèëà âû-
÷èñëåíèÿ äëÿ ýòîé êîíñòðóêöèè ïðÿìî âûâîäÿòñÿ èç ïðàâèë äëÿ àáñòðàêöèè
è ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèé.

Åñëè æå ìû ââåäåì ýíåðãè÷íóþ âåðñèþ ïðàâèëà ïðèïèñûâàíèÿ, òî ïðèäåò-
ñÿ ïðèìåíèòü áîëåå ñëîæíîå ïðàâèëî óäàëåíèÿ ñàõàðà, êîòîðîå îòêëàäûâàåò
âû÷èñëåíèå äî òåõ ïîð, ïîêà êîíñòðóêöèÿ ïðèïèñûâàíèÿ íå áóäåò îòáðîøåíà.
Íàïðèìåð, òàê:

t as T
def

� (λx:Unit Ñ T. x unit) (λy:Unit. t) ñ íîâîé ïåðåìåííîé y

Ðàçóìååòñÿ, èñïîëüçîâàíèå èìåííî òèïà Unit çäåñü íåñóùåñòâåííî: ïîäîøåë
áû ëþáîé òèï.

Òîíêîñòü çäåñü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óäàëåíèå ñàõàðà, áóäó÷è èíòóèòèâ-
íî ïðàâèëüíûì, íå îáëàäàåò â òî÷íîñòè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå òðåáóåò òåîðå-
ìà 11.3.1. Òàê ïîëó÷àåòñÿ ïîòîìó, ÷òî ðåçóëüòàò ïåðåâîäà èñ÷åçàåò çà äâà øàãà
âû÷èñëåíèÿ, òîãäà êàê âûñîêîóðîâíåâîå ïðàâèëî E-Ascribe ñðàáàòûâàåò çà
îäèí øàã. Ýòî, îäíàêî, íå äîëæíî íàñ óäèâëÿòü: áóäåì ðàññìàòðèâàòü óäàëå-
íèå ñàõàðà êàê ïðîñòóþ ôîðìó êîìïèëÿöèè, è çàìåòèì, ÷òî â ñêîìïèëèðî-
âàííîì âèäå ïî÷òè ëþáàÿ âûñîêîóðîâíåâàÿ êîíñòðóêöèÿ òðåáóåò íåñêîëüêèõ
øàãîâ âû÷èñëåíèÿ öåëåâîãî ÿçûêà íà îäíó ýëåìåíòàðíóþ ðåäóêöèþ èñõîäíîãî
ÿçûêà. Â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ îñëàáèòü òðåáîâàíèÿ òåîðåìû 11.3.1, è óòâåð-
æäàòü, ÷òî êàæäûé øàã âû÷èñëåíèÿ âûñîêîóðîâíåâîé êîíñòðóêöèè äîëæåí
ñîîòâåòñòâîâàòü íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íèçêîóðîâíåâûõ øàãîâ:

åñëè tÑE t1, òî eptq Ñ�
I ept

1q
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Ïîñëåäíÿÿ òîíêîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî îáðàòíîå íàïðàâëåíèå � âîçìîæ-
íîñòü âñåãäà óñòàíîâèòü îáðàòíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðåäóêöèÿìè îáåññàõà-
ðåííîãî òåðìà è ðåäóêöèÿìè èñõîäíîãî òåðìà � òðåáóåò íåêîòîðîé îñòîðîæ-
íîñòè ïðè ôîðìóëèðîâêå, ïîñêîëüêó óñòðàíåíèå îáåññàõàðåííîé êîíñòðóêöèè
ïðèïèñûâàíèÿ òèïà çàíèìàåò äâà øàãà. Ïîñëå ïåðâîãî èç íèõ íèçêîóðîâíå-
âûé òåðì íå ñîîòâåòñòâóåò íè óäàëåíèþ ñàõàðà èç èñõîäíîãî òåðìà ñ âû-
ñîêîóðîâíåâûì ïðèïèñûâàíèåì òèïà, íè òåðìó, â êîòîðîì ýòî ïðèïèñûâàíèå
îòáðîøåíî. Âåðíî, îäíàêî, ÷òî ðåçóëüòàò ïåðâîé ðåäóêöèè îáåññàõàðåííîãî
òåðìà âñåãäà ìîæíî ¾çàâåðøèòü¿, ïðîâåäÿ åùå îäèí øàã âû÷èñëåíèÿ è ïî-
ëó÷èâ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ ñàõàðà äëÿ äðóãîãî âûñîêîóðîâíåâîãî òåðìà. Ôîð-
ìàëüíî ãîâîðÿ, åñëè eptq ÑI s, òî sÑ� ept1q, ãäå tÑE t1.
11.5.1. Ðåøåíèå: Âîò ÷òî òðåáóåòñÿ äîáàâèòü:

let rec eval1 ctx t = match t with

...

| TmLet(fi,x,v1,t2) when isval ctx v1 Ñ

termSubstTop v1 t2

| TmLet(fi,x,t1,t2) Ñ

let t1' = eval1 ctx t1 in

TmLet(fi , x, t1', t2)

...

let rec typeof ctx t = match t with

...

| TmLet(fi,x,t1,t2) Ñ

let tyT1 = typeof ctx t1 in

let ctx ' = addbinding ctx x (VarBind(tyT1)) in

(typeof ctx ' t2)

11.5.2. Ðåøåíèå: Ýòî îïðåäåëåíèå ðàáîòàåò íå ñëèøêîì õîðîøî. Âî-ïåðâûõ,
îíî èçìåíÿåò ïîðÿäîê âû÷èñëåíèÿ: ïðàâèëà E-LetV è E-Let çàäàþò ïîðÿ-
äîê âûçîâà ïî çíà÷åíèþ, ãäå t1 â let t1 in t2 íåîáõîäèìî ðåäóöèðîâàòü äî
çíà÷åíèÿ ïåðåä òåì, êàê ïîäñòàâèòü åãî âìåñòî x è íà÷àòü ðàáîòàòü íàä t2.
Êðîìå òîãî, õîòÿ êîððåêòíîñòü ïðàâèëà òèïèçàöèè T-Let ïðè íîâîì ïðåîá-
ðàçîâàíèè ñîõðàíÿåòñÿ (ýòî ïðÿìî ñëåäóåò èç ëåììû î ïîäñòàíîâêå, 9.3.8),
íåêîððåêòíîñòü òèïèçàöèè òåðìîâ ìîæåò ïîòåðÿòüñÿ. Íàïðèìåð, íåâåðíî
òèïèçèðîâàííûé òåðì

let x = unit(unit) in unit

ïåðåâîäèòñÿ â êîððåêòíî òèïèçèðîâàííûé òåðì unit: ïîñêîëüêó x íå âñòðå÷à-
åòñÿ â òåëå unit, íåâåðíî òèïèçèðîâàííûé òåðì unit(unit) ïðîñòî èñ÷åçàåò.
11.8.2. Ðåøåíèå: Îäèí èç ñïîñîáîâ äîáàâëåíèÿ òèïîâ ê îáðàçöàì äëÿ çàïè-
ñåé èçîáðàæåí íà ðèñ. A.1. Ïðàâèëî òèïèçàöèè äëÿ îáîáùåííîé êîíñòðóêöèè
let, T-Let, ññûëàåòñÿ íà îòäåëüíîå îòíîøåíèå ¾òèïèçàöèè îáðàçöîâ¿, êîòî-
ðîå (ñ àëãîðèòìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ) ïðèíèìàåò íà âõîäå îáðàçåö è òèï,
è, â ñëó÷àå óñïåõà, âûäàåò êîíòåêñò, ñîäåðæàùèé ñâÿçûâàíèÿ äëÿ ïåðåìåí-
íûõ îáðàçöà. Ïðàâèëî T-Let ïðè ïðîâåðêå òèïîâ â òåëå t2 äîáàâëÿåò ýòîò
êîíòåêñò ê òåêóùåìó êîíòåêñòó Γ. (Ìû âñþäó ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâà
ïåðåìåííûõ, ñâÿçûâàåìûõ â ðàçëè÷íûõ ïîëÿõ îáðàçöà äëÿ çàïèñè, íå ïåðåñå-
êàþòñÿ.)
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Ñ {} let p (òèïèçèðîâàííûå) Ðàñøèðÿåò 11.8

Ïðàâèëà òèïèçàöèè îáðàçöîâ

$ x : Tñ x:T (P-Var)

äëÿ êàæäîãî i, $ pi : Ti ñ ∆i

$ {li=pi
iP1..n} : {kj:Tj

jP1..m} ñ ∆1, . . . ,∆n

(P-Rcd)

Íîâûå ïðàâèëà òèïèçàöèè Γ $ t : T

Γ $ t1:T1 $ p:T1 ñ ∆

Γ, ∆ $ t2 : T2

Γ $ let p =t1 in t2 : T2

(T-Let)

Ðèñ. A.1. Òèïèçèðîâàííûå îáðàçöû äëÿ çàïèñåé

Çàìåòèì, ÷òî ïðè æåëàíèè ìû ìîãëè áû íåñêîëüêî óëó÷øèòü ïðàâèëî òè-
ïèçàöèè îáðàçöîâ, ïîçâîëèâ îáðàçöàì óêàçûâàòü ìåíüøå ïîëåé, ÷åì ñîäåð-
æèòñÿ â çíà÷åíèè, ñ êîòîðûì áóäåò ïðîâîäèòüñÿ ñîïîñòàâëåíèå:

{li
iP1..n} � {kj

jP1..m} @iP1..n.DjP1..mli � kj è $ pi : Tj ñ ∆i

$ {li=pi
iP1..n} P {kj:Tj

jP1..m}ñ ∆1, . . . ,∆n

(P-Rcd')

Åñëè ìû ïðèìåì ýòî ïðàâèëî, òî ìîæåì ïåðåñòàòü ñ÷èòàòü ôîðìó ïðîåêöèè
ïîëÿ áàçîâîé êîíñòðóêöèåé, ïîñêîëüêó òåïåðü åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ñèíòàêñè÷åñêèé ñàõàð:

t.l
def

� let {l=x}=t in x

Ëåììà î ñîõðàíåíèè äëÿ ðàñøèðåííîé òàêèì îáðàçîì ñèñòåìû äîêàçûâà-
åòñÿ ïî÷òè òàê æå, êàê è äëÿ ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ.
Åäèíñòâåííîå òðåáóåìîå ðàñøèðåíèå � ýòî ëåììà, êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò îòíî-
øåíèå òèïèçàöèè îáðàçöîâ ñ îïåðàöèåé ñîïîñòàâëåíèÿ, êîòîðàÿ ïðîèçâîäèòñÿ
ïðè èñïîëíåíèè ïðîãðàììû. Åñëè èìååòñÿ ïîäñòàíîâêà σ è êîíòåêñò ∆ ñ òîé
æå îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, ÷òî ó σ, òî Γ $ σ ( ∆ îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî
x P dompσq âûïîëíÿåòñÿ Γ $ σpxq : ∆pxq.

Ëåììà: Åñëè Γ $ t : T è $ p : T ñ ∆, òî matchpp, tq � σ, ãäå
Γ $ σ ( ∆.

Ââåäåííàÿ íàìè äîïîëíèòåëüíàÿ íîòàöèÿ òðåáóåò íåáîëüøîãî îáîáùåíèÿ
ñòàíäàðòíîé ëåììû î ïîäñòàíîâêå (9.3.8):

Ëåììà: Åñëè Γ,∆ $ t : T è Γ $ σ ( ∆, òî Γ $ σt : T.

Òåïåðü àðãóìåíòàöèÿ â ëåììå î ñîõðàíåíèè äëÿ ïðàâèëà C-Let ìîæåò ñëåäî-
âàòü òîé æå ñõåìå, ÷òî è ðàíüøå, èñïîëüçóÿ íîâûå ëåììû äëÿ ñëó÷àÿ C-Let.
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11.9.1. Ðåøåíèå:

Bool
def

� Unit+Unit

true
def

� inl unit

false
def

� inr unit

if t0 then t1 else t2
def

� case t0 of inl x1 => t1 | inr x2=>t2

ñ íîâûìè ïåðåìåííûìè x1 è x2

11.11.1. Ðåøåíèå:

equal =

fix

(λeq:Nat ÑNat Ñ Bool.

λm:Nat. λn:Nat.
if iszero m then iszero n

else if iszero n then false

else eq (pred m) (pred n));

� equal : Nat Ñ Nat Ñ Bool

plus = fix (λp:Nat ÑNat Ñ Nat.

λm:Nat. λn:Nat.
if iszero m then n else succ (p (pred m) n));

� plus : Nat Ñ Nat Ñ Nat

times = fix (λt:Nat ÑNat Ñ Nat.

λm:Nat. λn:Nat.
if iszero m then 0 else plus n (t (pred m) n));

� times : Nat Ñ Nat Ñ Nat

factorial = fix (λf:Nat ÑNat.

λm:Nat.
if iszero m then 1 else times m (f (pred m)));

� factorial : Nat Ñ Nat

factorial 5;

� 120 : Nat

11.11.2. Ðåøåíèå:

letrec plus : Nat Ñ Nat Ñ Nat =

λm:Nat. λn:Nat.
if iszero m then n else succ (plus (pred m) n) in

letrec times : Nat Ñ Nat Ñ Nat =

λm:Nat. λn:Nat.
if iszero m then 0 else plus n (times (pred m) n) in

letrec factorial : Nat Ñ Nat =

λm:Nat.
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if iszero m then 1 else times m (factorial (pred m)) in

factorial 5;

� 120 : Nat

11.12.1. Ðåøåíèå: Ñþðïðèç! Íà ñàìîì äåëå, òåîðåìà î ïðîäâèæåíèè íå âû-
ïîëíÿåòñÿ. Íàïðèìåð, âûðàæåíèå head[T] nil[T] íàõîäèòñÿ â òóïèêå � íè-
êàêîå ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ ê íåìó íå ïðèìåíèìî, íî îíî íå ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíè-
åì. Â ïîëíîöåííîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ òàêîé ñèòóàöèåé ìîæíî ñïðà-
âèòüñÿ, åñëè çàñòàâèòü head[T] nil[T] ïîðîæäàòü èñêëþ÷åíèå, íå âñòàâàÿ â
òóïèê: ìû ðàññìàòðèâàåì èñêëþ÷åíèÿ â ãëàâå 14.

11.12.2. Ðåøåíèå: Íå îò âñåõ: åñëè ìû óáåðåì àííîòàöèþ íà nil, òî ïîòåðÿåì
òåîðåìó î åäèíñòâåííîñòè òèïîâ. Ñ îïåðàöèîííîé òî÷êè çðåíèÿ, êîãäà ïðî-
ãðàììà ïðîâåðêè òèïîâ âèäèò nil, îíà çíàåò, ÷òî òðåáóåòñÿ ïðèñâîèòü åìó òèï
List T äëÿ íåêîòîðîãî T, îäíàêî îíà íå çíàåò, êàêîé T âûáðàòü. Ðàçóìååòñÿ,
áîëåå èçîùðåííûå àëãîðèòìû òèïèçàöèè, âðîäå òîãî, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ â
êîìïèëÿòîðå OCaml, óìåþò äîãàäûâàòüñÿ, êàêîé òèï íóæåí. Ìû âåðíåìñÿ ê
ýòîìó âîïðîñó â ãëàâå 22.

12.1.1. Ðåøåíèå: Ïðè ðàññìîòðåíèè ïðèìåíåíèé. Äîïóñòèì, ìû ïûòàåìñÿ
äîêàçàòü, ÷òî òåðì t1 t2 íîðìàëèçóåì. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè íàì èç-
âåñòíî, ÷òî íîðìàëèçóåìû t1 è t2; ïóñòü èõ íîðìàëüíûå ôîðìû áóäóò v1

è v2. Èç ëåììû îá èíâåðñèè îòíîøåíèÿ òèïèçàöèè (9.3.1) íàì èçâåñòíî, ÷òî
v1 èìååò òèï T11 Ñ T12 äëÿ íåêîòîðûõ T11 è T12. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå î
êàíîíè÷åñêèõ ôîðìàõ (9.3.4), v1 îáÿçàí èìåòü âèä λx:T11.t12. Íî ñâåäåíèå t1

t2 ê (λx:T11.t12) v2 íå äàåò íàì íîðìàëüíîé ôîðìû, ïîñêîëüêó òåïåðü ìû
ìîæåì ïðèìåíèòü ïðàâèëî E-AppAbs, ïîëó÷àÿ rx ÞÑ v2st12; äëÿ çàâåðøåíèÿ
äîêàçàòåëüñòâà òðåáóåòñÿ ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî ýòîò òåðì íîðìàëèçóåì.
Îäíàêî ýòîãî ìû ñäåëàòü íå ìîæåì, ïîñêîëüêó â îáùåì ñëó÷àå ýòîò òåðì ìî-
æåò îêàçàòüñÿ áîëüøå, ÷åì èñõîäíûé òåðì t1 t2 (ïðè ïîäñòàíîâêå âîçíèêàåò
ñòîëüêî êîïèé v2, ñêîëüêî áûëî âõîæäåíèé ïåðåìåííîé x â t12).

12.1.7. Ðåøåíèå: Îïðåäåëåíèå 12.1.2 ðàñøèðÿåòñÿ äâóìÿ äîïîëíèòåëüíûìè
ïóíêòàìè:

• RBoolptq òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âû÷èñëåíèå t çàâåðøàåòñÿ.

• RT1 � T2ptq òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âû÷èñëåíèå t çàâåðøàåòñÿ, à
òàêæå èìååò ìåñòî RT1pt.1q è RT2pt.2q.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 12.1.4 òàêæå äîïîëíÿåòñÿ ïóíêòîì:

• Äîïóñòèì, T � T1 � T2 äëÿ íåêîòîðûõ T1 è T2. Äëÿ íàïðàâëåíèÿ ¾òîëüêî
åñëè¿ (ñ) ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî RTptq è äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî RTpt

1q,
ãäå tÑ t1. Èç îïðåäåëåíèÿ RT1 � T2 ìû çíàåì, ÷òî RT1pt.1q è RT2pt.2q.
Îäíàêî, ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ E-Proj1 è E-Proj2 ãîâîðÿò íàì, ÷òî
t.1 Ñ t1.1 è t.2 Ñ t1.2, òàê ÷òî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, èìååò
ìåñòî RT1pt

1.1q è RT2pt
1.2q. Îòñþäà, ïî îïðåäåëåíèþ RT1 � T2 , ïîëó÷àåì,

÷òî RT1 � T2pt
1q. Íàïðàâëåíèå ¾åñëè¿ (ð) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Íàêîíåö, íóæíî äîáàâèòü íåñêîëüêî âàðèàíòîâ (ïî îäíîìó íà êàæäîå íîâîå
ïðàâèëî òèïèçàöèè) â äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 12.1.5:
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Âàðèàíò T-If: t � if t1 then t2 else t3 Γ $ t1 : Bool

Γ $ t2 : T Γ $ t3 : T

ãäå Γ � x1:T1, ..., xn:Tn
Ïóñòü σ � rx1 ÞÑ v1s � � � rxn ÞÑ vns. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èí-
äóêöèè, èìååì RBoolpσt1q, RTpσt2q è RTpσt3q. Ïî ëåììå 12.1.3, σt1,
σt2 è σt3 íîðìàëèçóåìû; îáîçíà÷èì èõ çíà÷åíèÿ v1, v2 è v3. Ñî-
ãëàñíî ëåììå 12.1.4, èìååì RBoolpv1q, RTpv2q, è RTpv3q. Êðîìå òîãî,
ÿñíî, ÷òî òåðì σt ñàì ïî ñåáå íîðìàëèçóåì.
Ïðîäîëæàåì ïî èíäóêöèè ïî T.

• Åñëè T � A èëè T � Bool, òî RTpσtq íåìåäëåííî ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî σt íîðìàëèçóåì.

• Åñëè T � T1 Ñ T2, òî íàì òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî RT2pσt sq
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî s P RT1 . Ïîýòîìó ïðåäïîëîæèì, ÷òî s P
RT1 . Òîãäà, ïî ïðàâèëàì âû÷èñëåíèÿ äëÿ óñëîâíûõ âûðàæå-
íèé, ìû âèäèì, ÷òî ëèáî σt sÑ� v2 s, ëèáî σ t sÑ� v3 s,
â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè v1 çíà÷åíèåì true èëè
false. Íî ìû çíàåì, ÷òî RT2pv2 sq è RT2pv3 sq (ïî îïðåäåëå-
íèþ RT1 Ñ T2) è, êðîìå òîãî, ÷òî RT1 Ñ T2pv2q è RT1 Ñ T2pv3q.
Ïî ëåììå 12.1.4 RT1 Ñ T2pσt sq, ÷òî è òðåáóåòñÿ.

Âàðèàíò T-True: t � true T � Bool

Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî.

Âàðèàíò T-False: t � false T � Bool

Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî.

Âàðèàíò T-Pair: t � {t1,t2} Γ $ t1 : T1 Γ $ t2 : T2 T �
T1 � T2

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, RTpσtiq äëÿ i � 1, 2. Ïóñòü
íîðìàëüíîé ôîðìîé äëÿ êàæäîãî σti áóäåò vi. Çàìåòèì, ÷òî ïî
ëåììå 12.1.4, èìååì RTipviq.
Ñîãëàñíî ïðàâèëàì âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïåðâîé è âòîðîé ïðîåê-
öèè {σt1, σt2}.i Ñ� vi, îòêóäà ïî ëåììå 12.1.4 ïîëó÷àåì,
÷òî RTip{σt1, σt2}.iq. Èç îïðåäåëåíèÿ RT1 � T2 ïîëó÷àåì, ÷òî
RT1 � T2p{σt1, σt2}q, òî åñòü, RT1 � T2pσ{t1, t2}q.

Âàðèàíò T-Proj1: t � t0.1 Γ $ t0 : T1 � T2 T � T1

Óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ RT1 � T2 .

13.1.1. Ðåøåíèå:

a={

		�������
,

��*
****** } b={

��*
****** ,

		������� }

0 0 0

13.1.2. Ðåøåíèå: Íåò � âûçîâû lookup ñ ëþáûì èíäåêñîì, êðîìå çàäàííîãî
â update, òåïåðü áóäóò çàöèêëèâàòüñÿ. Äåëî â òîì, ÷òî îáÿçàòåëüíî íóæíî
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èñêàòü çíà÷åíèå, õðàíèâøååñÿ â a, äî òîãî, êàê ìû ïîìåñòèëè â ÿ÷åéêó íîâóþ
ôóíêöèþ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êîãäà íàì ïîòðåáóåòñÿ âûçâàòü ïîèñê, ìû
îáíàðóæèì â ÿ÷åéêå íîâóþ ôóíêöèþ, à íå èñõîäíóþ.

13.1.3. Ðåøåíèå: Äîïóñòèì, â ÿçûêå èìååòñÿ ïðèìèòèâ free, êîòîðûé ïðè-
íèìàåò â êà÷åñòâå àðãóìåíòà ññûëî÷íóþ ÿ÷åéêó, è îñâîáîæäàåò çàíèìàåìóþ
åé ïàìÿòü òàê, ÷òîáû (ñêàæåì) ñëåäóþùàÿ æå îïåðàöèÿ âûäåëåíèÿ ïîëó÷èëà
òîò æå ñàìûé ó÷àñòîê ïàìÿòè. Òîãäà ïðîãðàììà

let r = ref 0 in

let s = r in

free r;

let t = ref true in

t := false;

succ (!s)

ïðè âû÷èñëåíèè ïðèâåäåò ê òóïèêîâîìó òåðìó succ false. Çàìåòèì, ÷òî â
âîçíèêíîâåíèè ïðîáëåìû êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàþò ïñåâäîíèìû: îíè íå äàþò
íàì îòñëåæèâàòü îøèáî÷íûå îïåðàöèè îñâîáîæäåíèÿ, ïðîñòî çàïðåùàÿ free

â ñèòóàöèÿõ, êîãäà ïåðåìåííàÿ r ïðèñóòñòâóåò â îñòàòêå âû÷èñëÿåìîãî âûðà-
æåíèÿ â êà÷åñòâå ñâîáîäíîé.

Ïðèìåðû òàêîãî ðîäà ëåãêî ïîëó÷èòü â ÿçûêàõ âðîäå C, ãäå ïðèìåíÿåòñÿ
ðó÷íîå óïðàâëåíèå ïàìÿòüþ (íàø êîíñòðóêòîð ref ñîîòâåòñòâóåò malloc â C,
à íàøà îïåðàöèÿ free � óïðîùåííàÿ âåðñèÿ free èç C).

13.3.1. Ðåøåíèå: Ïðîñòîå ôîðìàëüíîå îïèñàíèå ñáîðêè ìóñîðà ìîæåò âûãëÿ-
äåòü òàê:

1. Êîíå÷íîñòü ïàìÿòè ìîæíî ñìîäåëèðîâàòü, ñ÷èòàÿ ìíîæåñòâî àäðåñîâ L
êîíå÷íûì.

2. Îïðåäåëèì äîñòèæèìîñòü (reachability) àäðåñîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî àäðåñîâ, óïîìèíàåìûõ â t, ÷åðåç locationsptq. Áó-
äåì ãîâîðèòü, ÷òî àäðåñ l1 äîñòèæèì çà îäèí øàã èç àäðåñà l ïðè ñîñòî-
ÿíèè ïàìÿòè µ, åñëè l1 P locationspµplqq. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî l1 äîñòè-
æèì èç l, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àäðåñîâ, íà÷è-
íàþùàÿñÿ ñ l è çàêàí÷èâàþùàÿñÿ l1, òàê ÷òî êàæäûé ñëåäóþùèé àäðåñ
äîñòèæèì èç ïðåäûäóùåãî çà îäèí øàã. Íàêîíåö, îïðåäåëèì ìíîæåñòâî
àäðåñîâ, äîñòèæèìûõ èç òåðìà t ïðè ñîñòîÿíèè ïàìÿòè µ (çàïèñûâàåò-
ñÿ â âèäå reachablept, µq), êàê àäðåñà, äîñòèæèìûå ïðè ñîñòîÿíèè µ èç
locationsptq.

3. Ïðîìîäåëèðóåì äåéñòâèå ñáîðêè ìóñîðà êàê îòíîøåíèå t | µ Ñgc t | µ
1,

êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ïðàâèëîì:

µ1 � µ, îãðàíè÷åííîå îáëàñòüþ reachablept, µq

t | µÑgc t | µ
1 (E-GC)

(ò. å. îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ µ1 � òîëüêî reachablept, µq, à åãî çíà÷åíèå â
êàæäîé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì µ.)
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4. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âû÷èñëåíèÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
îáû÷íûõ øàãîâ âû÷èñëåíèÿ, ÷åðåäóþùèõñÿ ñ øàãàìè ñáîðêè ìóñîðà:
gc
ÝÑ

�
def

� pÑ Y Ñgcq
�. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ìû íå ïðîñòî äîáàâëÿ-

åì ïðàâèëî E-GC â îáûêíîâåííîå îäíîøàãîâîå îòíîøåíèå âû÷èñëåíèÿ:
âàæíî, ÷òî ìû ïðîèçâîäèì ñáîðêó ìóñîðà òîëüêî íà ¾âíåøíåì óðîâíå¿,
ãäå âèäåí âåñü âû÷èñëÿåìûé â äàííûé ìîìåíò òåðì. Åñëè áû ìû ðàç-
ðåøèëè ñáîðêó ìóñîðà, íàïðèìåð, ¾âíóòðè¿ âû÷èñëåíèÿ ëåâîé ÷àñòè
òåðìà-ïðèìåíåíèÿ, ìû áû ìîãëè ïî îøèáêå ñîáðàòü è çàíîâî èñïîëü-
çîâàòü àäðåñà, êîòîðûå óïîìèíàþòñÿ â ïðàâîé ÷àñòè, ïîñêîëüêó, ãëÿäÿ
íà ëåâóþ ÷àñòü, ìû íå çàìåòèëè áû, ÷òî îíè âñå åùå äîñòóïíû.

5. Äîêàæåì êîððåêòíîñòü íàøåãî îïðåäåëåíèÿ âû÷èñëåíèÿ, ïîêàçàâ, ÷òî
îíî íå èçìåíÿåò îêîí÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû, çà èñêëþ÷åíèåì âîçìîæíî-
ñòè èñ÷åðïàíèÿ ïàìÿòè:

(a) Åñëè t | µ
gc
ÝÑ

�
t1 | µ2, òî t | µÑ� t1 | µ1 äëÿ íåêîòîðîãî µ1, òàêîãî,

÷òî µ1 èìååò áîëåå øèðîêóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, ÷åì µ2, è òàì,
ãäå îíè îáà îïðåäåëåíû, îíè ñîâïàäàþò.

(b) Åñëè t | µÑ� t1 | µ1 òî

i. ëèáî t | µ
gc
ÝÑ

�
t1 | µ2 äëÿ íåêîòîðîãî µ2, èìåþùåãî áîëåå óçêóþ

îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, ÷åì µ1, è òàì, ãäå îíè îáà îïðåäåëåíû, îíè
ñîâïàäàþò;

ii. ëèáî âû÷èñëåíèå t | µ èñ÷åðïûâàåò ïàìÿòü, ò. å. äîñòèãàåò
òàêîãî ñîñòîÿíèÿ t3 | µ3, ÷òî ñëåäóþùèé øàã âû÷èñëåíèÿ
t3 òðåáóåò âûäåëåíèÿ ïàìÿòè, íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê
reachablept3, µ3q � L.

Ýòîò ïðîñòîé ïîäõîä ê îïèñàíèþ ñáîðêè ìóñîðà íå ó÷èòûâàåò íåêîòîðûå
ñâîéñòâà ðåàëüíîé ïàìÿòè, íàïðèìåð, òî, ÷òî õðàíåíèå ðàçëè÷íûõ âèäîâ çíà-
÷åíèé, êàê ïðàâèëî, òðåáóåò ðàçëè÷íîãî êîëè÷åñòâà ïàìÿòè. Èãíîðèðóþòñÿ
òàêæå íåêîòîðûå ñëîæíûå ÿçûêîâûå êîíñòðóêöèè, íàïðèìåð, ôèíàëèçàòîðû
(�nalizers, ôðàãìåíòû, êîòîðûå èñïîëíÿþòñÿ, êîãäà ñèñòåìà èñïîëíåíèÿ ñîáè-
ðàåòñÿ îñâîáîäèòü ñòðóêòóðû äàííûõ, ê êîòîðûì îíè ïðèïèñàíû) è ñëàáûå
óêàçàòåëè (weak pointers, óêàçàòåëè, êîòîðûå íå ñ÷èòàþòñÿ ¾íàñòîÿùèìè¿
ññûëêàìè íà ñòðóêòóðó äàííûõ, òàê ÷òî ýòà ñòðóêòóðà ìîæåò áûòü îñâîáîæ-
äåíà, äàæå åñëè íà íåå èìåþòñÿ ñëàáûå óêàçàòåëè). Áîëåå òùàòåëüíîå îá-
ñóæäåíèå ñáîðêè ìóñîðà ñðåäñòâàìè îïåðàöèîííîé ñåìàíòèêè ìîæíî íàéòè ó
Ìîððèñåòà è äð. (Morrisett, Felleisen, and Harper, 1995).

13.4.1. Ðåøåíèå:

let r1 = ref (λx:Nat.0) in

let r2 = ref (λx:Nat.(!r1)x) in

(r1 := (λx:Nat.(!r2)x);

r2);
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13.5.2. Ðåøåíèå: Ïóñòü µ � ñîñòîÿíèå ïàìÿòè ñ åäèíñòâåííûì àäðåñîì l

µ � (l ÞÑ λx:Unit .(!l)(x))

à Γ � ïóñòîé êîíòåêñò. Òîãäà µ ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê
òàêèì äâóì ñòðóêòóðàì òèïèçàöèè ïàìÿòè:

Σ1 � l:Unit Ñ Unit

Σ2 � l:Unit Ñ (Unit Ñ Unit)

13.5.8. Ðåøåíèå: Â ýòîé ñèñòåìå åñòü ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûå òåðìû, íå
ÿâëÿþùèåñÿ ñèëüíî íîðìàëèçóåìûìè. Îäèí ïðèìåð áûë ïðèâåäåí â óïðàæ-
íåíèè 13.1.2. Âîò åùå îäèí:

t1 = λr:Ref (Unit ÑUnit)

(r := (λx:Unit. (!r)x);

(!r) unit);

t2 = ref (λx:Unit. x);

Ïðèìåíåíèå t1 ê t2 äàåò (ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûé) ðàñõîäÿùèéñÿ òåðì.
Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî îïðåäåëÿòü ïðîèçâîëüíûå ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè

ñ ïîìîùüþ ññûëîê. (Òàêîé ìåòîä äåéñòâèòåëüíî èñïîëüçóåòñÿ â íåêîòîðûõ
ðåàëèçàöèÿõ ôóíêöèîíàëüíûõ ÿçûêîâ.)

1. Âûäåëèì ññûëî÷íóþ ÿ÷åéêó è èíèöèàëèçèðóåì åå ôóíêöèåé-çàãëóøêîé
íóæíîãî íàì òèïà:

factref = ref (λn:Nat .0);

� factref : Ref (Nat ÑNat)

2. Îïðåäåëèì òåëî íóæíîé ôóíêöèè, èñïîëüçóÿ äëÿ ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ
îáðàùåíèå ê ñîäåðæèìîìó ÿ÷åéêè:

factbody =

λn:Nat.
if iszero n then 1 else times n ((! factref )(pred n));

� factbody : Nat ÑNat

3. ¾Âåðíåì òåëî íà ìåñòî¿, â ññûëî÷íóþ ÿ÷åéêó:

factref := factbody;

4. Îáðàòèìñÿ ê ñîäåðæèìîìó ÿ÷åéêè è èñïîëüçóåì åãî:

fact = !factref ;

fact 5;

� 120 : Nat

14.1.1. Ðåøåíèå: Óêàçàíèå îæèäàåìîãî òèïà error óíè÷òîæèò ñâîéñòâî ñî-
õðàíåíèÿ òèïîâ. Íàïðèìåð, ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàííûé òåðì
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(λx:Nat.x) ((λy:Bool .5) (error as Bool ));

(ãäå error as T � ñèíòàêñèñ äëÿ óêàçàíèÿ òèïà â èñêëþ÷åíèÿõ) çà îäèí øàã
ïðåâðàòèòñÿ â íåâåðíî òèïèçèðîâàííûé òåðì

(λx:Nat.x) (error as Bool);

Êîãäà ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿþò error îò ìåñòà âîçíèêíîâåíèÿ
äî âåðõíèõ óðîâíåé ïðîãðàììû, íàì ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü åãî êàê òåðì,
èìåþùèé ðàçëè÷íûå òèïû. Ãèáêîñòü ïðàâèëà T-Error íàì ýòî ïîçâîëÿåò.

14.3.1. Ðåøåíèå: Â ¾Îïðåäåëåíèè Standard ML¿ (Milner, Tofte, Harper, and
MacQueen, 1997; Milner and Tofte, 1991b) ôîðìàëüíî îïèñûâàåòñÿ òèï exn.
Ïîäîáíûé ïîäõîä ìîæíî òàêæå íàéòè ó Õàðïåðà è Ñòîóíà (Harper and Stone,
2000).

14.3.2. Ðåøåíèå: Ñì. Ëåðóà è Ïåññî (Leroy and Pessaux, 2000).

14.3.3. Ðåøåíèå: Ñì. Õàðïåð è äð. (Harper, Duba, and MacQueen, 1993).

15.2.1. Ðåøåíèå:

{x:Nat,y:Nat,z:Nat}

<: {y:Nat,x:Nat,z:Nat}

S-RcdPerm
{y:Nat,x:Nat,z:Nat}

<: {y:Nat}

S-RcdWidth

{x:Nat,y:Nat,z:Nat} <: {y:Nat}
S-Trans

15.2.2. Ðåøåíèå: Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî äðóãèõ äåðåâüåâ âûâîäà ñ òåì æå
ñàìûì çàêëþ÷åíèåì. Âîò îäíî èç íèõ:

...

$ f : RxÑNat

Rxy <: Rx
S-RcdWidth

Nat <: Nat
S-Refl

RxÑNat <: RxyÑNat
S-Arrow

$ f : RxyÑNat
T-Sub

...

$ xy : Rxy

$ f xy : Nat
T-App

Âîò åùå îäíî:

...

$ f : RxÑNat

...

$ xy : Rxy
T-Rcd

Rxy <: Rx
S-RcdWidth

Rx <: Rx
S-Refl

Rxy <: Rx
S-Trans

$ xy : Rx
T-Sub

$ f xy : Nat
T-App

Â ñóùíîñòè, êàê ìîæíî äîãàäàòüñÿ ïî âòîðîìó ïðèìåðó, â ýòîì èñ÷èñëåíèè
èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî äåðåâüåâ âûâîäà äëÿ ëþáîãî âûâîäèìîãî óòâåðæäå-
íèÿ.

15.2.3. Ðåøåíèå:

Rev: �revision�, November 28, 2010 548 �source�le�



549

1. ß íàñ÷èòàë øåñòü: {a:Top,b:Top}, {b:Top,a:Top}, {a:Top}, {b:Top}, {}
è Top.

2. Ïóñòü, íàïðèìåð,

S0 � {}

S1 � {a:Top}

S2 � {a:Top,b:Top}

S3 � {a:Top,b:Top,c:Top}

è ò. ä.

3. Ïóñòü, íàïðèìåð, T0 � S0 Ñ Top, T1 � S1 Ñ Top, T2 � S2 Ñ Top, è ò. ä.

15.2.4. Ðåøåíèå: (1) Íåò. Åñëè áû òàêîé òèï ñóùåñòâîâàë, ýòî áûë áû ëèáî
ôóíêöèîíàëüíûé òèï, ëèáî òèï çàïèñåé (î÷åâèäíî, ýòî íå ìîæåò áûòü Top);
îäíàêî, òèï çàïèñåé íå ìîã áû áûòü ïîäòèïîì íèêàêîãî ôóíêöèîíàëüíîãî
òèïà, è íàîáîðîò. (2) Òîæå íåò. Åñëè áû ñóùåñòâîâàë òàêîé ôóíêöèîíàëüíûé
òèï T1 ÑT2, òî òèï åãî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ T1 áûë áû ïîäòèïîì ëþáîãî
äðóãîãî òèïà S1, à ýòî, êàê ìû òîëüêî ÷òî óáåäèëèñü, íåâîçìîæíî.

15.2.5. Ðåøåíèå: Äîáàâëåíèå ýòîãî ïðàâèëà áûëî áû íåâåðíûì øàãîì, åñ-
ëè ìû æåëàåì ñîõðàíèòü èìåþùóþñÿ ñåìàíòèêó âû÷èñëåíèÿ. Íîâîå ïðàâèëî
ïîçâîëèëî áû íàì âûâåñòè, íàïðèìåð, ÷òî Nat�Bool <: Nat. Îòñþäà ïîëó÷à-
ëîñü áû, ÷òî òóïèêîâûé òåðì (succ (5,true)) ïðàâèëüíî òèïèçèðîâàí, à ýòî
íàðóøèëî áû òåîðåìó î ïðîäâèæåíèè. Òàêîå ïðàâèëî áåçîïàñíî â ñåìàíòèêå
íà îñíîâå ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïîâ (ñì. 15.6), íî äàæå òàì âîçíèêàþò íåêîòîðûå
àëãîðèòìè÷åñêèå ñëîæíîñòè ïðè ïðîâåðêå ïîäòèïèðîâàíèÿ.

15.3.1. Ðåøåíèå: Äîáàâëÿÿ â îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ ëèøíèå ïàðû, ìû
ìîæåì ïîòåðÿòü êàê ñîõðàíåíèå, òàê è ïðîäâèæåíèå. Íàïðèìåð, äîáàâëåíèå
àêñèîìû

{x:{}} <: {x:TopÑTop}

ïîçâîëÿåò âûâåñòè, ÷òî Γ $ t : Top, ãäå t = ({x={}}.x){}. Íî tÑ {}{}, êî-
òîðûé íå òèïèçèðóåòñÿ � íàðóøàåòñÿ ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
åñëè ìû äîáàâèì àêñèîìó

{} <: TopÑTop

òî òåðì {}{}, íàîáîðîò, áóäåò òèïèçèðóåì, íî ýòî òóïèêîâûé òåðì, íå ÿâëÿ-
þùèéñÿ çíà÷åíèåì � íàðóøàåòñÿ ñâîéñòâî ïðîäâèæåíèÿ.

Íàïðîòèâ, èñêëþ÷åíèå ïàð èç îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ íèêàêîãî âðåäà
íå ïðè÷èíÿåò. Â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû î ïðîäâèæåíèè îòíîøåíèå òèïèçàöèè
óïîìèíàåòñÿ ëèøü â ïðåäïîñûëêàõ, òàê ÷òî îãðàíè÷åíèå îòíîøåíèÿ ïîäòèïè-
ðîâàíèÿ, âëåêóùåå îãðàíè÷åíèå îòíîøåíèÿ òèïèçàöèè, ìîæåò òîëüêî óïðî-
ñòèòü çàäà÷ó äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû. Â ñëó÷àå òåîðåìû î ñîõðàíåíèè
ìû ìîæåì îæèäàòü, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïîòåðÿ ñâîéñòâà òðàíçèòèâíîñòè ñîçäàñò
ïðîáëåìû. Îäíàêî, òàêèõ ïðîáëåì íå âîçíèêàåò; ñ èíòóèòèâíîé òî÷êè çðåíèÿ
ýòî ïîòîìó, ÷òî ïðàâèëî òðàíçèòèâíîñòè íå èãðàåò ñóùåñòâåííîé ðîëè â ñè-
ñòåìå: òðàíçèòèâíîñòü ìîæíî âîññòàíîâèòü ïðè ïîìîùè ïðàâèëà âêëþ÷åíèÿ
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T-Sub. Íàïðèìåð, âìåñòî

...

Γ $ t P S

...

S <: U

...

U <: T

S <: T
S-Trans

Γ $ t : T
T-Sub

âñåãäà ìîæíî íàïèñàòü

...

Γ $ t : S

...

S <: U

Γ $ t P U
T-Sub

...

U <: T

Γ $ t : T
T-Sub

15.3.2. Ðåøåíèå:

1. Èíäóêöèÿ ïî äåðåâüÿì âûâîäà ïîäòèïèðîâàíèÿ. Ðàññìîòðåâ ïðàâèëà
ïîäòèïèðîâàíèÿ íà ðèñ. 15.1 è 15.3, ìû âèäèì, ÷òî ôèíàëüíûì ïðàâèëîì
ïðè âûâîäå S <: T1 Ñ T2 äîëæíî áûòü S-Refl, S-Trans èëè S-Arrow.

Åñëè ïîñëåäíåå ïðàâèëî � S-Refl, òî ðåçóëüòàò ñëåäóåò íåìåäëåííî
(ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå S=T1 Ñ T2, à èç ðåôëåêñèâíîñòè ìû ìîæåì
âûâåñòè T1 <: T1 è T2 <: T2.)

Åñëè ïîñëåäíåå ïðàâèëî � S-Trans, òî ó íàñ èìåþòñÿ ïîäâûâîäû ñ çà-
êëþ÷åíèÿìè S <: U è U <: T1 Ñ T2 äëÿ íåêîòîðîãî òèïà U. Ïðèìåíÿÿ
ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè êî âòîðîìó ïîäâûâîäó, ìû âèäèì, ÷òî U îáÿçàí
èìåòü âèä U1 ÑU2, ïðè÷åì T1 <: U1 è U2 <: T2. Ïîñêîëüêó U � ôóíê-
öèîíàëüíûé òèï, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè ê ïåð-
âîìó ïîäâûâîäó, è ïîëó÷èòü S = S1 ÑS2, ïðè÷åì U1 <: S1 è S2 <: U2.
Íàêîíåö, ïðèìåíÿÿ äâàæäû ïðàâèëî S-Trans, ìû ìîæåì ñîáðàòü âìå-
ñòå ïîëó÷åííûå íàìè óòâåðæäåíèÿ è ïîëó÷èòü T1 <: S1 (èç T1 <: U1 è
U1 <: S1) è S2 <: T2 (èç S2 <: U2 è U2 <: T2).

Åñëè ïîñëåäíåå ïðàâèëî � S-Arrow, òî S èìååò òðåáóåìûé âèä, à çàêëþ-
÷åíèÿ íåïîñðåäñòâåííûõ ïîäâûâîäîâ è åñòü â òî÷íîñòè òå óòâåðæäåíèÿ,
êîòîðûå íàì òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü î ÷àñòÿõ S.

2. Èíäóêöèÿ ïî äåðåâüÿì âûâîäà. Ñíîâà ðàññìàòðèâàÿ ïðàâèëà ïîä-
òèïèðîâàíèÿ, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ôèíàëüíûì ïðàâèëîì â âûâîäå
S <: {li:Ti

iP1..n} ìîæåò áûòü S-Refl, S-Trans, S-RcdWidth,
S-RcdDepth ëèáî S-RcdPerm. Âàðèàíò S-Refl òðèâèàëåí. Â âàðèàí-
òàõ S-RcdWidth, S-RcdDepth è S-RcdPerm òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå
ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî.

Åñëè ïîñëåäíåå ïðàâèëî � S-Trans, òî ó íàñ äîëæíû áûòü ïîäâûâî-
äû ñ çàêëþ÷åíèÿìè S <: U è U <: {li:Ti

iP1..n} äëÿ íåêîòîðîãî òèïà U.
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Ïðèìåíÿÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè êî âòîðîìó ïîäâûâîäó, ìû âèäèì,
÷òî U èìååò âèä {ua:Ua

aP1..o}, ïðè÷åì {li
iP1..n} � {ua

aP1..o} è Ua <: Ti
äëÿ êàæäîãî li = ua. Ïîñêîëüêó òåïåðü ìû çíàåì, ÷òî U � òèï çàïèñåé,
ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè ê ïåðâîìó ïîäâûâîäó è
ïîëó÷èòü S = {kj:Sj

jP1..m}, ïðè÷åì {ua
aP1..o} � {kj

jP1..m} è Sj <: Ua
äëÿ êàæäîãî ua=kj . Ñîáèðàÿ âìåñòå ýòè óòâåðæäåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî
{li

iP1..n} � {kj
jP1..m} ïî òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ ¾ïîäìíîæåñòâî¿,

è Sj <: Ti ïî S-Trans äëÿ êàæäîãî li = kj , ïîñêîëüêó êàæäàÿ ìåòêà
â òèïå T äîëæíà òàêæå ïðèñóòñòâîâàòü â U (ò. å. li äîëæíî ðàâíÿòüñÿ
ua äëÿ íåêîòîðîãî a), è òîãäà íàì èçâåñòíî, ÷òî Sj <: Ua è Ua <: Ti.
(Ñòðàííûå èìåíà ìåòàïåðåìåííûõ â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå íåèçáåæíû:
èíà÷å ïðîñòî íå õâàòàåò ëàòèíñêèõ áóêâ.)

15.3.6. Ðåøåíèå: Îáå ÷àñòè äîêàçûâàþòñÿ èíäóêöèåé ïî äåðåâüÿì âûâîäà
òèïîâ. Ìû ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî ïåðâîé ÷àñòè.

Ðàññìàòðèâàÿ ïðàâèëà òèïèçàöèè, ìû âèäèì, ÷òî ôèíàëüíûì ïðàâèëîì
ïðè âûâîäå $ v : T1 ÑT2 ìîæåò áûòü òîëüêî T-Abs èëè T-Sub. Åñëè ýòî
T-Abs, òî íåîáõîäèìûé íàì ðåçóëüòàò íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ïðåäïî-
ñûëêè ïðàâèëà. Ïðåäïîëîæèì òîãäà, ÷òî ïîñëåäíåå ïðàâèëî � T-Sub.

Èç ïðåäïîñûëîê T-Sub èìååì $ v : S è S <: T1 ÑT2. Ïî ëåììå îá èíâåð-
ñèè (15.3.2) S èìååò âèä S1 ÑS2. Òîãäà ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ
èíäóêöèè.

16.1.2. Ðåøåíèå: ×àñòü (1) äîêàçûâàåòñÿ ïðÿìîëèíåéíîé èíäóêöèåé ïî
ñòðóêòóðå S.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ÷àñòè (2) çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò êàêîé-
ëèáî âûâîä S <: T, òî ñîãëàñíî ÷àñòè (1), ñóùåñòâóåò âûâîä áåç èñïîëüçîâàíèÿ
ðåôëåêñèâíîñòè. Ìû ìîæåì äîêàçàòü íàøå óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî ðàçìå-
ðó äåðåâà âûâîäà S <: T, íå èñïîëüçóþùåãî ðåôëåêñèâíîñòü. Çàìåòèì, ÷òî ìû
ñòðîèì èíäóêöèþ ïî ðàçìåðó äåðåâà, à íå ïî åãî ñòðóêòóðå, êàê ðàíüøå. Ýòî
íåîáõîäèìî ïîòîìó, ÷òî â ñëó÷àÿõ ôóíêöèîíàëüíûõ òèïîâ è òèïîâ-çàïèñåé
ìû ïðèìåíÿåì èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå ê íîâûì ïîñòðîåííûì äåðåâüÿì
âûâîäà, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ïîääåðåâüÿìè èñõîäíîãî âûâîäà.

Åñëè ïîñëåäíåå ïðàâèëî âûâîäà íå ÿâëÿåòñÿ ýêçåìïëÿðîì S-Trans, òî ðå-
çóëüòàò ïðÿìî ñëåäóåò èç èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ (ò. å. ïî ïðåäïîëîæå-
íèþ èíäóêöèè âñå ïîäâûâîäû ïîñëåäíåãî ïðàâèëà ìîæíî çàìåíèòü âûâîäàìè
áåç èñïîëüçîâàíèÿ òðàíçèòèâíîñòè; ïîñêîëüêó ïîñëåäíåå ïðàâèëî òàêæå íå èñ-
ïîëüçóåò òðàíçèòèâíîñòü, âåñü âûâîä òàêæå íå èñïîëüçóåò òðàíçèòèâíîñòü).
Ïðåäïîëîæèì òîãäà, ÷òî ïîñëåäíåå ïðàâèëî â âûâîäå � S-Trans, ò. å. ÷òî
ó íàñ åñòü ïîäâûâîäû ñ çàêëþ÷åíèÿìè S <: U è U <: T, äëÿ íåêîòîðîãî U.
Ðàññìîòðèì âàðèàíòû ïàð ïîñëåäíèõ ïðàâèë â îáîèõ ïîäâûâîäàõ.

Âàðèàíò ×òî óãîäíî/S-Top: T � Top

Åñëè ïðàâîå ïîääåðåâî çàêàí÷èâàåòñÿ íà S-Top, òî ðåçóëüòàò ñëåäóåò íåìåä-
ëåííî, ïîñêîëüêó S <: Top ìîæíî âûâåñòè èç S-Top íåçàâèñèìî îò ôîðìû S.

Âàðèàíò S-Top/×òî óãîäíî: U � Top

Åñëè ëåâîå ïîääåðåâî çàêàí÷èâàåòñÿ íà S-Top, ìû çàìå÷àåì, ÷òî, ñîãëàñíî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðàâîå ïîääåðåâî íå
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èñïîëüçóåò òðàíçèòèâíîñòü. Ðàññìîòðåâ ïðàâèëà ïîäòèïèðîâàíèÿ, ìû âèäèì,
÷òî ïîñëåäíèì ïðàâèëîì â ýòîì ïîääåðåâå âñåãäà áóäåò S-Top (ìû óæå èñ-
êëþ÷èëè ñëó÷àé ðåôëåêñèâíîñòè, à âñå îñòàëüíûå ïðàâèëà òðåáóþò, ÷òîáû U

áûë ëèáî ôóíêöèîíàëüíûì òèïîì, ëèáî òèïîì çàïèñåé). Íóæíûé ðåçóëüòàò
ñëåäóåò ïî S-Top.

Âàðèàíò S-Arrow/S-Arrow: S � S1 Ñ S2 U � U1 Ñ U2 T � T1 Ñ T2

U1 <: S1 S2 <: U2

T1 <: U1 U2 <: T2

Èñïîëüçóÿ S-Trans, ìîæíî ïîñòðîèòü âûâîäû T1 <: S1 è S2 <: T2, èñõîäÿ èç
äàííûõ ïîäâûâîäîâ. Áîëåå òîãî, ýòè âûâîäû ñòðîãî êîðî÷å èñõîäíîãî âûâîäà,
òàê ÷òî ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè è ïîëó÷èòü âûâîäû T1

<: S1 è S2 <: T2 áåç èñïîëüçîâàíèÿ òðàíçèòèâíîñòè. Ñî÷åòàÿ èõ ñ ïðàâèëîì
S-Arrow, ïîëó÷àåì âûâîä S1 Ñ S2 <: T1 Ñ T2 áåç òðàíçèòèâíîñòè.

Âàðèàíò S-Rcd/S-Rcd:
Àíàëîãè÷íî.

Îñòàëüíûå âàðèàíòû:
Îñòàëüíûå ñî÷åòàíèÿ (S-Arrow/S-Rcd è S-Rcd/S-Arrow) âîçíèêíóòü íå
ìîãóò, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì íà ôîðìó U íàêëàäûâàþòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûå òðå-
áîâàíèÿ.

16.1.3. Ðåøåíèå: Ïðè äîáàâëåíèè òèïà Bool ïåðâàÿ ÷àñòü ëåììû 16.1.2 ïîòðå-
áóåò íåáîëüøîé ìîäèôèêàöèè. Îíà äîëæíà ãëàñèòü: ¾S <: S ìîæíî âûâåñòè
áåç èñïîëüçîâàíèÿ S-Refl äëÿ ëþáîãî òèïà S, êðîìå Bool ¿. Âòîðîé âàðèàíò �
äîáàâèòü ïðàâèëî

Bool <: Bool

â îïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ, à çàòåì ïîêàçàòü, ÷òî S-Refl ìîæ-
íî èñêëþ÷èòü èç ðàñøèðåííîé òàêèì îáðàçîì ñèñòåìû.

16.2.5. Ðåøåíèå: Èíäóêöèÿ ïî äåðåâüÿì äåêëàðàòèâíîãî âûâîäà òèïîâ. Ðàñ-
ñìîòðèì âàðèàíòû ôèíàëüíîãî ïðàâèëà â äåðåâå.

Âàðèàíò T-Var: t � x Γpxq � T

Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî, ïî ïðàâèëó TA-Var.

Âàðèàíò T-Abs: t � λx:T1.t2 Γ, x:T1 $ t2 : T2 T � T1 ÑT2

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, Γ, x:T1 Z� t2 : S2 äëÿ íåêîòîðîãî S2 <: T2. Ñî-
ãëàñíî TA-Abs, Γ Z� t : T1 Ñ S2. Ïî ïðàâèëó S-Arrow, T1 Ñ S2 <: T1 Ñ
T2, ÷òî íàì è òðåáóåòñÿ.

Âàðèàíò T-App: t � t1 t2 Γ $ t1 : T11 ÑT12 Γ $ t2 : T11 T � T12

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, Γ Z� t1 : S1 äëÿ íåêîòîðîãî S1 <: T11 ÑT12,
è Γ Z� t2 : S2 äëÿ íåêîòîðîãî S2 <: T11. Ñîãëàñíî ëåììå îá èíâåðñèè îò-
íîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ (15.3.2), òèï S1 äîëæåí èìåòü âèä S11 ÑS12 äëÿ
íåêîòîðûõ S11 è S12, ïðè÷åì T11 <: S11 è S12 <: T12. Ïî òðàíçèòèâíîñòè,
S2 <: S11. Èç ïîëíîòû àëãîðèòìè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ ñëåäó-
åò, ÷òî Z� S2 <: S11. Òåïåðü ïðèìåíèì TA-App è ïîëó÷èì Γ Z� t1 t2 : S12,
÷òî çàâåðøàåò ðàññìîòðåíèå äàííîãî âàðèàíòà (ïîñêîëüêó ìû óæå èìååì
S12 <: T12).
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Âàðèàíò T-Rcd: t � {li=ti
iP1..n} Γ $ ti : Ti äëÿ êàæäîãî i

T � {li:Ti
iP1..n}

Íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà.

Âàðèàíò T-Proj: t � t1.lj Γ $ t1 : {li:Ti
iP1..n} T � Tj

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî âàðèàíòó ñ òåðìîì-ïðèìåíåíèåì.

Âàðèàíò T-Sub: t : S S <: T

Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè è òðàíçèòèâíîñòè ïîäòè-
ïèðîâàíèÿ.

16.2.6. Ðåøåíèå: Òåðì λx:{a:Nat}.x èìååò, ñîãëàñíî äåêëàðàòèâíûì ïðàâè-
ëàì, òèïû {a:Nat}Ñ{a:Nat} è {a:Nat}ÑTop. Îäíàêî áåç ïðàâèëà S-Arrow
ýòè òèïû îêàçûâàþòñÿ íåñðàâíèìû (è íå èìååòñÿ òèïà, ëåæàùåãî íèæå èõ
îáîèõ).

16.3.2. Ðåøåíèå: Ïðåæäå âñåãî, ïðèâåäåì ïàðó âçàèìíî ðåêóðñèâíûõ àëãî-
ðèòìîâ, êîòîðûå, êàê ìû óòâåðæäàåì (è íàìåðåâàåìñÿ äîêàçàòü), âû÷èñëÿþò,
ñîîòâåòñòâåííî, îáúåäèíåíèå J è ïåðåñå÷åíèå M ïàðû òèïîâ S è T. Âòîðîé
èç ýòèõ àëãîðèòìîâ òàêæå ìîæåò âåðíóòü çíà÷åíèå íåóäà÷à, ÷òî îçíà÷àåò
îòñóòñòâèå ó S è T ïåðåñå÷åíèÿ.

S_ T =

$''''''''''&
''''''''''%

Bool åñëè S � T � Bool

M1 ÑJ2 åñëè S � S1 ÑS2 T � T1 ÑT2

S1 ^ T1 � M1 S2 _ T2 � J2

{jl:Jl
lP1..q} åñëè S � {kj:Sj

jP1..m}

T � {li:Ti
iP1..n}

tjl
lP1..qu � tkj

jP1..mu X tli
iP1..nu

Sj _ Ti � Jl äëÿ êàæäîãî jl � kj � li
Top â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ

S^ T =

$''''''''''''''''''&
''''''''''''''''''%

S åñëè T � Top

T åñëè S � Top

Bool åñëè S � T � Bool

J1 ÑM2 åñëè S � S1 ÑS2 T � T1 ÑT2

S1 _ T1 � J1 S2 ^ T2 � M2

{ml:Ml
lP1..q} åñëè S � {kj:Sj

jP1..m}

T � {li:Ti
iP1..n}

tml
lP1..qu � tkj

jP1..mu Y tli
iP1..nu

Sj ^ Ti � Ml äëÿ êàæäîãî ml � kj � li
Ml � Sj åñëè ml � kj âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî â S

Ml � Ti åñëè ml � li âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî â T

íåóäà÷à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ
Â ñëó÷àå ôóíêöèîíàëüíîãî òèïà â ïåðâîì àëãîðèòìå âûçîâ âòîðîãî àëãî-
ðèòìà ìîæåò ïðèâåñòè ê íåóäà÷å; â òàêîì ñëó÷àå, ïåðâûé àëãîðèòì
ïðîõîäèò äî ïîñëåäíåãî âàðèàíòà è ïîëó÷àåò ðåçóëüòàò Top. Íàïðèìåð,
BoolÑTop_ {}ÑTop � Top.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèè _ è ^ âñþäó îïðåäåëåíû (ò. å.
èõ âû÷èñëåíèå âñåãäà çàâåðøàåòñÿ): çàìåòèì òîëüêî, ÷òî îáùèé ðàçìåð S è T

ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå ïðè êàæäîì ðåêóðñèâíîì âûçîâå. Êðîìå òîãî, àëãîðèòì ^
íèêîãäà íå çàâåðøàåòñÿ íåóäà÷åé, åñëè åãî àðãóìåíòû îãðàíè÷åíû ñíèçó.
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Ëåììà A.10 Åñëè L <: S è L <: T, òî S^ T � M äëÿ íåêîòîðîãî M.
Äîêàçàòåëüñòâî: Èíäóêöèÿ ïî ðàçìåðó S (èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, T) ñ ðàçáî-
ðîì âàðèàíòîâ ôîðìû S è T. Åñëè êàêîé-ëèáî èç òèïîâ S èëè T ðàâåí Top, òî
ïðèìåíèì îäèí èç äâóõ ïåðâûõ âàðèàíòîâ îïðåäåëåíèÿ, è ðåçóëüòàòîì áó-
äåò, ñîîòâåòñòâåííî, T èëè S. Íå ìîæåò áûòü, ÷òîáû S è T èìåëè ðàçíóþ
ôîðìó, ïîñêîëüêó ëåììà îá èíâåðñèè îòíîøåíèÿ ïîäòèïèðîâàíèÿ (15.3.2)
ïðåäúÿâëÿëà áû òîãäà ïðîòèâîðå÷èâûå òðåáîâàíèÿ ê L; íàïðèìåð, åñëè S �
ôóíêöèîíàëüíûé òèï, òî òàêîâûì äîëæåí áûòü è L, íî åñëè T � òèï çà-
ïèñåé, òî L òàêæå äîëæåí îêàçàòüñÿ òèïîì çàïèñåé.1 Îñòàåòñÿ òðè âà-
ðèàíòà.

Åñëè S è T îáà ðàâíû Bool, òî ïðèìåíèì òðåòèé âàðèàíò îïðåäåëåíèÿ,
è çàäà÷à ðåøåíà.

Ïðåäïîëîæèì òîãäà, ÷òî S � S1 Ñ S2 è T � T1 Ñ T2. Èç ïîëíîòû àëãî-
ðèòìà äëÿ _ ñëåäóåò, ÷òî ïåðâûé ðåêóðñèâíûé âûçîâ èìååò ðåçóëüòàòîì
íåêîòîðûé òèï J1. Ïðè ýòîì ïî ëåììå îá èíâåðñèè L îáÿçàí èìåòü âèä
L1 Ñ L2, ïðè÷åì L2 <: S2 è L2 <: T2. Çíà÷èò, L2 ÿâëÿåòñÿ îáùåé íèæíåé
ãðàíüþ S2 è T2; òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíèìî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, è ìû
çíàåì, ÷òî S2 ^ L2 íå çàâåðøàåòñÿ íåóäà÷åé, à âîçâðàùàåò íåêèé òèï M2.
Òàêèì îáðàçîì, S^ T � J1 Ñ M2.

Íàêîíåö, ïðåäïîëîæèì, ÷òî S � {kj:Sj
jP1..m}, à T � {li:Ti

iP1..n}. Ïî ëåì-
ìå îá èíâåðñèè L îáÿçàí áûòü òèïîì çàïèñåé, è åãî ìåòêè äîëæíû âêëþ-
÷àòü âñå ìåòêè, âñòðå÷àþùèåñÿ â S ëèáî T. Áîëåå òîãî, äëÿ êàæäîé ìåòêè,
èìåþùåéñÿ êàê â S, òàê è â T, ñîãëàñíî ëåììå îá èíâåðñèè ñîîòâåòñòâóþùåå
ïîëå â L áóäåò îáùèì ïîäòèïîì S è T. Ýòî ãàðàíòèðóåò íàì, ÷òî ðåêóð-
ñèâíûå âûçîâû àëãîðèòìà ^ äëÿ âñåõ îáùèõ ìåòîê ïîëåé áóäóò óñïåøíû.

Òåïåðü íóæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòè àëãîðèòìû âû÷èñëÿþò îáúåäèíåíèÿ è
ïåðåñå÷åíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ðàçáèòî íà äâà óòâåðæäåíèÿ: óòâåðæäåíèå A.11
ïîêàçûâàåò, ÷òî âû÷èñëåííîå ïåðåñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ îáùåé íèæíåé ãðàíüþ S

è T, à îáúåäèíåíèå ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ; óòâåðæäåíèå A.12 ïîêàçûâàåò,
÷òî âû÷èñëåííîå ïåðåñå÷åíèå áîëüøå ëþáîé îáùåé íèæíåé ãðàíè S è T, à
âû÷èñëåííîå îáúåäèíåíèå ìåíüøå ëþáîé îáùåé âåðõíåé ãðàíè.

Óòâåðæäåíèå A.11

1. Åñëè S_ T � J, òî S <: J è T <: J.

2. Åñëè S^ T � M, òî M <: S è M <: T.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðÿìîëèíåéíàÿ èíäóêöèÿ ïî ðàçìåðó ¾âûâîäà¿ S ^ T � M

èëè S_ T � J (ò. å. ïî êîëè÷åñòâó ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ îïðåäåëåíèé ^ è _,
òðåáóåìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ M ëèáî J).

Óòâåðæäåíèå A.12

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S _ T � J è, äëÿ íåêîòîðîãî U, S <: U è T <: U.
Òîãäà J <: U.

1Ñòðîãî ãîâîðÿ, â ëåììå 15.3.2 íå óïîìèíàåòñÿ Bool. Äîïîëíèòåëüíûé âàðèàíò äëÿ ýòîãî
ñëó÷àÿ ïðîñòî ãîâîðèò, ÷òî åäèíñòâåííûì ïîäòèïîì Bool ÿâëÿåòñÿ îí ñàì.
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2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S ^ T � M è, äëÿ íåêîòîðîãî L, L <: S è L <: T.
Òîãäà L <: M.

Äîêàçàòåëüñòâî: Äâå ÷àñòè ëåììû äîêàçûâàþòñÿ ñîâìåñòíî, èíäóêöèåé ïî
ðàçìåðó S è T (â ñóùíîñòè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü èíäóêöèþ ïî÷òè ïî ÷åìó
óãîäíî). Äëÿ äàííûõ S è T ðàññìîòðèì îáå ÷àñòè ïî î÷åðåäè.

Â ÷àñòè (1) ðàññìîòðèì âàðèàíòû ôîðìû äëÿ U. Åñëè U ðàâíÿåòñÿ Top,
íè÷åãî äîêàçûâàòü íå íàäî, ïîñêîëüêó J <: Top ïðè ëþáîì J. Åñëè U � Bool,
òî, ñîãëàñíî ëåììå îá èíâåðñèè (15.3.2), S è T òàêæå äîëæíû ðàâíÿòüñÿ
Bool, òàê ÷òî J � Bool, è äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî. Îñòàëüíûå âàðèàíòû
áîëåå èíòåðåñíû.

Åñëè U � U1 ÑU2, òî, ñîãëàñíî ëåììå îá èíâåðñèè, S � S1 ÑS2 è
T � T1 ÑT2, ïðè÷åì U1 <: S1, U1 <: T1, S2 <: U2 è T2 <: U2. Ñî-
ãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè M1 (ïåðåñå÷åíèå S1 è T1) ëåæèò
âûøå U1, òîãäà êàê J2 (îáúåäèíåíèå S2 è T2) ëåæèò íèæå, ÷åì U2.
Ïî ïðàâèëó S-Arrow, M1 ÑJ2 <: U1 ÑU2.

Åñëè U � òèï çàïèñåé, òî, ñîãëàñíî ëåììå îá èíâåðñèè, S è T òàê-
æå ÿâëÿþòñÿ òèïàìè çàïèñåé. Áîëåå òîãî, ìíîæåñòâà ìåòîê S

è T � íàäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà ìåòîê U, è òèï êàæäîãî ïîëÿ U

ÿâëÿåòñÿ íàäòèïîì òèïîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòîê â S è T. Òà-
êèì îáðàçîì, îáúåäèíåíèå S è T áóäåò ñîäåðæàòü, ïî ìåíüøåé
ìåðå, ìåòêè U, è (ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè) ïîëÿ îáúåäèíåíèÿ
áóäóò ïîäòèïàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëåé U. Ïî ïðàâèëó S-Rcd,
J <: U.

Â ÷àñòè (2) ìû òàêæå ðàññìàòðèâàåì âàðèàíòû ôîðìû äëÿ S è T. Åñëè
îäèí èç ýòèõ òèïîâ � Top, òî ïåðåñå÷åíèå ðàâíî âòîðîìó òèïó, è ðåçóëü-
òàò ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî. Âàðèàíòû, â êîòîðûõ S è T èìåþò ðàçíûå
(íå-Top) ôîðìû, âîçíèêíóòü íå ìîãóò, êàê ìû óæå âèäåëè â äîêàçàòåëü-
ñòâå A.10. Åñëè îáà òèïà ðàâíû Bool, òî ðåçóëüòàò, îïÿòü æå, ñëåäóåò
íåïîñðåäñòâåííî. Îñòàâøèåñÿ ñëó÷àè (S è T � ëèáî îáà ôóíêöèîíàëüíûå òè-
ïû, ëèáî îáà òèïû çàïèñåé) áîëåå èíòåðåñíû.

Åñëè S � S1 ÑS2 è T � T1 ÑT2, òî ïî ëåììå îá èíâåðñèè èìå-
åì L � L1 ÑL2, ïðè÷åì S1 <: L1, T1 <: L1, L2 <: S2 è L2 <: T2.
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè J1 (îáúåäèíåíèå S1 è T1) ëåæèò íè-
æå L1, à M2 (ïåðåñå÷åíèå S2 è T2) ëåæèò âûøå L2. Ïî ïðàâèëó
S-Arrow, L1 ÑL2 <: J1 ÑM2.

Åñëè S è T � òèïû çàïèñåé, òî ïî ëåììå îá èíâåðñèè L òàêæå
ÿâëÿåòñÿ òèïîì çàïèñåé. Áîëåå òîãî, L äîëæåí ñîäåðæàòü âñå
ìåòêè ïîëåé, èìåþùèåñÿ â S èëè T (è, âîçìîæíî, êàêèå-òî åùå),
à ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëÿ äîëæíû íàõîäèòüñÿ â îòíîøåíèè ïîä-
òèïèðîâàíèÿ. Äëÿ êàæäîãî ïîëÿ m l â M (ïåðåñå÷åíèè S è T) âîç-
ìîæíû òðè âàðèàíòà. Åñëè m l âñòðå÷àåòñÿ êàê â S, òàê è â T, òî
åãî òèï â M åñòü ïåðåñå÷åíèå åãî òèïîâ â S è T, à ñîîòâåòñòâó-
þùèé òèï â L ÿâëÿåòñÿ ïîäòèïîì ïîëÿ â M ïî ïðåäïîëîæåíèþ
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èíäóêöèè. Åñëè æå m l âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî â S, òî ñîîòâåòñòâó-
þùèé òèï â M òîò æå, ÷òî è â S, è ìû çíàåì, ÷òî òèï â L

ìåíüøå íåãî. Òàê æå ìîæíî ðàññóæäàòü è â òîì ñëó÷àå, êîãäà m l
âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî â T.

16.3.3. Ðåøåíèå: Ìèíèìàëüíûé òèï ýòîãî òåðìà Top � îáúåäèíåíèå Bool

è {}. Îäíàêî òîò ôàêò, ÷òî ýòîò òåðì òèïèçèðóåì, âåðîÿòíî, äîëæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ êàê ñëàáîñòü íàøåãî ÿçûêà, ïîñêîëüêó òðóäíî ñåáå ïðåäñòàâèòü,
÷òîáû ïðîãðàììèñò äåéñòâèòåëüíî õîòåë íàïèñàòü ýòî âûðàæåíèå � â êîíöå
êîíöîâ, ê çíà÷åíèþ òèïà Top íåëüçÿ ïðèìåíèòü íèêàêóþ îïåðàöèþ, òàê ÷òî
íåò íèêàêîãî ñìûñëà åãî âû÷èñëÿòü! Ñïðàâèòüñÿ ñ ýòèì íåäîñòàòêîì ìîæíî
äâóìÿ ñïîñîáàìè. Âî-ïåðâûõ, ìîæíî ïðîñòî èñêëþ÷èòü Top èç ñèñòåìû, è ñäå-
ëàòü _ ÷àñòè÷íîé îïåðàöèåé. Âî-âòîðûõ, ìîæíî ñîõðàíèòü Top, íî çàñòàâèòü
ïðîãðàììó ïðîâåðêè òèïîâ âûäàâàòü ïðåäóïðåæäåíèå, êîãäà îáíàðóæèâàåòñÿ
òåðì ñ ìèíèìàëüíûì òèïîì Top.

16.3.4. Ðåøåíèå: Îáðàáîòêà òèïîâ Ref íå ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíîñòè. Íóæíî
ïðîñòî äîáàâèòü ïî âàðèàíòó â àëãîðèòìû, âû÷èñëÿþùèå îáúåäèíåíèå è
ïåðåñå÷åíèå:

S_ T =

$&
%

. . . . . .
Ref(T1) åñëè S � Ref(S1), T � Ref(T1), S1 <: T1 è T1 <: S1

. . . . . .

S^ T =

$&
%

. . . . . .
Ref(T1) åñëè S � Ref(S1), T � Ref(T1), S1 <: T1 è T1 <: S1

. . . . . .

Îäíàêî, åñëè ìû ðàçáèâàåì Ref íà êîíñòðóêòîðû Source è Sink,
òî âîçíèêàåò áîëüøàÿ ïðîáëåìà: îòíîøåíèå ïîäòèïèðîâàíèÿ áîëü-
øå íå îáëàäàåò îáúåäèíåíèÿìè (è ïåðåñå÷åíèÿìè)! Íàïðèìåð, òèïû
Ref{a:Nat,b:Bool} è Ref{a:Nat} ÿâëÿþòñÿ ïîäòèïàìè êàê Source{a:Nat},
òàê è Sink{a:Nat,b:Bool}, à ó ýòèõ äâóõ òèïîâ íåò íàèáîëüøåé íèæíåé
ãðàíè.

Ñïðàâèòüñÿ ñ ýòèì çàòðóäíåíèåì ìîæíî íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè. Âîçìîæ-
íî, ñàìûé ïðîñòîé èç íèõ � äîáàâèòü â ñèñòåìó ëèáî Source, ëèáî Sink, íî
íå îáà âìåñòå. Äëÿ ìíîãèõ îáëàñòåé ïðèìåíåíèÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî. Íàïðèìåð,
äëÿ óòî÷íåííîé ðåàëèçàöèè êëàññîâ â �18.12 íàì òðåáóåòñÿ òîëüêî Source. Â
ïàðàëëåëüíîì ÿçûêå ñ òèïàìè êàíàëîâ (�15.5), íàîáîðîò, âûãîäíåå èñïîëüçî-
âàòü òîëüêî Sink, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì ìû ñìîæåì îïðåäåëèòü ïðîöåññ-ñåðâåð
è ïåðåäàâàòü ìåæäó ïðîöåññàìè òîëüêî ¾âîçìîæíîñòü ïîñûëêè äàííûõ¿ â
åãî êàíàë äîñòóïà (âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ äàííûõ òðåáóåòñÿ òîëüêî ñàìîìó
ïðîöåññó-ñåðâåðó).

Åñëè èìåþòñÿ òîëüêî òèïû Source, àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ îáúåäèíåíèé
îñòàåòñÿ ïîëíûì, åñëè åãî ðàñøèðèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì (íóæíû òàêæå
âûøåïðèâåäåííûå âàðèàíòû äëÿ Ref; àíàëîãè÷íûå âàðèàíòû íóæíî äîáàâèòü
â àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïåðåñå÷åíèé):
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S_ T =

$''''''&
''''''%

. . . . . .
Source(J1) åñëè S � Ref(S1), T � Ref(T1), S1 _ T1 � J1

Source(J1) åñëè S � Source(S1), T � Source(T1), S1 _ T1 � J1

Source(J1) åñëè S � Ref(S1), T � Source(T1), S1 _ T1 � J1

Source(J1) åñëè S � Source(S1), T � Ref(T1), S1 _ T1 � J1

. . . . . .
Åùå îäíî ðåøåíèå (ïðåäëîæåííîå Õåííåñè è Ðèëè, Hennessy and Riely,

1998) ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ìîäèôèöèðîâàòü êîíñòðóêòîð Ref òàê, ÷òîáû îí
âìåñòî îäíîãî ïðèíèìàë äâà àðãóìåíòà: ýëåìåíòû òèïà Ref S T � ññûëî÷íûå
ÿ÷åéêè, â êîòîðûå ìîæíî çàïèñûâàòü ýëåìåíòû òèïà S, è èç êîòîðûõ ìîæ-
íî ñ÷èòûâàòü ýëåìåíòû òèïà T. Íîâûé êîíñòðóêòîð Ref êîíòðàâàðèàíòåí
ïî ïåðâîìó ïàðàìåòðó è êîâàðèàíòåí ïî âòîðîìó. Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü
Sink S êàê ñîêðàùåíèå äëÿ Ref S Top, à Source T � êàê Ref Bot T.

16.4.1. Ðåøåíèå: Äà:

Γ $ t1 : T1 T1 � Bot Γ $ t2 : T2 Γ $ t3 : T3 T2 _ T3 � T

Γ $ if t1 then t2 else t3 : T

(TA-If)
Àëüòåðíàòèâà,

Γ $ t1 : T1 T1 � Bot Γ $ t2 : T2 Γ $ t3 : T3

Γ $ if t1 then t2 else t3 : Bot
(TA-Ifd)

êàæåòñÿ ïðèâëåêàòåëüíîé, è áûëà áû áåçîïàñíà (ïîñêîëüêó òèï Bot ïóñò, âû-
÷èñëåíèå t1 âñå ðàâíî íå ìîæåò ïðèâåñòè ê îáû÷íîìó ðåçóëüòàòó), íî ïî òàêî-
ìó ïðàâèëó ïîëó÷àò òèïû íåêîòîðûå òåðìû, íå ÿâëÿþùèåñÿ òèïèçèðóåìûìè
ñîãëàñíî äåêëàðàòèâíûì ïðàâèëàì; îíî ñëîìàëî áû òåîðåìó 16.2.4.

17.3.1. Ðåøåíèå: Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî ïåðåâåñòè íà ML àëãîðèò-
ìû èç óïðàæíåíèÿ 16.3.2.

let rec join tyS tyT =

match (tyS ,tyT) with

(TyArr(tyS1 ,tyS2),TyArr(tyT1 ,tyT2)) Ñ

(try TyArr(meet tyS1 tyT1 , join tyS2 tyT2)

with Not_found Ñ TyTop)

| (TyBool ,TyBool) Ñ

TyBool

| (TyRecord(fS), TyRecord(fT)) Ñ

let labelsS = List.map (fun (li ,_) Ñ li) fS in

let labelsT = List.map (fun (li ,_) Ñ li) fT in

let commonLabels =

List.find_all (fun l Ñ List.mem l labelsT) labelsS in

let commonFields =

List.map (fun li Ñ

let tySi = List.assoc li fS in

let tyTi = List.assoc li fT in

(li , join tySi tyTi))

commonLabels in

TyRecord(commonFields)

| _ Ñ
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TyTop

and meet tyS tyT =

match (tyS ,tyT) with

(TyArr(tyS1 ,tyS2),TyArr(tyT1 ,tyT2)) Ñ

TyArr(join tyS1 tyT1 , meet tyS2 tyT2)

| (TyBool ,TyBool) Ñ

TyBool

| (TyRecord(fS), TyRecord(fT)) Ñ

let labelsS = List.map (fun (li ,_) Ñ li) fS in

let labelsT = List.map (fun (li ,_) Ñ li) fT in

let allLabels =

List.append

labelsS

(List.find_all

(fun l Ñ not (List.mem l labelsS )) labelsT) in

let allFields =

List.map (fun li Ñ

if List.mem li allLabels then

let tySi = List.assoc li fS in

let tyTi = List.assoc li fT in

(li , meet tySi tyTi)

else if List.mem li labelsS then

(li , List.assoc li fS)

else

(li , List.assoc li fT))

allLabels in

TyRecord(allFields)

| _ Ñ

raise Not_found

let rec typeof t =

match t with

...

| TmTrue(fi) Ñ

TyBool

| TmFalse(fi) Ñ

TyBool

| TmIf(fi ,t1,t2,t3) Ñ

if subtype (typeof ctx t1) TyBool then

join (typeof ctx t2) (typeof ctx t3)

else error fi "óñëîâèå â óñëîâíîì âûðàæåíèè íå òèïà Bool"

17.3.2. Ðåøåíèå: Ñì. èíòåðïðåòàòîð rcdsubbot.

18.6.1. Ðåøåíèå:

DecCounter = {get:Unit Ñ Nat , inc:Unit Ñ Unit , reset:Unit Ñ

Unit ,

dec:Unit Ñ Unit};

decCounterClass =
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λr:CounterRep.
let super = resetCounterClass r in

{get = super.get ,

inc = super.inc ,

reset = super.reset ,

dec = λ_:Unit. r.x:=pred (!(r.x))};

18.7.1. Ðåøåíèå:

BackupCounter2 = {get:Unit Ñ Nat , inc:Unit Ñ Nat ,

reset:Unit Ñ Unit , backup: Unit Ñ Unit ,

reset2:Unit Ñ Unit , backup2: Unit Ñ Unit};

BackupCounterRep2 = {x: Ref Nat , b: Ref Nat , b2: Ref Nat};

backupCounterClass2 =

λr:BackupCounterRep2.
let super = backupCounterClass r in

{get = super.get , inc = super.inc ,

reset = super.reset , backup = super.backup ,

reset2 = λ_:Unit. r.x:=!(r.b2),

backup2 = λ_:Unit. r.b2:=!(r.x)};

18.11.1. Ðåøåíèå:

instrCounterClass =

λr:InstrCounterRep.
λself:Unit ÑInstrCounter.

λ_:Unit.
let super = setCounterClass r self unit in

{get = λ_:Unit. (r.a:=succ (!(r.a)); super.get unit),

set = λi:Nat. (r.a:=succ (!(r.a)); super.set i),

inc = super.inc ,

accesses = λ_:Unit. !(r.a)};

ResetInstrCounter = {get:Unit Ñ Nat , set:Nat Ñ Unit ,

inc:Unit Ñ Unit , accesses:Unit Ñ Nat ,

reset:Unit Ñ Unit};

resetInstrCounterClass =

λr:InstrCounterRep.
λself:Unit ÑResetInstrCounter.

λ_:Unit.
let super = instrCounterClass r self unit in

{get = super.get ,

set = super.set ,

inc = super.inc ,

accesses = super.accesses ,

reset = λ_:Unit. r.x:=0};

BackupInstrCounter = {get:Unit Ñ Nat , set:Nat Ñ Unit ,

inc:Unit Ñ Unit , accesses:Unit Ñ Unit ,

backup:Unit Ñ Unit , reset:Unit Ñ Unit};

�source�le� 559 Rev: �revision�, November 28, 2010



560

BackupInstrCounterRep = {x: Ref Nat , a: Ref Nat , b: Ref Nat};

backupInstrCounterClass =

λr:BackupInstrCounterRep.
λself:Unit ÑBackupInstrCounter.

λ_:Unit.
let super = resetInstrCounterClass r self unit in

{get = super.get ,

set = super.set ,

inc = super.inc ,

accesses = super.accesses ,

reset = λ_:Unit. r.x:=!(r.b),

backup = λ_:Unit. r.b:=!(r.x)};

newBackupInstrCounter =

λ_:Unit. let r = {x=ref 1, a=ref 0, b=ref 0} in

fix (backupInstrCounterClass r) unit;

18.13.1. Ðåøåíèå: ×òîáû ïðîâåñòè ïðîâåðêó íà òîæäåñòâåííîñòü, ìîæíî, íà-
ïðèìåð, èñïîëüçîâàòü ññûëî÷íûå ÿ÷åéêè. Ðàñøèðèì âíóòðåííåå ïðåäñòàâëå-
íèå íàøèõ îáúåêòîâ ïåðåìåííîé ýêçåìïëÿðà id òèïà Ref Nat

IdCounterRep = {x:Ref Nat , id: Ref (Ref Nat)};

è äîáàâèì ìåòîä id, êîòîðûé ïðîñòî âîçâðàùàåò ïîëå id:

IdCounter = {get:Unit Ñ Nat , inc:Unit Ñ Unit , id:Unit Ñ

(Ref Nat )};

idCounterClass =

λr:IdCounterRep.
{get = λ_:Unit. !(r.x),

inc = λ_:Unit. r.x:=succ (!(r.x)),

id = λ_:Unit. !(r.id)};

Òåïåðü ôóíêöèÿ sameObject ìîæåò ïðîñòî âçÿòü äâà îáúåêòà ñ ìåòîäàìè id

è ïðîâåðèòü, îäèíàêîâûå ëè ññûëêè âîçâðàùàþò ýòè äâà ìåòîäà id.

sameObject =

λa:{id:Unit Ñ(Ref Nat )}. λb:{id:Unit Ñ(Ref Nat )}.

((b.id unit) := 1,

(a.id unit) := 0,

iszero (!(b.id unit )));

Ôîêóñ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìîæíî ëåãêî ïðîâåðèòü, óêàçûâàþò ëè äâå ññûëêè
íà îäíî è òî æå: ìû äåëàåì ñîäåðæèìîå âòîðîé ññûëêè íåíóëåâûì, ïîòîì
ïðèñâàèâàåì íîëü ïåðâîé ññûëêå, à çàòåì ñìîòðèì ñîäåðæèìîå âòîðîé è ïðî-
âåðÿåì, íå ñòàëî ëè îíî íóëåì.

19.4.1. Ðåøåíèå: Ïîñêîëüêó êàæäîå îáúÿâëåíèå êëàññà äîëæíî ñîäåðæàòü
âûðàæåíèå extends, à öèêëè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó ýòèìè âûðàæåíèÿ-
ìè çàïðåùåíà, òî öåïî÷êà âûðàæåíèé extends, âåäóùàÿ îò êàæäîãî êëàññà,
äîëæíà â êîíöå êîíöîâ ïðèâåñòè ê Object.
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19.4.2. Ðåøåíèå: Îäèí èç î÷åâèäíûõ ñïîñîáîâ óëó÷øåíèÿ ÿçûêà çàêëþ÷àåòñÿ
â îáúåäèíåíèè òðåõ ïðàâèë äëÿ ïðèâåäåíèé â îäíî:

Γ $ t0 : D

Γ $ (C)t0 : C
(T-Cast)

è îòêàçå îò ¾ãëóïîãî ïðèâåäåíèÿ¿. Äðóãîé ñïîñîá óëó÷øåíèÿ ñâîäèòñÿ ê óäà-
ëåíèþ êîíñòðóêòîðîâ, ïîñêîëüêó îíè âñå ðàâíî íè÷åãî íå äåëàþò.

19.4.6. Ðåøåíèå:

1. Ôîðìóëèðîâêà ïðàâèë äëÿ èíòåðôåéñîâ â FJ òðóäà íå ïðåäñòàâëÿåò.

2. Äîïóñòèì, ìû îïðåäåëÿåì ñëåäóþùèå èíòåðôåéñû:

interface A {}

interface B {}

interface C extends A,B {}

interface D extends A,B {}

Â òàêîé ñèòóàöèè C è D èìåþò â êà÷åñòâå îáùèõ âåðõíèõ ãðàíåé êàê A,
òàê è B, íî íå èìåþò òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè.

3. Âìåñòî ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìè÷åñêîãî ïðàâèëà äëÿ óñëîâíûõ âûðàæå-
íèé

Γ $ t1 : boolean Γ $ t2 : E2 Γ $ t3 : E3

Γ $ t1 ? t2 : t3 : E2 _ E3

â Java èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îãðàíè÷åííûå ïðàâèëà:

Γ $ t1 : boolean Γ $ t2 : E2 Γ $ t3 : E3 Γ $ E2 <: E3

Γ $ t1 ? t2 : t3 : E3

Γ $ t1 : boolean Γ $ t2 : E2 Γ $ t3 : E3 Γ $ E3 <: E2

Γ $ t1 ? t2 : t3 : E2

Èíòóèòèâíî ýòè ïðàâèëà êîððåêòíû, íî îíè ïëîõî ñî÷åòàþòñÿ ñ îïåðàöèîí-
íîé ñåìàíòèêîé ñ ìàëûì øàãîì, ïðèíÿòîé â FJ � ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ òèïîâ
îêàçûâàåòñÿ ëîæíûì! (Íåòðóäíî ïîñòðîèòü ïðèìåð, äåìîíñòðèðóþùèé ýòî.)

19.4.7. Ðåøåíèå: Êàê íè ñòðàííî, ïîääåðæêà super îêàçûâàåòñÿ ñëîæíåå,
÷åì ïîääåðæêà self, ïîñêîëüêó òðåáóåòñÿ êàê-òî çàïîìèíàòü, èç êàêîãî êëàñ-
ñà âçÿò ¾âûïîëíÿåìûé â äàííûé ìîìåíò¿ ìåòîä. Åñòü ïî êðàéíåé ìåðå äâà
ñïîñîáà ýòî ñäåëàòü:

1. Ñíàáæàòü òåðìû àííîòàöèåé, óêàçûâàþùåé, ãäå íóæíî èñêàòü çíà÷åíèå
super.

2. Äîáàâèòü øàã ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè, íà êîòîðîì ïåðåïèñûâàåòñÿ
âñÿ òàáëèöà êëàññîâ, è âñå óïîìèíàíèÿ super ïåðåâîäÿòñÿ â óïîìèíàíèÿ
this ñ ¾äîïîëíåííûìè¿ èìåíàìè, êîòîðûå óêàçûâàþò, èç êàêîãî êëàññà
îíè âçÿòû.
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19.5.1. Ðåøåíèå: Ïðåæäå ÷åì ïðåäñòàâèòü ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî, ââåäåì
íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ ëåìì. Êàê âñåãäà, ñàìàÿ âàæíàÿ èç íèõ, A.14,
ñâÿçûâàåò òèïèçàöèþ è ïîäñòàíîâêó.

Ëåììà A.13 Åñëè mtypepm, Dq � C Ñ C0, òî mtypepm, Cq � C Ñ C0 äëÿ âñåõ
C <: D.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðÿìîëèíåéíàÿ èíäóêöèÿ ïî äåðåâó âûâîäà C <: D. Çà-
ìåòèì, ÷òî, íåçàâèñèìî îò òîãî, îïðåäåëåí èëè íå îïðåäåëåí ìåòîä m

â CT pCq, mtypepm, Cq äîëæåí îñòàâàòüñÿ òàêèì æå, êàê mtypepm, Eq, ãäå
CT pCq � class C extends E {...}.

Ëåììà A.14 rÏîäñòàíîâêà òåðìîâ ñîõðàíÿåò òèïèçàöèþs:
Åñëè Γ, x:B $ t : D è Γ $ s : A, ãäå A <: B, òî Γ $ rx ÞÑ sst : C äëÿ
íåêîòîðîãî C <: D.
Äîêàçàòåëüñòâî: Èíäóêöèÿ ïî äåðåâó âûâîäà Γ, x:B $ t : D. Èíòóèòèâíûå
øàãè òå æå ñàìûå, ÷òî è â ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèè ñ ïîäòèïàìè; äåòàëè, ðàçó-
ìååòñÿ, íåìíîãî îòëè÷àþòñÿ. Íàèáîëåå èíòåðåñíû ïîñëåäíèå äâà âàðèàíòà.

Âàðèàíò T-Var: t � x x:D P Γ
Åñëè x R x, òî ðåçóëüòàò òðèâèàëåí, ïîñêîëüêó rx ÞÑ ssx � x. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, åñëè x � xi, à D � Bi, òî, ïîñêîëüêó rx ÞÑ ssx � si, äîñòàòî÷íî
ïîëîæèòü C � Ai, è äîêàçàòåëüñòâî îêîí÷åíî.

Âàðèàíò T-Field: t � t0.fi Γ, x:B $ t0 : D0 fieldspD0q � C f D � Ci
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé C0, òàêîé ÷òî Γ $
rx ÞÑ sst0 : C0 è C0 <: D0. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî fieldspC0q �
pfieldspD0q, D gq äëÿ íåêîòîðûõ D g. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðàâèëó T-Field,
Γ $ (rx ÞÑ sst0).fi : Ci.

Âàðèàíò T-Invk: t � t0.m(t) Γ, x:B $ t0 : D0 mtypepm, D0q � EÑ D

Γ, x:B $ t : D D <: E

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ñóùåñòâóþò òàêèå C0 è C, ÷òî:

Γ $ rx ÞÑ sst0 : C0 C0 <: D0 Γ $ rx ÞÑ sst : C C <: D

Ïî ëåììå A.13, mtypepm, C0q � E Ñ D. Êðîìå òîãî, C <: E, ïî ñâîé-
ñòâó òðàíçèòèâíîñòè <:. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðàâèëó T-Invk, Γ $ rx ÞÑ
sst0.m(rx ÞÑ sst) : D.

Âàðèàíò T-New: t � new D(t) fieldspDq � D f Γ, x:B $ t : C C <: D

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, Γ $ rx ÞÑ sst : E äëÿ íåêîòîðûõ E, ïðè÷åì
E <: C. Èìååì E <: D ïî ñâîéñòâó òðàíçèòèâíîñòè <:. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
ïðàâèëó T-New, Γ $ new D(rx ÞÑ sst) : D.

Âàðèàíò T-UCast: t � (D)t0 Γ, x:B $ t0 : C C <: D

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ñóùåñòâóåò òàêîé E, ÷òî Γ $ rx ÞÑ sst0 : E

è E <: C. Èìååì E <: D ïî ñâîéñòâó òðàíçèòèâíîñòè <:, ÷òî äàåò íàì
Γ $ (D)(rx ÞÑ sst0) : D ïî ïðàâèëó T-UCast.

Âàðèàíò T-DCast: t � (D)t0 Γ, x:B $ t0 : C D <: C D � C

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ñóùåñòâóåò òàêîé E, ÷òî Γ $ rx ÞÑ sst0 : E
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è E <: C. Åñëè E <: D èëè D <: E, òî Γ $ (D)(rx ÞÑ sst0) : D, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïî T-UCast èëè T-DCast. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè D �<: E è E �<: D,
òî Γ $ (D)(rx ÞÑ sst0) : D (c ïðåäóïðåæäåíèåì î ãëóïîñòè) ïî ïðàâèëó
T-SCast.

Âàðèàíò T-SCast: t � (D)t0 Γ, x:B $ t0 : C D �<: C C �<: D
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ñóùåñòâóåò òàêîé E, ÷òî Γ $ rx ÞÑ sst0 : E

è E <: C. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî E �<: D. (×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, çàìåòèì,
÷òî ó êàæäîãî êëàññà â FJ åñòü òîëüêî îäèí íàäêëàññ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî,
åñëè E <: C è E <: D, òî ëèáî C <: D, ëèáî D <: C.) Òàêèì îáðàçîì, Γ $
(D)(rx ÞÑ sst0) : D (c ïðåäóïðåæäåíèåì î ãëóïîñòè) ïî ïðàâèëó T-SCast.

Ëåììà A.15 rÎñëàáëåíèås: Åñëè Γ $ t : C, òî Γ, x:D $ t : C.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðÿìîëèíåéíàÿ èíäóêöèÿ.

Ëåììà A.16 Åñëè mtypepm, C0q � DÑ D, à mbodypm, C0q � px, tq, òî äëÿ íåêîòî-
ðîãî D0 è íåêîòîðîãî C <: D âûïîëíÿåòñÿ C0 <: D0 è x:D, this:D0 $ t : C.
Äîêàçàòåëüñòâî: Èíäóêöèÿ ïî äåðåâó âûâîäà mbodypm, C0q. Áàçîâûé ñëó÷àé
(êîãäà m îïðåäåëåí âíóòðè C0) äîêàçûâàåòñÿ ïðîñòî, ïîñêîëüêó m îïðåäåëåí
â CT pC0q, è èç êîððåêòíîñòè òàáëèöû êëàññîâ ïðÿìî ñëåäóåò, ÷òî ìû óæå
âûâåëè x:D, this:C0 $ t : C ïî ïðàâèëó T-Method. Øàã èíäóêöèè òàêæå
íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü òåîðåìó î òèïîâîé áåçîïàñíîñòè.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 19.5.1: Èíäóêöèÿ ïî äåðåâó âûâîäà t Ñ t1, ñ

ðàçáîðîì âàðèàíòîâ ïîñëåäíåãî ïðàâèëà. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, êàê â
ïðåäïîñëåäíåì âàðèàíòå, T-DCast, ïîðîæäàþòñÿ ïðåäóïðåæäåíèÿ î ãëóïî-
ñòè.

Âàðèàíò E-ProjNew: t � new C0(v).fi t1 � vi fieldspC0q � D f

Ïî ôîðìå t ìû ìîæåì îïðåäåëèòü, ÷òî ïîñëåäíèì ïðàâèëîì â âûâîäå Γ $
t : C áûëî T-Field, ñ ïðåäïîñûëêîé Γ $ new C0(v) : D0, äëÿ íåêîòîðîãî D0,
è ÷òî C � Di. Àíàëîãè÷íî, ïîñëåäíèì ïðàâèëîì â âûâîäå Γ $ new C0(v) : D0

äîëæíî áûòü T-New, ñ ïðåäïîñûëêàìè Γ $ v : C ïðè C <: D è D0 � C0.
Â ÷àñòíîñòè, Γ $ vi : Ci, ÷òî çàâåðøàåò ðàññìîòðåíèå äàííîãî âàðèàíòà,
ïîñêîëüêó Ci <: Di.

Âàðèàíò E-InvkNew: t � (new C0(v)).m(u) t1 � ru{x, new C0(v)/thisst0

mbodypm, C0q � px, t0q
Ôèíàëüíûìè ïðàâèëàìè ïðè âûâîäå Γ $ t : C äîëæíû áûòü T-Invk è
T-New, ñ ïðåäïîñûëêàìè

Γ $ new C0(v) : C0 Γ $ u : C C <: D mtypepm, C0q � DÑ C

Ïî ëåììå A.16 èìååì x:D, this:D0 $ t0 : B äëÿ íåêîòîðûõ D0 è B, ïðè÷åì
C0 <: D0 è B <: C. Ïî ëåììå A.15, Γ, x:D, this:D0 $ t0 : B. Îòñþäà, ïî ëåì-
ìå A.14, Γ $ rx ÞÑ u, this ÞÑ new C0(v)st0 : E äëÿ íåêîòîðîãî E <: B. Ïî
ñâîéñòâó òðàíçèòèâíîñòè <: ïîëó÷àåì E <: C. Òåïåðü äîñòàòî÷íî ïðèíÿòü
C1 � E, ÷òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî.
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Âàðèàíò E-CastNew: t � (D)(new C0(v)) C0 <: D t1 � new C0(v)

Âûâîä Γ $ (D)(new C0(v)) : C äîëæåí çàâåðøàòüñÿ ïðàâèëîì T-UCast, ïî-
ñêîëüêó, åñëè áû îí êîí÷àëñÿ ïðàâèëàìè T-SCast èëè T-DCast, ïîëó÷àëîñü
áû ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì C0 <: D. Ïðåäïîñûëêè T-UCast äàþò
íàì Γ $ new C0(v) : C0 è D � C, ÷òî çàâåðøàåò ðàññìîòðåíèå ýòîãî âàðèàíòà.

Âàðèàíòû ñ ïðàâèëàìè ñîîòâåòñòâèÿ íå ïðåäñòàâëÿþò òðóäà. Ìû ðàññìîò-
ðèì òîëüêî îäíî:

Âàðèàíò RC-Cast: t � (D)t0 t1 � (D)t10 t0 Ñ t10
Ñóùåñòâóåò òðè ïîäâàðèàíòà, â çàâèñèìîñòè îò ïîñëåäíåãî èñïîëüçîâàííîãî
ïðàâèëà òèïèçàöèè.

Ïîäâàðèàíò T-UCast: Γ $ t0 : C0 C0 <: D D � C

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, Γ $ t10 : C10 äëÿ íåêîòîðîãî C10 <:

C0. Ïî ñâîéñòâó òðàíçèòèâíîñòè <:, C10 <: C. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
ïðàâèëó T-UCast, Γ $ (C)t10 : C (áåç äîïîëíèòåëüíîãî ïðåäóïðå-
æäåíèÿ î ãëóïîñòè).

Ïîäâàðèàíò T-DCast: Γ $ t0 : C0 D <: C0 D � C

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, Γ $ t10 : C10 äëÿ íåêîòîðîãî C10 <:

C0. Åñëè C10 <: C ëèáî C <: C10, èìååì Γ $ (C)t10 : C ïî ïðàâèëó
T-UCast ëèáî T-DCast (áåç äîïîëíèòåëüíîãî ïðåäóïðåæäåíèÿ î
ãëóïîñòè). Åñëè æå C10 �<: C è C �<: C10, òî Γ $ (C)t10 : C ñ ïðåäó-
ïðåæäåíèåì î ãëóïîñòè ïî ïðàâèëó T-SCast.

Ïîäâàðèàíò T-SCast: Γ $ t0 : C0 D �<: C0 C0 �<: D D � C

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, Γ $ t10 : C10 äëÿ íåêîòîðîãî C10 <:

C0. Çíà÷èò, âûïîëíÿþòñÿ òàêæå C10 �<: C è C �<: C10. Ñëåäîâàòåëüíî,
Γ $ (C)t10 : C ñ ïðåäóïðåæäåíèåì î ãëóïîñòè.

20.1.1. Ðåøåíèå:

Tree = µX. <leaf:Unit , node:{Nat ,X,X}>;

leaf = <leaf=unit > as Tree;

� leaf : Tree

node = λn:Nat. λt1:Tree. λt2:Tree. <node={n,t1,t2}> as Tree;

� node : Nat Ñ Tree Ñ Tree Ñ Tree

isleaf = λl:Tree. case l of <leaf=u> ñ true | <node=p> ñ

false;

� isleaf : Tree Ñ Bool

label = λl:Tree. case l of <leaf=u> ñ 0 | <node=p> ñ p.1;

� label : Tree Ñ Nat
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left = λl:Tree. case l of <leaf=u> ñ leaf | <node=p> ñ p.2;

� left : Tree Ñ Tree

right = λl:Tree. case l of <leaf=u> ñ leaf | <node=p> ñ

p.3;

� right : Tree Ñ Tree

append = fix (λf:NatList ÑNatList Ñ NatList.

λl1:NatList. λl2:NatList.
if isnil l1 then l2 else

cons (hd l1) (f (tl l1) l2));

� append : NatList Ñ NatList Ñ NatList

preorder = fix (λf:Tree ÑNatList. λt:Tree.
if isleaf t then nil else

cons (label l)

(append (f (left t)) (f (right t))));

� preorder : Tree Ñ NatList

t1 = node 1 leaf leaf;

t2 = node 2 leaf leaf;

t3 = node 3 t1 t2;

t4 = node 4 t3 t3;

l = preorder t4;

hd l;

� 4 : Nat

hd (tl l)

� 3 : Nat

hd (tl (tl l))

� 1 : Nat

20.1.2. Ðåøåíèå:

fib = fix (λf: Nat ÑNat Ñ Stream. λm:Nat. λn:Nat. λ_:Unit.
{n, f n (plus m n)}) 0 1;

� fib : Stream

20.1.3. Ðåøåíèå:

Counter = µC. {get:Nat , inc:Unit ÑC, dec:Unit Ñ C,

reset:Unit Ñ C, backup:Unit Ñ C};

c = let create =
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fix (λcr: {x:Nat ,b:Nat} ÑCounter. λs: {x:Nat ,b:Nat}.

{get = s.x,

inc = λ_:Unit. cr {x=succ(s.x),b=s.b},

dec = λ_:Unit. cr {x=pred(s.x),b=s.b},

backup = λ_:Unit. cr {x=s.x,b=s.x},

reset = λ_:Unit. cr {x=s.b,b=s.b} })

in create {x=0,b=0};

� c : Counter

20.1.4. Ðåøåíèå:

D = µX. <nat:Nat , bool:Bool , fn:X ÑX>;

lam = λf:D ÑD. <fn=f> as D;

ap = λf:D. λa:D.
case f of

<nat=n> ñ divergeD unit

| <bool=b> ñ divergeD unit

| <fn=f> ñ f a;

ifd = λb:D. λt:D. λe:D.
case b of

<nat=n> ñ divergeD unit

| <bool=b> ñ (if b then t else e)

| <fn=f> ñ divergeD unit;

tru = <bool=true > as D;

fls = <bool=false > as D;

ifd fls one zro;

� <nat=0> as D : D

ifd fls one fls

� <bool=false > as D : D

×èòàòåëè, îáåñïîêîåííûå òåì, ÷òî â ýòîé ñèñòåìå ìû ìîæåì çàêîäèðîâàòü
íåâåðíî òèïèçèðîâàííûå òåðìû, äîëæíû çàìåòèòü, ÷òî ìû âñåãî ëèøü ïî-
ñòðîèëè ñòðóêòóðó äàííûõ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ îáúåêòíîãî ÿçûêà áåñòèïî-
âûõ òåðìîâ âíóòðè ìåòàÿçûêà ïðîñòîãî òèïèçèðîâàííîãî ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèÿ
ñ ðåêóðñèâíûìè òèïàìè. Òî, ÷òî ýòî îêàçàëîñü âîçìîæíûì, íå áîëåå óäè-
âèòåëüíî, ÷åì òîò ôàêò (èñïîëüçóåìûé íàìè âî âñåõ ãëàâàõ, îïèñûâàþùèõ
ðåàëèçàöèè), ÷òî òåðìû ðàçëè÷íûõ òèïèçèðîâàííûõ è áåñòèïîâûõ âàðèàíòîâ
ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèé ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñòðóêòóð äàííûõ ML.

20.1.5. Ðåøåíèå:

lam = λf:D ÑD. <fn=f> as D;

ap = λf:D. λa:D. case f of

<nat=n> ñ divergeD unit

| <fn=f> ñ f a

| <rcd=r> ñ divergeD unit;

rcd = λfields:Nat ÑD. <rcd=fields > as D;

prj = λf:D. λn:Nat. case f of
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<nat=n> ñ divergeD unit

| <fn=f> ñ divergeD unit

| <rcd=r> ñ r n;

myrcd = rcd (λn:Nat. if iszero n then zro

else if iszero (pred n) then one

else divergeD unit);

20.2.1. Ðåøåíèå: Âîò ñàìûå èíòåðåñíûå ïðèìåðû â èçîðåêóðñèâíîé ôîðìå:

Hungry = µA. Nat ÑA;

f = fix (λf: Nat ÑHungry. λn:Nat. fold [Hungry] f);

ff = fold [Hungry] f;

ff1 = (unfold [Hungry] ff) 0;

ff2 = (unfold [Hungry] ff1) 2;

fixT =

λf:T ÑT.

(λx:(µA.A ÑT). f (( unfold [µA.A ÑT] x) x))

(fold [µA.A ÑT] (λx:(µA.A ÑT). f (( unfold [µA.A Ñ
T] x) x)));

D = µX. X ÑX;

lam = λf:D ÑD. fold [D] f;

ap = λf:D. λa:D. (unfold [D] f) a;

Counter = µC. {get:Nat , inc:Unit ÑC};

c = let create = fix (λcr: {x:Nat} ÑCounter. λs: {x:Nat}.

fold [Counter]

{get = s.x,

inc = λ_:Unit. cr {x=succ(s.x)}})

in create {x=0};

c1 = (unfold [Counter] c).inc unit;

(unfold [Counter] c1).get;

21.1.7. Ðåøåíèå:

E2pHq � tau E2pta, buq � ta, cu
E2ptauq � tau E2pta, cuq � ta, bu
E2ptbuq � tau E2ptb, cuq � ta, bu
E2ptcuq � ta, bu E2pta, b, cuq � ta, b, cu

E2-çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè ÿâëÿþòñÿ tau è ta, b, cu. E2-êîíñèñòåíòíû ìíî-
æåñòâà H, tau è ta, b, cu. Íàèìåíüøàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà E2 ðàâíà tau. Íàè-
áîëüøàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ðàâíà ta, b, cu.

21.1.9. Ðåøåíèå: ×òîáû äîêàçàòü ïðèíöèï îáûêíîâåííîé èíäóêöèè íà íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñëàõ, ìû äåéñòâóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îïðåäåëÿåì ïîðîæäàþ-
ùóþ ôóíêöèþ F P PpNq Ñ PpNq êàê

F pXq � t0u Y ti� 1 | i P Xu

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ åñòü ïðåäèêàò (ò. å. ìíîæåñòâî ÷èñåë) P , òàêîé,
÷òî P p0q � èñòèíà, è èç èñòèííîñòè P piq ñëåäóåò èñòèííîñòü P pi�1q. Òîãäà èç
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îïðåäåëåíèÿ F íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî F pP q � P , ò. å. ÷òî ìíîæåñòâî P ÿâëÿåòñÿ
F -çàìêíóòûì. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó èíäóêöèè, µF � P . Îäíàêî µF ðàâíÿåòñÿ
âñåìó ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (â ñóùíîñòè, ýòî ìîæíî âîñïðèíèìàòü
êàê îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë), òàê ÷òî P pnq èñòèííî äëÿ
âñåõ n P N.

Â ñëó÷àå ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé èíäóêöèè îïðåäåëÿåì F P PpN�Nq Ñ PpN�
Nq òàê:

F pXq � tpm,nq | @pm1, n1q   pm,nq, pm1, n1q P Xu

Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî ó íàñ åñòü ïðåäèêàò (ò. å. ìíîæåñòâî ïàð ÷èñåë) P òà-
êîé, ÷òî âñåãäà, êîãäà P pm1, n1q èñòèííî äëÿ âñåõ pm1, n1q   pm,nq, ìû èìååì
òàêæå, ÷òî P pm,nq òîæå èñòèííî. Êàê è ðàíüøå, èç îïðåäåëåíèÿ F íåòðóäíî
óâèäåòü, ÷òî F pP q � P , ò. å., ÷òî ìíîæåñòâî P ÿâëÿåòñÿ F -çàìêíóòûì. Ñî-
ãëàñíî ïðèíöèïó èíäóêöèè, µF � P . ×òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî, íóæíî
ïðîâåðèòü, ÷òî µF äåéñòâèòåëüíî ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ïàð ÷èñåë (ýòî
åäèíñòâåííûé íåòðèâèàëüíûé øàã ðàññóæäåíèÿ). Ýòî ìîæíî äîêàçàòü â äâà
øàãà. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî N � N ÿâëÿåòñÿ F -çàìêíóòûì (ýòî
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ F ). Âî-âòîðûõ, äîêàæåì, ÷òî íè îä-
íî ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî N � N íå ÿâëÿåòñÿ F -çàìêíóòûì � ò. å., ÷òî
N � N ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì F -çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì. ×òîáû óâèäåòü ýòî,
ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ íåêîòîðîå ìåíüøåå F -çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Y , è
ïóñòü pm,nq áóäåò íàèìåíüøåé ïàðîé, íå ïðèíàäëåæàùåé Y ; ñîãëàñíî îïðå-
äåëåíèþ F ìû âèäèì, ÷òî F pY q � Y , ò. å. ìíîæåñòâî Y íåçàìêíóòî � ìû
ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

21.2.2. Ðåøåíèå: Îïðåäåëèì äåðåâî êàê ÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ T P t1, 2u� á
tÑ,�, Topu, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì îãðàíè÷åíèÿì:

• T pq îïðåäåëåíà;

• åñëè îïðåäåëåíà T pπ, σq, òî îïðåäåëåíà è T pπq.

Çàìåòèì, ÷òî ñèìâîëû Ñ, �, Top ìîãóò áåç îãðàíè÷åíèé óïîìèíàòüñÿ â âåð-
øèíàõ äåðåâà � íàïðèìåð, âåðøèíà ñ ìåòêîé Top ìîæåò èìåòü íåòðèâèàëüíûõ
ïîòîìêîâ, è ò. ï. Êàê è â �21.2, ìû èñïîëüçóåì ñèìâîëû Ñ, � è Top òàêæå è
â êà÷åñòâå èìåí îïåðàòîðîâ íàä äåðåâüÿìè.

Ìíîæåñòâî âñåõ äåðåâüåâ áåðåòñÿ êàê óíèâåðñóì U . Ïîðîæäàþùàÿ ôóíê-
öèÿ F îñíîâàíà íà óæå çíàêîìîé íàì ãðàììàòèêå äëÿ òèïîâ:

F pXq � tTopu
Y tT1 � T2 | T1, T2 P Xu
Y tT1 Ñ T2 | T1, T2 P Xu

Èç îïðåäåëåíèé T è U íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî T � U , òàê ÷òî èìååò ñìûñë
ñðàâíåíèå ìíîæåñòâ â èíòåðåñóþùèõ íàñ óðàâíåíèÿõ, T � νF è Tf � µF .
Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ èñòèííû.
T � νF ñëåäóåò ïî ïðèíöèïó êîèíäóêöèè èç òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî T ÿâ-

ëÿåòñÿ F -êîíñèñòåíòíûì. ×òîáû ïîëó÷èòü νF � T , òðåáóåòñÿ äëÿ âñÿêîãî
T P νF ïðîâåðèòü äâà ïîñëåäíèõ óñëîâèÿ èç îïðåäåëåíèÿ 21.2.1. Ýòî ìîæíî
ñäåëàòü ïðè ïîìîùè èíäóêöèè ïî äëèíå π.
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µF � Tf ñëåäóåò ïî ïðèíöèïó èíäóêöèè èç òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî Tf ÿâëÿåò-
ñÿ F -çàìêíóòûì. ×òîáû ïîëó÷èòü Tf � µF , äîêàæåì èíäóêöèåé ïî ðàçìåðó T,
÷òî èç T P Tf ñëåäóåò T P µF . (Ðàçìåð äåðåâà ìîæíî îïðåäåëèòü êàê äëèíó
íàèáîëüøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè π P t1, 2u�, äëÿ êîòîðîé îïðåäåëåíà Tpπq.)

21.3.3. Ðåøåíèå: Ïàðà pTop, Top � Topq íå ëåæèò â νS. ×òîáû óâèäåòü ýòî,
çàìåòèì, ÷òî, ïî îïðåäåëåíèþ S, ýòà ïàðà íå ïðèíàäëåæèò SpXq íè äëÿ êà-
êîãî X. Òàêèì îáðàçîì, íåò íè îäíîãî S-êîíñèñòåíòíîãî ìíîæåñòâà, ñîäåð-
æàùåãî ýòó ïàðó; â ÷àñòíîñòè, òàêîâûì íå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî νS (êîòîðîå
S-êîíñèñòåíòíî).

21.3.4. Ðåøåíèå: Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïàðû òèïîâ, ñâÿçàííûõ îòíîøåíèåì νS,
íî íå µS, ìîæíî âçÿòü ïàðó pT, Tq äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî òèïà T. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî ïàð R � tpQ,Qq | äëÿ Q, ÿâëÿþùåãîñÿ ïîääåðåâîì T u. Ðàññìîòðåâ
îïðåäåëåíèå S, ëåãêî ïîëó÷àåì R � SpRq, à ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà êîèíäóêöèè
äàåò íàì R � νS. Îòñþäà pT, Tq P νS, ïîñêîëüêó pT, Tq P R. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, R R µS, ïîñêîëüêó µS ñâÿçûâàåò èñêëþ÷èòåëüíî êîíå÷íûå òèïû� � ýòî
ìîæíî óñòàíîâèòü, îáîçíà÷èâ ìíîæåñòâî âñåõ ïàð êîíå÷íûõ òèïîâ ÷åðåç R1 è
ïîëó÷èâ, ÷òî µS � R1 ïî ïðèíöèïó èíäóêöèè.

Íå ñóùåñòâóåò ïàð êîíå÷íûõ òèïîâ pS, Tq, ñâÿçàííûõ îòíîøåíèåì νSf , íî íå
µSf , ïîñêîëüêó ýòè äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè ñîâïàäàþò. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî,
÷òî äëÿ ëþáûõ S, T P Tf èç pS, Tq P µSf ñëåäóåò pS, Tq P νSf . (Ïîñêîëüêó T

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íîå äåðåâî, ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü
èíäóêöèåé ïî ñóììå ðàçìåðîâ S è T. Íóæíî ðàññìîòðåòü âàðèàíòû, êîãäà T

ðàâåí Top, T1�T2, T1ÑT2, èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåíèå Sf è ðàâåíñòâà Sf pνSf q �
νSf è Sf pµSf q � µSf .)

21.3.8. Ðåøåíèå: Ñíà÷àëà îïðåäåëèì îòíîøåíèå òîæäåñòâà äëÿ äðåâîâèäíûõ
òèïîâ: I � tpT, Tq | T P T u. Åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî I ÿâëÿåòñÿ S-êîíñèñòåíòíî,
òî ïðèíöèï êîèíäóêöèè ïîçâîëèò íàì çàêëþ÷èòü, ÷òî I � νS � òî åñòü, ÷òî νS
ðåôëåêñèâíî. ×òîáû ïîêàçàòü S-êîíñèñòåíòíîñòü I, âîçüìåì ýëåìåíò pT, Tq P I,
è ðàññìîòðèì âàðèàíòû åãî ôîðìû. Ñíà÷àëà äîïóñòèì, ÷òî T � Top. Òîãäà
pT, Tq � pTop, Topq, à ýòà ïàðà ïî îïðåäåëåíèþ ïðèíàäëåæèò SpIq. Òåïåðü äî-
ïóñòèì, ÷òî T � T1 � T2. Òîãäà, ïîñêîëüêó pT1, T1q, pT2, T2q P I, ñ ïîìîùüþ
îïðåäåëåíèÿ S èìååì pT1�T2, T1�T2q P SpIq. Àíàëîãè÷íî äëÿ T � T1 Ñ T2.

21.4.2. Ðåøåíèå: Ñîãëàñíî ïðèíöèïó êîèíäóêöèè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
ìíîæåñòâî U � U ÿâëÿåòñÿ FTR-êîíñèñòåíòíûì, ò. å. U � U � FTRpU � Uq.
Äîïóñòèì, px, yq P U � U . Âîçüìåì ëþáîå z P U . Òîãäà px, zq, pz, yq P U � U è,
òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ FTR, èìååì px, yq P FTRpU � Uq.
21.5.2. Ðåøåíèå: ×òîáû ïðîâåðèòü èíâåðòèðóåìîñòü, ïðîñòî ðàññìîòðèì
îïðåäåëåíèÿ Sf è S è óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî GpS,Tq ñîäåð-
æèò íå áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà.

Â îïðåäåëåíèÿõ Sf è S êàæäûé âàðèàíò ÿâíûì îáðàçîì óêàçûâàåò ôîð-
ìó ïîääåðæèâàåìîãî ýëåìåíòà è ñîñòàâ åãî ìíîæåñòâà ïîääåðæêè, òàê ÷òî
íåòðóäíî âûïèñàòü support Sf

è support S . (Ñðàâíèòå ñ ôóíêöèåé ïîääåðæêè
äëÿ Sm èç îïðåäåëåíèÿ 21.8.4.)

�Â èñïðàâëåíèÿõ ê òåêñòó êíèãè àâòîð îïðîâåðãàåò ýòî óòâåðæäåíèå: ¾Ýòî íå ñîâñåì
âåðíî: âñå òèïû, â òîì ÷èñëå è áåñêîíå÷íûå, ÿâëÿþòñÿ ïîäòèïîì òèïà Top. Çäåñü íåîáõîäèìî
áîëåå ñëîæíîå óòâåðæäåíèå.¿ � ïðèì. ïåðåâ.
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21.5.4. Ðåøåíèå:

i a

h

b c

a

b

d

d

e

e

b

f g

c

g

f g

21.5.6. Ðåøåíèå: Íåò, ïóòü îò x P νF z µF íå îáÿçàòåëüíî âåäåò ê öèêëó
â ãðàôå ïîääåðæêè; îí ìîæåò âåñòè è ê áåñêîíå÷íîé öåïî÷êå. Ðàññìîòðèì,
íàïðèìåð, F P PpNq Ñ PpNq, îïðåäåëÿåìóþ óðàâíåíèåì F pXq � t0u Y tn |
n � 1 P Xu. Çäåñü µF � t0u, à νF � N. Êðîìå òîãî, äëÿ âñÿêîãî n P νF z µF ,
òî åñòü äëÿ âñÿêîãî n ¡ 0 supportpnq � tn� 1u, è òàêèì îáðàçîì ïîðîæäàåòñÿ
áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà.

21.5.13. Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ÷àñòè÷íóþ êîððåêòíîñòü. Äîêàçà-
òåëüñòâî â êàæäîé ÷àñòè âåäåòñÿ èíäóêöèåé ïî ðåêóðñèâíîé ñòðóêòóðå âû-
çîâîâ ïðè ïðîãîíå àëãîðèòìà.

1. Èç îïðåäåëåíèÿ lfp íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ âîçâðàùàåò çíà÷å-
íèå èñòèíà â äâóõ ñëó÷àÿõ. Åñëè lfp pXq � èñòèíà, ïîòîìó ÷òî X � H,
òî óòâåðæäåíèå X � µF òðèâèàëüíî âåðíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè
lfp pXq � èñòèíà, ïîòîìó ÷òî lfp psupport pXqq � èñòèíà, òî, ïî ïðåäïî-
ëîæåíèþ èíäóêöèè, supportpXq � µF , à îòñþäà ëåììà 21.5.8 äàåò íàì
X � µF .

2. Åñëè lfp pXq � ëîæü, ïîòîìó ÷òî support pXq Ò, òî X � µF
ïî ëåììå 21.5.8. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå lfp pXq � ëîæü, ïîòîìó ÷òî
lfp psupport pXqq � ëîæü, è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, support pXq �
µF . Ïî ëåììå 21.5.8, X � µF .

Çàòåì íàì íóæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ïîðîæäàþùèå ôóíêöèè F , äëÿ êî-
òîðûõ lfp ãàðàíòèðîâàííî çàâåðøàåòñÿ äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ âõîäíûõ äàííûõ.
Çäåñü áóäåò ïîëåçíî òåðìèíîëîãè÷åñêîå íîâîââåäåíèå. Åñëè èìååòñÿ ïîðîæäà-
þùàÿ ôóíêöèÿ F P PpUq Ñ PpUq ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé, òî ÷àñòè÷íàÿ
ôóíêöèÿ heightF P U Ñ N (èëè ïðîñòî height , ¾âûñîòà¿) åñòü íàèìåíüøàÿ ÷à-
ñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:2

heightpxq �

$&
%

0 åñëè supportpxq � H
0 åñëè supportpxq Ò
1�maxtheightpyq | y P supportpxqu åñëè supportpxq � H

(Çàìåòèì, ÷òî heightpxq íå îïðåäåëåíà, åñëè x ëèáî ïðèíàäëåæèò öèêëó äî-
ñòóïíîñòè, ëèáî çàâèñèò îò ýëåìåíòà òàêîãî öèêëà.) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïî-
ðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ F èìååò êîíå÷íóþ âûñîòó, åñëè ôóíêöèÿ height F âñþäó
îïðåäåëåíà. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè y P support pxq, è îïðåäåëåíû êàê
height pxq, òàê è height pyq, òî height pyq   height pxq.

Òåïåðü ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ F èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ñî-
ñòîÿíèé è êîíå÷íóþ âûñîòó, òî lfppXq çàâåðøàåòñÿ äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íîãî

2Çàìåòèì, ÷òî òàêîé ñïîñîá çàäàíèÿ ôóíêöèè height ëåãêî ïåðåôîðìóëèðîâàòü êàê íàè-
ìåíüøóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó ìîíîòîííîé ôóíêöèè íà îòíîøåíèÿõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ÷à-
ñòè÷íûå ôóíêöèè.
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âõîäíîãî ìíîæåñòâà X � U . ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó
ó F êîíå÷íîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé, òî â êàæäîì ðåêóðñèâíîì âûçîâå lfppY q, ïðî-
èñõîäÿùåì îò èñõîäíîãî âûçîâà lfppXq, ìíîæåñòâî Y êîíå÷íî. Ïîñêîëüêó F
èìååò êîíå÷íóþ âûñîòó, ôóíêöèÿ hpY q � maxtheightpyq | y P Y u ïðàâèëüíî
îïðåäåëåíà. Ïîñêîëüêó hpY q óìåíüøàåòñÿ ïðè êàæäîì ðåêóðñèâíîì âûçîâå è
âñåãäà íåîòðèöàòåëüíà, îíà ìîæåò ñëóæèòü ìåðîé çàâåðøåíèÿ äëÿ lfp.

21.8.5. Ðåøåíèå: Îïðåäåëåíèå Sd ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì Sm, çà èñêëþ-
÷åíèåì òîãî, ÷òî ïîñëåäíèé âàðèàíò íå ñîäåðæèò óñëîâèé T � µX.T1 è
T � Top. ×òîáû óáåäèòüñÿ â íåèíâåðòèðóåìîñòè Sd, çàìåòèì, ÷òî ìíîæå-
ñòâî GpµX.Top,µY.Topq ñîäåðæèò äâà ïîðîæäàþùèõ ìíîæåñòâà: tpTop, µY.Topqu
è tpµX.Top, Topqu (ñðàâíèòå ñ òåì, êàê òî æå ìíîæåñòâî âûãëÿäèò äëÿ ôóíê-
öèè Sm).

Ïîñêîëüêó âñå âàðèàíòû, êðîìå ïîñëåäíåãî, â îïðåäåëåíèÿõ Sd è Sm ñîâïà-
äàþò, à ïîñëåäíèé âàðèàíò Sm ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îãðàíè÷åíèå ïîñëåäíåãî âà-
ðèàíòà Sd, âêëþ÷åíèå νSm � νSd î÷åâèäíî. Â äðóãîì íàïðàâëåíèè âêëþ÷åíèå
νSd � νSm ìîæíî äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà êîèíäóêöèè è ñëåäóþùåé
ëåììû, óñòàíàâëèâàþùåé, ÷òî ìíîæåñòâî νSd ÿâëÿåòñÿ Sm-êîíñèñòåíòíûì.

Ëåììà A.17 Äëÿ âñÿêîé ïàðû µ-òèïîâ S, T, åñëè pS, Tq P νSd, òî pS, Tq P
SmpνSdq.
Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà: Èíäóêöèÿ ïî k � µ-heightpSq. Òàêàÿ èíäóêöèÿ âû-
ðàæàåò íåôîðìàëüíóþ èäåþ î òîì, ÷òî ëþáîé âûâîä pS, Tq P νSd ìîæíî
ïåðåâåñòè â áîëåå êîðîòêèé âûâîä òîãî æå ñàìîãî óòâåðæäåíèÿ, è ýòîò
ïîñëåäíèé âñåãäà áóäåò îäíîâðåìåííî âûâîäîì óòâåðæäåíèÿ pS, Tq P νSm.
Èç îãðàíè÷åíèé íà ïðàâèëî ëåâîé µ-ñâåðòêè ñëåäóåò, ÷òî ïîëó÷åííûé â ðå-
çóëüòàòå òðàíñôîðìàöèè âûâîä áóäåò îáëàäàòü òåì ñâîéñòâîì, ÷òî âñÿ-
êàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèìåíåíèé ïðàâèë µ-ñâåðòêè íà÷èíàåòñÿ ñ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ëåâûõ µ-ñâåðòîê, çà êîòîðûìè ñëåäóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïðàâûõ µ-ñâåðòîê.

21.9.2. Ðåøåíèå:

T � T

S � T1

S � T1 � T2

S � T2

S � T1 � T2

S � T1

S � T1 Ñ T2

S � T2

S � T1 Ñ T2

S � rX ÞÑ µX.TsT

S � µX.T

(Îòìåòèì òîò èíòåðåñíûé ôàêò, ÷òî ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ TD îòëè÷àåò-
ñÿ îò äðóãèõ ôóíêöèé, ðàññìîòðåííûõ íàìè â ýòîé ãëàâå: îíà íå îáðàòèìà.
Íàïðèìåð, B � A�BÑB�C ïîääåðæèâàåòñÿ äâóìÿ ìíîæåñòâàìè, tB � A�Bu è
tB � B�Cu, íè îäíî èç êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì äðóãîãî.)

21.9.7. Ðåøåíèå: Âñå ïðàâèëà äëÿ BU ñîâïàäàþò ñ ïðàâèëàìè äëÿ TD èç
ðåøåíèÿ ê óïðàæíåíèþ 21.9.2 çà èñêëþ÷åíèåì ïðàâèëà äëÿ òèïîâ, íà÷èíàþ-
ùèõñÿ ñ êîíñòðóêöèè µ:

S ¨ T

rX ÞÑ µX.TsS ¨ µX.T
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21.11.1. Ðåøåíèå: Òàêèõ ïàð òèïîâ ìíîãî. Òðèâèàëüíûì ïðèìåðîì ìîæåò
ñëóæèòü µX.T è rX ÞÑ µX.TsT ïî÷òè äëÿ ëþáîãî T. Áîëåå èíòåðåñíûé ïðèìåð �
µX.Nat�(Nat�X) è µX.Nat�X.

22.3.9. Ðåøåíèå: Âîò îñíîâíûå ïðàâèëà àëãîðèòìè÷åñêîãî ïîðîæäåíèÿ îãðà-
íè÷åíèé:

Γpxq � T

Γ $F x : T |F tu
(CT-Var)

Γ, x:T1 $F t2 : T2 |F 1 C x R dompΓq

Γ $F λx:T1.t2 : T1 ÑT2 |F 1 C
(CT-Abs)

Γ $F t1 : T1 |F 1 C1 Γ $F 1 t2 : T2 |F2 C2 F 2 � X, F3

Γ $F t1 t2 : X |F3 C1 Y C2 Y tT1 � T2 Ñ Xu
(CT-App)

Îñòàëüíûå ïðàâèëà óñòðîåíû òàê æå. Ýêâèâàëåíòíîñòü èñõîäíûõ ïðàâèë è èõ
àëãîðèòìè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. rÊîððåêòíîñòüs: Åñëè Γ $F t : T |F 1 C, à ïåðåìåííûå, óïîìÿíóòûå
â Γ è t, íå âñòðå÷àþòñÿ â F , òî Γ $ t : T |F zF 1 C.

2. rÏîëíîòàs: Åñëè Γ $ t : T |X C, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïåðåñòàíîâêà F
èìåí ïåðåìåííûõ èç X , ÷òî Γ $F t : T |H C

Îáà óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ ïðÿìîëèíåéíîé èíäóêöèåé ïî äåðåâüÿì âûâî-
äà. Äëÿ ñëó÷àÿ òåðìà-ïðèìåíåíèÿ â ÷àñòè 1 îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ
ëåììà:

Åñëè òèïîâûå ïåðåìåííûå, âñòðå÷àþùèåñÿ â Γ è t, íå ñîäåðæàòñÿ
â F 1, à Γ $F t : T |F 1 C, òî òèïîâûå ïåðåìåííûå, âñòðå÷àþùèåñÿ â
T è C, íå ñîäåðæàòñÿ â F zF 1.

Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëó÷àÿ â ÷àñòè 2 èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà:

Åñëè Γ $F t : T |F 1 C, òî Γ $F,G t : T |F 1,G C, ãäå G � ïðîèçâîëü-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åùå íå èñïîëüçîâàííûõ èìåí ïåðåìåííûõ.

22.3.10. Ðåøåíèå: Åñëè ïðåäñòàâëÿòü ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé êàê ñïèñêè ïàð
òèïîâ, òî àëãîðèòì ïîðîæäåíèÿ îãðàíè÷åíèé áóäåò ïðîñòûì ïåðåâîäîì íà ML
ïðàâèë âûâîäà èç ðåøåíèÿ ê óïðàæíåíèþ 22.3.9.

let rec recon ctx nextuvar t = match t with

TmVar(fi ,i,_) Ñ

let tyT = getTypeFromContext fi ctx i in

(tyT , nextuvar , [])

| TmAbs(fi, x, tyT1 , t2) Ñ

let ctx ' = addbinding ctx x (VarBind(tyT1)) in

let (tyT2 ,nextuvar2 ,constr2) = recon ctx ' nextuvar t2 in

(TyArr(tyT1 , tyT2), nextuvar2 , constr2)

| TmApp(fi,t1,t2) Ñ
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let (tyT1 ,nextuvar1 ,constr1) = recon ctx nextuvar t1 in

let (tyT2 ,nextuvar2 ,constr2) = recon ctx nextuvar1 t2 in

let NextUVar(tyX ,nextuvar ') = nextuvar2 () in

let newconstr = [(tyT1 ,TyArr(tyT2 ,TyId(tyX )))] in

((TyId(tyX)), nextuvar ',

List.concat [newconstr; constr1; constr2 ])

| TmZero(fi) Ñ (TyNat , nextuvar , [])

| TmSucc(fi,t1) Ñ

let (tyT1 ,nextuvar1 ,constr1) = recon ctx nextuvar t1 in

(TyNat , nextuvar1 , (tyT1 ,TyNat ):: constr1)

| TmPred(fi,t1) Ñ

let (tyT1 ,nextuvar1 ,constr1) = recon ctx nextuvar t1 in

(TyNat , nextuvar1 , (tyT1 ,TyNat ):: constr1)

| TmIsZero(fi,t1) Ñ

let (tyT1 ,nextuvar1 ,constr1) = recon ctx nextuvar t1 in

(TyBool , nextuvar1 , (tyT1 ,TyNat ):: constr1)

| TmTrue(fi) Ñ (TyBool , nextuvar , [])

| TmFalse(fi) Ñ (TyBool , nextuvar , [])

| TmIf(fi,t1,t2,t3) Ñ

let (tyT1 ,nextuvar1 ,constr1) = recon ctx nextuvar t1 in

let (tyT2 ,nextuvar2 ,constr2) = recon ctx nextuvar1 t2 in

let (tyT3 ,nextuvar3 ,constr3) = recon ctx nextuvar2 t3 in

let newconstr = [(tyT1 ,TyBool ); (tyT2 ,tyT3)] in

(tyT3 , nextuvar3 ,

List.concat [newconstr; constr1; constr2; constr3 ])

22.3.11. Ðåøåíèå: Ïðàâèëî ïîðîæäåíèÿ îãðàíè÷åíèé äëÿ âûðàæåíèé fix

íåñëîæíî ïîñòðîèòü íà îñíîâå ïðàâèëà òèïèçàöèè T-Fix ñ ðèñ. 11.12.

Γ $ t1 : T1 |X1
C1 X íå âñòðå÷àåòñÿ â X1, Γ è t1

Γ $ fix t1 : X |X1YtXu C1 Y tT1 � XÑXu
(CT-Fix)

Ýòî ïðàâèëî ðåêîíñòðóèðóåò òèï òåðìà t1 (ïîä èìåíåì T1); ïðîâåðÿåò, ÷òî T1

èìååò âèä X Ñ X äëÿ íåêîòîðîé íîâîé ïåðåìåííîé X; è îáúÿâëÿåò X òèïîì
âûðàæåíèÿ fix t1.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðàâèëî ïîðîæäåíèÿ îãðàíè÷åíèé äëÿ âûðàæåíèé letrec

ìîæíî ïîñòðîèòü íà îñíîâå CT-Fix è îïðåäåëåíèÿ letrec êàê ïðîèçâîäíîé
ôîðìû.

22.4.3. Ðåøåíèå:

tX � Nat, Y � XÑXu rX ÞÑ Nat, Y ÞÑ NatÑ Nats
tNatÑNat � XÑYu rX ÞÑ Nat, Y ÞÑ Nats
tXÑY � YÑZ, Z � UÑWu rX ÞÑ UÑW, Y ÞÑ UÑ W, Z ÞÑ UÑWs
tNat � NatÑYu íå óíèôèöèðóåòñÿ
tY � NatÑYu íå óíèôèöèðóåòñÿ
tu rs

22.4.6. Ðåøåíèå: Îñíîâíàÿ ñòðóêòóðà äàííûõ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ýòîãî óïðàæ-
íåíèÿ, � ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïîäñòàíîâîê. Åå ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü ïî-
ðàçíîìó; ïðîùå âñåãî áóäåò âîñïîëüçîâàòüñÿ òèïîì äàííûõ constr èç óïðàæ-
íåíèÿ 22.3.10; ïîäñòàíîâêà òîãäà áóäåò ïðîñòî ìíîæåñòâîì îãðàíè÷åíèé, âñå
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ëåâûå ÷àñòè êîòîðûõ � ïåðåìåííûå óíèôèêàöèè. Åñëè îïðåäåëèòü ôóíêöèþ
substinty, êîòîðàÿ ïðîâîäèò ïîäñòàíîâêó òèïà äëÿ îäíîé òèïîâîé ïåðåìåí-
íîé

let substinty tyX tyT tyS =

let rec f tyS = match tyS with

TyArr(tyS1 ,tyS2) Ñ TyArr(f tyS1 , f tyS2)

| TyNat Ñ TyNat

| TyBool Ñ TyBool

| TyId(s) Ñ if s=tyX then tyT else TyId(s)

in f tyS

òî ïðèìåíåíèå ê òèïó ïîäñòàíîâêè öåëèêîì ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê:

let applysubst constr tyT =

List.fold_left

(fun tyS (TyId(tyX),tyC2) Ñ substinty tyX tyC2 tyS)

tyT (List.rev constr)

Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ óíèôèêàöèè äîëæíà óìåòü ïðèìåíÿòü ïîäñòàíîâêó êî
âñåì òèïàì â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå îãðàíè÷åíèé:

let substinconstr tyX tyT constr =

List.map

(fun (tyS1 ,tyS2) Ñ

(substinty tyX tyT tyS1 , substinty tyX tyT tyS2))

constr

Ïîìèìî ýòîãî, íóæíà ¾ïðîâåðêà íà âõîæäåíèå¿, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò öèêëè-
÷åñêèå çàâèñèìîñòè:

let occursin tyX tyT =

let rec o tyT = match tyT with

TyArr(tyT1 ,tyT2) Ñ o tyT1 || o tyT2

| TyNat Ñ false

| TyBool Ñ false

| TyId(s) Ñ (s=tyX)

in o tyT

Òåïåðü ôóíêöèþ óíèôèêàöèè ìîæíî çàïèñàòü ïðÿìûì ïåðåâîäîì ïñåâäîêî-
äà, ïðèâåäåííîãî íà ðèñ. 22.2. Êàê îáû÷íî, îíà ïðèíèìàåò â êà÷åñòâå äîïîë-
íèòåëüíûõ àðãóìåíòîâ ïîçèöèþ â ôàéëå è ñòðîêó, êîòîðûå íóæíî áóäåò èñ-
ïîëüçîâàòü ïðè ðàñïå÷àòêå ñîîáùåíèé îá îøèáêå, åñëè óíèôèêàöèÿ îêàæåòñÿ
íåóäà÷íîé.

let unify fi ctx msg constr =

let rec u constr = match constr with

[] Ñ []

| (tyS ,TyId(tyX)) :: rest Ñ

if tyS = TyId(tyX) then u rest

else if occursin tyX tyS then

error fi (msg ^ ": circular constraints")

else

List.append (u (substinconstr tyX tyS rest))

[(TyId(tyX),tyS)]
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| (TyId(tyX),tyT) :: rest Ñ

if tyT = TyId(tyX) then u rest

else if occursin tyX tyT then

error fi (msg ^ ": circular constraints")

else

List.append (u (substinconstr tyX tyT rest))

[(TyId(tyX),tyT)]

| (TyNat ,TyNat) :: rest Ñ u rest

| (TyBool ,TyBool) :: rest Ñ u rest

| (TyArr(tyS1 ,tyS2),TyArr(tyT1 ,tyT2)) :: rest Ñ

u ((tyS1 ,tyT1) :: (tyS2 ,tyT2) :: rest)

| (tyS ,tyT ):: rest Ñ

error fi "Unsolvable constraints"

in

u constr

Ýòà ó÷åáíàÿ âåðñèÿ óíèôèêàöèè íå îñîáåííî çàáîòèòñÿ î òîì, ÷òîáû ñäåëàòü
ñîîáùåíèÿ îá îøèáêå ïîëåçíûìè è ïîíÿòíûìè. Íà ïðàêòèêå ¾îáúÿñíåíèå¿
îøèáîê òèïèçàöèè ìîæåò áûòü îäíîé èç ñàìûõ ñëîæíûõ çàäà÷ ïðè ðàçðàáîòêå
ïðîìûøëåííîãî êîìïèëÿòîðà äëÿ ÿçûêà ñ ðåêîíñòðóêöèåé òèïîâ. (Ñì. Wand,
1986).

22.5.6. Ðåøåíèå: Ðàñøèðåíèå àëãîðèòìà ðåêîíñòðóêöèè òèïîâ íà òèïû çàïè-
ñåé � çàäà÷à íåïðîñòàÿ, õîòÿ è ðåøàåìàÿ. Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü ñîñòîèò â òîì,
÷òî íåÿñíî, êàêèå îãðàíè÷åíèÿ òðåáóåòñÿ ïîðîæäàòü äëÿ ïðîåêöèè çàïèñåé.
Ïåðâàÿ, íàèâíàÿ ïîïûòêà ìîæåò âûãëÿäåòü òàê:

Γ $ t : T |X C
Γ $ t.li : X |XYtXu C Y tT � {li:X}u

îäíàêî îíà îêàçûâàåòñÿ íåóäîâëåòâîðèòåëüíîé, ïîñêîëüêó, â ñóùíîñòè, ýòî
ïðàâèëî ãîâîðèò, ÷òî ïîëå li ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ èñêëþ÷èòåëüíî â ðåçóëüòàòå
ïðîåêöèè çàïèñè, ñîäåðæàùåé òîëüêî ïîëå li è áîëüøå íè÷åãî.

Èçÿùíîå ðåøåíèå áûëî ïðåäëîæåíî Âàíäîì (Wand, 1987) è âïîñëåäñòâèè
óñîâåðøåíñòâîâàíî Âàíäîì (Wand, 1988, 1989a), Ðåìè (R�emy, 1989, 1990) è
äð. Ââåäåì íîâóþ ðàçíîâèäíîñòü ïåðåìåííûõ � ñòðî÷íûå ïåðåìåííûå (row
variable). Çíà÷åíèÿìè òàêèõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿþòñÿ íå òèïû, à ¾ñòðîêè¿, ñîñòî-
ÿùèå èç ìåòîê ïîëåé è ñâÿçàííûõ ñ íèìè òèïîâ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòðî÷íûõ
ïåðåìåííûõ ïðàâèëî ïîðîæäåíèÿ îãðàíè÷åíèé äëÿ ïðîåêöèè ïîëÿ ìîæíî çà-
ïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Γ $ t0 : T |X C
Γ $ t0.li : X |XYtX,σ,ρu C Y tT � {ρ}, ρ � li:X` σu

(CT-Proj)

ãäå σ è ρ � ñòðî÷íûå ïåðåìåííûå, à îïåðàòîð ` ñêëåèâàåò äâå ñòðîêè (ïðè
ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâà èõ ìåòîê ïîëåé íå ïåðåñåêàþòñÿ). Òî
åñòü, òåðì t.li èìååò òèï X, åñëè t èìååò òèï çàïèñåé ñ ïîëÿìè ρ, à ρ ñîäåðæèò
ïîëå li:X è åùå êàêèå-òî ïîëÿ σ.

Îãðàíè÷åíèÿ, ïîðîæäàåìûå ýòèì óëó÷øåííûì àëãîðèòìîì, èìåþò áîëåå
ñëîæíûé âèä, ÷åì ïðîñòî ìíîæåñòâî óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûå óíè-
ôèêàöèè, êàê ïîëó÷àåòñÿ ïðè ðàáîòå èñõîäíîãî àëãîðèòìà. Ýòî ïîòîìó, ÷òî íî-
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âûå ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé ñîäåðæàò àññîöèàòèâíûé è êîììóòàòèâíûé îïå-
ðàòîð `. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé òàêèõ ìíîæåñòâ îãðàíè÷åíèé òðåáóåòñÿ
ïðîñòàÿ ðàçíîâèäíîñòü ýêâàöèîíàëüíîé óíèôèêàöèè (equational uni�cation).

23.4.3. Ðåøåíèå: Âîò ñòàíäàðòíîå ðåøåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì âñïîìîãàòåëü-
íîé ôóíêöèè append:

append = λX. (fix (λapp:(List X) Ñ(List X) Ñ(List X).

λl1:List X. λl2:List X.

if isnil [X] l1 then l2

else cons [X] (head [X] l1)

(app (tail [X] l1) l2)));

� append : @X. List X ÑList X Ñ List X

reverse =

λX.
(fix (λrev:(List X) Ñ(List X).

λl: (List X).

if isnil [X] l

then nil [X]

else append [X] (rev (tail [X] l))

(cons [X] (head [X] l) (nil [X]))));

� reverse : @X. List X ÑList X

23.4.5. Ðåøåíèå:

and = λb:CBool. λc:CBool.
λX. λt:X. λf:X. b [X] (c [X] t f) f;

23.4.6. Ðåøåíèå:

iszro = λn:CNat. n [Bool] (λb:Bool. fls) tru;

23.4.8. Ðåøåíèå:

pairNat = λn1:CNat. λn2:CNat.
λX. λf:CNat ÑCNat ÑX. f n1 n2;

fstNat = λp:PairNat. p [CNat] (λn1:CNat. λn2:CNat. n1);

sndNat = λp:PairNat. p [CNat] (λn1:CNat. λn2:CNat. n2);

23.4.9. Ðåøåíèå:

zz = pairNat c0 c0;

f = λp:PairNat. pairNat (sndNat p) (cplus c1 (sndNat p));

prd = λm:CNat. fstNat (m [pairNat] f zz);

23.4.10. Ðåøåíèå:

vpred = λn:CNat. λX. λs:X ÑX.

λz:X.
(n [(X Ñ X) Ñ X]

(λp:(X ÑX) Ñ X. λq:(X ÑX). q (p s))

(λx:X ÑX. z))
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(λx:X. x);

� vpred : CNat Ñ CNat

ß áëàãîäàðåí Ìàéêëó Ëåâèíó, êîòîðûé ðàññêàçàë ìíå îá ýòîì ïðèìåðå.

23.4.11. Ðåøåíèå:

head = λX. λdefault:X. λl:List X.

l [X] (λhd:X. λtl:X. hd) default;

23.4.12. Ðåøåíèå: Ñàìîå ñëîæíîå â ýòîì óïðàæíåíèè � ôóíêöèÿ âñòàâêè.
Ðåøåíèå ïðèìåíÿåò äàííûé ñïèñîê l ê ôóíêöèè, êîòîðàÿ ïîðîæäàåò äâà íî-
âûõ ñïèñêà, îäèí èç êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì, à äðóãîé ñîäåðæèò e. Äëÿ
êàæäîãî ýëåìåíòà hd â ñïèñêå l (ñ÷èòàÿ ñïðàâà íàëåâî) â ôóíêöèþ ïåðåäàåòñÿ
ñàì hd è ïàðà ñïèñêîâ, óæå ïîñòðîåííûõ äëÿ ýëåìåíòîâ ñïðàâà îò hd. Íîâàÿ
ïàðà ñòðîèòñÿ ïðè ñðàâíåíèè e ñ hd: åñëè e ìåíüøå èëè ðàâåí hd, îí äîëæåí
íàõîäèòüñÿ â íà÷àëå ïîëó÷àþùåãîñÿ ñïèñêà; òàêèì îáðàçîì, ìû ñòðîèì âòî-
ðîé ñïèñîê ðåçóëüòàòà, äîáàâëÿÿ e ê íà÷àëó ïåðâîãî âõîäíîãî ñïèñêà (òîãî,
â êîòîðîì e åù¼ íå ñîäåðæèòñÿ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè e áîëüøå, ÷åì hd,
òî îí äîëæåí íàõîäèòüñÿ ãäå-òî â ñåðåäèíå âòîðîãî ñïèñêà, è íîâûé ñïèñîê
ìû ïîðîæäàåì ïðîñòûì äîáàâëåíèåì hd ê óæå ïîëó÷åííîìó íàìè âòîðîìó
ñïèñêó.

insert =

λX. λleq:X ÑX ÑBool. λl:List X. λe:X.
let res =

l [Pair (List X) (List X)]

(λhd:X. λacc: Pair (List X) (List X).

let rest = fst [List X] [List X] acc in

let newrest = cons [X] hd rest in

let restwithe = snd [List X] [List X] acc in

let newrestwithe =

if leq e hd

then cons [X] e (cons [X] hd rest)

else cons [X] hd restwithe in

pair [List X] [List X] newrest newrestwithe)

(pair [List X] [List X] (nil [X]) (cons [X] e (nil [X])))

in snd [List X] [List X] res;

� insert : @X. (X ÑX Ñ Bool) Ñ List X Ñ X Ñ List X

Òåïåðü íàì íóæíà ôóíêöèÿ ñðàâíåíèÿ äëÿ ÷èñåë. Òàê êàê ìû ïîëüçóåìñÿ
÷èñëàìè-ïðèìèòèâàìè, òî ïèñàòü åå íàäî ñ ïîìîùüþ fix. (Åñëè áû ìû èñ-
ïîëüçîâàëè CNat âìåñòî Nat, ìîæíî áûëî áû îáîéòèñü âîâñå áåç fix).

leqnat =

fix (λf:Nat ÑNat Ñ Bool. λm:Nat. λn:Nat.
if iszero m then true

else if iszero n then false

else f (pred m) (pred n));

� leqnat : Nat Ñ Nat Ñ Bool
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Íàêîíåö, ïîñòðîèì ôóíêöèþ ñîðòèðîâêè, ïî î÷åðåäè âñòàâëÿÿ êàæäûé ýëå-
ìåíò èñõîäíîãî ñïèñêà â íîâûé ñïèñîê:

sort = λX. λleq:X ÑX ÑBool. λl:List X.

l [List X]

(λhd:X λrest:List X. insert [X] leq rest hd)

(nil [X]);

� sort : @X. (X ÑX Ñ Bool) Ñ List X Ñ List X

×òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñîðòèðîâêà ðàáîòàåò ïðàâèëüíî, ïîñòðîèì íåóïî-
ðÿäî÷åííûé ñïèñîê:

l = cons [Nat] 9

(cons [Nat] 2 (cons [Nat] 6 (cons [Nat] 4 (nil [Nat ]))));

îòñîðòèðóåì åãî

l = sort [Nat] leqnat l;

è ñ÷èòàåì ñîäåðæèìîå:

nth =

λX. λdefault:X.
fix (λf:(List X) ÑNat Ñ X. λl:List X. λn:Nat.

if iszero n

then head [X] default l

else f (tail [X] l) (pred n);

� nth : @X. X ÑList X Ñ Nat Ñ X

nth [Nat] 0 l 0;

� 2 : Nat

nth [Nat] 0 l 1;

� 4 : Nat

nth [Nat] 0 l 2;

� 6 : Nat

nth [Nat] 0 l 3;

� 9 : Nat

nth [Nat] 0 l 4;

� 0 : Nat

Äåìîíñòðàöèÿ òîãî, ÷òî íà ÿçûêå Ñèñòåìû F ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïðàâèëü-
íî òèïèçèðîâàííûé àëãîðèòì ñîðòèðîâêè, áûëà âûäàþùèìñÿ äîñòèæåíèåì
Ðåéíîëüäñà (Reynolds, 1985). Åãî àëãîðèòì íåñêîëüêî îòëè÷àëñÿ îò ïðåäñòàâ-
ëåííîãî çäåñü.
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23.5.1. Ðåøåíèå: Ñòðóêòóðà äîêàçàòåëüñòâà ïî÷òè òàêàÿ æå, êàê â 9.3.9
(ñì. ñ. 128). Äëÿ ïðàâèëà ïðèìåíåíèÿ òèïà E-TappTabs òðåáóåòñÿ äîïîëíè-
òåëüíàÿ ëåììà î ïîäñòàíîâêå, àíàëîãè÷íàÿ ëåììå 9.3.8 (ñì. ñ. 127).

Åñëè Γ, X,∆ $ t : T, òî Γ, rX ÞÑ Ss∆ $ rX ÞÑ Sst : rX ÞÑ SsT.

Äîïîëíèòåëüíûé êîíòåêñò ∆ çäåñü òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íîå
ñèëüíîå ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè; åñëè åãî îïóñòèòü, òî ñëîìàåòñÿ âàðèàíò
T-Abs.

23.5.2. Ðåøåíèå: Îïÿòü æå, ñòðóêòóðà äîêàçàòåëüñòâà î÷åíü ïîõîæà íà òåî-
ðåìó 9.3.5 � äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà ïðîäâèæåíèÿ äëÿ λÑ. Ëåììó î êàíîíè-
÷åñêèõ ôîðìàõ (9.3.4) ñëåäóåò äîïîëíèòü îäíèì âàðèàíòîì

Åñëè v ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì òèïà @X.T12, òî v � λX.t12.

êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ â ãëàâíîì äîêàçàòåëüñòâå â ñëó÷àå ñ ïðèìåíåíèåì òèïà.

23.6.3. Ðåøåíèå: Âñå ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿþòñÿ äîâîëüíî ïðÿìîëèíåé-
íûìè èíäóêòèâíûìè è/èëè âû÷èñëèòåëüíûìè ðàññóæäåíèÿìè � êðîìå ñàìîé
ïîñëåäíåé, äëÿ êîòîðîé òðåáóåòñÿ íåìíîãî áîëüøå èçîáðåòàòåëüíîñòè, ÷òîáû
óâèäåòü, êàê ñîåäèíèòü êóñî÷êè çàäà÷è è ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èå. Ñòðóêòóðó
ýòîãî ðàññóæäåíèÿ ïðåäëîæèë Ïàâåë Óæè÷èí.

1. Ïðÿìîëèíåéíàÿ èíäóêöèÿ ïî t, ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû îá èíâåðñèè
äëÿ òèïèçàöèè.

2. Èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó âíåøíèõ àáñòðàêöèé è ïðèìåíåíèé òèïîâ ïî-
êàæåì, ÷òî

Åñëè t èìååò âèä λY. (r [B]) äëÿ íåêîòîðûõ Y, B è r (ãäå îò r
íå òðåáóåòñÿ áûòü íåçàùèùåííûì), è ïðè ýòîì eraseptq � m è
Γ $ t : T, òî èìååòñÿ íåêîòîðûé òèï s âèäà s � λX. (u [A]),
òàêîé, ÷òî erasepsq � m è Γ $ s : T, è âäîáàâîê òåðì u íåçà-
ùèùåí).

Â áàçîâîì ñëó÷àå íåò íèêàêèõ âíåøíèõ àáñòðàêöèé è ïðèìåíåíèé òèïà �
ò. å., r ñàì ÿâëÿåòñÿ íåçàùèùåííûì, è òðåáóåìîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ.

Â èíäóêòèâíîì ñëó÷àå âíåøíèé êîíñòðóêòîð r � ýòî ëèáî àáñòðàêöèÿ
òèïà, ëèáî ïðèìåíåíèå òèïà. Åñëè ýòî ïðèìåíåíèå òèïà, ñêàæåì, r1 [R],
òî ìû äîáàâëÿåì R ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè B è ïðèìåíÿåì ïðåäïîëîæåíèå
èíäóêöèè. Åñëè ýòî àáñòðàêöèÿ òèïà, ñêàæåì, λZ. r1, íóæíî ðàññìîò-
ðåòü äâà ïîäâàðèàíòà:

(a) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèìåíåíèé B ïóñòà, ìû ìîæåì äîáàâèòü Z
ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àáñòðàêöèé Y è ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èí-
äóêöèè.

(b) Åñëè B íåïóñòà, òî ìû ìîæåì çàïèñàòü t â âèäå

t � λY. ((λZ. r1) [B0] [B
1
])
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ãäå B � B0B
1
. Îäíàêî ýòîò òåðì ñîäåðæèò ðåäåêñ äëÿ ïðàâèëà

R-Beta2; ðåäóöèðóÿ, ïîëó÷àåì òåðì

t1 � λY. ((rB0 ÞÑ Zsr1) [B
1
])

ãäå rB0 ÞÑ Zsr1 ñîäåðæèò ñòðîãî ìåíüøå âíåøíèõ àáñòðàêöèé è ïðè-
ìåíåíèé òèïîâ, ÷åì r. Áîëåå òîãî, òåîðåìà î ðåäóêöèè ñóáúåêòà
ãîâîðèò íàì, ÷òî òèï t1 ñîâïàäàåò ñ òèïîì t. Ïðèìåíåíèå ïðåäïî-
ëîæåíèÿ èíäóêöèè âåäåò ê òðåáóåìîìó ðåçóëüòàòó.

3. Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ëåììû îá èíâåðñèè.

4. Ïðÿìîëèíåéíîå âû÷èñëåíèå èç ïóíêòîâ (1), (3) è räâàæäûs (2).

5. Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ïóíêòà (2) è ëåììû îá èíâåðñèè.

6. Èíäóêöèÿ ïî ðàçìåðó T1. Â áàçîâîì ñëó÷àå, êîãäà T1 � ïåðåìåííàÿ, ýòà
ïåðåìåííàÿ äîëæíà ïðîèñõîäèòü èç X1X2, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

rX1X2 ÞÑ Asp@Y.T1q � @Y.W � @Z.(@Y.W)Ñ(rX1 ÞÑ BsT2)

à òàêîãî ñëó÷èòüñÿ íå ìîæåò (ñëåâà ñòðåëîê íåò, à ñïðàâà åñòü ïî ìåíü-
øåé ìåðà îäíà). Îñòàëüíûå âàðèàíòû íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç ïðåä-
ïîëîæåíèÿ èíäóêöèè.

7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåðì omega òèïèçèðóåì, è ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå.
Ñîãëàñíî ïóíêòàì (1) è (3), ñóùåñòâóåò íåçàùèùåííûé òåðì o � s u

òàêîé, ÷òî
erasepsq � λx. x x erasepuq � λy. y y

Γ $ s : U Ñ V Γ $ u : U.

Ñîãëàñíî ïóíêòó (2), ñóùåñòâóþò òåðìû s1 � λR. (s0 [E]) è u1 �
λV. (u0 [F]) ñ íåçàùèùåííûìè s0 è u0 è

eraseps0q � λx. x x erasepu0q � λy. y y

Γ $ s1 : U Ñ V Γ $ u1 : U.

Ïîñêîëüêó s1 èìååò ôóíêöèîíàëüíûé òèï, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü R äîëæ-
íà áûòü ïóñòîé. Àíàëîãè÷íî, ïîñêîëüêó s0 è u0 � íåçàùèùåííûå, îíè
äîëæíû íà÷èíàòüñÿ ñ àáñòðàêöèé, òàê ÷òî E è F òàêæå ïóñòû, è ìû èìååì

o1 � s1 u1

� s0 (λV. u0)

� (λx:TX. w) (λV. λy:TY. v),

ãäå erasepwq � x x è erasepvq � y y. Ñîãëàñíî ëåììå îá èíâåðñèè, U �
Tx è

Γ, x:TX $ w : W Γ, V, y:TY $ v : P

Ïðèìåíÿÿ ïóíêò (4) ê ïåðâîìó èç ýòèõ óòâåðæäåíèé, èìååì ëèáî

(a) Tx � @X.Xi, ëèáî
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(b) Tx � @X1X2.T1 ÑT2, è äëÿ íåêîòîðûõ A è B

r X1X2 ÞÑ A sT1 � r X1 ÞÑ B sp@Z.T1 ÑT2q.

Ïî ïóíêòó (5) Tx äîëæåí èìåòü âòîðóþ èç ýòèõ ôîðì, òàê ÷òî, ïî ïóíêòó
(6), ñàìûì ëåâûì ëèñòîì òèïà T1 áóäåò Xi P X1X2.

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ïóíêò (4) ê òèïèçàöèè Γ, V, y:Ty $ v : P, èìååì ëèáî

(a) Ty � @Y.Yi, ëèáî

(b) Ty � @Y1Y2.S1 ÑS2, è äëÿ íåêîòîðûõ C è D

rY1Y2 ÞÑ CsS1 � rY1 ÞÑ Dsp@Z
1
.S1 ÑS2q.

Â ïåðâîì èç ýòèõ âàðèàíòîâ ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì, ÷òî ñàìûì ëåâûì
ëèñòîì Ty ÿâëÿåòñÿ Yi P Y. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ
ïóíêòîì (6) è, îïÿòü æå, ïîêàçàòü, ÷òî ñàìûì ëåâûì ëèñòîì TY áóäåò
Yi P Y1Y2.

Îäíàêî èç ôîðìû o1 è ëåììû îá èíâåðñèè ìû ïîëó÷àåì

@V.TY ÑV � TX
� @X1X2.T1 Ñ T2,

òàê ÷òî, â ÷àñòíîñòè, TY � T1. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñàìûé ëåâûé ëèñò òèïà
T1 ñîâïàäàåò ñ ñàìûì ëåâûì ëèñòîì TY . Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì TX �
@X1X2.(@Y.S)ÑT2, ïðè÷åì îäíîâðåìåííî leftmost-leaf pSq � Xi P X1X2 è
leftmost-leaf pSq � Yi P Y. Ïîñêîëüêó ïåðåìåííûå X1X2 è Y ñâÿçûâàþòñÿ â
ðàçëè÷íûõ ìåñòàõ, ìû âûâåëè ïðîòèâîðå÷èå: íàøå èñõîäíîå ïðåäïîëî-
æåíèå î òîì, ÷òî òåðì omega ÿâëÿåòñÿ òèïèçèðóåìûì � ëîæíî.

23.7.1. Ðåøåíèå:

let r = λX. ref (λx:X. x) in

(r[Nat] := (λx:Nat. succ x);

(!(r[Bool ])) true);

24.1.1. Ðåøåíèå: Ïàêåò p6 ïðåäîñòàâëÿåò ïîëüçîâàòåëþ êîíñòàíòó a è ôóíê-
öèþ f, íî åäèíñòâåííàÿ îïåðàöèÿ, ðàçðåøåííàÿ òèïàìè ýòèõ êîìïîíåíòîâ,
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðèìåíèòü f ê a ñêîëüêî-òî ðàç, à çàòåì âûáðîñèòü
ðåçóëüòàò. Ïàêåò p7 ïîçâîëÿåò ïîëüçîâàòåëþ ñîçäàâàòü çíà÷åíèÿ òèïà X, íî
íè÷åãî ñäåëàòü ñ ýòèìè çíà÷åíèÿìè ìû íå ìîæåì. Â ïàêåòå p8 îáà êîìïîíåí-
òà ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íî íè÷åãî íå ñïðÿòàíî � ñ òåì æå óñïåõîì ìû ìîæåì
ïðîñòî îòáðîñèòü óïàêîâêó.

24.2.1. Ðåøåíèå:

stackADT =

{*List Nat ,

{new = nil [Nat],

push = λn:Nat. λs:List Nat. cons [Nat] n s,

top = λs:List Nat. head [Nat] s,
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pop = λs:List Nat. tail [Nat] s,

isempty = isnil [Nat ]}}

as {DStack , {new: Stack , push: Nat ÑStack Ñ

Stack , top:Stack Ñ Nat ,

pop: Stack Ñ Stack , isempty: Stack Ñ Bool }};

� stackADT : {DStack ,

{new: Stack , push: Nat Ñ Stack Ñ Stack , top:Stack Ñ

Nat ,

pop: Stack Ñ Stack , isempty: Stack Ñ Bool}}

let {Stack ,stack} = stackADT in

stack.top (stack.push 5 (stack.push 3 stack.new ));

� 5 : Nat

24.2.2. Ðåøåíèå:

counterADT =

{*Ref Nat ,

{new = λ_:Unit. ref 1,

get = λr:Ref Nat. !r,

inc = λr:Ref Nat. r := succ(!r)}}

as {DCounter ,

{new: Unit Ñ Counter , get:Counter Ñ

Nat , inc:Counter Ñ Unit }};

� counterADT : {DCounter ,

{new: Unit Ñ Counter , get:Counter Ñ Nat ,

inc:Counter Ñ Unit}}

24.2.3. Ðåøåíèå:

FlipFlop = {DX, {state:X, methods: {read: X Ñ

Bool , toggle: X Ñ X,

reset: X Ñ X}}};

f = {*Counter ,

{state = zeroCounter ,

methods = {read = λs:Counter. iseven (sendget s),

toggle = λs.Counter. sendinc s,

reset = λs:Counter. zeroCounter }}}

as FlipFlop;

� f : FlipFlop

24.2.4. Ðåøåíèå:

c = {*Ref Nat ,

{state = ref 5,

methods = {get = λx:Ref Nat. !x,

inc = λx:Ref Nat. (x := succ(!x); x)}}}

as Counter;
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24.2.5. Ðåøåíèå: Òàêîé òèï ïîçâîëèò íàì ðåàëèçîâàòü îáúåêòû-ìíîæåñòâà
ñ ìåòîäàìè union, íî íå ïîçâîëèò èõ èñïîëüçîâàòü. ×òîáû âûçâàòü ìåòîä
union ó òàêîãî îáúåêòà, íóæíî ïåðåäàòü åìó äâà çíà÷åíèÿ îäíîãî è òîãî æå
òèïà ïðåäñòàâëåíèÿ X. Îäíàêî ýòè çíà÷åíèÿ íå ìîãóò ïðîèñõîäèòü èç äâóõ
ðàçíûõ îáúåêòîâ-ìíîæåñòâ, ïîñêîëüêó, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñîñòîÿíèÿ îáîèõ, íàì
ïðèøëîñü áû èõ îáà îòêðûòü, è ïðè ýòîì îêàçàëèñü áû ñâÿçàíû äâå ðàçëè÷íûå
òèïîâûå ïåðåìåííûå; ñîñòîÿíèå âòîðîãî ìíîæåñòâà íåëüçÿ áûëî áû ïåðåäàòü
â îïåðàöèþ union ïåðâîãî. (Ýòî íå ïðîñòî óïðÿìñòâî ïðîãðàììû ïðîâåðêè
òèïîâ: íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïåðåäàâàòü êîíêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå îäíîãî
ìíîæåñòâà â îïåðàöèþ union äðóãîãî áûëî áû íåïðàâèëüíî, ïîñêîëüêó ïðåä-
ñòàâëåíèå âòîðîãî ìíîæåñòâà ìîæåò â îáùåì ñëó÷àå ñêîëü óãîäíî îòëè÷àòüñÿ
îò ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðâîãî.) Òàêèì îáðàçîì, ýòà âåðñèÿ òèïà NatSet ïîçâîëÿåò
íàì òîëüêî âû÷èñëÿòü îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâà ñ ñàìèì ñîáîé!

24.3.2. Ðåøåíèå: Ïî ìåíüøåé ìåðå, òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ïðàâèëà òèïèçà-
öèè è âû÷èñëåíèÿ äëÿ ýêçèñòåíöèàëüíûõ òèïîâ ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ïåðåâîäå �
ò. å. åñëè îáîçíà÷èòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïðîâîäèò ïåðåâîä, ÷åðåç J � K, òî
íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî èç Γ $ t : T ñëåäóåò JΓK $ JtK : JTK, è ÷òî èç t Ñ� t1

ñëåäóåò JtKÑ� Jt1K. Ýòè ñâîéñòâà ëåãêî ïðîâåðèòü. Ìîæíî áûëî áû òàêæå íà-
äåÿòüñÿ, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå � ÷òî íåêîððåêòíî òèïèçèðîâàííûå òåðìû ÿçû-
êà, âêëþ÷àþùåãî ýêçèñòåíöèàëüíûå òèïû, âñåãäà ïåðåâîäÿòñÿ â íåêîððåêòíî
òèïèçèðîâàííûå òåðìû, à òóïèêîâûå òåðìû â òóïèêîâûå; ê ñîæàëåíèþ, ýòè
ñâîéñòâà íå âûïîëíÿþòñÿ. Íàïðèìåð, ïðè ïåðåâîäå íåâåðíî òèïèçèðîâàííîìó
(è òóïèêîâîìó) òåðìó ({*Nat, 0} as {DX,X}) [Bool] ñîîòâåòñòâóåò ïðàâèëü-
íî òèïèçèðîâàííûé (è íå òóïèêîâûé) òåðì.

24.3.3. Ðåøåíèå:Íàñêîëüêî ìíå èçâåñòíî, òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íèãäå íå îïè-
ñàíî. Ïî-âèäèìîìó, îíî äîëæíî áûòü âîçìîæíî, íî òðàíñôîðìàöèÿ íå áóäåò
ïðîñòûì ñèíòàêñè÷åñêèì ñàõàðîì � åå ïðèäåòñÿ ïðèìåíÿòü êî âñåé ïðîãðàììå
öåëèêîì.

25.2.1. Ðåøåíèå: Ñäâèã òèïà T íà d ïîçèöèé ïðè îòñå÷åíèè c, ÷òî çàïèñûâà-
åòñÿ êàê Òdc pTq, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Òdc pkq �

#
k åñëè k   c

k� d åñëè k ¥ c

Òdc pT1 ÑT2q � Òdc pT1q ÑÒ
d
c pT2q

Òdc p@.T1q � @.Òdc�1 pT1q
Òdc p{D,T1}q � {D,Òdc�1 pT1q}

Çàïèñü Òd0 pTq îáîçíà÷àåò ñäâèã íà d ïîçèöèé âñåõ ïåðåìåííûõ â òèïå T, ò. å.
Òd pTq.

25.4.1. Ðåøåíèå: Îí îñâîáîæäàåò ìåñòî äëÿ òèïîâîé ïåðåìåííîé X. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè v12 â òåðì t2 ïðàâèëüíî îïðåäåëåí îò-
íîñèòåëüíî êîíòåêñòà âèäà Γ, X, òîãäà êàê èñõîäíîå çíà÷åíèå v12 îïðåäåëåíî
îòíîñèòåëüíî ïðîñòî Γ.

26.2.3. Ðåøåíèå: Êîäèðîâàíèå îáúåêòîâ ïî Àáàäè, Êàðäåëëè è Âèøâàíàòàíó
(Abadi, Cardelli, and Viswanathan, 1996) � îäíà èç çàäà÷, â êîòîðûõ òðåáóåò-
ñÿ ïîëíîå ïðàâèëî F<:. Òàêîå êîäèðîâàíèå òàêæå îáñóæäàåòñÿ â (Abadi and
Cardelli, 1996).
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26.3.4. Ðåøåíèå:

spluszz = λn:SZero. λm:SZero.
λX. λS<:X. λZ<:X. λs:X ÑS. λz:Z.

n [X] [S] [Z] s (m [X] [S] [Z] s z);

spluspn = λn:SPos. λm:SNat.
λX. λS<:X. λZ<:X. λs:X ÑS. λz:Z.

n [X] [S] [X] s (m [X] [S] [Z] s z);

� spluspn : SPos Ñ Nat Ñ SPos

26.3.5. Ðåøåíèå:

SBool = @X. @T<:X. @F<:X. T ÑF ÑX;

STrue = @X. @T<:X. @F<:X. T ÑF ÑT;

SFalse = @X. @T<:X. @F<:X. T ÑF ÑF;

tru = λX. λT<:X. λF<:X. λt:T. λf:F. t;

� tru : STrue

fls = λX. λT<:X. λF<:X. λt:T. λf:F. f;

� fls : SFalse

notft = λb:SFalse. λX. λT<:X. λF<:X. λt:T. λf:F. b[X][F][T] f t;

� notft : SFalse Ñ STrue

nottf = λb:STrue. λX. λT<:X. λF<:X. λt:T. λf:F. b[X][F][T] f t;

� nottf : STrue Ñ SFalse

26.4.3. Ðåøåíèå: Â âàðèàíòàõ ñ àáñòðàêöèåé è àáñòðàêöèåé òèïà â ÷àñòÿõ (1)
è (2), à òàêæå â âàðèàíòå ñ êâàíòîðîì â ÷àñòÿõ (3) è (4).
26.4.5. Ðåøåíèå: Â ÷àñòè (1) ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèÿ ïî äåðåâüÿì âûâîäà
ïîäòèïèðîâàíèÿ. Âñå âàðèàíòû ïîëó÷àþòñÿ ëèáî íåïîñðåäñòâåííî (S-Refl,
S-Top), ëèáî íåñëîæíûì ïðèìåíåíèåì ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè (S-Trans,
S-Arrow, S-All), çà èñêëþ÷åíèåì S-TVar, ãäå äåëà îáñòîÿò èíòåðåñíåå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäíåå ïðàâèëî ïðè âûâîäå Γ, X<:Q,∆ $ S <: T � ýê-
çåìïëÿð ïðàâèëà S-TVar, ò. å. S ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêóþ ïåðåìåííóþ Y, à T
ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé äëÿ ýòîé ïåðåìåííîé â êîíòåêñòå. Íóæíî ðàññìîò-
ðåòü äâà ñëó÷àÿ. Åñëè X è Y� ðàçíûå ïåðåìåííûå, òî ïðåäïîëîæåíèå Y<:T èìå-
åòñÿ òàêæå â êîíòåêñòå Γ, X<:P,∆, è òîãäà ðåçóëüòàò ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî.
Åñëè æå X � Y, òî T � Q; ÷òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî, íóæíî ïîêàçàòü,
÷òî Γ, X<:P,∆ $ X <: Q. Ïî ïðàâèëó S-TVar èìååì Γ, X<:P,∆ $ X <: P. Áî-
ëåå òîãî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, Γ $ P <: Q, è ïî ëåììå îá îñëàáëåíèè (26.4.2),
Γ, X<:P,∆ $ P <: Q. Îáúåäèíåíèå ýòèõ äâóõ âûâîäîâ ÷åðåç S-Trans äàåò íàì
òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

×àñòü (2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåñëîæíóþ èíäóêöèþ ïî äåðåâüÿì âûâîäà
òèïîâ, ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷àñòè (1) äëÿ ïðåäïîñûëêè î ïîäòèïèðîâàíèè â âà-
ðèàíòå ñ ïðèìåíåíèåì òèïà.
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26.4.11. Ðåøåíèå: Âñå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðÿìîëèíåéíûå
èíäóêöèè ïî äåðåâüÿì âûâîäà ïîäòèïèðîâàíèÿ. Ìû ïðèâîäèì òîëüêî ïåð-
âîå èç íèõ, ðàññìàòðèâàÿ âàðèàíòû ïîñëåäíåãî ïðàâèëà â âûâîäå. Âàðèàíòû
S-Refl è S-Top ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî. Âàðèàíò S-TVar âîçíèêíóòü íå
ìîæåò (ëåâàÿ ÷àñòü çàêëþ÷åíèÿ S-TVar � ýòî âñåãäà ïåðåìåííàÿ, à íå ôóíê-
öèîíàëüíûé òèï); òî÷íî òàê æå íåâîçìîæíî ïðàâèëî S-All. Åñëè ïîñëåäíåå
ïðàâèëî � ýêçåìïëÿð S-Arrow, òî ïîääåðåâüÿ äàþò òðåáóåìûå ðåçóëüòàòû.
Íàêîíåö, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäíåå ïðàâèëî � ýêçåìïëÿð S-Trans, ò. å. ìû
èìååì Γ $ S1 ÑS2 <: U è Γ $ U <: T äëÿ íåêîòîðîãî U. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè ëèáî U ðàâåí Top (òîãäà T òîæå ðàâåí Top ïî ïóíêòó (4) äàííî-
ãî óïðàæíåíèÿ, è òðåáóåìûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí), ëèáî U èìååò âèä U1 ÑU2,
ïðè÷åì Γ $ U1 <: S1 è Γ $ S2 <: U2. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû ïðèìåíÿåì ïðåä-
ïîëîæåíèå èíäóêöèè êî âòîðîìó ïîäâûâîäó èñõîäíîãî S-Trans è ïîëó÷àåì,
÷òî ëèáî T � Top (è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî), ëèáî T èìååò âèä T1 ÑT2, ïðè-
÷åì Γ $ T1 <: U1 è Γ $ U2 <: T2. Äâà ïðèìåíåíèÿ òðàíçèòèâíîñòè äàþò íàì
Γ $ T1 <: S1 è Γ $ S2 <: T2, îòêóäà òðåáóåìûé ðåçóëüòàò ñëåäóåò ïî ïðàâèëó
S-Arrow.

26.5.1. Ðåøåíèå:

Γ $ S1 <: T1 Γ, X<:S1 $ S2 <: T2

Γ $ {DX<:S1,S2} <: {DX<:T1,T2}
(S-Some)

26.5.2. Ðåøåíèå: Áåç ïîäòèïîâ èìååòñÿ âñåãî ÷åòûðå òèïà:

{*Nat , {a=5,b=7}} as {DX, {a:Nat ,b:Nat}};

{*Nat , {a=5,b=7}} as {DX, {a:X,b:Nat}};

{*Nat , {a=5,b=7}} as {DX, {a:Nat ,b:X}};

{*Nat , {a=5,b=7}} as {DX, {a:X,b:X}};

Ñ ïîäòèïàìè è îãðàíè÷åííîé êâàíòèôèêàöèåé äîáàâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî äðó-
ãèõ � íàïðèìåð,

{*Nat , {a=5,b=7}} as {DX, {a:Nat}};

{*Nat , {a=5,b=7}} as {DX, {b:X}};

{*Nat , {a=5,b=7}} as {DX, {a:Top ,b:X}};

{*Nat , {a=5,b=7}} as {DX, Top};

{*Nat , {a=5,b=7}} as {DX<:Nat , {a:X,b:X}};

{*Nat , {a=5,b=7}} as {DX<:Nat , {a:Top ,b:X}};

26.5.3. Ðåøåíèå: Îäèí èç ñïîñîáîâ äîñòè÷ü æåëàåìîãî � âëîæèòü ÀÒÄ ñ÷åò-
÷èêà ñî ñáðîñîì âíóòðü ÀÒÄ îáû÷íîãî ñ÷åò÷èêà:

counterADT =

{*Nat ,

{new = 1, get = λi:Nat. i, inc = λi:Nat. succ(i),

rcADT =

{*Nat ,

{new = 1, get = λi:Nat. i, inc = λi:Nat. succ(i),

reset = λi:Nat. 1}}

as {DResetCounter <:Nat ,

{new: ResetCounter , get: ResetCounter Ñ Nat ,
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inc: ResetCounter Ñ ResetCounter ,

reset: ResetCounter Ñ ResetCounter }} }}

as {DCounter ,

{new: Counter , get: Counter Ñ Nat , inc: Counter Ñ

Counter ,

rcADT:

{DResetCounter <:Counter ,

{new: ResetCounter , get: ResetCounter Ñ Nat ,

inc: ResetCounter Ñ ResetCounter ,

reset: ResetCounter Ñ ResetCounter }}}};

� counterADT : {DCounter ,

{new:Counter ,get:Counter Ñ Nat ,inc:Counter Ñ

Counter ,

rcADT:{DResetCounter <:Counter ,

{new:ResetCounter ,get:ResetCounter Ñ

Nat ,

inc:ResetCounter Ñ ResetCounter ,

reset:ResetCounter Ñ

ResetCounter }}}}

Êîãäà ýòè ïàêåòû îòêðûâàþòñÿ, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî êîíòåêñò, â êîòîðîì
ïðîèñõîäèò ïðîâåðêà òèïîâ â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ïðîãðàììû, ñîäåðæèò
ñâÿçûâàíèÿ âèäà Counter<:Top, counter:{...}, ResetCounter<:Counter,
resetCounter:{...}:

let {Counter ,counter} = counterADT in

let {ResetCounter , resetCounter} = counter.rcADT in

counter.get

(counter.inc

(resetCounter.reset (resetCounter.inc resetCounter.new )));

� 2 : Nat

26.5.4. Ðåøåíèå: Òðåáóåòñÿ òîëüêî äîáàâèòü ãðàíèöû â î÷åâèäíûå ìåñòà â
êîäèðîâàíèå ïî �24.3. Íà óðîâíå òèïîâ ïîëó÷àåì:

tDX <: S,Tu
def

� @Y. (@X<:S. TÑY) Ñ Y

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èçìåíåíèÿ íà óðîâíå òåðìîâ.

27.0.1. Ðåøåíèå: Âîò îäèí èç ñïîñîáîâ:

setCounterClass =

λM<: SetCounter. λR<: CounterRep.
λself: Ref(R ÑM).

λr: R.

{get = λ_:Unit. !(r.x),

set = λi:Nat. r.x:=i,

inc = λ_:Unit. (!self r).set (succ ((! self r).get unit ))};

� setCounterClass : @M<: SetCounter.

@R<: CounterRep.

(Ref (R Ñ M)) Ñ R Ñ SetCounter
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instrCounterClass =

λM<: InstrCounter.
λR<: InstrCounterRep.
λself: Ref(R ÑM).

λr: R.

let super = setCounterClass [M] [R] self in

{get = (super r).get ,

set = λi:Nat. (r.a:=succ (!(r.a)); (super r).set i),

inc = (super r).inc ,

accesses = λ_:Unit. !(r.a)};

� instrCounterClass : @M<: InstrCounter.

@R<: InstrCounterRep.

(Ref (R Ñ M)) Ñ R Ñ InstrCounter

newInstrCounter =

let m = ref (λr:InstrCounterRep. error as InstrCounter) in

let m' =

instrCounterClass [InstrCounter] [InstrCounterRep] m in

(m := m';

λ_:Unit. let r = {x=ref 1 a=ref 0} in m' r);

� newInstrCounter : Unit Ñ InstrCounter

28.2.3. Ðåøåíèå: Â âàðèàíòå T-TAbs òðåáóåòñÿ òðèâèàëüíûì îáðàçîì
èñïîëüçîâàòü S-Refl, ÷òîáû ñíàáäèòü ïðàâèëî S-All äîïîëíèòåëüíîé
ïðåäïîñûëêîé. Â âàðèàíòå T-TApp ëåììà îá èíâåðñèè ïîäòèïèðîâàíèÿ
(äëÿ ïîëíîé F<:) ãîâîðèò íàì, ÷òî N1 � @X<:N11.N12, ïðè÷åì Γ $
T11 <: N11 è Γ, X<:T11 $ N12 <: T12. Áëàãîäàðÿ òðàíçèòèâíîñòè, èìååì Γ $
T2 <: T11, è ïîýòîìó ìû èìååì ïðàâî ïðèìåíèòü TA-TApp è ïîëó÷èòü
Γ Z� t1 [T2] : rX ÞÑ T2sN12. Çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî, êàê è ðàíüøå, ñ ïî-
ìîùüþ ëåììû î ñîõðàíåíèè ïîäòèïèðîâàíèÿ ïðè ïîäñòàíîâêå (ëåììà 26.4.8)
ïîëó÷àÿ Γ $ rX ÞÑ T2sN12 <: rX ÞÑ T2sT12 � T.

28.5.1. Ðåøåíèå: Äëÿ ïîëíîé F<: íåâåðíà òåîðåìà 28.3.5 (à èìåííî, âàðèàíò
ñ ïðàâèëîì S-All).

28.5.6. Ðåøåíèå: Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî íåëüçÿ ñìåøèâàòü îãðàíè÷åí-
íûå è íåîãðàíè÷åííûå êâàíòîðû: äîëæíî áûòü îòäåëüíîå ïðàâèëî ïîäòèïèðî-
âàíèÿ äëÿ ñðàâíåíèÿ äâóõ îãðàíè÷åííûõ êâàíòîðîâ è îòäåëüíîå ïðàâèëî äëÿ
ñðàâíåíèÿ äâóõ íåîãðàíè÷åííûõ êâàíòîðîâ. Èíà÷å ìû ñíîâà îêàæåìñÿ íà òîì
æå ìåñòå, ñ êîòîðîãî íà÷èíàëè!

×òî êàñàåòñÿ ÷àñòåé (1) è (2), ïîäðîáíîñòè ìîæíî íàéòè ó Êàòèÿðà è Ñàí-
êàðà (Katiyar and Sankar, 1992). Â ÷àñòè (3) îòâåò îòðèöàòåëüíûé: ïðè äîáàâ-
ëåíèè òèïîâ-çàïèñåé ñ ïîäòèïèðîâàíèåì â øèðèíó ñèñòåìà ñíîâà îêàçûâàåòñÿ
íåðàçðåøèìîé. Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî ïóñòîé òèï çàïèñåé èãðàåò ðîëü ñâîåãî
ðîäà íàèáîëüøåãî òèïà (äëÿ çàïèñåé), è ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî çàñòàâèòü ïðî-
ãðàììó ïðîâåðêè òèïîâ çàöèêëèòüñÿ, èñïîëüçóÿ ìîäèôèöèðîâàííóþ âåðñèþ
ïðèìåðà Ãåëëè. Åñëè T � @X<:{}. {a: @Y<:X.  Y}, òî ïðè ïîäà÷å íà âõîä
X0<:{a:T} $ X0 <: {a: @X1<:X0.  X1} ïðîâåðêà òèïîâ íèêîãäà íå çàêîí÷èò-
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Rp@Y<:S.Tq �

$''&
''%

@Y<:S. RpTq
åñëè X R FV pSq

Top

åñëè X P FV pSq

Rp{DY<:S.T}q �

$''&
''%

{DY<:S, RpTq}
åñëè X R FV pSq

Top

åñëè X P FV pSq

RpSÑTq �

$''&
''%

LpSq Ñ RpTq
åñëè LpSq � íåóäà÷à

Top

åñëè LpSq � íåóäà÷à
RpXq � T, ãäå X<:T P Γ
RpYq � Y, êîãäà Y � X

RpTopq � Top

Lp@Y<:S.Tq �

$''&
''%

@Y<:S. LpTq
åñëè LpTq � íåóäà÷à
è X R FV pSq

èíà÷å íåóäà÷à

Lp{DY<:S.T}q �

$''&
''%

{DY<:S. LpTq}
åñëè LpTq � íåóäà÷à
è X R FV pSq

èíà÷å íåóäà÷à

LpSÑTq �

$''&
''%

RpSq Ñ LpTq
åñëè LpTq � íåóäà÷à

íåóäà÷à
åñëè LpTq � íåóäà÷à

LpXq � íåóäà÷à
LpYq � Y, êîãäà Y � X

LpTopq � Top

Ðèñ. A.2. Íàèìåíüøèé íàäòèï è íàèáîëüøèé ïîäòèï äàííîãî òèïà, íå ñîäåð-
æàùèå X

ñÿ.
Ïðè ïîäãîòîâêå ýòîãî ïðèìåðà ìíå ïîìîã Ìàðòèí Õîôìàí. Òî æå ñàìîå

íàáëþäåíèå âûñêàçàíî â (Katiyar and Sankar, 1992).

28.6.3. Ðåøåíèå:

1. ß âèæó 9 îáùèõ ïîäòèïîâ:

@X<:Y1 ÑZ. YÑZ1 @X<:Y1 ÑZ. TopÑZ1 @X<:Y1 ÑZ. X

@X<:Y1 ÑTop. YÑZ1 @X<:Y1 ÑTop. TopÑZ1 @X<:Y1 ÑTop. X

@X<:Top. YÑZ1 @X<:Top. TopÑZ1 @X<:Top. X

2. Òèïû @X<:Y1 ÑZ. YÑZ1 è @X<:Y1 ÑZ. X ÿâëÿþòñÿ íèæíèìè ãðàíÿìè
äëÿ S è T, íî ó íèõ íåò îáùåãî íàäòèïà, êîòîðûé áûë áû ïðè ýòîì
ïîäòèïîì S è T.

3. Ðàññìîòðèòå SÑTop è TÑTop. (Èëè @X<:Y1 ÑZ. YÑZ1 è @X<:Y1 ÑZ. X.)

28.7.1. Ðåøåíèå: Ôóíêöèè RX,Γ è LX,Γ, ïåðåâîäÿùèå êàæäûé òèï â åãî íàè-
ìåíüøèé íàäòèï, íå ñîäåðæàùèé X, è â íàèáîëüøèé ïîäòèï, íå ñîäåðæàùèé X,
ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëåíû íà ðèñ. A.2. (×òîáû îáëåã÷èòü ÷òåíèå, ìû îïóñ-
êàåì èíäåêñû X è Γ.) Ó ýòèõ äâóõ îïðåäåëåíèé ðàçëè÷íûå äîïîëíèòåëüíûå
óñëîâèÿ, ïîñêîëüêó, êîãäà òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü L, íóæíî ïðîâåðÿòü, îïðå-
äåëåíà ëè îíà (÷òî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå LpTq � íåóäà÷à); R æå îïðåäåëåíà
âñåãäà, ïîñêîëüêó â ñèñòåìå èìååòñÿ òèï Top. Êîððåêòíîñòü ýòèõ îïðåäåëåíèé
äîêàçûâàåòñÿ â (Ghelli and Pierce, 1998).

28.7.2. Ðåøåíèå: Îäèí èç ïðîñòûõ ñïîñîáîâ ïîêàçàòü íåðàçðåøèìîñòü ïîë-
íûõ îãðàíè÷åííûõ ýêçèñòåíöèàëüíûõ òèïîâ (Ãåëëè è Ïèðñ, Ghelli and Pierce,
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1998) çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè ïåðåâîäà J�K, êîòîðàÿ îòîáðàæà-
åò çàäà÷è ïðîâåðêè ïîäòèïèðîâàíèÿ â ïîëíîé F<: â çàäà÷è ïðîâåðêè ïîäòè-
ïèðîâàíèÿ â ñèñòåìå, ñîäåðæàùåé òîëüêî ýêçèñòåíöèàëüíûå òèïû, òàê ÷òî
Γ $ S <: T äîêàçóåìî â F<: òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ñèñòåìå ñ ýêçè-
ñòåíöèàëüíûìè òèïàìè äîêàçóåìî JΓ $ S <: TK. Òàêîå êîäèðîâàíèå íà òèïàõ
ìîæíî îïðåäåëèòü óðàâíåíèÿìè

JXK � X JTopK � Top

J@X<:T1.T2K �  {DX<:T1, JT2K} JT1 ÑT2K � JT1KÑ JT2K

ãäå  S � @X<:S.X. Ìû ðàñïðîñòðàíÿåì ýòî êîäèðîâàíèå íà êîíòåêñòû ñ ïîìî-
ùüþ JX1<:T1, . . . , Xn<:TnK � X1<:JT1K, . . . , Xn<:JTnK è íà óòâåðæäåíèÿ î ïîäòè-
ïèðîâàíèè: JΓ $ S <: TK � JΓK $ JSK<:JTK.

29.1.1. Ðåøåíèå: @X.XÑX � ïðîñòîé òèï; åãî ýëåìåíòîì áóäåò, íàïðèìåð,
λX.λx:X.x. Òàêèå òåðìû ÿâëÿþòñÿ ïîëèìîðôíûìè ôóíêöèÿìè, êîòîðûå,
áóäó÷è êîíêðåòèçèðîâàíû òèïîì T, äàþò ôóíêöèþ èç T â T. Íàïðîòèâ,
λX.XÑX � îïåðàòîð íàä òèïàìè, ò. å. ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ, áóäó÷è ïðèìåíåíà ê
òèïó T, âûäàåò ïðîñòîé òèï TÑT ôóíêöèé èç T â T.

Äðóãèìè ñëîâàìè, @X.XÑX � òèï, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ôóíê-
öèè íà óðîâíå òåðìîâ, ïåðåâîäÿùèå òèïû â òåðìû; êîíêðåòèçàöèÿ òàêîé ôóíê-
öèè (äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîòîðîé íóæíî ïðèìåíèòü åå ê òèïó, ÷òî çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå t [T]) äàåò íàì ýëåìåíò ôóíêöèîíàëüíîãî òèïà TÑT. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
λX.XÑX ñàì ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé (èç òèïîâ â òèïû); åãî êîíêðåòèçàöèÿ
òèïîì T (÷òî çàïèñûâàåòñÿ êàê (λX.XÑX) T) äàåò ñàì òèï TÑT, à íå îäèí èç
åãî ýëåìåíòîâ.

Íàïðèìåð, åñëè fn èìååò òèï @X.XÑX, à Op � λX.XÑX, òî fn [T] : TÑT �
Op T.

29.1.2. Ðåøåíèå: NatÑNat ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé (ïðîñòîé) òèï ôóíêöèé, à íå
ôóíêöèþ íà óðîâíå òèïîâ.

30.3.3. Ðåøåíèå: Ëåììà 30.3.1 èñïîëüçóåòñÿ â âàðèàíòàõ T-Abs, T-TApp è
T-Eq. Ëåììà 30.3.2 èñïîëüçóåòñÿ â âàðèàíòå T-Var.

30.3.8. Ðåøåíèå: Èíäóêöèÿ ïî ñóììå ðàçìåðîâ äàííûõ äåðåâüåâ âûâîäà, ñ
ðàçáîðîì âàðèàíòîâ ôèíàëüíûõ ïðàâèë â îáîèõ èç íèõ. Åñëè êàêîé-òî èç âû-
âîäîâ çàêàí÷èâàåòñÿ íà QR-Refl, òî âòîðîé ÿâëÿåòñÿ òðåáóåìûì ðåçóëüòà-
òîì. Åñëè êàêîé-òî èç âûâîäîâ çàêàí÷èâàåòñÿ íà QR-Abs, QR-Arrow èëè
QR-All, òî, èñõîäÿ èç ôîðìû ýòèõ ïðàâèë, îáà âûâîäà äîëæíû çàêàí÷èâàòü-
ñÿ îäíèì è òåì æå ïðàâèëîì, è ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòûì ïðèìåíåíèåì
ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè. Åñëè îáà âûâîäà çàêàí÷èâàþòñÿ íà QR-App, òî ðå-
çóëüòàò, îïÿòü æå, ïîïðîñòó ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè. Îñòàâøèåñÿ
ñëó÷àè áîëåå èíòåðåñíû.

Åñëè îáà âûâîäà çàêàí÷èâàþòñÿ íà QR-AppAbs, òî ìû èìååì

S � (λX::K11.S12) S2 T � rX ÞÑ T2sT12 U � rX ÞÑ U2sU12,

ïðè÷åì

S12 V T12 S2 V T2 S12 V U12 S2 V U2.
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Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ñóùåñòâóþò òàêèå òèïû V12 è V2, ÷òî

T12 V V12 T2 V V2 U12 V V12 U2 V V2.

Äâàæäû ïðèìåíÿÿ ëåììó 30.3.7, ïîëó÷àåì rX ÞÑ T2sT12 V rX ÞÑ V2sV12 è rX ÞÑ
U2sU12 V rX ÞÑ V2sV12 � òî åñòü, T V V è U V V.

Äîïóñòèì, íàêîíåö, ÷òî îäèí èç âûâîäîâ (ñêàæåì, ïåðâûé) çàêàí÷èâàåòñÿ
íà QR-App, à äðóãîé � íà QR-AppAbs. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì

S � (λX::K11.S12) S2 T � (λX::K11.T
1
12) T12 U � rX ÞÑ U2sU12,

ãäå ñíîâà S12 V T12, S2 V T2, S12 V U12 è S2 V U2. Ñíîâà, ñîãëàñíî ïðåäïî-
ëîæåíèþ èíäóêöèè, èìåþòñÿ òèïû V12 è V2, òàêèå, ÷òî T12 V V12, T2 V V2,
U12 V V12 è U2 V V2. Ïðèìåíåíèå ïðàâèëà QR-AppAbs ê ïåðâîìó è âòîðîìó
èç ýòèõ óòâåðæäåíèé, à ëåììû 30.3.7 � ê òðåòüåìó è ÷åòâåðòîìó, äàåò íàì
T V V è U V V.

30.3.10. Ðåøåíèå: Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ëþáîé âûâîä óòâåðæäåíèÿ
S WV� T ìîæíî ïåðåñòðîèòü òàê, ÷òîáû íè ñèììåòðèÿ, íè òðàíçèòèâíîñòü íå
èñïîëüçîâàëàñü â ïîäâûâîäàõ ýêçåìïëÿðîâ ïðàâèëà ñèììåòðèè � òî åñòü ìû
ìîæåì ïåðåéòè îò S ê T ÷åðåç ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ, ñêëååííûõ ïðàâèëîì
QR-Trans, ãäå êàæäûé øàã ñîñòîèò èç îäíîøàãîâîé ðåäóêöèè, çà êîòîðîé,
âîçìîæíî, ñëåäóåò îäíî ïðèìåíåíèå ïðàâèëà ñèììåòðèè. Ýòó ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ìîæíî èçîáðàçèòü òàê:
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(ñòðåëêè, íàïðàâëåííûå ñïðàâà íàëåâî, ñîîòâåòñòâóþò ðåäóêöèÿì, êîòîðûå
çàêàí÷èâàþòñÿ ïðèìåíåíèåì ñèììåòðèè, à ñòðåëêè ñëåâà íàïðàâî � ðåäóê-
öèÿì áåç ñèììåòðèè). Òåïåðü ìû ìîæåì â öèêëå ïðè ïîìîùè ëåììû 30.3.8
äîáàâëÿòü ìàëåíüêèå ðîìáû ê íèçó äèàãðàììû, ïîêà íå äîáåðåìñÿ äî îáùåãî
ðåçóëüòàòà ðåäóêöèè S è T.
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Òî æå ñàìîå ðàññóæäåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü è â ñòàíäàðòíîé èíäóêòèâíîé
ôîðìå, áåç èñïîëüçîâàíèÿ êàðòèíîê, íî ýòî òîëüêî ñäåëàåò åãî ñëîæíåå äëÿ
ïîíèìàíèÿ, íå äîáàâëÿÿ óáåäèòåëüíîñòè.

30.3.17. Ðåøåíèå: Ïðè äîáàâëåíèè ïåðâîãî ñòðàííîãî ïðàâèëà ñëîìàåòñÿ
ñâîéñòâî ïðîäâèæåíèÿ; ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ îñòàíåòñÿ âåðíûì. Âòîðîå ïðà-
âèëî ñëîìàåò êàê ïðîäâèæåíèå, òàê è ñîõðàíåíèå.

30.3.20. Ðåøåíèå: Ñðàâíèòå ñâîå ðåøåíèå ñ èñõîäíûìè òåêñòàìè èíòåðïðå-
òàòîðà fomega.

30.5.1. Ðåøåíèå: Âìåñòî ñåìåéñòâà òèïîâ List n ó íàñ áóäåò ïàðàìåòðè÷å-
ñêîå ñåìåéñòâî òèïîâ List T n ñî ñëåäóþùèìè îïåðàöèÿìè:

nil : @X. List X 0

cons : @X. Πn:Nat. X ÑList X (succ n)

hd : @X. Πn:Nat. List X (succ n) ÑX

tl : @X. Πn:Nat. List X (succ n) ÑList X n

31.2.1. Ðåøåíèå:

Γ $ A <: Id B Äà
Γ $ Id A <: B Äà
Γ $ λX.X <: λX.Top Äà
Γ $ λX. @Y<:X. Y <: λX. @Y<:Top. Y Íåò
Γ $ λX. @Y<:X. Y <: λX. @Y<:X. X Äà
Γ $ F B <: B Äà
Γ $ B <: F B Íåò
Γ $ F B <: F B Äà
Γ $ @F<:(λY.TopÑY). F A <: @F<:(λY.TopÑY). TopÑB Äà
Γ $ @F<:(λY.TopÑY). F A <: @F<:(λY.TopÑY). F B Íåò
Γ $ Top[*ñ*] <: Top[*ñ*ñ*] Íåò

32.5.1. Ðåøåíèå: Ãëàâíîå, ÷òî òðåáóåòñÿ çàìåòèòü � Object M ÿâëÿåòñÿ ýê-
çèñòåíöèàëüíûì òèïîì: Object ñëóæèò ñîêðàùåííîé çàïèñüþ îïåðàòîðà

λM::*ñ*. {DX, {state:X, methods:M X}}

Ïðè ïðèìåíåíèè ýòîãî îïåðàòîðà ê M ïîëó÷àåòñÿ ðåäåêñ, ñâîäÿùèéñÿ ê ýêçè-
ñòåíöèàëüíîìó òèïó

{DX, {state:X, methods: M X}}.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè íèêàê íå èñïîëüçóåòñÿ âêëþ÷åíèå � è,
ñëåäîâàòåëüíî, íåò ïîòåðè èíôîðìàöèè.

32.5.2. Ðåøåíèå:

sendget =

λM<: CounterM. λo:Object M.

let {X, b} = o in b.methods.get(b.state );

sendreset =

λM<: ResetCounterM. λo:Object M.

let {X, b} = o in
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{*X,

{state = b.methods.reset(b.state),

methods = b.methods }} as Object M;

32.7.2. Ðåøåíèå: Ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîé òèïèçàöèè íå ðàáîòàåò â èñ÷èñëå-
íèè, êàê ìû åãî îïðåäåëèëè. Ðàññìîòðèì òåðì

{#x={a=5,b=7}}.

Åìó ìîæíî ïðèñâîèòü ëþáîé èç òèïîâ {#x:{a:Nat}} è {#x:{a:Nat,b:Nat}},
íî ýòè äâà òèïà íåñðàâíèìû. Îäèí èç ðàçóìíûõ ñïîñîáîâ óñòðàíåíèÿ ýòîãî çà-
òðóäíåíèÿ � ÿâíî óêàçûâàòü ïðè êàæäîì èíâàðèàíòíîì ïîëå â òåðìå-çàïèñè
åãî òðåáóåìûé òèï. Ïî ñóùåñòâó, ýòî çàñòàâëÿåò ïðîãðàììèñòà ñäåëàòü âûáîð
ìåæäó äâóìÿ óêàçàííûìè òèïàìè.

32.9.1. Ðåøåíèå:

MyCounterM =

λR. {get: R ÑNat , set:R Ñ Nat Ñ R, inc:R Ñ

R, accesses:R Ñ Nat ,

backup:R Ñ R, reset:R Ñ R};

MyCounterR = {#x:Nat ,# count:Nat ,#old:Nat};

myCounterClass =

λR<: MyCounterR.
λself: Unit ÑMyCounterM R.

λ_:Unit.
let super = instrCounterClass [R] self unit in

{get = super.get ,

set = super.set ,

inc = super.inc ,

accesses = super.accesses ,

reset = λs:R. sÐx=s.old ,

backup = λs:R. sÐold=s.x}

as MyCounterM R;

mc = {*MyCounterR ,

{state = {#x=0,#count=0,#old=0},

methods = fix (myCounterClass [MyCounterR ]) unit}}

as Object MyCounterM;

sendget [MyCounterM]

(sendreset [MyCounterM] (sendinc [MyCounterM] mc));
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� Äîðîãîé Óîòñîí,
ïðîàíàëèçèðóéòå ôàêòû, �
ñêàçàë îí ñ ëåãêèì
ðàçäðàæåíèåì, � Âû çíàåòå ìîé
ìåòîä. Ïðèìåíèòå åãî, áóäåò
èíòåðåñíî ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû.

À. Êîíàí-Äîéëü, Çíàê ÷åòûðåõ

(1890), ïåð. Ì. Ëèòâèíîâîé

Áåçóïðå÷íîå èçëîæåíèå ýòîé
èäåè ìîæíî îñòàâèòü â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ äëÿ ÷èòàòåëÿ.
ß ïðèáåãàþ çäåñü ê ëþáèìîìó
òðþêó ìàòåìàòèêîâ, êîòîðûé
ïîçâîëÿåò èì ïåðåñêàêèâàòü
÷åðåç áîëîòèñòûå ó÷àñòêè ñâîèõ
òåîðèé.

Ó. â. Î. Êóàéí (1987)
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Ïðèëîæåíèå B

Ïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ

B. Èìåíà ìåòàïåðåìåííûõ

Â òåêñòå Â êîäå íà ML Çíà÷åíèå

p q, r, s, t, u s, t òåðìû
x, y, z x, y òåðìîâûå ïåðåìåííûå
v, w v, w çíà÷åíèÿ
nv nv ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ
l, j, k l ìåòêè ïîëåé â çàïèñÿõ, ìåòêè âàðèàíòîâ
µ store ñîñòîÿíèÿ ïàìÿòè
M, N, P, Q, S, T, U, V tyS, tyT òèïû
A, B, C tyA, tyB áàçîâûå òèïû
Σ ñòðóêòóðû òèïèçàöèè ïàìÿòè
X, Y, Z tyX, tyY òèïîâûå ïåðåìåííûå
K, L kK, kL âèäû
σ ïîäñòàíîâêè
Γ,∆ ctx êîíòåêñòû
J ïðîèçâîëüíûå óòâåðæäåíèÿ
D äåðåâüÿ âûâîäà òèïîâ
C äåðåâüÿ âûâîäà ïîäòèïèðîâàíèÿ

fi èíôîðìàöèÿ î ïîçèöèè â ôàéëå
i, j, k, l ÷èñëîâûå èíäåêñû
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596 B. Èìåíà ïðàâèë

B. Èìåíà ïðàâèë

Ïðåôèêñ Çíà÷åíèå

B- âû÷èñëåíèå ñ áîëüøèì øàãîì
CT- òèïèçàöèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè
E- âû÷èñëåíèå
K- ïðèñâîåíèå âèäîâ
M- ñîïîñòàâëåíèå ñ îáðàçöîì
P- òèïèçàöèÿ îáðàçöîâ
Q- ýêâèâàëåíòíîñòü òèïîâ
QR- ïàðàëëåëüíàÿ ðåäóêöèÿ òèïîâ
S- ïîäòèïèðîâàíèå
SA- àëãîðèòìè÷åñêîå ïîäòèïèðîâàíèå
T- òèïèçàöèÿ
TA- àëãîðèòìè÷åñêàÿ òèïèçàöèÿ
XA- âûÿâëåíèå

B. Ñîãëàøåíèÿ ïî èìåíàì è èíäåêñàì

Ïðè ïîäáîðå èìåí ìåòàïåðåìåííûõ, ÷èñëîâûõ èíäåêñîâ è øòðèõîâ â êíèãå
ìû ðóêîâîäñòâîâàëèñü ñëåäóþùèìè ïðèíöèïàìè:

1. Â îïðåäåëåíèÿõ ñèíòàêñèñà äëÿ âñåõ òåðìîâ èñïîëüçóåòñÿ ïðîñòàÿ ìåòà-
ïåðåìåííàÿ t, äëÿ òèïîâ � T, äëÿ çíà÷åíèé � v è ò. ä.

2. Â ïðàâèëàõ òèïèçàöèè ãëàâíûé òåðì (òèï êîòîðîãî âû÷èñëÿåòñÿ) âñåãäà
íàçûâàåòñÿ t, åãî ïîäòåðìû íàçûâàþòñÿ t1, t2 è ò. ä. (Èíîãäà, íàïðèìåð,
â ïðàâèëàõ ðåäóêöèè, òðåáóþòñÿ èìåíà äëÿ ïîäòåðìîâ ïîäòåðìîâ; äëÿ
íèõ ìû èñïîëüçóåì t11, t12 è ò. ä.)

3. Â ïðàâèëàõ âû÷èñëåíèÿ âåñü ðåäóöèðóåìûé òåðì íàçûâàåòñÿ t, à òåðì-
ðåçóëüòàò ðåäóêöèè íàçûâàåòñÿ t1.

4. Òèï òåðìà t íàçûâàåòñÿ T. (Àíàëîãè÷íî, òèïîì t1 áóäåò T1 è ò. ä.)

5. Òå æå ñîãëàøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïðè ôîðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåì, íî t èíîãäà çàìåíÿåòñÿ íà s (à T� íà S èëè R è ò. ï.) âî èçáåæàíèå
ñìåøåíèÿ èìåí ìåæäó îïðåäåëåíèÿìè è òåîðåìàìè.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âûïîëíèòü âñå ýòè ïðàâèëà îäíîâðåìåííî îêàçûâà-
åòñÿ íåâîçìîæíî. Òîãäà ïðàâèëà, óêàçàííûå ðàíüøå, èìåþò áîëåå âûñîêèé
ïðèîðèòåò. (Íàïðèìåð, â ïðàâèëå T-Proj1 íà ðèñ. 11.5 ïðàâèëî 4 îñëàáëÿ-
åòñÿ: òèïîì ïîäòåðìà t1 ñëóæèò T1�T2.) Â î÷åíü ðåäêèõ ñëó÷àÿõ (íàïðèìåð,
â ïðàâèëå ïðîåêöèè äëÿ çàïèñåé T-Proj íà ðèñ. 11.7) ýòè ïðàâèëà âîâñå íå
ñîáëþäàþòñÿ, ïîñêîëüêó èõ âûïîëíåíèå ïðèâåëî áû ê ñëèøêîì áåçîáðàçíûì
èëè íå÷èòàåìûì ðåçóëüòàòàì.
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ìåòàÿçûê, 44
ìåòêà ïîëÿ, 149
ìåòîä, 254, 256

äèíàìè÷åñêàÿ äèñïåò÷åðèçàöèÿ,
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óñòðàíåíèÿ, 128, ñì. T-App
âûïîëíèìîñòü íà îòíîøåíèè, 55
âêëþ÷åíèÿ, 206
ââåäåíèÿ, 128, ñì. T-Abs
B-IfFalse, 62
B-IfTrue, 62
B-IszeroFalse, 63
B-IszeroTrue, 63
B-PredSucc, 63
B-PredZero, 63
B-Succ, 63
B-Value, 62
CT-AbsInf, 360
CT-Abs, 351, 572
CT-App, 351, 572
CT-False, 351
CT-Fix, 573
CT-If, 351
CT-IsZero, 351
CT-LetPoly, 362
CT-Pred, 351
CT-Proj, 575
CT-Succ, 351
CT-True, 351
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CT-Var, 351, 572
CT-Zero, 351
E-Abs, 534
E-App1, 91, 123, 182, 191, 210,

391, 422, 478, 495, 505, 534,
535

E-App2, 91, 123, 182, 191, 210,
391, 422, 478, 495, 505, 534

E-AppAbs, 91, 99, 123, 182, 191,
210, 372, 391, 422, 478, 495,
505, 534, 535

E-AppErr1, 194
E-AppErr2, 194
E-AppRaise1, 197
E-AppRaise2, 197
E-Ascribe1, 142
E-AscribeEager, 143
E-Ascribe, 142, 219
E-Assign1, 183, 191
E-Assign2, 183, 191
E-Assign, 183, 191
E-CaseInl, 164, 165
E-CaseInr, 164, 165
E-CaseVariant, 166
E-Case, 164, 166
E-CastNew, 286
E-Cast, 286
E-Cons1, 168
E-Cons2, 168
E-DerefLoc, 183, 191
E-Deref, 183, 191
E-Downcast, 219
E-Field, 286
E-FixBeta, 167
E-Fix, 167
E-Fld, 307
E-GC, 545
E-HeadCons, 168
E-Head, 168
E-If-Wrong, 62
E-IfFalse, 54
E-IfTrue, 54
E-If, 54
E-Inl, 164, 165
E-Inr, 164, 165
E-Invk-Arg, 286
E-Invk-Recv, 286

E-InvkNew, 286
E-IsZero-Wrong, 62
E-IsZero, 60
E-IsnilCons, 168
E-IsnilNil, 168
E-Isnil, 168
E-IszeroSucc, 60
E-IszeroZero, 60
E-LetV, 144, 151, 362
E-Let, 144, 151, 365
E-New-Arg, 286
E-Pack, 398, 497
E-Pair1, 146
E-Pair2, 146
E-PairBeta1, 146
E-PairBeta2, 146
E-Pred-Wrong, 62
E-PredSucc, 60, 68
E-PredZero, 60
E-Pred, 60
E-Proj1, 146
E-Proj2, 146
E-ProjNew, 286
E-ProjRcd, 149, 211, 226, 516
E-ProjTuple, 148
E-Proj, 148, 149, 211
E-RaiseRaise, 197
E-Raise, 197
E-Rcd, 149, 211, 516
E-RefV, 183, 191
E-Ref, 183, 191
E-SeqNext, 140
E-Seq, 139
E-Succ-Wrong, 62
E-Succ, 60
E-TApp, 391, 422, 495, 505
E-TailCons, 168
E-Tail, 168
E-TappTabs, 372, 391, 415, 495,

505
E-TryError, 196
E-TryRaise, 197
E-TryV, 196, 197
E-Try, 196, 197
E-Tuple, 148
E-Typetest1, 220
E-Typetest2, 220
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E-UnfldFld, 307
E-Unfld, 307
E-UnpackPack, 397, 398, 497
E-Unpack, 398
E-UpdateV, 516
E-Variant, 166
E-Wildcard, 539
K-Abs, 478, 495, 505
K-All, 495, 505
K-App, 478, 495, 505
K-Arrow, 478, 495, 505
K-Some, 497
K-TVar, 478, 495, 505
K-Top, 505
M-Rcd, 151
M-Var, 151
P-Rcd', 541
P-Rcd, 541
P-Var, 541
Q-Abs, 478, 496, 506
Q-All, 496, 506
Q-AppAbs, 471, 478, 496, 506
Q-App, 478, 496, 506
Q-Arrow, 478, 496, 506
Q-Refl, 478, 496, 506
Q-Some, 497
Q-Symm, 478, 496, 506
Q-Trans, 478, 496, 506
QR-Abs, 497
QR-All, 497
QR-AppAbs, 497
QR-App, 497
QR-Arrow, 497
QR-Refl, 497
S-Abs, 500, 506
S-All, 422, 424, 425, 457, 506
S-Amber, 341
S-App, 500, 506
S-ArrayJava, 223
S-Array, 223
S-Arrow, 209, 210, 237, 422, 506
S-Assumption, 341
S-Bot, 216
S-Eq, 500, 506
S-Inter1, 231
S-Inter2, 231
S-Inter3, 231

S-Inter4, 231
S-List, 222
S-ProdDepth, 212
S-ProdWidth, 212
S-RcdDepth, 207, 212, 516
S-RcdPerm, 208, 212
S-RcdVariance, 516
S-RcdWidth, 207, 212, 516
S-Rcd, 237
S-RefSink, 224
S-RefSource, 224
S-Refl, 207, 210, 237, 422
S-Ref, 223
S-Sink, 224
S-Some, 436, 508, 585
S-Source, 224
S-TVar, 422, 424, 506
S-Top, 209, 210, 237, 422, 506
S-Trans, 207, 210, 235, 237, 422,

506
S-VariantDepth, 222
S-VariantPerm, 222
S-VariantWidth, 222
SA-All, 452, 454
SA-Arrow, 238, 452, 454
SA-Bot, 247
SA-Rcd, 238
SA-Refl-TVar, 452, 454
SA-Top, 238, 452, 454
SA-Trans-TVar, 452, 454
T-Abs, 121�123, 192, 210, 391,

422, 478, 496, 506
T-App, 122, 123, 192, 206, 210,

391, 422, 478, 496, 506
T-Ascribe, 142, 218
T-Assign, 180, 187, 192, 224
T-Case, 164, 166
T-Cast, 561
T-Cons, 168
T-DCast, 287
T-Deref, 180, 187, 192, 224
T-Downcast, 219
T-Eq, 471, 478, 496
T-Error, 194
T-Exn, 197
T-False, 111
T-Field, 287
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T-Fix, 167
T-Fld, 307
T-Head, 168
T-If, 111, 122, 245
T-Inl, 164, 165
T-Inr, 164, 165
T-Invk, 287
T-IsZero, 112
T-Isnil, 168
T-LetPoly, 362, 363
T-Let, 144, 362, 541
T-Loc, 186, 192
T-New, 287
T-Nil, 168
T-Pack, 395, 398, 436, 497
T-Pair, 146
T-Pred, 112
T-Proj1, 146
T-Proj2, 146
T-Proj, 148, 149, 211, 516
T-Rcd, 149, 211, 516
T-Ref, 180, 186, 192
T-SCast, 287
T-Seq, 140
T-Sub, 206, 210, 235, 422, 506
T-Succ, 112
T-TAbs, 372, 391, 422, 425, 496,

506
T-TApp, 373, 391, 422, 425, 496,

506
T-Tail, 168
T-TappTabs, 422
T-True, 111
T-Try, 196, 197
T-Tuple, 148
T-Typetest, 220
T-UCast, 287
T-Unfld, 307
T-Unit, 139, 192
T-Unpack, 396, 398, 436, 465, 497
T-Update, 516
T-Variant, 166, 222
T-Var, 122, 123, 192, 210, 287,

391, 422, 478, 496, 506
T-Wildcard, 539
T-Zero, 112
TA-Abs, 244, 449

TA-AppBot, 247
TA-App, 244, 449
TA-Ifd, 557
TA-If, 246, 557
TA-ProjBot, 247
TA-Proj, 244
TA-Rcd, 244
TA-TAbs, 449
TA-TApp, 449
TA-Unpack, 466
TA-Var, 244, 449
XA-Other, 448
XA-Promote, 448

ïðàâèëî ïîäòèïèðîâàíèÿ
ïîëíîå, 421
ÿäåðíîå, 421

ïðàâèëî òèïèçàöèè
îãðàíè÷åíèå íà çíà÷åíèÿ, 365,

387
ïðàâèëî âûâîäà, 46, 313

ýêçåìïëÿð, 55
ïðåäèêàò, 35, ñì. òàêæå îòíîøåíèå,

îäíîìåñòíîå
ëîãè÷åñêèé, 170
ñîõðàíåíèå îòíîøåíèåì, 36

ïðåäïîðÿäîê, 37, 209
ïîëíûé, 38
óáûâàþùàÿ öåïî÷êà, 38

ïðåíåêñ-ïîëèìîðôèçì, 387
ïðèìåíåíèå òèïà, 372
ïðèíöèï

áåçîïàñíîé ïîäñòàíîâêè, 206
ïðèîðèòåò îïåðàòîðîâ, 73
ïðèñâàèâàíèå, 176
ïðèñâîåíèå âèäîâ, 476
ïðèâåäåíèå òèïîâ, 218, 278, 386

¾ãëóïîå¿, 287
ïðåäóïðåæäåíèå, 288

íèñõîäÿùåå, 27, 218, 287
âîñõîäÿùåå, 218, 287

ïðîöåññ-ôóíêöèÿ, 301
ïðîäîëæåíèå, 407
ïðîåêòèðîâàíèå àáñòðàêöèé, 402
ïðîãðàììà

ïðîâåðêè äîêàçàòåëüñòâ, 24
ïðîâåðêè ìîäåëåé, ñì. ïðîâåðêà

ìîäåëè, ïðîãðàììà
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ïðîâåðêà ìîäåëåé, 314
ïðîãðàììà, 21

ïðîâåðêà òèïîâ
ñòàòè÷åñêàÿ, 110

ïðîâåðêà âûõîäà çà ãðàíèöû ìàññè-
âîâ, 27

ïñåâäîíèì, 178
àíàëèç, 190
ïàðàçèòíûå âçàèìîäåéñòâèÿ,
190

ðàñõîæäåíèå, 36
ðàñøèðåíèå òèïà, 448
ðàçìåð òåðìà, 49, 88
ðåäåêñ, 75
ðåäóêöèÿ, 54, 488

ïàðàëëåëüíàÿ, 482
ñëàáàÿ çàãîëîâî÷íàÿ, 488

ðåôëåêñèÿ, â Java, 221
ðåêîíñòðóêöèÿ òèïîâ, 121, 131, 343,

347, 349, 370, 383, 537
÷àñòè÷íàÿ, 367
ëîêàëüíàÿ, 384

ðåêóðñèÿ
îáùåãî âèäà, 263
ïîëèìîðôíàÿ, 368

ðåøåíèå
ãëàâíîå, 359

ñáîðêà ìóñîðà, 180
ñåìàíòèêà, 52

àêñèîìàòè÷åñêàÿ, 53
äåíîòàöèîííàÿ, 52
åñòåñòâåííàÿ, 52, 53, 62
îïåðàöèîííàÿ, 52
ñ áîëüøèì øàãîì, 52, 62
ñ ìàëûì øàãîì, 52, 62
ñòðóêòóðíàÿ, 52, 53

ïîäòèïû
íà îñíîâå ïîäìíîæåñòâ, 206
íà îñíîâå ïðåîáðàçîâàíèÿ òè-
ïîâ, 225, 252, 408

ñ ïåðåäà÷åé òèïîâ, 386
ñî ñòèðàíèåì òèïîâ, 386

ñõåìà ïðàâèë, 47
ñõåìà òèïà, 363

êîíêðåòèçàöèÿ, 364
ñõåìà òèïîâ, 388
ñèíòàêñè÷åñêèé ñàõàð, 141

óäàëåíèå, 141
ñèíòàêñèñ, ñì. òàêæå ñèíòàêñè÷å-

ñêèé ñàõàð
àáñòðàêòíûé, 45, 73
êîíêðåòíûé, 73

ñèñòåìà ëèíåéíûõ òèïîâ, 129
ñèñòåìà ìîäóëåé, 409, 493
ñèñòåìà ïðèñâîåíèÿ òèïîâ, 121
ñèñòåìà òèïîâ, 21

áåçîïàñíîñòü, 113
÷èñòàÿ, 22
÷èñòûõ, 475, 494
èìåííàÿ, 280, 298
êîíñåðâàòèâíàÿ, 23
êîððåêòíîñòü, 23, 113
ïîëèìîðôíàÿ, 370
ñòðóêòóðíàÿ, 280, 298

ñìûñë òåðìà, 52
ñîîáùåíèå, îòïðàâêà, ñì. âûçîâ ìåòî-

äà
ñîîòíîøåíèå Êàððè-Ãîâàðäà, 22, 128,

372, 459
ñîîòâåòñòâèå, 512
ñîñòîÿíèå

àáñòðàêòíîé ìàøèíû, 52
ñîñòîÿíèå îáúåêòà, 256
ññûëêà, 176, 177, 181, 376

ïðèñâàèâàíèå, 176
ðàçûìåíîâàíèå, 176
âûäåëåíèå ïàìÿòè, 176
âèñÿ÷àÿ, 180

ñòåïåííîé âèä, 439
ñòèëü ×¼ð÷à, 131
ñòèëü Êàððè, 131
ñòèðàíèå òèïîâ, 130, 382
ñòðàòåãèÿ âû÷èñëåíèÿ, 55

íåñòðîãàÿ, 77
ñâîéñòâî

ðàñøèðåíèÿ ñóáúåêòà, 128
ñâîéñòâî ×¼ð÷à-Ðîññåðà, 482
ñâÿçûâàíèå

ïîçäíåå, 255, 263
ñâÿçûâàíèå-ïóñòûøêà, 141
ñâÿçûâàþùåå îïðåäåëåíèå, 75
òàêòèêà äîêàçàòåëüñòâ, 492
òåã

ïîñòàíîâêà òåãîâ, 152
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òåã òèïà, 22, 221
òåîðåìà

î åäèíñòâåííîñòè òèïîâ, 125
î ïðîäâèæåíèè, 113
î ðåäóêöèè ñóáúåêòà, 116
î ñîõðàíåíèè, 113

òåîðèÿ äîìåíîâ, 53
òåîðèÿ êàòåãîðèé, 31
òåîðèÿ òèïîâ, ñì. ñèñòåìà òèïîâ

êîíñòðóêòèâíàÿ, 22
ïðîñòàÿ, 22

òåîðèÿ òèïîâ Ðàññåëà, 22
òåðì, 44

áåçûìÿííûé, ñì. òåðì äå Áðàóíà
äå Áðàóíà, 94
ýêâèâàëåíòíîñòü ïîâåäåí÷åñêàÿ,

84
êîððåêòíî òèïèçèðîâàííûé, 111
íåçàùèùåííûé, 385
íîðìàëèçóåìûé, 169, 231
íîâîå èìÿ, 140
îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà
÷åðåç ïðàâèëà âûâîäà, 46
ïîðîæäåíèå ýëåìåíòîâ, 47

ðàñõîäÿùèéñÿ, 84
òèïèçèðóåìûé, 131, 383
òóïèêîâûé, 61
çàìêíóòûé, 75

òåðì error

òèï, 195
òåðì, çàìêíóòûé, ñì. òàêæå êîìáè-

íàòîð
òåðì-çíà÷åíèå, 45, 54, 77
òèï, 472

àáñòðàêòíûé, 500
àòîìàðíûé, 138
áàçîâûé, 137, 163
íåèíòåðïðåòèðóåìûé, 137, 347
íåèçâåñòíûé, 137

÷àñòè÷íî àáñòðàêòíûé, 437
äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå, 146
äèíàìè÷åñêàÿ ïðîâåðêà, 218
äðåâîâèäíûé, 315
êîíå÷íûé, 315
ïîääåðåâî, 329
ðåãóëÿðíûé, 329

ýêâèâàëåíòíîñòü òèïîâ, 150

ýêçèñòåíöèàëüíûé
ëîãè÷åñêàÿ èíòóèöèÿ, 393
îãðàíè÷åííûé, 436
îïåðàöèîííàÿ èíòóèöèÿ, 394
ïîëèìîðôíàÿ ïåðåïàêîâêà, 520
ââåäåíèå, 394

ãëàâíûé, 347, 359
êàíàëîâ âçàèìîäåéñòâèÿ, 225
êîíñòðóêòîð òèïîâ, 120
íàèìåíüøèé, 245, 447
íåîïðåäåëåííûé ýëåìåíò, 162
íåïåðåñåêàþùååñÿ îáúåäèíåíèå,

159
îáúÿâëåíèå ïåðåä èñïîëüçîâàíè-

åì, 158
îãðàíè÷åíèé, 367
ïàðàìåòðèçîâàííûé, 159
ïðåäñòàâëåíèÿ, 258
ïðåîáðàçîâàíèå, 143, 205
ïðèïèñûâàíèå, 141, 218
ïðîñòîé, 120, 472
ðàñïå÷àòêà, 141
ðåãóëÿðíûé, 329
ðåêîíñòðóêöèÿ, ñì. ðåêîíñòðóê-

öèÿ òèïîâ
ðåêóðñèâíûé, 152, 159, 180, 281,

297
ýêâèðåêóðñèâíîå ïðåäñòàâëå-
íèå, 298, 305

èçîðåêóðñèâíîå ïðåäñòàâëåíèå,
298, 306, 341

ñòðóêòóðíîå ðàçâåðòûâàíèå,
520

ñûðîé, 276
ñîêðàòèìûé, 330
ñïåöèôèöèðîâàííûé, 367
ñòåïåííîé, 476
óíèâåðñàëüíûé
ëîãè÷åñêàÿ èíòóèöèÿ, 393
îïåðàöèîííàÿ èíòóèöèÿ, 393

âàðèàíòíûé
ðàñøèðÿåìûé, 199

çàâèñèìûé, 27, 490
çàâèñèìûé ôóíêöèîíàëüíûé, 491
Bot, 195
Dynamic, 160

òèï äàííûõ
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àáñòðàêòíûé, 254, 398, 399
ïàðàìåòðè÷åñêèé, 475
ðàçíîðîäíûé, 152

òèï ôîðì, 493
òèï ñîñòîÿíèÿ, 507
òèï òåðìà

êîìïîçèöèîíàëüíîñòü âû÷èñëå-
íèÿ, 22

òèï-îáúåäèíåíèå, 160, 232
òèï-ïåðå÷èñëåíèå, 156
òèï-ïåðåñå÷åíèå, 231, 388, 430, 520
òèï-ïðåäñòàâëåíèå, 394
òèï-ïðîèçâåäåíèå, 146
òèï-ñóììà, 152
òèï-ñâèäåòåëü, 394
òèï-óòî÷íåíèå, 232
òèï-âàðèàíò, 152, 154, 198
òèïèçàöèÿ

äèíàìè÷åñêàÿ, 22
ãëàâíàÿ, 367
ëàòåíòíàÿ, 22

òèïèçèðóåìûé òåðì, ñì. òåðì, êîð-
ðåêòíî òèïèçèðîâàííûé

òîæäåñòâî îáúåêòîâ, 272
óêàçàòåëü, 176, 181

àðèôìåòèêà ñ íèìè, 181
ñëàáûé, 546

óíèôèêàöèÿ, 356
ýêâàöèîíàëüíàÿ, 367, 576

óíèôèêàíä
ýêçèñòåíöèàëüíûé, 350

óíèôèêàòîð
ãëàâíûé, 356
íàèáîëåå îáùèé, 356

óíèâåðñóì, ñì. ìíîæåñòâî, óíèâåð-
ñàëüíîå

óðîâåíü äå Áðàóíà, 99
óñòðàíåíèå ñå÷åíèé, 129

ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà, 318
óòâåðæäåíèå î âû÷èñëåíèè

âûâîäèìîñòü, 56
óòâåðæäåíèÿ î òèïàõ, 113
âåñ òèïà, 453
âû÷èñëåíèå, 54

÷àñòè÷íîå, 129
óïðàâëÿåìîå òèïàìè, 173

íîðìàëüíûé ïîðÿäîê, 76

ñóáúåêòà, 116
âûäåëåíèå, 35
âûâîä ðåãèîíîâ, 28
âûâîä òèïîâ, 121, 350

ëîêàëüíûé, 384
îêðàøåííûé, 384

æàäíûé, 384
âûçîâ

õâîñòîâîé, 326
ìåòîäà, 254, 278
ïî èìåíè, 76
ïî íåîáõîäèìîñòè, 77
ïî çíà÷åíèþ, 77

âèä, 373
îäíîýëåìåíòíûé, 471, 476, 493
ñòåïåííîé, 476
ñòðî÷íûé, 476
óðîâíÿ i, 489
çàâèñèìûé, 476

âèä òèïà, 471
âèä çàïèñåé, 475
ÿäåðíàÿ Fun, 424
ÿíòàðíîå ïðàâèëî, 341
ÿçûê

íåÿâíî òèïèçèðîâàííûé, 121
îáúåêòíûé, 44
îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûé, 205
îïèñàíèÿ ìîäóëåé, 25
ïðîìåæóòî÷íûé, 182
âíåøíèé, 73
âíóòðåííèé, 73
ÿâíî òèïèçèðîâàííûé, 121
Amber, 341
Cecil, 254
CLOS, 254
Dylan, 254
Java, 371
ìèíèìàëüíîå ÿäðî, 276

KEA, 254
MzScheme, 397
Objective Caml, 65
Smalltalk, 254

çàìûêàíèå
ðåôëåêñèâíî-òðàíçèòèâíîå, 37
ðåôëåêñèâíîå, 37
òðàíçèòèâíîå, 37

çàïèñü àêòèâàöèè, 195
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çíà÷åíèå
÷èñëîâîå, 60
íåîáÿçàòåëüíîå, 155

let-ôîðìà
îáîáùåíèå ïîëèìîðôíûõ îïðåäå-

ëåíèé, 145
0-òåðì, 95

abstract data type, ñì. òèï äàííûõ, àá-
ñòðàêòíûé

abstract machine, ñì. ìàøèíà, àá-
ñòðàêòíàÿ

abstract syntax, ñì. ñèíòàêñèñ, àá-
ñòðàêòíûé

abstract syntax tree, ñì. äåðåâî, àá-
ñòðàêòíîå ñèíòàêñè÷åñêîå

abstraction, ñì. àáñòðàãèðîâàíèå
ad-hoc polymorphism, ñì. ïîëèìîð-

ôèçì, ñïåöèàëèçèðîâàííûé
ADT, ñì. òèï äàííûõ, àáñòðàêòíûé
algorithmic subtyping, ñì. îòíîøåíèå

ïîäòèïèðîâàíèÿ, àëãîðèòìè-
÷åñêîå

algorithmic typing, ñì. îòíîøåíèå òè-
ïèçàöèè, àëãîðèòìè÷åñêîå

algorithmic typing relation, ñì. îòíî-
øåíèå òèïèçàöèè, àëãîðèò-
ìè÷åñêîå

Algorithm W, ñì. àëãîðèòì W
alias, ñì. ïñåâäîíèì
alias analysis, ñì. ïñåâäîíèì, àíàëèç
alpha-conversion, ñì. àëüôà-êîíâåðñèÿ
Amber rule, ñì. ÿíòàðíîå ïðàâèëî
array bounds checking, ñì. ïðîâåðêà

âûõîäà çà ãðàíèöû ìàññèâà
arrow type, ñì. òèï, ôóíêöèîíàëüíûé
ascription, ñì. òèï, ïðèïèñûâàíèå
assignment, ñì. ïðèñâàèâàíèå
AST, ñì. abstract syntax tree
axiom, ñì. àêñèîìà
axiomatic semantics, ñì. ñåìàíòèêà,

àêñèîìàòè÷åñêàÿ

Barendregt cube, ñì. ëÿìáäà-êóá
beta-reduction, ñì. áåòà-ðåäóêöèÿ
big-step operational semantics, ñì.

ñåìàíòèêà îïåðàöèîííàÿ ñ
áîëüøèì øàãîì

bisimulation, ñì. áèñèìóëÿöèÿ
bottom-up subexpression, ñì. òèï, ïîä-

âûðàæåíèå, ïðè âçãëÿäå ñíè-
çó ââåðõ

bound variable, ñì. ïåðåìåííàÿ, ñâÿ-
çàííàÿ

bounded existential, ñì. òèï, ýêçèñòåí-
öèàëüíûé îãðàíè÷åííûé

bounded quanti�cation, ñì. êâàíòèôè-
êàöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ

bounds, ñì. îãðàíè÷åíèÿ

calculus of constructions, ñì. èñ÷èñëå-
íèå ïîñòðîåíèé

call
by name, ñì. âûçîâ ïî èìåíè
by need, ñì. âûçîâ ïî íåîáõîäèìî-

ñòè
by value, ñì. âûçîâ ïî çíà÷åíèþ

call-by-value Y -combinator, ñì. Y -
êîìáèíàòîð, ñ âûçîâîì ïî
çíà÷åíèþ

canonical form, ñì. ôîðìà, êàíîíè÷å-
ñêàÿ

capture-avoiding substitution, ñì. ïîä-
ñòàíîâêà, ñâîáîäíàÿ îò çà-
õâàòà

casting, ñì. ïðèâåäåíèå òèïîâ, ñì.
òèï, ïðåîáðàçîâàíèå

categorial grammar, ñì. ãðàììàòèêà,
êàòåãîðèàëüíàÿ

Church encoding, ñì. êîäèðîâàíèå ïî
×¼ð÷ó

Church numeral, ñì. ÷èñëî ×¼ð÷à
Church-style, ñì. ñòèëü ×¼ð÷à
class, ñì. êëàññ
closed term, ñì. òåðì, çàìêíóòûé
coercion, ñì. ïðåîáðàçîâàíèå òèïîâ
coercion semantics, ñì. ñåìàíòèêà ïîä-

òèïîâ íà îñíîâå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ òèïîâ

combinator, ñì. òåðì, çàìêíóòûé
combinatory logic, ñì. ëîãèêà, êîìáè-

íàòîðíàÿ
completely bounded quanti�cation, ñì.

êâàíòèôèêàöèÿ, ïîëíîñòüþ
îãðàíè÷åííàÿ
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comprehension, ñì. âûäåëåíèå
computation rule, ñì. ïðàâèëî, ðàáî-

÷åå
computational e�ect, ñì. ýôôåêò, âû-

÷èñëèòåëüíûé
concrete rule, ñì. ïðàâèëî, êîíêðåòíîå
concrete syntax, ñì. ñèíòàêñèñ, êîí-

êðåòíûé
congruence rule, ñì. ïðàâèëî, ñîîòâåò-

ñòâèÿ
cons ñ õýøèðîâàíèåì, 250
constraint set, ñì. ìíîæåñòâî îãðàíè-

÷åíèé
constraint type, ñì. òèï îãðàíè÷åíèé
continuation, ñì. ïðîäîëæåíèå
Curry-Howard correspondence, ñì. ñî-

îòíîøåíèå Êàððè-Ãîâàðäà
Curry-Howard isomorphism, ñì. ñîîò-

íîøåíèå Êàððè-Ãîâàðäà
Curry-style, ñì. ñòèëü Êàððè
currying, ñì. êàððèðîâàíèå
cut elimination, ñì. óñòðàíåíèå ñå÷å-

íèé
proof, ñì. óñòðàíåíèå ñå÷åíèé, ìå-

òîä äîêàçàòåëüñòâà

dangling reference, ñì. ññûëêà, âèñÿ-
÷àÿ

de Bruijn
index, ñì. èíäåêñ äå Áðàóíà
level, ñì. óðîâåíü äå Áðàóíà
term, ñì. òåðì äå Áðàóíà

decision procedure, ñì. îòíîøåíèå ïîä-
òèïèðîâàíèÿ, ðàçðåøàþùàÿ
ïðîöåäóðà

denotational semantics, ñì. ñåìàíòèêà,
äåíîòàöèîííàÿ

dependent function types, ñì. òèï, çà-
âèñèìûé ôóíêöèîíàëüíûé

dependent kind, ñì. âèä, çàâèñèìûé
depth subtyping, ñì. ïîäòèïèðîâàíèå,

â ãëóáèíó
derived form, ñì. ôîðìà, ïðîèçâîäíàÿ
desugaring, ñì. ñèíòàêñè÷åñêèé ñàõàð,

óäàëåíèå
dimension analysis, ñì. àíàëèç ðàçìåð-

íîñòåé

domain theory, ñì. òåîðèÿ äîìåíîâ
down-cast, ñì. ïðåîáðàçîâàíèå òèïîâ,

íèñõîäÿùåå, ñì. ïðèâåäåíèå
òèïîâ, íèñõîäÿùåå

encoding, ñì. êîäèðîâàíèå
enumeration, ñì. òèï-ïåðå÷èñëåíèå
environment, ñì. îêðóæåíèå
equational uni�cation, ñì. óíèôèêà-

öèÿ, ýêâàöèîíàëüíàÿ
equivalence relation, ñì. îòíîøåíèå ýê-

âèâàëåíòíîñòè
erasure, ñì. ñòèðàíèå òèïîâ
evaluation, ñì. âû÷èñëåíèå
evaluation strategy, ñì. ñòðàòåãèÿ âû-

÷èñëåíèÿ
exception handler, ñì. îáðàáîò÷èê èñ-

êëþ÷åíèé
existential uni�cands, ñì. óíèôèêàíä,

ýêçèñòåíöèàëüíûé
external language, ñì. ÿçûê, âíåøíèé

F -bounded quanti�cation, ñì. êâàíòè-
ôèêàöèÿ, F -îãðàíè÷åííàÿ

F -closed set, ñì. ìíîæåñòâî, F -
çàêðûòîå

F -consistent set, ñì. ìíîæåñòâî, F -
êîíñèñòåíòíîå

�nalizer, ñì. ôèíàëèçàòîð
�nitary overloading, ñì. îïåðàòîð, ïå-

ðåãðóçêà, êîíå÷íàÿ
�rst-class polymorphism, ñì. ïîëèìîð-

ôèçì, ïåðâîãî êëàññà
�exible tuple, ñì. êîðòåæ, ãèáêèé
formal method, ñì.ôîðìàëüíûé ìåòîä
free variable, ñì. ïåðåìåííàÿ, ñâîáîä-

íàÿ
function, ñì. ôóíêöèÿ

garbage collection, ñì. ñáîðêà ìóñîðà
general recursion, ñì. ðåêóðñèÿ, îáùå-

ãî âèäà
generation lemma, ñì. ëåììà, î ïîðîæ-

äåíèè
generics, ñì. ôóíêöèÿ, îáîáùåííàÿ

hash consing, ñì. cons ñ õýøèðîâàíèåì

Rev: �revision�, November 28, 2010 652 �source�le�



Ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü 653

higher-order function, ñì. ôóíêöèÿ,
âûñøåãî ïîðÿäêà

higher-order quanti�cation, ñì. êâàíòè-
ôèêàöèÿ, âûñøåãî ïîðÿäêà

higher-order type operator, ñì. îïåðà-
òîð íàä òèïàìè, âûñøèõ ïî-
ðÿäêîâ

identity function, ñì. ôóíêöèÿ òîæäå-
ñòâà

impredicative polymorphism, ñì. ïîëè-
ìîðôèçì, èìïðåäèêàòèâíûé

inference rule, ñì. ïðàâèëî âûâîäà
inner induction, ñì. èíäóêöèÿ, âëî-

æåííàÿ
instantiation, ñì. êîíêðåòèçàöèÿ
intensional polymorphism, ñì. ïîëè-

ìîðôèçì, èíòåíñèîíàëüíûé
interface, ñì. èíòåðôåéñ
intermediate language, ñì. ÿçûê, ïðî-

ìåæóòî÷íûé
internal language, ñì. ÿçûê, âíóòðåí-

íèé
interpretation function, ñì. ôóíêöèÿ

èíòåðïðåòàöèè
intersection type, ñì. òèï-ïåðåñå÷åíèå
inversion lemma, ñì. ëåììà, îá èíâåð-

ñèè

join, ñì. îáúåäèíåíèå

Kernel Fun, ñì. ÿäåðíàÿ Fun
kind, ñì. âèä òèïà

lambda-calculus, ñì. ëÿìáäà-
èñ÷èñëåíèå

lambda-cube, ñì. ëÿìáäà-êóá
lambda-term, ñì. ëÿìáäà-òåðì
late binding, ñì. ïîçäíåå ñâÿçûâàíèå
let-polymorphism, ñì. ïîëèìîðôèçì,

÷åðåç let
lexer, ñì. àíàëèçàòîð, ëåêñè÷åñêèé
lexical analyzer, ñì. àíàëèçàòîð, ëåê-

ñè÷åñêèé
LF, 493

meet, ñì. ïåðåñå÷åíèå
message, sending, ñì. âûçîâ ìåòîäà

metalanguage, ñì. ìåòàÿçûê
metamathematics, ñì. ìåòàìàòåìàòè-

êà
metatheory, ñì. ìåòàòåîðèÿ
metavariable, ñì. ìåòàïåðåìåííàÿ
method invocation, ñì. âûçîâ ìåòîäà
Milner-Mycroft calculus, ñì. èñ÷èñëå-

íèå Ìèëíåðà-Ìàéêðîôòà
mini-ML, ñì. ìèíè-ML
minimal assumptions, ñì. ïåðåìåí-

íàÿ, ñâîáîäíàÿ, ìèíèìàëü-
íûå ïðåäïîëîæåíèÿ

model checker, ñì. ïðîâåðêà ìîäåëè,
ïðîãðàììà

modularity, ñì. ìîäóëüíîñòü
module, ñì. ìîäóëü
µ-type, ñì. µ-òèï
multi-method, ñì. ìóëüòè-ìåòîä
multiple inheritance, ñì. íàñëåäîâàíèå,

ìíîæåñòâåííîå

nameless term, ñì. òåðì äå Áðàóíà
naming context, ñì. êîíòåêñò èìåíîâà-

íèÿ
natural semantics, ñì. ñåìàíòèêà, åñòå-

ñòâåííàÿ
normalizable term, ñì. òåðì, íîðìàëè-

çóåìûé

object, ñì. îáúåêò
object calculus, ñì. èñ÷èñëåíèå îáúåê-

òîâ
object language, ñì. ÿçûê, îáúåêòíûé
object-oriented language, ñì. ÿçûê,

îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûé
Objective Caml, 65
OCaml, ñì. Objective Caml
operational semantics, ñì. ñåìàíòèêà,

îïåðàöèîííàÿ

package, ñì. ïàêåò
pair, ñì. ïàðà
parametric polymorphism, ñì. ïîëè-

ìîðôèçì, ïàðàìåòðè÷åñêèé
parametricity, ñì. ïàðàìåòðè÷íîñòü
parser, ñì. àíàëèçàòîð, ãðàììàòè÷å-

ñêèé
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partial evaluation, ñì. âû÷èñëåíèå, ÷à-
ñòè÷íîå

partial function, ñì. ôóíêöèÿ, ÷àñòè÷-
íàÿ

partially abstract type, ñì. òèï, ÷à-
ñòè÷íî àáñòðàêòíûé

pattern, ñì. îáðàçåö
pattern matching, ñì. îáðàçåö, ñîïî-

ñòàâëåíèå ñ
PCF, 161
Penn translation, ñì. Ïåíñèëüâàíñêàÿ

òðàíñëÿöèÿ
pi-calculus, ñì. ïè-èñ÷èñëåíèå
pointer arithmetic, ñì. óêàçàòåëè,

àðèôìåòèêà ñ íèìè
polymorphic lambda-calculus, ñì.

ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå, ïîëè-
ìîðôíîå

polymorphic recursion, ñì. ðåêóðñèÿ,
ïîëèìîðôíàÿ

polymorphic update, ñì. îáíîâëåíèå,
ïîëèìîðôíîå

polymorphism, ñì. ïîëèìîðôèçì
prenex-polymorphism, ñì. ïðåíåêñ-

ïîëèìîðôèçì
preorder, ñì. ïðåäïîðÿäîê
principal solution, ñì. ðåøåíèå, ãëàâ-

íîå
principal type, ñì. ãëàâíûé òèï
principal typing, ñì. òèïèçàöèÿ, ãëàâ-

íàÿ
principal uni�er, ñì. óíèôèêàòîð,

ãëàâíûé
proof-carrying code, ñì. êîä, ñîäåðæà-

ùèé äîêàçàòåëüñòâî
pure lambda-calculus, ñì. ëÿìáäà-

èñ÷èñëåíèå, áåñòèïîâîå

quali�ed type, ñì. òèï, ñïåöèôèöèðî-
âàííûé

rank-2 polymorphism, ñì. ïîëèìîð-
ôèçì, ðàíãà 2

raw µ-type, ñì. µ-òèï, ñûðîé
recursive type, ñì. òèï, ðåêóðñèâíûé
reduction, ñì. ðåäóêöèÿ
reference, ñì. ññûëêà
re�nement type, ñì. òèï-óòî÷íåíèå

re�exive and transitive closure, ñì.
çàìûêàíèå, ðåôëåêñèâíî-
òðàíçèòèâíîå

re�exive closure, ñì. çàìûêàíèå, ðå-
ôëåêñèâíîå

relation, ñì. îòíîøåíèå
representation type, ñì. òèï ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ
row kind, ñì. âèä, ñòðî÷íûé
row variable, ñì. ïåðåìåííàÿ, ñòðî÷-

íàÿ
row variable polymorphism, ñì. ïîëè-

ìîðôèçì, ñòðî÷íûõ ïåðåìåí-
íûõ

rule schema, ñì. ñõåìà ïðàâèë
run-time error, ñì. îøèáêà, âðåìåíè

âûïîëíåíèÿ
run-time monitoring, ñì. ìîíèòîðèíã

âî âðåìÿ èñïîëíåíèÿ

safety, ñì. áåçîïàñíîñòü
second-order lambda-calculus, ñì.

ëÿìáäà-èñ÷èñëåíèå, âòîðîãî
ïîðÿäêà

semantic domain, ñì. äîìåí, ñåìàíòè-
÷åñêèé

semantics, ñì. ñåìàíòèêà
sending a message, ñì. âûçîâ ìåòîäà
simple theory of types, ñì. òåîðèÿ òè-

ïîâ, ïðîñòàÿ
small-step operational semantics, ñì.

ñåìàíòèêà îïåðàöèîííàÿ ñ
ìàëûì øàãîì

store, ñì. ïàìÿòü, ñîñòîÿíèå
store location, ñì. ïàìÿòü, àäðåñ
store typing, ñì. ïàìÿòü, ñòðóêòóðà

òèïèçàöèè
structural induction, ñì. èíäóêöèÿ,

ñòðóêòóðíàÿ
structural operational semantics, ñì.

ñåìàíòèêà îïåðàöèîííàÿ,
ñòðóêòóðíàÿ

stuck term, ñì. òåðì, òóïèêîâûé
subclass, ñì. ïîäêëàññ
subset semantics, ñì. ñåìàíòèêà ïîäòè-

ïîâ íà îñíîâå ïîäìíîæåñòâ
substitution, ñì. ïîäñòàíîâêà
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substitution lemma, ñì. ëåììà, î ïîä-
ñòàíîâêå

subsumption, ñì. ïðàâèëî âêëþ÷åíèÿ
subtype, ñì. ïîäòèï
subtyping, ñì. ïîäòèïû
subtyping constraint, ñì. ïîäòèïû,

îãðàíè÷åíèå íà
sum type, ñì. òèï-ñóììà
supertype, ñì. íàäòèï
surface syntax, ñì. ñèíòàêñèñ, êîíêðåò-

íûé
syntactic control of interference, ñì.

ïñåâäîíèì, àíàëèç, ïàðàçèò-
íûå âçàèìîäåéñòâèÿ

syntactic sugar, ñì. ñèíòàêñè÷åñêèé
ñàõàð

System F, ñì. Ñèñòåìà F

tail call, ñì. âûçîâ, õâîñòîâîé
term, ñì. òåðì
term elaboration function, ñì. ôóíê-

öèÿ, ðàñêðûòèÿ ñîêðàùåíèé
thunk, 267
token, ñì. ëåêñåìà
top-down subexpression, ñì. òèï,

ïîäâûðàæåíèå, ïðè âçãëÿäå
ñâåðõó âíèç

total induction, ñì. èíäóêöèÿ, âñþäó
îïðåäåëåííàÿ

tree, ñì. òèï, äðåâîâèäíûé
tree type, ñì. òèï, äðåâîâèäíûé
tuple, ñì. êîðòåæ
typable term, ñì. òåðì, êîððåêòíî òè-

ïèçèðîâàííûé
type, ñì. òèï
type abstraction, ñì. àáñòðàêöèÿ òèïà
type application, ñì. ïðèìåíåíèå òèïà
type class, ñì. êëàññ òèïîâ
type constructor, ñì. òèï, êîíñòðóêòîð

òèïîâ
type erasure, ñì. ñòèðàíèå òèïîâ
type inference, ñì. âûâîä òèïîâ
type instantiation, ñì. êîíêðåòèçàöèÿ

òèïà
type operator, ñì. îïåðàòîð íàä òèïà-

ìè
type reconstruction, ñì. ðåêîíñòðóê-

öèÿ òèïîâ, ñì. âûâîä òèïîâ

type substitution, ñì. ïîäñòàíîâêà òè-
ïîâ

type system, ñì. ñèñòåìà òèïîâ
type variable, ñì. ïåðåìåííàÿ, òèïîâàÿ
type-erasure semantics, ñì. ñåìàíòèêà

ñî ñòèðàíèåì òèïîâ
type-passing semantics, ñì. ñåìàíòèêà

ñ ïåðåäà÷åé òèïîâ
typing derivation, ñì. äåðåâî, âûâîäà

òèïîâ
typing relation, ñì. îòíîøåíèå òèïèçà-

öèè
typing rule, ñì. ïðàâèëî òèïèçàöèè

uni�cation, ñì. óíèôèêàöèÿ
uni�cation algorithm, ñì. àëãîðèòì,

óíèôèêàöèè òèïîâ
union type, ñì. òèï-îáúåäèíåíèå
untyped lambda-calculus, ñì. ëÿìáäà-

èñ÷èñëåíèå, áåñòèïîâîå
up-cast, ñì. ïðèâåäåíèå òèïîâ, âîñõî-

äÿùåå

variant type, ñì. òèï, âàðèàíòíûé

weak head reduction, ñì. ðåäóêöèÿ,
ñëàáàÿ çàãîëîâî÷íàÿ

weak type variable, ñì. ïåðåìåííàÿ,
òèïîâàÿ ñëàáàÿ

well-typed term, ñì. òåðì, êîððåêòíî
òèïèçèðîâàííûé

width subtyping, ñì. ïîäòèïèðîâàíèå,
â øèðèíó

wildcard binder, ñì. ñâÿçûâàíèå-
ïóñòûøêà

witness type, ñì. òèï-ñâèäåòåëü
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