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Используемые обозначения
∅  — пустое множество, то есть множество, не 
содержащее ни одного элемента.
a A∈  — a принадлежит множеству A.
A B⊂  — множество A является подмножеством 
множества B, то есть все элементы A принад-
лежат B.
A B  — объединение множеств A и B, то есть 
множество, содержащее все элементы A и B.
A B  — пересечение множеств A и B, то есть 
множество, содержащее только общие элементы 
A и B.
A B⇒  — из A следует B.
A B⇔  — A и B равносильны, то есть A B⇒
и B A⇒ .
∠ А — угол A.

AB∪  — дуга AB.
AB CD  — отрезки AB и CD параллельны.

a b




  — векторы a и b


коллинеарны.
AB CD⊥  — отрезки AB и CD перпендикулярны.

a b⊥




— векторы a  и b


ортогональны.
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( a ^ b


) — угол между векторами a  и b


.
1

0 1 1( ) n n
n n nP x a x a x a x a−

−= + + + +  — мно-
гочлен степени n от x.
R(x) — рациональная функция, то есть функция, 
для нахождения значения которой нужно про-
извести только операции сложения, вычитания, 
умножения и деления.



1 . Числовые множества 
и операции с числами

1 .1 . Числовые множества

1.1.1. Множество натуральных чисел N — множе-
ство, элементы которого используются для счета 
и нумерации объектов: 1, 2, 3, …, n, …
1.1.2. Множество целых чисел Z — множество, 
состоящее из всех натуральных чисел, из чисел, 
противоположных натуральным, и числа ноль: 
…, –2, –1, 0, 1, 2, …
1.1.3. Множество рациональных чисел Q — мно-

жество, состоящее из чисел вида m
n

, где ∈m Z, 

∈n N. Каждое рациональное число представимо 
в виде конечной или бесконечной периодической 
десятичной дроби.
1.1.4. Множество иррациональных чисел  — мно-
жество, состоящее из чисел, представимых в виде 
бесконечных непериодических десятичных дробей.
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1.1.5. Множество действительных чисел R  — мно-
жество, состоящее из всех рациональных и ирра-
циональных чисел.
1.1.6. Множество комплексных чисел С — множе-
ство упорядоченных пар действительных чисел 
(a; b), для которых определены

 � равенство:

1 1 2 2 1 2 1 2( ; ) ( ; ) ;a b a b a a b b= ⇔ = = ,

 � сложение:

+ = + +1 1 2 2 1 2 1 2( ; ) ( ; ) ( ; )a b a b a a b b ,

 � умножение:

⋅ = − +1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1( ; ) ( ; ) ( ; )a b a b a a b b a b a b .

Алгебраическая форма записи комплексного 
числа: a + bi, где i = (0; 1) — мнимая единица; 

= − = −2 ( 1;0) 1i .
Примеры. 

 � Рациональные числа:

− = − = −7 167
4 4,175

40 40
; 0; = =

5
0,55 0,(5)

9
;

= = =

4 26
2 2, 3636 2,(36)

11 11
; =16

3 3,64
25

.
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 � Иррациональные числа:

= 2 1, 4142 ; = 3log 5 1, 4649 ; π = 3,1415

 � Комплексные числа:

2 – 5i; –5,76 + 8,53i; −1 2i ; + 37 5i .

1 .2 . Числовые промежутки

№ Назва-
ние

Обозна-
чение

Запись 
в виде не-
равенства

Изображение

1 От-
крытый 
проме-
жуток 
(интер-
вал)

(a, b) a < x < b

2 Зам-
кнутый 
проме-
жуток 
(отре-
зок)

[a, b] a � x � b
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№ Назва-
ние

Обозна-
чение

Запись 
в виде не-
равенства

Изображение

3 Полуот-
крытые 
проме-
жутки

(a, b]

[a, b)

a < x � b

a � x < b

4 Беско-
нечные 
проме-
жутки

(a, +∞) a < x < +∞

[a, + ∞) a � x < +∞

(–∞, b) –∞ < x < b

(–∞, b] –∞ < x � b

(–∞, ∞) = 
= R

–∞ < x < ∞

1 .3 . Признаки делимости

Число делится на 2, если его последняя цифра 
четная, то есть делится на 2.
Число делится на 3, если сумма всех его цифр 
делится на 3.
Число делится на 4, если его две последние цифры 
образуют число, делящееся на 4.
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Число делится на 5, если его запись оканчивается 
цифрой 0 или цифрой 5.
Число делится на 6, если оно делится на 2 и на 3.
Число делится на 10, если его последняя цифра 0.
Число делится на 10n, если n его последних цифр 
нули.

1 .4 . Арифметические операции 
с действительными числами

Арифметические операции с действительными 
числами — сложение, умножение, вычитание и де-
ление. В таблице даны основные свойства сложе-
ния и умножения.

№ Свойства сложения № Свойства умножения

1 Коммутативное:

a + b = b + a

1 Коммутативное:

a × b = b × a

2 Ассоциативное:

(a + b) + c = a + (b + c)

2 Ассоциативное:

(a × b) × c = a × (b × c)

3 Дистрибутивное свойство умножения относительно 
сложения:

a × (b + c) = a × b + a × c
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№ Свойства сложения № Свойства умножения

4 a + 0 = a 4 a × 1 = a

5 a + (–a) = 0

a и –a — противопо-
ложные числа

5
⋅ =1

1а
а

, a ≠ 0

a и 
1
а

 — обратные числа

a, b, c ∈ R a, b, c ∈ R

Вычитание — сложение с противоположным чис-
лом:

− = + −( )a b a b ;

Деление — умножение на обратное число:

= ⋅ 1
:a b a

b
 при ≠ 0b .

1 .5 . Модуль действительного числа

Модуль (абсолютная величина) действительного 
числа:

, 0
, 0

a a
a

a a
≥

= − <
.
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Свойства модуля:

1) ≥ 0a ;

2) − =a a ;

3) ⋅ = ⋅a b a b ;

4) =
aa

b b
 при ≠ 0b ;

5) = nna a , где = ⋅ ⋅ ⋅



n

n

a a a a , , 1n N n∈ > ;

6) = =22 2nn na a a ;

7) + ≤ +a b a b , ∈,a b  R.

Примеры:
⋅ ⋅= − = = − ⋅ ⋅ − − = =2 3 5

0 0; 11 11 11; ( 2) 3 ( 5) : ( 6) 5
6

; 

− = =3 3( 2) 2 8 .

1 .6 . Арифметические операции 
с обыкновенными дробями

1.6.1. Обыкновенные дроби — числа вида 
m
n

, где 

∈m Z, ∈n N. Если ≥m n , то дробь неправильная, если 
m < n, то дробь правильная ( ∈,m n N ). Если дробь 
неправильная, то можно выделить ее целую часть. 
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Пример: 
+= =98 85 13 13

5
17 17 17

.

1.6.2. Сокращение дроби: =ac a
bc b

. 
Пример: 

⋅= =
⋅

24 3 8 3
32 4 8 4

.

1.6.3. Сложение дробей.
1. Знаменатели не имеют общих множителей:

++ = ≠ ≠, 0, 0
a c ad bc

b d
b d bd

;

2. Знаменатели имеют общий множитель k:
++ = ≠ ≠ ≠, 0, 0, 0

a c ad bc
b d k

bk dk bdk
. 

Примеры:
⋅ + ⋅ ++ = = =

⋅
2 4 2 9 4 7 18 28 46
7 9 7 9 63 63

;

11 27 11 27 11 5 27 3
24 40 3 8 5 8 3 5 8

55 81 136 17 8 17 2
1 .

120 120 15 8 15 15

⋅ + ⋅
+ = + = =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
+ ⋅

= = = = =
⋅
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1.6.4. Умножение дробей:

⋅ = ≠ ≠, 0, 0
a c ac

b d
b d bd

.

Пример:
⋅⋅ = =
⋅

8 3 8 3 2
9 4 9 4 3

.

1.6.5. Деление дробей:

= ≠ ≠ ≠: , 0, 0, 0
a c ad

b d c
b d bc

.

Примеры:
⋅= =
⋅

4 2 4 3 2
:

9 3 9 2 3
; = =

⋅
8 8 2

: 4
15 15 4 15

; 

⋅= =2 4 3
4 : 6

3 2
.

1 .7 . Связь между десятичными 
и обыкновенными дробями

Десятичная дробь — обыкновенная дробь, зна-
менатель которой представляет собой степень 
числа 10, то есть = ⋅ ⋅ ⋅



10 10 10 10n

n

, а числи-

тель — любое целое число. Любую десятичную 
дробь можно записать в виде обыкновенной дроби. 
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Пример:
⋅= = =
⋅

325 13 25 13
0, 325

1000 40 25 40
.

Обыкновенную дробь можно представить в виде 
конечной десятичной дроби тогда и только тогда, 
когда ее знаменатель раскладывается на простые 
множители, состоящие только из чисел 2 или 5. 
В противном случае обыкновенную дробь можно 
представить в виде бесконечной периодической 
десятичной дроби. 
Примеры:

1) 
⋅ ⋅= = = =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
9 9 9 5 5 225

0,225
40 2 2 2 5 2 2 2 5 5 5 1000

;

2) = = =
⋅ ⋅ ⋅



19 19
0, 31666 0, 31(6)

60 2 2 3 5
 (число 

в скобках — период десятичной дроби).

1 .8 . Операция возведения в степень

Определение степени действительного числа a:

№ Название Формула

1 Степень с нату-
ральным показа-
телем

= ⋅ ⋅ ⋅



n

n

a a a a , ∈n N

Продолжение
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№ Название Формула

2 Степень с нулевым 
показателем

=0 1a , ≠ 0a

3 Степень с целым 
отрицательным по-
казателем

− = 1n
n

a
a

, ≠ 0a , ∈n N

4 Корень n-й степени 
из числа a

1)  > 0a ⇒  > 0n a , ( ) =
n

n a a , 

∈n N; n > 1

2)  a = 0 ⇒  = 0n a , ∈n N;

3)  a < 0 ⇒  n = 2k – 1, ∈k N, 

−2 1k a < 0, ( ) −
− =

2 1
2 1

k
k a a

5 Степень с рацио-
нальным показа-
телем

= ⋅ ⋅ ⋅ =



m
n mn n nn

m

a a a a a , ≥ 0a , 

∈,m n N, n > 1

6 Степень с иррацио-
нальным показа-
телем

1)  a = 1. Если ω  — иррациональ-

ное число, тогда 1aω = ;

2)  a > 1. Если ω  такое иррацио-

нальное число, что ω< <p q ,  

то aω — такое число, что 
ω< <p qa a a , ∈a R, ∈,p q Q;

(Продолжение)



1. Числовые множества и операции с числами 25

№ Название Формула

3)  0 < a < 1. Если ω  такое 
иррациональное число, что 

ω< <p q , то ωa  — такое 

число, что ω< <q pa a a ,  

∈a R, ∈,p q Q

Примеры:
  = ⋅ ⋅ ⋅ =  

4
2 2 2 2 2 16
3 3 3 3 3 81

; 7830 = 1;  

− = =3
3

1 1
4

644
; =3 125 5 ;  

− = −5
1 1
32 2

; ( )= ⋅ = = =
2 2

23 3 338 8 8 8 2 4 ; 

( )
−

= = = =
3
2

3 3 3
2

1 1 1 1
16

6441616
.

Свойства степеней ( ∈, , ,a b p q R, > >0, 0a b ):

1) +⋅ =p q p qa b a ;

2) −=:p q p qa b a ;
3) =( )p q pqa a ;
4) ⋅ = ( )p p pa b ab ;

5)  =   
:

p
p p a

a b
b

.
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1 .9 . Формулы сокращенного умножения

1) + = + +2 2 2( ) 2a b a ab b ;
2) − = − +2 2 2( ) 2a b a ab b ;
3) + + = + + + + +2 2 2 2( ) 2( )a b c a b c ab ac bc ;
4) − = − +2 2 ( )( )a b a b a b ;

5) + = + + +3 3 2 2 3( ) 3 3a b a a b ab b ;
6) − = − + −3 3 2 2 3( ) 3 3a b a a b ab b ;
7) + = + − +3 3 2 2( )( )a b a b a ab b ;
8) − = − + +3 3 2 2( )( )a b a b a ab b ;
9) − = − + +4 4 2 2( )( )( )a b a b a b a b ;

10) − − − −− = − + + + +

1 2 2 1( )( )n n n n n na b a b a a b ab b

Примеры:

3552 – 3452 = (355 – 345) ⋅  (355 + 345) = 
= 10 ⋅700 = 7000; 

3 3 3 2 2

3

13 (10 3) 10 3 10 3 3 10 3

3 1000 900 270 27 2197.

= + = + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +
+ = + + + =
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1 .10 . Арифметические операции 
с корнями

1.10.1. Корень n-й степени из неотрицательного 

числа a — неотрицательное число n a , которое при 

возведении в степень n дает a, то есть ( ) =
n

n a a . 

Выражения вида n a , где ∈n  N, n > 1, 0a ≥ , на-

зывают корнями (символ n  — радикал).
1.10.2. Умножение корней: 

⋅ =a b ab , ⋅ = ⋅ =6 6 62 3 2 33 a b a b a b , 
+ ⋅ + = + + +( ) ( )a b c d ac bc ad bd  — 

почленное умножение, ≥ ≥ ≥ ≥0, 0, 0, 0a b c d .
1.10.3. Деление на некоторые выражения, содер-
жащие корни:

1) = =
⋅

1 a a
aa a a

, 0a > ;

2) = =
3 32 2

3 3 23

1 a a
aa a a

, 0a > ;

3) 
+ += =

−− − +
1

( )( )

a b a b
a ba b a b a b

,

> >0, 0a b , ≠a b ;



28 Краткий справочник по математике для абитуриентов и студентов

4) 
3 32 23

3 3 3 32 23 3 3

1

( )( )

+ +
= =

− − + +

a ab b
a b a b a ab b
3 32 23+ +

=
−

a ab b
a b

, > >0, 0a b , ≠a b .

Примеры:

1) ( 3 2) ( 18 12) 54 36 36− ⋅ + = − + −  
24 54 24 9 6 4 6 3 6

2 6 6;

- = - = × - × = -

- =

2) 
⋅ ⋅= = =
⋅

3 23
3

3 3 23

6 6 2 6 2
3 4

22 2 2
;

3) 

4 4 ( 11 7)

11 7 ( 11 7) ( 11 7)

× +
= =

- - × +  
⋅ += = +

−
4 ( 11 7)

11 7
11 7

.

1.10. 4. Свойства корней

1) 
m

n m na a= =
n n n

m

a a a= ⋅ ⋅ ⋅



;

2) ( ) =
k

n nm mka a ;

3) ⋅ =n n na b ab ; 4) =:n n n
a

a b
b

;
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5) ⋅ = nm m nn ma b a b ; 6) =:
m

n m nm
n

a
a b

b
;

7) =m n mna a ; 8) =nk nmk ma a .
Примеры: 

⋅ = ⋅ = = ⋅ =6 67 63 6 64 2 16 8 2 2 2 2 2 ; 

= =123 64 64 2 2 .

1 .11 . Операции с комплексными числами

1.11.1. Алгебраическая форма комплексного числа: 
z x yi= + , где Rex z=  — действительная часть, 

Imy z=  — мнимая часть комплексного числа, 
x, y ÎR, i — мнимая единица (i2 = –1).
Комплексно сопряженное число к числу z:

z x yi= - .

Свойства z и z :

2z z x+ = , 2 2z z x y× = + .

Сложение и вычитание:

1 1 2 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )x y i x y i x x y y i+ ± + = ± + ± .
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Умножение:

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( )x y i x y i x x y y x y x y i+ × + = - + + .

Деление:
1 1

1 1 2 2
2 2

1 1 2 2

2 2 2 2

( ) : ( )

( )( )
( )( )

x y i
x y i x y i

x y i

x y i x y i

x y i x y i

+
+ + = =

+

+ -
= =

+ -

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2
2 2 2 2

2 1 1 2
2 2
2 2

( ) ( )

.

x x y y x y x y i x x y y

x y x y

x y x y
i

x y

+ + - +
= = +

+ +

-
+

+
Примеры:
1) 2(1 2 ) (4 3 ) 4 8 3 6i i i i i+ × - = + - - =

4 5 6 10 5i i= + + = + ;

2) 
4 3 (4 3 )(1 2 )

(4 3 ) : (1 2 )
1 2 (1 2 )(1 2 )

i i i
i i

i i i
- - -

- + = = =
+ + -

24 3 8 6 2 11
0, 4 2,2 .

1 4 5 5
i i i

i i
- - +

= =- - =- -
+

1.11.2. Тригонометрическая форма комплексного 
числа: 

(cos sin )z x yi r ij j= + = + , 
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где 2 2r x y= +  — модуль, j  — аргумент ком-

плексного числа, tg ( 0)
y

x
x

j = ¹ , p j p- £ £  

или 0 2j p£ £ . Для однозначного определения 
аргумента необходимо учитывать знаки x и y. 

Если x = 0, y > 0, то 
2
p

j = ; если x = 0, y < 0, то

2
p

j =- ; если x > 0, y = 0, то 0j = ; если x < 0, 

y = 0, то j p= . 
Умножение:

( )1 2 1 2 1 2 1 2cos( ) sin( )z z r r ij j j j× = + + + .

Деление:

( )1
1 2 1 2 1 2

2

: cos( ) sin( )
r

z z i
r

j j j j= - + -   
при 2 0z ¹ .

Возведение в натуральную степень:

(cos sin )n nz r n i nj j= +  — формула Муавра.

Извлечение корня натуральной степени:
2 2

cos sin ,

0,1, , 1.

n n k k
z r i k

n n

n

j p j pæ ö+ + ÷ç= + =÷ç ÷÷çè ø

= -
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Примеры:

1) 
1 1

1 2
2 2

z i i
æ ö÷ç ÷=- + = - + =ç ÷ç ÷çè ø

3 3
2 cos sin

4 4
i

p pæ ö÷ç= + ÷ç ÷÷çè ø
;

2) ( )
4

4 4 4 3 4 3
( 1 ) 2 cos sin

4 4
z i i

p pæ ö× × ÷ç= - + = + =÷ç ÷÷çè ø

4(cos 3 sin 3 ) 4ip p= + =- ;

3) 3 3
2

1 (cos sin ) cos
3

k
i

p p
p p

+
- = + = +

2
sin

3
k

i
p p+

+ ,

0

1 3
0 cos sin

3 3 2 2
k z i i

p p
= Þ = + = + , 

11 cos sin 1k z ip p= Þ = + =- ,

2

5 5 1 3
2 cos sin

3 3 2 2
k z i i

p p
= Þ = + = - .

1.11.3. Показательная форма комплексного числа: 

iz x yi rej= + = , где cos sinie ij j j= + .

Умножение:

1 2( )
1 2 1 2

iz z r r e j j+× = .
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Деление:
1 2( )1

1 2
2

: ir
z z e

r
j j-= , 2 0z ¹ .

Возведение в натуральную степень:

n n n iz r e j=

Извлечение корня натуральной степени:
2

, 0,1, , 1
k

i
n n nz re k n

j p+

= = - .

Примеры:

1) 1 3
1 3 2 2 cos sin

2 2 3 3
i i i

p pæ ö æ öæ ö æ ö÷ç ÷ç ÷ ÷ç ç÷ç ÷- = - = - + - =÷ ÷ç ç ç÷ ÷ç ÷ ÷ç ÷ ÷ç ç÷ ÷ç÷ è ø è øç è øè ø
32

i
e

p
-

= ;

2) ( )
6

6
6 231 3 2 64 64

i ii e e
p

p- -
æ ö÷ç ÷- = = =ç ÷ç ÷çè ø

;

3) 
1

2
2 224 4 4

k ii
i e e

pp p
æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷çè ø= = , 

4
0

2 2
0 2 2 2 2

2 2

i
k z e i i

p æ ö÷ç ÷ç= Þ = = + = +÷ç ÷÷çè ø
,

5
4

1

2 2
1 2 2 2 2

2 2

i
k z e i i

p æ ö÷ç ÷ç= Þ = = - - =- -÷ç ÷÷çè ø
.

Степени числа i: i0 = 1, i1 = i, i2 = 1, i3 = –i, i4 = 1 
и т. д.
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1 .12 . Пропорции и средние значения

Пропорция:
a c
b d
=  (b ≠ 0, d ≠ 0). 

Свойства:
1) ad = bc;

2) a b c d
b d
± ±

= .

Среднее квадратическое:

( )2 2 2
. 1 2

1
квад na a a a

n
= + + + , 1,2, ,i n=  .

Среднее арифметическое:

1 2
.

n
ариф

a a a
a

n

+ + +
=



, 1,2, ,i n=  .

Среднее геометрическое:

. 1 2
n

геом na a a a= × × × , 0, 1,2, ,ia i n> =  .

Среднее гармоническое:

.

1 2

1 1 1гарм

n

n
a

a a a

=
+ + +

, 0, 1,2, ,ia i n> =  .
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Примеры:

( )2 2
.

1
(2;18) 2 18 164 12,8

2квадa = + = » ;

.

2 18
(2;18) 10

2арифa
+

= = ;

. (2;18) 2 18 6геомa = × = ;

.

2
(2;18) 3,6

1 1
2 18

гармa = =
+

.

1 .13 . Некоторые числовые суммы (n ∈ N)

1) 
1

( 1)
2

n

k

n n
k

=

+
=å ; 

2) 2

1

( 1)(2 1)
6

n

k

n n n
k

=

+ +
=å ; 

3) 
2 2

3

1

( 1)
4

n

k

n n
k

=

+
=å ;

4) 2

1

(2 1)
n

k

k n
=

- =å ; 

5) 
2

2

1

(4 1)
(2 1)

3

n

k

n n
k

=

-
- =å ; 
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6) 3 2 2

1

(2 1) (2 1)
n

k

k n n
=

- = -å ;

7) 
1

1
( 1) 1

n

k

n
k k n=

=
+ +å ; 

8) 
1

1 ( 3)
( 1)( 2) 2( 1)( 2)

n

k

n n
k k k n n=

+
=

+ + + +å .

1 .14 . Числовые неравенства

1.14.1. Числовое неравенство — отношение, свя-
зывающее два числа a и b посредством одного 
из знаков: < (меньше); £  (меньше или равно); 
> (больше); ³  (больше или равно).
1.14.2. Свойства числовых неравенств:
1) a b b a> Û < ;
2) ,a b b c a c> > Þ > ;
3) a b a c b c> Û + > + ;
4) , 0a b c ac bc> > Û > ;
5) , 0a b c ac bc> < Û < ;
6) ,a b c d a c b d> > Þ + > + ;
7) 0, 0a b c d ac bd> > > > Þ > ;
8) ,a b c d a c b d> < Þ - > - ;
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9) 1 10a b a b- -> > Û < ;

10) 0 ,n n n na b a b a b> > Û > > , , 1n N nÎ ¹ .
1.14.3. Некоторые важные неравенства:

a b a b+ £ + ; 
1

2a
a

+ ³ , a > 0; 

( )2 22 1
1 1 2 2

a b
ab a b

a b

+
£ £ £ +

+
  

при a > 0, b > 0.

1 .15 . Логарифмы

1.15.1. Логарифм числа b (b > 0) по основанию a 
(a > 0, 1a ¹ ) — показатель c степени, в которую 
нужно возвести основание a, чтобы получить 
число b: logc

aa b c b= Û = .
1.15.2. Свойства логарифмов:

1) loga ba b=  (a > 0, 1a ¹ );
2) log c

a a c=  (a > 0, 1a ¹ );
3) log 1 0a =  (a > 0, 1a ¹ );
4) log 1a a =  (a > 0, 1a ¹ );
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5)  ( )log log loga a abc b c= +  (a > 0, 1a ¹ , b > 0, 
c > 0);

6)  ( )log : log loga a ab c b c= -  (a > 0, 1a ¹ , b > 0, 
c > 0);

7) log logp
a ab p b=  (a > 0, 1a ¹ , b > 0);

8) 2log 2 logn
a ab n b=  (a > 0, 1a ¹ , 0b ¹ );

9) 
log

log
log

c
a

c

b
b

a
=  (a > 0, 1a ¹ , c > 0, 1c ¹ , b > 0);

10) 
1

log
loga

b

b
a

=  (a > 0, 1a ¹ , b > 0, 1b ¹ );

11) 1
log logp aa

b b
p

=  (a > 0, 1a ¹ , b > 0, 0p ¹ );

12) log logp
q

aa

q
b b

p
=  (a > 0, 1a ¹ , b > 0, 0p ¹ ).

1.14.3. Десятичный логарифм:

lg b = log10b.

Натуральный логарифм:

ln b = logeb, где e = 2,71828… .
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Примеры:

1) 
2
3

3 33

1 2
log log 3

39

-
= =- ;

2) 2 lg 5 + 0,5 lg 16 = lg 25 + lg 4 = lg100 = 2;
3) 

2
2 4 4log 3 2log 3 log 3 24 4 4 3 9= = = = .



2 . Комбинаторика  
и бином Ньютона

2 .1 . Комбинаторика

Комбинаторика — раздел математики, посвя-
щенный решению задач выбора и расположения 
элементов некоторого конечного множества в со-
ответствии с определенными правилами.
2.1.1. Перестановки из n элементов — упорядочен-
ные множества, составленные из всех n элементов 
конечного множества.
Число перестановок из n элементов:

Pn = n!, где ! 1 2 3 ( 1)n n n= × × × × - ×   
при n NÎ , n > 1. 

По определению 0! = 1, 1! = 1.
Свойство n!:

n! = (n – 1)!n, n NÎ . 
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Формула Стирлинга:

! 2 n nn n n ep -» .

Пример:

P5 = 5! = 1 2 3 4 5× × × × = 120.

2.1.2. Размещения из n элементов по m — упорядо-
ченные множества, составленные из m элементов 
конечного множества, состоящего из n элементов.
Число размещений из n по m без повторений эле-
ментов:

!
( 1) ( 1)

( )!
m
n

m

n
A n n n m

n m
= × - × × - + =

-




, 

,m n NÎ , m n£ , 0 1nA = .

Свойство:

! 1 2n
n nA P n n= = = × × × .

Число размещений из n по m с повторениями 
элементов:

m m
nA n= , ,m n NÎ .
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Примеры:
3
5 5 4 3 60A = × × = ; 3 3

5 5 125A = = .

2.1.3. Сочетания из n элементов по m — неупорядо-
ченные множества, составленные из m элементов 
конечного множества, состоящего из n элементов.
Число сочетаний из n по m:

!
( )! !

m
m n
n

m

A n
C

P n m m
= =

- , ,m n NÎ , m n£ , 0 1nC = .

Свойства:

1) m n m
n nC C -= ;

2) 1n
nC = ;

3) 1
nC n= .

Пример:

3
5

5! 5 4
10

2!3! 2
C

×
= = = .

2 .2 . Бином Ньютона

0

( )
n

n m n m m
n

m

a b C a b-

=

+ = =å
 

= 1 1 1 1n n n n n
n na C a b C ab b- - -+ + + + , , 2n N nÎ ³ .
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Здесь m
nC  — биномиальные коэффициенты.

Примеры:

1) 4 4 1 3 2 2 2 3 3 4
4 4 4( )a b a C a b C a b C ab b+ = + + + + =

4 3 2 2 3 44 6 4a a b a b ab b= + + + + ;

2) 5 5 1 4 2 3 2 3 2 3
5 5 5( )a b a C a b C a b C a b+ = + + + +  

4 4 5 5 4 3 2 2 3
5

4 5

5 10 10

5 .

C ab b a a b a b a b

ab b

+ + = + + + +

+ +



3 . Алгебраические 
уравнения и неравенства 

3 .1 . Уравнения и неравенства 
первой степени

3.1.1. Уравнение первой степени:
b

ax b x
a

= Û =  при 0a ¹ .

3.1.2. Система двух уравнений первой степени 
с двумя неизвестными:

1 1 1

2 2 2

a x b y c

a x b y c

ì + =ïï Ûíï + =ïî
 

1 2 2 1

1 2 2 1

1 2 2 1

1 2 2 1

c b c b
x

a b a b

a c a c
y

a b a b

ì -ïï =ïï -ïïíï -ï =ïï -ïïî

  

при 1 2 2 1 0a b a b- ¹ .

3.1.3. Неравенство первой степени:
0a b

ax b x
a

>

> Û > ; 
0a b

ax b x
a

<

> Û < .
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3.1.4. Система неравенств первой степени: 
a bx a

x a
x b

>ì >ïï Û >íï >ïî
; 

b ax a
x b

x b

>ì >ïï Û >íï >ïî
; 

b ax a
a x b

x b

>ì >ïï Û < <íï <ïî
; 

a bx a

x b

>ì >ïï Ûíï <ïî
x ÎÆ ; 

a bx a
x b

x b

>ì <ïï Û <íï <ïî
; 

b ax a
x a

x b

>ì <ïï Û <íï <ïî
.

3 .2 . Уравнения и неравенства 
второй степени

3.2.1. Уравнение второй степени (квадратное):
2 0

квадратныйтрехчлен

ax bx c+ + =


 при 0a ¹ .

Дискриминант: 
2 4D b ac= - .

Корни:

1, 2 2
b D

x
a

- ±
= .
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D > 0 Þ x1, x2 Î  R, 1 2x x¹ ;

D = 0 Þ 1 2 2
b

x x
a

= =-  —  
действительный корень кратности 2;

D < 0 Þ  1, 2 2

b i D
x

a

- ±
=  —  

комплексно сопряженные корни.

Разложение на множители:
2

1 2( )( )ax bx c a x x x x+ + = - - , при 1 2x x¹ ;

2 2
1( )ax bx c a x x+ + = -  при 1 2 2

b
x x

a
= =- .

Теорема Виета:

1 2 1 2,
b c

x x x x
a a

+ =- = .

Приведенное квадратное уравнение:

2 0x px q+ + = , 2 4D p q= - , 1, 2 2
p D

x
- ±

= ; 
2

1 2( )( )x px q x x x x+ + = - - ; 

1 2 1 2,x x p x x q+ =- = .

Неполные квадратные уравнения:

2 0 ( ) 0ax bx x ax b+ = Û + = ,  
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корни: 1 20,
b

x x
a

= =-  ( 0a ¹ ).

2 20ax c ax c+ = Û =- ,  

корни: 1,2

c
x

a
=± -  ( 0a ¹ ).

Примеры:
2

1, 2 1 2

6 2 0 1 4 6 ( 2) 49,

1 7 1 2
, , ;

12 2 3

x x D

x x x

+ - = Þ = - × × - =
- ±

= = =-

 

2

1, 2

2 5 0 4 4 5

2 4
16, 1 2 .

2

x x D

i
x i

- + = Þ = - × =
±

=- = = ±

3.2.2. Неравенство второй степени (квадратное):

2 0ax bx c+ + >  при 0a ¹ .

1
1 2

2

0, 0,
x x

D a x x
x x

é <ê> > < Þ ê >ë
; 

1 2 1 20, 0,D a x x x x x> < < Þ < < ; 

1
1 2

1

0, 0,
x x

D a x x
x x

é <ê= > = Þ ê >ë
;  
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0, 0,D a= < Þ x ÎÆ ; 
0, 0D a x R< > Þ Î ; 0, 0D a< < Þ x ÎÆ .

3 .3 . Уравнение третьей степени

Уравнение третьей степени (кубическое):

3 2 0ax bx cx d+ + + =  при 0a ¹ .

Как правило, кубическое уравнение решается раз-
ложением на множители. Пример:

4x3 – 8x2 – x + 2 = 0 Û  4x2(x – 2) – (x – 2) = 0 Û

Û (4x2 – 1)(x – 2) = 0 
2 0,54 1

22

xx
xx

é é = ±=ê êÛ Ûê ê == ëë
.

3 .4 . Уравнение четвертой степени

Уравнение четвертой степени:

4 3 2 0ax bx cx dx e+ + + + =  при 0a ¹ .

Биквадратное уравнение:

4 2 0ax bx c+ + =  при 0a ¹ .
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Замена переменной 2y x=  приводит биквадрат-
ное уравнение к квадратному 2 0ay by c+ + = . 
Корни биквадратного уравнения:

3, 4 2
b D

x
a

- -
=± , 3, 4 2

b D
x

a
- -

=± ,  

где 2 4D b ac= -  — дискриминант.

Пример:

4 27 12 0x x- + = , 
2y x= , 

2 7 12 0y y- + = ,  
49 48 1D = - = ,  

1 23, 4y y= = , 1, 2 3, 43, 2x x=± =± .

3 .5 . Уравнение n-й степени

Уравнение n-й степени:
1

0 1 1 0n n
n na x a x a x a-
-+ + + + = , 0 0a ¹ .

Частные случаи:

1) 0 02 2
cos sinn n

k k
x a x a i

n n

j p j pæ ö+ + ÷ç= Û = + ÷ç ÷÷çè ø
,  

k = 0, 1,…, n – 1.
Здесь 0 0j = , если 0a ³ , 0j p= , если a < 0.
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2) 2 0n nax bx c+ + = , 0a ¹ . Замена переменной 
ny x=  приводит данное уравнение к квадрат-

ному 2 0ay by c+ + = .



4 . Показательные 
и логарифмические 

уравнения и неравенства

4 .1 . Показательные уравнения 
и неравенства

4.1.1. Показательное уравнение:
( ) ( ) ( ) ( )f x g xa a f x g x= Û =  при 0, 1a a> ¹ .

4.1.2. Показательное неравенство:
1

( ) ( ) ( ) ( )
a

f x g xa a f x g x
>

> Û > ;
0 1

( ) ( ) ( ) ( )
a

f x g xa a f x g x
< <

> Û < .

Примеры:

1) 1 35 5x x+ -= 1 3x xÛ + = - 2 2xÛ = 1xÛ = ;
2) 2 30,1 0,1x x- > Û 2 3x x- < 3xÛ < .



52 Краткий справочник по математике для абитуриентов и студентов

4 .2 . Логарифмические уравнения 
и неравенства

4.2.1. Логарифмические уравнения:

log ( )a f x b= ( ) bf x aÛ = при 0, 1a a> ¹ ;

log ( ) log ( )a af x g x=
( ) ( )

( ) 0, ( ) 0

f x g x

f x g x

ì =ïïÛ íï > >ïî
  

при 0, 1a a> ¹ .

4.2.2. Логарифмические неравенства:

1

log ( )
a

a f x b
>

> Û ( ) bf x a> ;

0 1

log ( )
a

a f x b
< <

> Û 0 ( ) bf x a< < ; 

log ( ) log ( )a af x g x>
1

( ) ( ) 0
a

f x g x
>

Û > > ;

log ( ) log ( )a af x g x>
0 1

0 ( ) ( )
a

f x g x
< <

Û < < .
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Примеры:
1) lg(3 4) 2x + = Û 3 4 100x + = Û

3 96 32x x= Û = ;

2) 0,1log (5 ) 2x- ³-
25 0,1

5 0

x

x

-ìï - £ïÛ Ûíï - >ïî
 

95

5

x

x

ì ³-ïïÛ Ûíï <ïî  
95 5x- £ < .



5 . Последовательности 
и прогрессии

5 .1 . Числовая последовательность

Если каждому натуральному числу n ставит-
ся в соответствие единственное действительное 
число an, то говорят, что задана числовая последо-
вательность; an — n-й член последовательности. 
Примеры:

2 7na n= - ; 
1

1

3 2
5

n

n n
a

-

-

×
= ; 2

( 1)n

na
n
-

= ; 

( 1)n

n

n
a

n
+ -

= .

5 .2 . Арифметическая прогрессия

Арифметическая прогрессия — числовая последо-
вательность, первый член которой равен a1, а каж-
дый следующий равен предыдущему, сложенному 
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с некоторым постоянным числом d — разностью 
прогрессии: an = an–1 + d, n > 1.
n-й член прогрессии:

an = a1 + (n – 1)d.

Характеристическое свойство:

1 1

1
( )

2n n na a a- += + , 2n ³ .

Сумма первых n членов:

1 12 ( 1)
2 2

n
n

a a a n d
S n n

+ + -
= × = × .

Пример: если n-й член прогрессии 2 7na n= - , то 
a1 = –5, d = 2, S10 = (–10 + 18) × 5 = 40.

5 .3 . Геометрическая прогрессия

Геометрическая прогрессия — числовая последова-
тельность, первый член которой равен b1, а каждый 
следующий равен предыдущему, умноженному на 
некоторое число 0q ¹  — знаменатель прогрессии: 
bn = bn–1 q, n > 1.
n-й член прогрессии:

bn = b1q
n – 1.
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Характеристическое свойство:

bn
2= bn – 1 bn + 1, 2n ³ .

Сумма первых n членов:

1

1
1

n

n

q
S b

q
-

= ×
-

  

при 1q ¹ , 1nS nb=  при q = 1.

Пример: если n-й член прогрессии 13 2n
nb -= × , то 

b1 = 3, q = 2, 
( )
( )4

1 16
3 45

1 2
S

-
= =

-
.

5 .4 . Бесконечная убывающая 
геометрическая прогрессия

Бесконечная убывающая геометрическая про-
грессия — геометрическая прогрессия, у которой 

1q < .
Сумма бесконечной убывающей геометрической 
прогрессии:

1

1
b

S
q

=
-

.
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Пример: если n-й член прогрессии 
1

1

3 2
5

n

n n
b

-

-

×
= ,  

то b1 = 3, q = 0,4, 
3

5
1 0, 4

S = =
-

.



6 . Функции и их графики

6 .1 . Определение и основные 
характеристики функции

6.1.1. Если каждому числу x из множества X ста-
вится в соответствие единственное число y из 
множества Y, то говорят, что на множестве X за-
дана функция y = f(x); x — аргумент, y — функция.
6.1.2. Область определения функции Df — множе-
ство тех значений аргумента x, при которых f(x) 
имеет смысл.
Область значений функции Ef — множество всех 
значений, которые принимает функция y = f(x), 
если fx DÎ .
6.1.3. Функция f(x) — четная, если f(–x) = f(x) 
при , fx x D- Î .
Функция f(x) — нечетная, если f(–x) = –f(x) при 

, fx x D- Î .
6.1.4. Функция f(x) — возрастающая (неубываю-
щая) на [a; b], если 2 1( ) ( )f x f x>  ( )2 1( ) ( )f x f x³ , 
где x1, x2Î[a; b], x2 > x1.



6. Функции и их графики 59

Функция f(x) — убывающая (невозрастающая) 
на [a; b], если 2 1( ) ( )f x f x<  ( )2 1( ) ( )f x f x£ , где 
x1, x2Î[a; b], x2 > x1.
Возрастающая, убывающая, неубывающая, невоз-
растающая на [a; b] функции называются моно-
тонными на [a; b]. Аналогично определяются 
функции, монотонные на (a; b).
6.1.5. Прямоугольная декартова система координат 
на плоскости — две взаимно перпендикулярные 
числовые оси с единым началом — точкой О 
и выбранным масштабом (рис. 6.1). Ось Ox — ось 
абсцисс, ось Oy — ось ординат.

Рис . 6 .1

6.1.6. График функции f(x) — множество точек 
координатной плоскости ( ); ( )x f x , где fx DÎ , 

( ) ff x EÎ .
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6 .2 . Графики некоторых функций

№ Название Формула График

1 Постоян-
ная

y = c

2 Линейная y = kx + 
+ b ( 0k ¹ )
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№ Название Формула График

3 Степен-
ная

y = x2

4 Степен-
ная

y = x3

5 Степен-
ная

y = x–1 ( 0x ¹ )

Продолжение
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№ Название Формула График

6 Степен-
ная

y = x–2 
( 0x ¹ )

7 Степен-
ная

y x=  
( 0x ³ )

8 Степен-
ная

3y x=

9 Квадра-
тичная

y = ax2 + bx + 
+ c ( 0a ¹ )

(Продолжение)
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№ Название Формула График

10 Модуль y x=

11 Показа-
тельная

y = ax  
( 0, 1a a> ¹ )

 

Продолжение
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№ Название Формула График

12 Логариф-
мическая

y = logax  
( 0, 1a a> ¹ )

 

13 Гипербо-
лический 
синус

y = shx = 
= 0,5(ex– e–x)

(Продолжение)
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№ Название Формула График

14 Гипербо-
лический 
косинус

y = chx = 
= 0,5(ex + e–x)



7 . Тригонометрия

7 .1 . Градусная и радианная меры углов

Если α°— мера угла, выраженная в градусах, 
а αрад — мера того же угла, выраженная в радиа-

нах, то рад

180
a a

p

æ ö÷ç° = ÷ç ÷÷çè ø
, рад 180

p
a a

æ ö÷ç= °÷ç ÷÷çè ø°
.

2
1 рад рад 0 017463

360 180
,

p pæ ö æ ö÷ ÷ç ç° = = »÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
; 

360 180
1 рад 57 17 45

2p p

æ ö æ ö÷ ÷ç ç ¢ ¢¢= = » °÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø

 

.

Примеры:

1) 
5

75 75 рад
180 12
p pæ ö÷ç° = × ° =÷ç ÷÷çè ø°

;

2) 
13 180 13

рад 195
12 12
p p

p

°æ ö÷ç= × = °÷ç ÷÷çè ø
.

Замечание. Обозначение «рад» по умолчанию 
опускается.
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7 .2 . Тригонометрическая окружность . 
Определение синуса, косинуса, тангенса 
и котангенса угла α

7.2.1. Тригонометрическая (или единичная) окруж-
ность — окружность радиуса R = 1 с центром 
в начале координат (рис. 7.1). Углы, отложенные 
поворотом против часовой стрелки, — положи-
тельные; углы, отложенные поворотом по часовой 
стрелке, — отрицательные.

Рис . 7 .1

7.2.2. Синус угла α (sin α) — ордината точки В 
радиуса ОВ, полученного поворотом начального 
радиуса ОА на угол α (см. рис. 7.1), –1≤ sin α ≤ 1.



68 Краткий справочник по математике для абитуриентов и студентов

Косинус угла α (cos α) — абсцисса точки В радиуса 
ОВ, полученного поворотом начального радиуса 
ОА на угол α (см. рис. 7.1), –1≤ cos α ≤ 1.
Тангенс угла α (tg α) — отношение sin α к cos α, 

то есть 
sin

tg
cos

a
a

a
=  при α ≠ (π/2) + nπ, n ∈ Z.

Котангенс угла α (ctg α) — отношение cos α 

к sin α, то есть 
cos

ctg
sin

a
a

a
=  при α ≠ nπ, n ∈ Z.

7.2.3. Знаки синуса, косинуса, тангенса и котан-
генса по четвертям:

Четверть I II III IV

sin α + + – –

cos α + – – +

tg α + – + –

ctg α + – + –

7.2.4. Значения синуса, косинуса, тангенса и ко-
тангенса некоторых углов α при условии, что 
0≤ α ≤ 180°:
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α° 0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180°

α рад 0
6
p

4
p

3
p

2
p 2

3
p 3

4
p 5

6
p p

sin α 0
1
2

2
2

3
2

1
3

2
2
2

1
2

0

cos α 1
3

2
2
2

1
2

0 –
1
2

–
2
2

–
3

2
–1

tg α 0
3
3

1 3
Не 
опр.

– 3 –1 –
3
3

0

ctg α Не 
опр.

3 1
3
3

0 –
3
3

–1 – 3
Не 
опр.

7 .3 . Формулы приведения

α –α π/ 2 – α π/ 2 + α π – α

sin α –sin α cos α cos α sin α

cos α cos α sin α –sin α –cos α

tg α –tg α ctg α –ctg α –tg α

ctg α –ctg α tg α –tg α –ctg α
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π + α 3π/ 2 – α 3π/ 2 + α 2π – α 2π + α

–sin α –cos α –cos α –sin α sin α

–cos α –sin α sin α cos α cos α

tg α ctg α –ctg α –tg α tg α

ctg α tg α –tg α –ctg α ctg α

sin(α + 2nπ) = sin α, cos(α + 2nπ) = cos α,

tg(α + nπ) = tg α, ctg(α + nπ) = ctg α, n ∈ Z.

7 .4 . Основные тригонометрические 
тождества

1) 2 2sin cos 1a a+ = Û
2

2

sin 1 cos

cos 1 sin

a a

a a

é = ± -ê
ê
ê = ± -ë

;

2) tg ctg 1a a× =  Û  
1

tg
ctg

a
a

= ; 
1

ctg =
tg

a
a

;

3) 2
2

1
1 tg

cos
a

a
+ =  Û  

2

1
cos

1 tg
a

a
=±

+
;

4) 2
2

1
1 ctg

sin
a

a
+ =  Û  

2

1
sin

1 ctg
a

a
=±

+
.
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Знак «+» или «–» перед корнями выбирается 
в зависимости от того, в какой четверти лежит 
радиус, ограничивающий угол.

Пример: Дано: 
5

tg
12

a = , 
3
2
p

p a< < . Найдите 

sin α, tg α, ctg α. 
1 12

ctg
tg 5

a
a

= = ,

1 12
cos 0 cos

1325
1

144

a a< Þ =- =-

+

,

144 5
sin 0 sin 1

169 13
a a< Þ =- - =- .

7 .5 . Формулы двойного, тройного 
и половинного аргументов

1) sin 2α = 2sin α cos α;
2) cos 2α = cos2α – sin2α;

3) 2

2tg
tg2

1 tg
a

a
a

=
-

;

4) 
2ctg 1

ctg2
2ctg
a

a
a
-

= ;
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5) cos 2α = 2cos2α – 1;
6) cos 2α = 1 – 2sin2α;
7) 3sin 3 3sin 4 sina a a= - ;
8) 3cos 3 4 cos 3cosa a a= - ;

9) 
3

2

3tg tg
tg3

1 3tg
a a

a
a

-
=

-
;

10) 
3

2

ctg 3ctg
ctg3

3ctg 1
a a

a
a
-

=
-

;

11) 2 1
sin (1 cos )

2 2
a

a= - ;

12) 2 1
cos (1 cos )

2 2
a

a= + ;

13) 2 1 cos
tg

2 1 cos
a a

a
-

=
+

;

14) 2 1 cos
ctg

2 1 cos
a a

a
+

=
-

;

15) 
2

2tg
2sin

1+tg
2

a

a
a

= ;

16) 

2

2

1 tg
2cos

1+tg
2

a

a
a

-
= .
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Пример. Упростите выражение 
1 cos2 sin 2
1 cos2 sin 2

a a
a a

- +
+ +

.

1 cos2 sin 2
1 cos2 sin 2

a a
a a

- +
=

+ +

2

2

2 sin 2sin cos
2cos 2sin cos

a a a
a a a
+

=
+  

=
( )
( )

2sin cos sin
tg

2cos cos sin

a a a
a

a a a

+
=

+
.

7 .6 . Формулы сложения

1) ( )sin sin cos sin cosa b a b b a+ = × + × ;
2) ( )sin sin cos sin cosa b a b b a- = × - × ;
3) ( )cos cos cos sin sina b a b a b+ = × - × ;
4) ( )cos cos cos sin sina b a b a b- = × + × ;

5) 
tg tg

tg( )
1 tg tg

a b
a b

a b
+

+ =
- ×

;

6) ( ) tg tg
tg =

1+tg tg
a b

a b
a b
-

-
×

.

7 .7 . Формулы преобразования суммы 
в произведение

1) sin sin 2sin cos
2 2

a b a b
a b

+ -
+ = × ;
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2) sin sin 2sin cos
2 2

a b a b
a b

- +
- = × ;

3) cos cos 2cos cos
2 2

a b a b
a b

+ -
+ = × ;

4) cos cos 2sin sin
2 2

a b a b
a b

+ -
- =- × ;

5) 
sin( )

tg tg
cos cos

a b
a b

a b
±

± = ;

6) 
sin( )

ctg ctg
sin sin

b a
a b

a b
±

± = ;

7)  2 2 2 2sin sin cos cosa b b a- = - =  
sin( ) sin( )a b a b= + - ;

8)  2 2 2 2cos sin cos sina b b a- = - =  
cos( ) cos( )a b a b= + - .

7 .8 . Формулы преобразования 
произведения в сумму

1) 
1

sin sin ( cos( ) cos( ))
2

a b a b a b× = - - + ;

2) 
1

cos cos ( cos( ) cos( ))
2

a b a b a b× = + + - ;
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3) 
1

sin cos ( sin ( ) sin ( ))
2

a b a b a b× = + + - ;

4) 
tg tg tg tg

tg tg
ctg +ctg ctg ctg

a b b a
a b

a b a b
+ -

× = =
-

;

5) 
ctg tg tg ctg

ctg tg
tg +ctg tg ctg

a b b a
a b

a b a b
+ -

× = =
-

;

6) 
ctg ctg ctg ctg

ctg ctg
tg +tg tg tg
a b b a

a b
a b a b
+ -

× = =
-

.

7 .9 . Степени синуса и косинуса

1) 2 1
sin (1 cos2 )

2
a a= - ;

2) 2 1
cos (1 cos2 )

2
a a= + ;

3) 3 1
sin (3sin sin 3 )

4
a a a= - ;

4) 3 1
cos (cos 3 3cos )

4
a a a= + ;

5) 4 1
sin (cos 4 4 cos2 3)

8
a a a= - + ;

6) 4 1
cos (cos 4 4 cos2 3)

8
a a a= + + .
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7 .10 . Обратные тригонометрические 
функции и тригонометрические 
уравнения

7.10.1. Обратные тригонометрические функции.
Арксинус числа a ( arcsin a ) при 1a £  — чис-

ло ;
2 2
p p

j
é ù
ê úÎ -
ê úë û

, синус которого равен a, то есть 

sin aj = , arcsin aj = .
Свойства:

sin(arcsin )a a= ; arcsin( ) arcsina a- =- .

Арккосинус числа a ( arccosa ) при 1a £  — чис-
ло [ ]0;j pÎ , косинус которого равен a, то есть 
cos aj = , arccosaj = . 
Свойства:

cos(arccos )a a= ; arccos( ) arccosa ap- = - .

Арктангенс числа a ( arctg a ) — число 

;
2 2
p p

j
æ ö÷çÎ - ÷ç ÷÷çè ø

, тангенс которого равен a, то есть 

tg aj = , arctg aj = .
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Свойства:

tg (arctg )a a= ; arctg ( ) arctga a- =- .

Арккотангенс числа a ( arcctg a ) — число 
( )0;j pÎ , котангенс которого равен a, то есть 

ctg aj = , arcctg aj = . 
Свойства:

ctg (arcctg )a a= ; arcctg( ) arcctga ap- = - .

Функции arcsin x, arccos x, arctg x, arcctg x — об-
ратные тригонометрические функции.
Примеры:

1) 
3

arcsin
2 3

p
= ;

2) 
1 1 2

arccos arccos
2 2 3 3

p p
p p

æ ö÷ç- = - = - =÷ç ÷÷çè ø
;

3) arctg( 1) arctg1
4
p

- =- =- ;

4) arcctg 3
6
p

= .

7.10.2. Тригонометрические уравнения

1) sin x a= , 1a £ ( 1) arcsinnx a npÛ = - + , 
n ∈ Z.
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Частные случаи:
sin 0x x np= Û = , n ∈ Z;

sin 1 2
2

x x n
p

p=± Û =± + , n ∈ Z;

2) cos x a= , 1a £ arccos 2x a npÛ =± + , n ∈ Z.
Частные случаи:

cos 0
2

x x n
p

p= Û = + , n ∈ Z;

cos 1 2x x np= Û = , n ∈ Z;
cos 1 2x x np p=- Û = + , n ∈ Z;

3) tg arctgx a x a np= Û = + , n ∈ Z.
Частный случай: tg 0x x np= Û = , n ∈ Z;

4) ctg arcctgx a x a np= Û = + , n ∈ Z.

Частный случай: ctg 0
2

x x n
p

p= Û = + , n ∈ Z.
Пример:

2
sin

2
x =-

2
( 1) arcsin

2
nx np

æ ö÷ç ÷çÛ = - - + =÷ç ÷÷çè ø  

= 1 2
( 1) arcsin

2
n np+- + =

1( 1)
4

n n
p

p+= - + , n ∈ Z.
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7 .11 . Графики тригонометрических 
и обратных тригонометрических функций

№ Функция График

1 y = sin x

2 y = cos x

3 y = tg x

Продолжение 
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№ Функция График

4 y = ctg x

5 y = arcsin x

6 y = arccos x

(Продолжение)
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№ Функция График

7 y = arctg x

8 y = arcctg x



8 . Планиметрия

8 .1 . Треугольники

8.1.1. Многоугольник (n-угольник) — замкнутая 
ломаная без самопересечений, состоящая из n от-
резков и n ограничивающих их точек, вместе 
с конечной частью плоскости, ограниченной ею. 
Отрезки — стороны, точки — вершины много-
угольника.
Если многоугольник расположен в одной полу-
плоскости от любой прямой, содержащей его 
сторону, то он выпуклый.
8.1.2. Треугольник — многоугольник, имеющий три 
стороны и три вершины (рис. 8.1). Обозначение: 

ABC .
Стороны: AB = c, BC = a, AC = b. 

Периметр: P = AB + BC + AC. 

Полупериметр:
1

( )
2

p AB BC AC= + + . 
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Углы: , ,A B CÐ Ð Ð , 180A B CÐ +Ð +Ð = ° . 

Высоты: AK = ha, BL = hb, CM = hc ( AK BC^ , 
BL AC^ , CM AB^ ).

ABC  — равнобедренный, если AB = BC.

A

B

C

M

K

L

Рис . 8 .1

8.1.3. Теорема синусов:

2
sin sin sin

a b c
R

A B C
= = = ,  

где R — радиус описанной окружности.

Теорема косинусов:

2 2 2 2 cosa b c bc A= + - ,  
2 2 2 2 cosb a c ac B= + - ,  
2 2 2 2 cosc a b ab C= + - .
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8.1.4. Соотношения между функциями углов тре-
угольника

1) sin sin sin 4 cos cos cos
2 2 2
A B C

A B C+ + = ;

2) cos cos cos 4 sin sin sin 1
2 2 2
A B C

A B C+ + = + ;

3) 2 2 2sin sin sin 2cos cos cos 2A B C A B C+ + = + ;
4) tg + tg + tg tg tg tgA B C A B C= .
Здесь , ,A B CÐ Ð Ð  — углы треугольника; 

180A B CÐ +Ð +Ð = ° .
8.1.5. Площадь треугольника:

1 1 1
2 2 2a b cS ah bh ch= = = ; 

1 1 1
sin sin sin

2 2 2
S ab C ac B bc A= = = ; 

( )( )( )S p p a p b p c= - - -  — формула Герона; 
S = pr, где r — радиус вписанной окружности; 

4
abc

S
R

= , где R — радиус описанной окружности; 

S = 2R2sinA sinB sinC.

8.1.6. Прямоугольный треугольник — ABC , 
у которого один из углов прямой (на рис. 8.2 
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90CÐ = ° ); BC = a, AC = b — катеты, AB = c — 
гипотенуза.

b

Рис . 8 .2

Теорема Пифагора:

c2 = a2 + b2.

Функции острого угла:

sin
a

A
c

= , cos
b

A
c

= , tg
a

A
b

= , ctg
b

A
a

= .

Площадь:
1
2

S ab= , 1
2 cS ch= .

8.1.7. Равносторонний (правильный) треуголь-
ник — ABC , у которого  равны стороны (рис. 8.3): 
AB = BC = AC = a . При этом 60A B CÐ =Ð =Ð = ° ; 

ha = hb = hc = h; 
3

2
h a= .
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A

B

C

a

L

h

Рис . 8 .3

Площадь:
2 3
4

a
S = ; 

2 3
3

h
S = .

8 .2 . Четырехугольники

8.2.1. Выпуклый четырехугольник — выпуклый 
многоугольник, имеющий четыре стороны и че-
тыре вершины (рис. 8.4).

A

B

C

D

Рис . 8 .4
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Сумма углов выпуклого четырехугольника: 
360A B C DÐ +Ð +Ð +Ð = ° .

8.2.2. Параллелограмм — четырехугольник ABCD, 
у которого ,AB DC BC AD   (рис. 8.5).

A

B C

D

a

b

K

L

Рис . 8 .5

Стороны:

AB = DC = a, BC = AD = b ( ,AB DC BC AD  ).

Высоты:

BL = ha, 
BK = hb ( ,BL DC BK AD^ ^ ).

Диагонали:

AC = d1, BD = d2.

Связь между сторонами и диагоналями:

d1
2 + d2

2 = 2(a2 + b2).
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Площадь:

S = aha = bhb; S = ab sinA, 1 2

1
sin

2
S d d j= ,  

где j  — угол между диагоналями.

8.2.3. Прямоугольник  — параллелограмм ABCD, 
у которого 90A B C DÐ =Ð =Ð =Ð = °  (рис. 8.6).

A

B C

D

a

b

Рис . 8 .6

Диагонали:

d1 = d2 = d.

Связь между сторонами и диагоналями:

d2 = a2 + b2.

Площадь:

S = ab.
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8.2.4. Ромб — параллелограмм, у которого AB = 
= BC = CD = DA = a (рис. 8.7).

A

B C

D

Рис . 8 .7

Диагонали:

AC = d1, BD = d2.

AC BD^ .

Связь между сторонами и диагоналями:

d1
2 + d2

2 = 4a2.

Площадь:

S = a2 sinA, S = 
1
2

d1d2.

8.2.5. Квадрат — прямоугольник ABCD, у которого 
AB = BC = CD = DA = a (рис. 8.8).
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Рис . 8 .8

Диагонали:

AC BD^ , AC = BD = d.

Связь между стороной и диагональю:
2
2

a d= , 2d a= .

Площадь:

S = a2, S = 
1
2

d2.

8.2.6. Трапеция — четырехугольник ABCD, у кото-
рого ,BC AD AB DC   (рис. 8.9).

A

B C

DK

NM

Рис . 8 .9
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Основания: BC = a, AD = b.
Боковые стороны: AB, DC.
Средняя линия — отрезок MN, где M — середина 
AB, N — середина DC; 

MN = 
1
2

(a + b).

Высота:

BK = h ( BK AD^ ).

Площадь:

S = 
1
2

 (a + b) h.

8 .3 . Многоугольники

8.3.1. Выпуклый многоугольник (n-угольник): A1A2…
An (на рис. 8.10 — выпуклый шестиугольник A1 A2 
A3 A4 A5 A6).
Сумма углов выпуклого n-угольника: 

1 2 180 ( 2)nA A A nÐ +Ð + Ð = ° - .
Диагональ — отрезок, соединяющий любые две 
вершины, не являющиеся соседними (A1A3, A1A4 
и т. д. на рис. 8.10).



92 Краткий справочник по математике для абитуриентов и студентов

A1

A2
A3

A4

A5

A6

Рис . 8 .10

8.3.2. Правильный многоугольник — многоуголь-
ник, у которого все стороны равны и все углы рав-
ны (на рис. 8.11 — правильный шестиугольник).

A1

A2 A3

A4

A5A6

O

H

Рис . 8 .11

Угол правильного n-угольника:
2

180i

n
A

n
-

Ð = ° , 1,2, ,i n=  .
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Радиус описанной окружности (OA1 на рис. 8.11):

180
2sin

a
R

n

=
°

, где a — сторона.

Радиус вписанной окружности (OH на рис. 8.11):

180
2tg

a
r

n

=
°

, где a — сторона.

Площадь:
2

180
4tg

a n
S

n

=
°

, где a — сторона.

21 360
sin

2
S R

n
°

= ,  

где R — радиус описанной окружности.

2 180
tgS r

n
°

= ,  

где r — радиус вписанной окружности.

1
2

S arn= , где a — сторона,  

r — радиус вписанной окружности.
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2
rP

S = , где r — радиус вписанной окружности, 
P — периметр.

8.3.3. Характеристики некоторых правильных 
многоугольников (j  — угол, R — радиус описан-
ной окружности, r — радиус вписанной окруж-
ности, S — площадь, a — сторона):

Вид правильного 
многоугольника

j R r S Сумма 
углов

Треугольник 60°
3

3
a 3

6
a 2 3

4
a

180°

Четырехугольник 90°
2

2
a

2
a

a2 360°

Шестиугольник 120° a
3

2
a 23 3

2
a

720°

8 .4 . Окружность и круг

8.4.1. Окружность — множество точек, равно-
удаленных от точки, называемой центром (на 
рис. 8.12 О — центр).
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N

M
O

Рис . 8 .12

Радиус окружности — отрезок, соединяющий 
любую точку окружности с центром: OM = ON = 
= r (см. рис. 8.12).
Диаметр окружности — отрезок, проходящий че-
рез центр и соединяющий две точки окружности: 
MN = d = 2r (см. рис. 8.12).
Длина окружности: 2L rp= , L dp= .
8.4.2. Круг — окружность, вместе с конечной ча-
стью плоскости, ограниченной ею; r — радиус 
круга, d — диаметр круга.

Площадь круга: 2S rp= , 
2

4
d

S
p

= .

8.4.3. Центральный угол окружности — угол с вер-
шиной в центре: AOBÐ (рис. 8.13).



96 Краткий справочник по математике для абитуриентов и студентов

Рис . 8 .13

Круговой сектор — часть круга, лежащая внутри 
соответствующего центрального угла.
Длина дуги кругового сектора:

2
360

l r
a

p= , где r — радиус,  

a  — градусная мера центрального угла;

l ra= ,  
где a  — радианная мера центрального угла.

Площадь кругового сектора:

2

360
s r

a
p= ,  

где a  — градусная мера центрального угла;

21
2

s r a= ,  

где a  — радианная мера центрального угла.
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8.4.4. Круговой сегмент — часть круга, ограни-
ченная дугой окружности и хордой (отрезком, 
соединяющим две точки окружности): ABC и ABD 
(рис. 8.14).

Рис . 8 .14

Площадь кругового сегмента:

2 21
sin

360 2
s r r

a
p a= ± ° , где r — радиус,  

a  — градусная мера центрального угла, 

содержащего дугу сегмента;  
«+», если 180a° > °  (ABD);  
«–», если 180a° < ° (ABC).

8.4.5. Круговое кольцо — фигура, ограниченная 
двумя концентрическими (имеющими общий 
центр) окружностями (рис. 8.15).
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Рис . 8 .15

Площадь кругового кольца:

2 2( )S R rp= - , где R = ON — большой радиус,  
r = OM — малый радиус (см. рис. 8.15).

2 2( )
4

S D d
p

= - , где D = 2R — большой диаметр, 

d = 2r — малый диаметр (см. рис. 8.15).

Пример. Найдите площадь окна, состоящего из по-
лукруга и прямоугольника, размеры которых даны 
на рис. 8.16.

Рис . 8 .16
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Радиус полукруга: 
2
a

r = , площадь полукруга: 
2

1 8
a

S
p

= . Высота прямоугольника: 
2
a

h H= - , 

площадь прямоугольника: 2 2
a

S a H
æ ö÷ç= - ÷ç ÷÷çè ø

. Пло-
щадь окна:

2 2

1 2 (4 )
8 2 8
a a a

S S S a H aH
p

p
æ ö÷ç= + = + - = - -÷ç ÷÷çè ø

.



9 . Стереометрия

9 .1 . Многогранники

9.1.1. Многогранник — замкнутая поверхность без 
самопересечений, составленная из многоугольни-
ков, вместе с конечной частью пространства, огра-
ниченной ею. Многоугольники — грани, стороны 
граней — ребра, концы ребер — вершины.
Многогранник — выпуклый, если он расположен 
по одну сторону от плоскости каждой его грани.
Основные выпуклые многогранники: призма, 
параллелепипед, пирамида, усеченная пирамида, 
правильные многогранники (Платоновы тела).
9.1.2. Призма (рис. 9.1, а — наклонная, рис. 9.1, б — 
прямая).
Площадь боковой поверхности призмы: 

. .бок п сS P l= , где Pп.с. — периметр сечения, 
перпендикулярного ребрам (заштриховано  

на рис. 9.1, а), l — боковое ребро.
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Площадь боковой поверхности прямой призмы:

бок оснS P h= , где Pосн. — периметр основания,  
h — высота.

Площадь поверхности призмы:

2бок оснS S S= + , где Sбок — площадь боковой 
поверхности, Sосн — площадь основания.

Объем призмы: 

. .п сV S l= , где Sп.с. — площадь перпендикулярного 
сечения, l — боковое ребро;

оснV S h= , где Sосн. — площадь основания,  
h — высота.

l

h

N

M

h

а б

Рис . 9 .1



102 Краткий справочник по математике для абитуриентов и студентов

9.1.3. Параллелепипед (рис. 9.2, а — наклонный, 
рис. 9.2, б — прямой, рис. 9.2, в — прямоугольный, 
рис. 9.2, г — куб).

hl

A

B C

D

A1

a
b

c

d

B1 C1

D1

a

d
a

a

а б в г

Рис . 9 .2

Площадь поверхности:

2бок оснS S S= + , где Sбок — площадь боковой 
поверхности, Sосн — площадь основания.

Объем:

оснV S h= , где Sосн. — площадь основания,  
h — высота.

Соотношения для прямоугольного параллелепи-
педа (см. рис. 9.2, в):

 � измерения (длины ребер): AD = a, DC = b, 
DD1 = c;

 � диагональ: DB1 = d;
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 � соотношение между измерениями и диагона-
лью: d2 = a2 + b2 + c2;

 � площадь боковой поверхности: Sбок = 2c(a + b);
 � площадь поверхности: S = 2(ab + bc + ac);
 � объем: V = abc.

Соотношения для куба (рис. 9.2, г):
 � измерения: a = b = c;
 � соотношение между измерениями и диагона-

лью: d2 = 3a2;
 � площадь боковой поверхности: Sбок = 4a2;
 � площадь поверхности: S = 6a2;
 � объем: V = a3.

9.1.4. Пирамида (рис. 9.3 а – общий вид, б – пра-
вильная пирамида).

A

B
C

D

M

O

h

A

B C

D

ah

K

M

а б

Рис . 9 .3
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Площадь боковой поверхности правильной пира-
миды (см. рис. 9.3, б):

Sбок = 
1
2

aP , где a — апофема (высота боковой 

грани: a = MK, MK DC^  на рис. 9.3, б),  
P — периметр основания.

Площадь поверхности:

бок оснS S S= + , где Sбок — площадь боковой 
поверхности, Sосн — площадь основания.

Объем пирамиды:
1
3 оснV S h= , где Sосн — площадь основания,  

h — высота.

Треугольная пирамида — тетраэдр.
9.1.5. Усеченная пирамида (рис. 9.4, а  –  общий 
вид, б – правильная усеченная пирамида).

M

N

A

B C

D

F

M

N

A1

B1 C1

D1
E

а б

Рис . 9 .4
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Площадь боковой поверхности правильной усечен-
ной пирамиды (см. рис. 9.4, б):

1 2

2бок

P P
S a

+
= , где P1 и P2 – периметры 

оснований, a — апофема (высота боковой грани: 
a = EF, EF DC^  на рис. 9.4, б).

Площадь поверхности усеченной пирамиды:

1 2бокS S S S= + + , где Sбок — площадь боковой 
поверхности, S1 и S2 — площади оснований.

Объем усеченной пирамиды:

1 2 1 2

1
( )

3
V h S S S S= + + , где — высота,  

S1 и S2 — площади оснований.

9.1.6. Правильные многогранники (платоновы 
тела).
Выпуклый многогранник — правильный, если его 
грани являются равными правильными много-
угольниками и в каждой вершине многогранника 
сходится одно и то же число ребер. К правильным 
многогранникам относятся тетраэдр (рис. 9.5, а), 
гексаэдр, или куб (рис. 9.5, б), октаэдр (рис. 9.5, в), 
додекаэдр (рис. 9.5, г), икосаэдр (рис. 9.5, д).
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а б в г д

Рис . 9 .5

Символ Шлефли: 

(p; q), где p — число сторон грани,  
q — число граней, сходящихся в одной вершине.

9.1.7. Характеристики правильных многогран-
ников:

№ Название, 
символ 
Шлефли

Грани Число ре-
бер, схо-
дящихся 
к одной 
вершине

Чис-
ло 
вер-
шин

Число 
гра-
ней

Чис-
ло 
ре-
бер

Сумма 
углов 
при 
вер-
шине

1 Тетра-
эдр, (3; 3)

Тре-
уголь-
ники

3 4 4 6 180°

2 Гексаэдр, 
(4; 3)

Ква-
драты

3 8 6 12 270°

3 Октаэдр, 
(3; 4)

Тре-
уголь-
ники

4 6 8 12 240°



9. Стереометрия 107

№ Название, 
символ 
Шлефли

Грани Число ре-
бер, схо-
дящихся 
к одной 
вершине

Чис-
ло 
вер-
шин

Число 
гра-
ней

Чис-
ло 
ре-
бер

Сумма 
углов 
при 
вер-
шине

4 Додека-
эдр,  
(5; 3)

Пяти-
уголь-
ники

3 20 12 30 324°

5 Икоса-
эдр,  
(3; 5)

Тре-
уголь-
ники

5 12 20 30 300°

Пример. Найдите объем тетраэдра, вписанного 
в куб с ребром a, так что ребрами тетраэдра явля-
ются диагонали граней куба, а вершинами — не-
смежные вершины куба (рис. 9.6).

A1

B1 C1

D1

A

B C

D

a

Рис . 9 .6

Куб состоит из 5 тел: тетраэдра AB1CD1 и четы-
рех равных тетраэдров DD1AC, AA1B1D1, B1BAC, 
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CC1B1D1. Поэтому объем a3 куба равен a3 = V + 4v, 
где V — объем тетраэдра AB1CD1, v — объем каждо-
го из равных тетраэдров. Найдем объем тетраэдра 
DD1AC, ребра которого взаимно перпендикуляры: 

3

6
a

v = . Таким образом, объем тетраэдра AB1CD1 

равен:
3 3

3 4
6 3
a a

V a= - = .

9 .2 . Тела вращения

9.2.1. Тела вращения — геометрические тела, полу-
ченные вращением какой-либо фигуры вокруг оси.
Основные тела вращения: 

 � прямой круговой цилиндр — тело, полученное 
вращением прямоугольника вокруг одной из 
сторон;

 � прямой круговой конус — тело, полученное 
вращением прямоугольного треугольника во-
круг одного из катетов;

 � шар — тело, полученное вращением полукруга 
вокруг диаметра.
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9.2.2. Цилиндр вращения (рис. 9.7).

M

h

N r

Рис . 9 .7

Площадь боковой поверхности:

2бокS rhp= , где r — радиус основания,  
h — высота.

Площадь поверхности:

2 ( )S r r hp= + , где r — радиус основания,  
h — высота.

Объем цилиндра: 

2
оснV S h r hp= = , где r — радиус основания,  

h — высота.
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9.2.3. Конус вращения (рис. 9.8).

Рис . 9 .8

Площадь боковой поверхности:

бокS rlp= , где r — радиус основания,  
l — образующая.

Площадь поверхности:

( )S r r lp= + , где r — радиус основания,  
l — образующая.

Объем конуса:

21 1
3 3оснV S h r hp= = , где r — радиус основания, 

h — высота.
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9.2.4. Усеченный конус вращения (рис. 9.9).

M

h

N

l

Рис . 9 .9

Площадь боковой поверхности:

( )бокS R r lp= + , где h — высота,  
R и r — радиусы оснований.

Площадь поверхности:

( ) ( )S R R l r r lp p= + + + , где h — высота,  
R и r — радиусы оснований.

Объем:

2 21
( )

3
V h R r Rrp= + + , где h — высота,  

R и r — радиусы оснований.
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9.2.5. Шар (рис. 9.10, а).

O

A

A

B

а б

A

B

С

O

A

B

в г

Рис . 9 .10

Поверхность, ограничивающая шар, — сфера.
Площадь сферы:

24S rp= , где r — радиус (r = OA на рис. 9.10, а).
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Объем шара:

34
3

V rp= , где r — радиус.

9.2.6. Шаровой сегмент (см. рис. 9.10, б).
Объем шарового сегмента:

2 1
3

V h r hp
æ ö÷ç= ± ÷ç ÷÷çè ø

, где r — радиус шара,  

h — высота сегмента, знак + берется,  
если h > r, знак – берется, если h < r  

(на рис. 9.10, б: h = AB < r).

9.2.7. Шаровой слой (см. рис. 9.10 в).
Часть сферы, лежащая между основаниями ша-
рового слоя, — сферический пояс.
Площадь сферического пояса:

2S rhp= , где r — радиус шара,  
h — высота шарового слоя  

(h = BC на рис. 9.10, в).

Объем шарового слоя:

2 2 3 3
1 2 1 2( ) ( )

3
V r h h h h

p
p= - - - , где r — радиус 

шара, h1 = AC, h2 = AB (см. рис. 9.10, в).



114 Краткий справочник по математике для абитуриентов и студентов

9.2.8. Шаровой сектор (см. рис. 9.10, г).
Объем шарового сектора:

22
3

V r hp= , где r — радиус шара,  

h — высота соответствующего шарового 
сегмента (h = AB на рис. 9.10, г).

Пример. В конус, осевое сечение которого — пра-
вильный треугольник, вписана сфера так, что она 
касается основания и боковой поверхности конуса. 
Найдите отношения площади сферы к площади 
поверхности конуса (рис. 9.11, а).

O

M

O

M

B

A С
а б

Рис . 9 .11

На рис. 9.11, б представлены осевые сечения кону-
са и шара — сечения, проходящие через ось конуса.
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Пусть AB = BC = AC = a, BM AC^ , OM = r — 

радиус шара. Тогда 
3

6
a

r = . 

Площадь сферы: 
2 2

2 4 3
4

36 3сф

a a
S r

p p
p

×
= = = . 

Образующая конуса: l AB a= = . 

Радиус его основания: 
2
a

R = . 

Площадь поверхности конуса: 
23

( )
2 2 4к

a a a
S R R l a

p
p p

æ ö÷ç= + = × × + =÷ç ÷÷çè ø
. 

Таким образом, отношение площадей составляет
2

2

4 4
93 3

сф

к

S a
S a

p
p
×

= =
×

.



10 . Линейная алгебра

10 .1 . Матрицы

10.1.1. Матрица — упорядоченное множество 
mn чисел, расположенных в виде таблицы, имею-
щей m строк и n столбцов:

11 1

1

[ ]
n

m mn

a a

A A m n

a a

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷= ´ = ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø



  



.

Равенство матриц:

[ ] [ ] ij ijA m n B m n a b´ = ´ Û = , где 
1, , , 1, ,i m j n= =  .

11 12 1( )na a a  — матрица-строка; 

11

21

1m

a

a

a

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø



 — матри-

ца-столбец.

Если m = n, то матрица — квадратная n-го по-
рядка.
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Нулевая матрица:
0 0

[ ]

0 0

O m n

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷´ = ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø



  



  

(aij = 0, 1, , , 1, ,i m j n= =  ).

Диагональная матрица n-го порядка:
11

22

0 0

0 0
[ ]

0 0 nn

a

a
A n n

a

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷´ = ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø





   



  

(aij = 0, , , 1, ,i j i j n¹ =  ).

Единичная матрица n-го порядка:
1 0 0

0 1 0

0 0 1

nE

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷= ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø





   



 
0,

, , 1, ,
1,ij

i j
a i j n

i j

æ öì ¹ï ÷ç ï ÷= =ç í ÷ç ÷ïç =è øïî
 .

Транспонирование матрицы — перемена местами 
строк и столбцов:

11 1

1

[ ]
n

m mn

a a

A m n

a a

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷´ = ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø



  



Þ
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11 1

1

[ ]
m

T

n nm

a a

B n m A

a a

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷´ = =ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø



  



.

Здесь TA  — транспонированная по отношению 
к A матрица. 

Свойство: ( )TTA A= .
10.1.2. Линейные операции.
Сложение:

[ ] [ ] [ ] ij ij ijC m n A m n B m n c a b´ = ´ + ´ Û = + , 
1, , , 1, ,i m j n= =  .

Свойства: 
1) A + B = B + A; 
2) (A + B) + C = A + (B + C); 
3) A + O = A.
Умножение на число:

[ ] [ ] [ ] ij ijB m n kA m n A m n k b ka´ = ´ = ´ Û = , 
1, , , 1, ,i m j n= =  .

Свойства ( ,k l RÎ ): 
1) k(lA) = (kl)A; 
2) (k + l)A = kA + lA; 
3) k(A + B) = kA + kB.



10. Линейная алгебра 119

Пример. Дано: 
2 0 1

3 2 4
A

æ ö- ÷ç ÷= ç ÷ç ÷ç -è ø
, 

7 10

2 4

9 5

B

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷= ç ÷ç ÷ç ÷÷ç -è ø

. 

Вычислите 2 TA B- .

2 TA B- = 
2 0 1 7 2 9

2
3 2 4 10 4 5

æ ö æ ö- ÷ ÷ç ç÷ ÷- =ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç- -è ø è ø
4 0 2 7 2 9 3 2 11

6 4 8 10 4 5 4 8 13

æ ö æ ö æ ö- - - -÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷= - =ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç- - - -è ø è ø è ø
.

10.1.3. Умножение матрицы на матрицу (рис. 10.1):

[ ] [ ] [ ]AB A m n B n p C m p= ´ × ´ = ´ ,  
где 1 1 2 2ij i j i j in njc a b a b a b= + + +

Рис . 10 .1

Свойства: 
1) k(AB) = (kA)B = A(kB), k ÎR; 
2) (AB)C = A(BC), A, B, C — матрицы; 
3) A(B + C) = AB + AC; 
4)  если A = ( )A m n´ , то AEn = EmA = A, где En, 

Em — единичные матрицы. 
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Пример: 

Дано: 
3 0 1

1 2 4
A

æ ö- ÷ç ÷= ç ÷ç ÷ç -è ø
, 

7 10

2 4

6 5

B

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷= ç ÷ç ÷ç ÷÷ç -è ø
. 

Вычислите AB.

AB = 
3 0 1

1 2 4

æ ö- ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç -è ø

7 10

2 4

6 5

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç -è ø

 = 

= 
21 0 6 30 0 5 15 35

7 4 24 10 8 20 27 18

æ ö æ ö+ - + + ÷ ÷ç ç÷ ÷=ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç- + - - -è ø è ø
.

10.1.4. Квадратная матрица B n-го порядка — об-
ратная по отношению к квадратной матрице A 
n-го порядка, если AB = BA = En. Обозначение: A–1.

Квадратная матрица 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷= ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø





  




 имеет об-

ратную A–1 тогда и только тогда, когда определи-
тель D  матрицы A не равен 0.
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Формула обратной матрицы:

11 21 1

12 22 21

1 2

1
n

n

n n nn

A A A

A A A
A

A A A

-

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷= ç ÷÷çD ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø





  




,  

где ijA  ( , 1,2, ,i j n=  ) — алгебраические 
дополнения элементов матрицы A, 

detA AD= =  — определитель матрицы A.

10.1.5. Ненулевая матрица-столбец 

1

2

n

x

x
X

x

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷= ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø



 — соб-

ственный вектор квадратной матрицы [ ]A n n´ , 
число l  — собственное число матрицы A, если 
AX Xl= .
Характеристическое уравнение матрицы [ ]A n n´ :

11 12 1

21 22 2

1 2

0 0

n

n

n n nn

a a a

a a a
A E

a a a

l
l

l

l

-
-

= Û - =

-





  




. 

Его корни — собственные числа.
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10 .2 . Определители

10.2.1. Определитель матрицы 11 12

21 22

a a
A

a a

æ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷çè ø
 вто-

рого порядка (определитель второго порядка) — 

число 11 12
11 22 12 21

21 22

det
a a

A a a a a
a a

D= = = - .

10.2.2. Минор Mij матрицы 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

A a a a

a a a

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷= ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

 тре-

тьего порядка — определитель второго порядка, 
составленный из элементов, оставшихся после 
вычеркивания i-й строки и j-го столбца матрицы A.
Пример:

12 13
21 12 33 13 32

32 33

a a
M a a a a

a a
= = - ; 

21 22
13 21 32 22 31

31 32

a a
M a a a a

a a
= = - .

Алгебраическое дополнение Aij элемента aij ма-
трицы A — минор Mij, взятый со знаком +, если 
сумма индексов i + j четная, и взятый со знаком –, 
если нечетная: 

Aij = (–1)i+jMij.
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Пример:

A21 = (–1)2+1M21 = – M21, A13 = (–1)1+3M13 = M13.

Определитель матрицы A третьего порядка (опре-
делитель третьего порядка) — число D , равное 
сумме произведений элементов первой строки 
матрицы A на их алгебраические дополнения:

11 12 13

21 22 23 11 11 12 12 13 13

31 32 33

det

a a a

A a a a a A a A a A

a a a

D= = = + + .

10.2.3. Определитель третьего порядка:

11 22 33 12 23 31 13 21 32a a a a a a a a aD= + + -  

13 22 31 11 23 32 12 21 33a a a a a a a a a- - -

Этот определитель можно вычислить по схеме 
треугольников (рис. 10.2, а) или по правилу Сар-
рюса (рис. 10.2, б).

+ �

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32
� +� +� +

а б

Рис . 10 .2
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10.2.4. Определитель матрицы A n-го порядка 
(определитель n-го порядка) — число D , равное 
сумме произведений элементов первой строки 
матрицы A на их алгебраические дополнения:

D= = =





  




11 12 1

21 22 2

1 2

det

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

= + + +11 11 12 12 1 1 ,n na A a A a A   

где Aij = (–1)i+jMij ( 1,2, ,i n=  , 1,2, ,j n=  ).

Миноры и алгебраические дополнения определя-
ются аналогично предыдущему.
10.2.5. Теорема разложения для вычисления опре-
делителей n-го порядка: определитель n-го по-
рядка равен сумме произведений элементов любой 
строки или любого столбца на их алгебраические 
дополнения.

10 .3 . Системы линейных уравнений

10.3.1. Система m линейных уравнений с n неиз-
вестными:
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11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

ì + + + =ïïïï + + + =ïïíïïïï + + + =ïïî





   



Здесь xj — неизвестные ( 1,2, ,j n=  ), aij — коэф-
фициенты ( 1,2, ,i m=  , 1, 2, ,j n=  ), bi — свобод-
ные члены ( 1,2, ,i m=  ).
Решение системы — упорядоченный набор n чисел 
( 1 2, , , nx x x  

 ), при подстановке которых в систему 
каждое ее уравнение превращается в верное чис-
ловое равенство.
Система совместна, если имеет хотя бы одно реше-
ние; система несовместна, если не имеет ни одного 
решения. Совместная система определенная, если 
имеет единственное решение; и неопределенная, 
если имеет бесконечное множество решений.
Mетод Гаусса решения системы m линейных урав-
нений с n неизвестными — метод приведения 
системы к трапециевидной форме с последую-
щим нахождением неизвестных, если система 
совместна.
10.3.2. Система n линейных уравнений с n неиз-
вестными:
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11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

ì + + + =ïïïï + + + =ïïíïïïï + + + =ïïî





   



.

Матрица системы:

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷= ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø





  




.

Определитель системы:

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

D=





  




.

10.3.3 Теорема Крамера. Если определитель D  
системы n линейных уравнений с n неизвестными 
не равен нулю, то система имеет единственное 
решение.
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Формулы Крамера:

1 2
1 2, , , n

nx x x
D D D

= = =
D D D

  при 0D¹ .

Здесь iD  — определитель матрицы, полученной 
из матрицы A заменой i-го столбца столбцом, со-
стоящим из свободных членов.
10.3.4. Матричная форма системы n линейных 
уравнений с n неизвестными:

AX B= ,  

где A — матрица системы, 

1

2

n

x

x
X

x

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷= ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø



, 

1

2

n

b

b
B

b

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷= ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø



.

Решение системы в матричной форме: если 0D¹ , 

то 1X A B-= , где A–1 — обратная матрица.

Пример. Решите систему 1 2

1 2

3 5

3 1

x x

x x

ì - =ïïíï + =-ïî
по фор-

мулам Крамера и матричным способом. 
1 3

1 9 10
3 1

-
D= = + =  Þ  решение единственно. 



128 Краткий справочник по математике для абитуриентов и студентов

1. Формулы Крамера:

1

5 3
5 3 2

1 1

-
D = = - =

-
; 

2

1 5
1 15 16

3 1
D = =- - =-

-
;

1
1 0,2x

D
= =

D
, 2

2 1,6x
D

= =-
D

.

2. Матричный способ:

1 1 3 0,1 0, 31
3 1 0, 3 0,110

A-
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷= =ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç- -è ø è ø

; 

1 0,1 0, 3 5

0, 3 0,1 1
X A B-

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷= = ×ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç- -è ø è ø
=

0,5 0, 3 0,2

1,5 0,1 1,6

æ ö æ ö- ÷ ÷ç ç÷ ÷= =ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç- - -è ø è ø
 Þ  1

2

0,2

1,6

x

x

ì =ïïíï =-ïî
.



11 . Операции с векторами

11 .1 . Определение и характеристики 
вектора

11.1.1. Вектор — отрезок, которому приписано 

определенное направление (рис. 11.1): AB a=




, 
A — начало, B — конец.

Рис . 11 .1

Модуль вектора AB


 — длина отрезка AB; 

0AB a a= = ³




.

Нулевой вектор — вектор 0


, начало и конец кото-

рого совпадают; 0 0=


.
Единичный вектор — вектор e



, модуль которого 
равен 1; 1e =



.
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11.1.2. Угол между двумя ненулевыми векторами 
(рис. 11.2, a):

( ^ )a b j=




, 0 180j° £ £ ° .

а б

Рис . 11 .2

Два ненулевых вектора ортогональны, если 

( ^ ) 90a b = °




 (рис. 11.2, б). Обозначение: a b^




.
Ненулевые векторы коллинеарны, если парал-
лельны одной прямой (рис. 11.3). Обозначение: 

a b c


 

  .

Рис . 11 .3



11. Операции с векторами 131

На рис. 11.3 векторы a


 и b


 сонаправлены: a b




; 
векторы a



 и c


 противоположно направле ны: 
a c¯
 

.

( ^ ) 0a b a b Û = °
 

 

; ( ^ ) 180a b a b¯ Û = °
 

 

.

Векторы a


 и b


  равны, если a b




, a b=




.
11.1.3. Три ненулевых вектора компланарны, если 
они параллельны одной плоскости (рис. 11.4).

Рис . 11 .4

11 .2 . Линейные операции с векторами

11.2.1. Сложение двух ненулевых векторов: сумма 

векторов a


 и b


 находится по правилу треуголь-
ника (рис. 11.5, а) или по правилу параллелограм-

ма (рис. 11.5, б): c a b= +


 

.
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а б

Рис . 11 .5

Свойства: 

1) a b b a+ = +
 

 

; 

2) ( ) ( )a b c a b c+ + = + +
 

   

; 

3) 0a a+ =


 

; 
4)  вектор ( )a-



 противоположен вектору a


, если 

( ) 0a a+ - =


 

; a a- =
 

, ( )a a- ¯
 

.
11.2.2. Разность векторов:

( )d b a b a= + - = -
  

  .

11.2.3. Сложение n векторов:

1 2 nb a a a= + + +


  



.

Сумма n векторов находится по правилу много-
угольника (рис. 11.6).
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Рис . 11 .6

11.2.4. Умножение вектора на число:

b ka=


  (k ∈ R); 
0

,
k

b ka b k a b a
>

= Û = 
  

  

; 

0

,
k

b ka b k a b a
<

= Û = ¯
  

  

; 
0

0
k

b ka b
=

= Û =
 





.

Произведение вектора a


 на число k иллюстрирует 
рис. 11.7.

Рис . 11 .7

Свойства: 
1) ( ) ( )k la kl a=

 

; 

2) ( )k a b ka kb+ = +
 

 

, k, l ∈ R; 
3) 1 a a× =

 

.
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11 .3 . Скалярное произведение векторов

11.3.1. Скалярное произведение векторов — число:

( , ) cos( ^ )a b a b a b a b× = =
   

   

.

Скалярный квадрат: 2a a a× =
  

.
Свойства: 

1) a b b a× = ×
 

 

; 

2) ( , ) ( , ) ( , )k a b ka b a kb= =
  

  

, k ∈ R; 

3) ( )a b c a b a c× + = × + ×
 

    

; 

4) 
22a a=

 

; 

5) если 0, 0a b¹ ¹


 



, то 0a b a b^ Û × =
 

 

.
11.3.2. Проекция вектора на вектор:

cos
b

a b
пр a a

b
j

×
= =





 



, 0b ¹




; 

cosa

a b
пр b b

a
j

×
= =





 

 , 0a ¹




, где ( ^ )a bj =




.

Проекция вектора a


 на ось Ol: 

cos( ^ )Olпр a a a Ol=
  

.
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11.3.3. Косинус угла между векторами: 

cos cos( ^ )
a b

a b
a b

j
×

= =













, 0, 0a b¹ ¹


 



.

Если 0, 0a b¹ ¹


 



, то 0 0 90a b j× > Û ° £ < °




; 

0 90 180a b j× < Û ° < £ °




.

11 .4 . Векторное произведение векторов

11.4.1. Векторное произведение вектора a


 на 

вектор b


 — вектор [ , ]c a b a b= ´ =
 

  

, такой что 

1) sin( ^ )c a b a b=
 

  

, 

2) ,c a c b^ ^


  

, 

3) тройка векторов , ,a b c


 

 — правая (рис. 11.8).

Рис . 11 .8
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Свойства: 

1) ( )a b b a´ =- ´
 

 

; 

2) ( )k a b ka b a kb´ = ´ = ´
  

  

, k ∈ R; 

3) ( )a b c a b a c´ + = ´ + ´
 

    

; 

4) если 0, 0a b¹ ¹


 



, то 0a b a b´ = Û
 



 

 .

11.4.2. Геометрический смысл a b´




(рис. 11.9):

2ABCD ABDa b S S´ = =
 





.

Рис . 11 .9

11.4.3. Двойное векторное произведение трех век-

торов — вектор ( )a b c´ ´


 

, причем:

( ) ( ) ( )a b c b a c c a b´ ´ = × - ×
  

      .
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11 .5 . Смешанное произведение трех 
векторов

11.5.1. Смешанное произведение трех векторов — 
число:

( ,[ , ]) ( )abc a b c a b c= = × ´
  

      .

Свойства: 

1) ( ) ( ) ( )a b c b c a c a b× ´ = × ´ = × ´
  

     

; 

2) ( ) ( )a b c a c b× ´ =- × ´
 

   

; 

3)  Если 0, 0, 0a b c¹ ¹ ¹


  

 

, то 0 , ,abc a b c= Û
 

   

 
компланарны.

11.5.2. Геометрический смысл abc


 

: 

abc V=


 

.

Здесь V— объем параллелепипеда, построенного 
на векторах (рис. 11.10).

Рис . 11 .10
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11 .6 . Координатная форма вектора

11.6.1. Ортонормированный базис на плоскости 

( ,i j
 

): 

1i j= =
 

, i j^
 

(рис. 11.11, а).

Ортонормированный базис в пространстве, правая 

тройка ( , ,i j k


 

):

1i j k= = =


 

, i j^
 

, i k^




, j k^




(рис. 11.11, б).

а б

Рис . 11 .11

11.6.2. Координатная форма вектора на плоскости 
(рис. 11.12, а):

{ ; }OM r xi yj x y= = + =


 



.

Здесь x и y — координаты (проекции вектора на 
оси Ox и Oy).
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Координатная форма вектора в пространстве 
(рис. 11.12, б):

{ ; ; }OM r xi yj zk x y z= = + + =



 



.

Здесь x, y и z — координаты (проекции вектора 
на оси Ox, Oy и Oz).

а б

Рис . 11 .12

Модуль вектора r xi yj zk= + +


 



:

2 2 2r x y z= + +


.

Координаты и модуль вектора AB


, 

где A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2):

x = x2 – x1, y = y2 – y1, z = z2 – z1;

2 2 2
2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )AB x x y y z z= - + - + -



.
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Направляющие косинусы вектора r xi yj zk= + +


 



:

2 2 2
cos

x

x y z
a =

+ +
, 

2 2 2
cos

y

x y z
b =

+ +
, 

2 2 2
cos

z

x y z
g =

+ +
.

Здесь , ,a b g  — углы, образованные вектором r


 
и осями координат.

2 2 2cos cos cos 1a b g+ + = .

11.6.3. Сумма векторов 

1 1 1a x i y j z k= + +


 



 и 2 2 2b x i y j z k= + +


 

:

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( )a b x x i y y j z z k+ = + + + + +


 



.

11.6.4. Произведение вектора 1 1 1a x i y j z k= + +


 



 
на число m:

1 1 1ma mx i my j mz k= + +


 



.

11.6.5. Скалярное произведение векторов 

1 1 1a x i y j z k= + +


 



 и 2 2 2b x i y j z k= + +


 

:

1 2 1 2 1 2a b x x y y z z× = + +


 .
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11.6.6. Косинус угла между векторами 

1 1 1a x i y j z k= + +


 



 и 2 2 2b x i y j z k= + +


 

:

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos
x x y y z z

x y z x y z
j

+ +
=

+ + + +
  

при 0, 0a b¹ ¹


 



.

11.6.7. Векторное произведение векторов 

1 1 1a x i y j z k= + +


 



 и 
2 2 2b x i y j z k= + +



 

:

1 1 1

2 2 2

i j k

a b x y z

x y z

´ =



 





.

11.6.8. Смешанное произведение векторов 

1 1 1a x i y j z k= + +


 



, 2 2 2b x i y j z k= + +


 

  

и 3 3 3c x i y j z k= + +


 



:

1 1 1

2 2 2

3 3 3

x y z

abc x y z

x y z

=


  .
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11.6.9. Условие ортогональности ненулевых век-
торов:

1 2 1 2 1 2 0a b x x y y z z^ Û + + =


 .

Условие коллинеарности ненулевых векторов:

1 1 1

2 2 2

x y z
a b

x y z
Û = =





 .

Условие компланарности трех ненулевых векто-
ров:

, ,a b c


 

 компланарны ⇔
1 1 1

2 2 2

3 3 3

0

x y z

x y z

x y z

= .

Пример: Найдите угол между векторами AB


 
и AC


, если A(2; 0; 0), B(6; 1; 1), C(4; –1; 2).

Координатная форма вектора AB


:

(6 2) (1 0) (1 0)AB i j k= - + - + - =



 

4i j k+ +


 

.

Его модуль: 2 2 24 1 1 18 3 2AB = + + = =


.

Координатная форма вектора AC


:

(4 2) ( 1 0) (2 0)AC i j k= - + - - + - =



 

 

= 2 2i j k- +


 

;
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Его модуль: 2 2 22 ( 1) 2 9 3AC = + - + = =


.
Скалярное произведение векторов: 

4 2 1 ( 1) 1 2 9AB AC× = × + × - + × =
 

. 
Косинус угла и угол: 

9 2
cos

23 2 3
j = =

×
( ^ ) 45AB AC jÞ = = °
 

.



12 . Аналитическая 
геометрия на плоскости

12 .1 . Декартова система координат 
на плоскости

12.1.1. Прямоугольная декартова система коорди-
нат на плоскости — две взаимно перпендикуляр-
ные оси Ox и Oy с единым началом — точкой О 
и выбранным масштабом (рис. 12.1). Обозначение: 
Oxy.

Рис . 12 .1
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Плоскость, на которой задана система коорди-
нат, — координатная плоскость.
12.1.2. Декартовы координаты точки М на пло-

скости — проекции радиус-вектора OM


 точ-

ки M на оси Ox и Oy: Oxx пр OM=


, Oyy пр OM=


(см. рис. 12.1). Обозначение: M(x, y); x — абсцисса, 
y — ордината.
Знаки координат точки M(x, y) по четвертям 
(квадрантам):

Кордината I II III IV

x + – – +

y + + – –

Расстояние d между двумя точками M(x1, y1) 
и N(x2, y2):

2 2
2 1 2 1( ) ( )d x x y y= - + - .

Координаты x0 и y0 точки, делящей отрезок MN 
пополам:

1 2 1 2
0 0,

2 2
x x y y

x y
+ +

= = .

Координаты точки K(x0, y0), делящей отрезок MN 

в отношении 
MK m
KN n

= :
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1 2 1 2
0 0,

nx mx ny my
x y

n m n m

+ +
= =

+ +
.

12.1.3. Параллельный перенос координатных осей:

1

1

x x a

y y b

ì = +ïïíï = +ïî

1

1

x x a

y y b

ì = -ïïÛ íï = -ïî
.

Здесь (x; y) — координаты точки M в старой систе-
ме координат Oxy, (x1; y1) — координаты точки M 
в новой системе координат O1x1y1, (a; b) — коор-
динаты точки O1 в системе Oxy.
12.1.4. Поворот координатных осей на угол j :

1 1

1 1

cos sin

sin cos

x x y

y x y

j j
j j

ì = -ïïíï = +ïî
.

Здесь (x; y) — координаты точки M в старой систе-
ме координат Oxy, (x1; y1) — координаты точки M 
в новой системе координат Ox1y1.
12.1.5. Уравнение линии на плоскости: F(x; y) = 0.
Параметрические уравнения линии на плоскости: 

( )

( )

x t

y t

j
y

ì =ïïíï =ïî
.
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12 .2 . Уравнения прямой на плоскости

12.2.1. Различные виды уравнений прямой на пло-
скости (рис. 12.2):

№ Название Вид Пояснение

1 Вектор-
но-пара-
метриче-
кое

0r st r= +
  

{ ; }r x y=


 — ради-
ус-вектор текущей 
точки M(x; y)

2 Параме-
триче-
ские

0

0

x kt x

y lt y

ì = +ïïíï = +ïî

0 0 0{ ; }r x y=


 — ради-
ус-вектор заданной 
точки M0(x0; y0)

3 Канони-
ческое

0 0x x y y

k l

- -
=

{ ; }s k l=


 — направля-
ющий вектор

4 Общее 0Ax By C+ + = A, B — координаты 
нормального вектора 

{ ; }n A B=


5 Нор-
мальное

cos sin 0x y pa a+ - = 
— p = 0 2 2

cos
A

A B
a

±
=

+ , 

2 2
sin

B

A B
a

±
=

+
,

2 2

C
p

A B
=

+



, знак 

противоположен 
знаку С

Продолжение 
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№ Название Вид Пояснение

6 В отрез-
ках на 
осях

1
x y
a b
+ =

a, b — абсцисса 
и ордината точек 
пересечения прямой 
с осями Ox и Oy: 
P(a; 0), Q(0; b)

7 С 
угловым 
коэффи-
циентом

y kx b= + k — тангенс угла 
наклона прямой 
к оси Ox

Рис . 12 .2

12.2.2. Расстояние d от точки M0(x0, y0) до прямой 
Ax + By + C = 0:

0 0

2 2

Ax By C
d

A B

+ +
=

+
.

(Продолжение)



12. Аналитическая геометрия на плоскости 149

12.2.3. Уравнение прямой, проходящей через 2 точ-
ки M1(x1, y1) и M2(x2, y2):

1 1

2 1 2 1

x x y y

x x y y

- -
=

- -
.

12.2.3. Условие того, что 3 точки M1(x1, y1),  

M2(x2, y2) и M3(x3; y3) лежат на одной прямой:

3 1 3 1

2 1 2 1

x x y y

x x y y

- -
=

- -
.

12.2.4. Точка пересечения двух прямых A1x + B1y+ 
+ C1= 0 и A2x + B2y + C2= 0:

1 2 2 1
0

1 2 2 1

C B C B
x

A B A B

- +
=

-
, 1 2 2 1

0
1 2 2 1

AC A C
y

A B A B

- +
=

-
  

при 1 2 2 1 0A B A B- ¹ .

12.2.5. Косинус угла между прямыми:

1 2 1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

cos
A A B B

A B A B
j

+
=

+ +
 при 2 2

1 1 0A B+ ¹ , 

2 2
2 2 0A B+ ¹ .

12.2.6. Условие перпендикулярности прямых:

1 2 1 2 0A A B B+ = .

12.2.7. Условие параллельности прямых: 
1 1

2 2

A B

A B
= .
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12 .3 . Кривые второго порядка 
на плоскости

12.3.1. Эллипс (рис. 12.3, а). Каноническое урав-
нение:

2 2

2 2
1

x y
a b

+ = , при 0 b a< < .

а б

Рис . 12 .3

Вершины: A1(–a; 0), A2(a; 0), B1(0; –b), B2(0; b).
Большая ось: A1A2 = 2a; малая ось: B1B2 = 2b.

Фокусы: F1(–c; 0), F2(c; 0), где 2 2c a b= - .
Характеристическое свойство: MF1 + MF2 = 2a, 
где M — произвольная точка эллипса.
Эксцентриситет эллипса:

2 2c a b
a a

e
-

= = , 0 1e£ < . 
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С увеличением эксцентриситета ( 1e ® ) эллипс 
«вытягивается» вдоль оси Ox.

Если 0e = , то a = b = r, 
2 2

2 2 2
2 2

1
x y

x y r
r r

+ = Þ + =  — 

уравнение окружности с центром в точке O(0; 0) 
и радиусом r (рис. 12.3, б).
Площадь эллипса: 

S abp= .

Параметрические уравнения эллипса:

cos

sin

x a t

y b t

ì =ïïíï =ïî
.

Параметрические уравнения окружности:

cos

sin

x r t

y r t

ì =ïïíï =ïî
.

Эллипс 
2 2

2 2
1

x y
a b

+ =  при 0 a b< <  «вытянут» 

вдоль оси Oy.
Уравнение окружности с центром в точке M0(x0, y0) 
и радиусом r:

(x – x0)
2 + (y – y0)

2 = r2.
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12.3.2. Гипербола (рис. 12.4). Каноническое урав-
нение:

2 2

2 2
1

x y
a b

- =  при 0, 0a b> > .

Рис . 12 .4

Вершины: A1(–a; 0), A2(a; 0). 
Действительная ось: A1A2 = 2a; мнимая ось: B1B2 = 
= 2b, где B1(–b; 0), B2(b; 0).

Асимптоты: 
b

y x
a

=± . Фокусы: F1(–c; 0), F2(c; 0), 

где 2 2c a b= + .

Характеристическое свойство: 2 1 2MF MF a- = , 
где M — произвольная точка гиперболы.
Эксцентриситет гиперболы:

2 2c a b
a a

e
+

= = , 1e> . 
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При 1e ®  ветви гиперболы приближаются к Ox; 
при e ® ¥  ветви гиперболы приближаются к Oy.

Гипербола 
2 2

2 2
1

y x
b a

- =  при 0, 0a b> >  пересекает 
ось Oy.
12.3.3. Парабола (рис. 12.5, а, б). Каноническое 
уравнение:

y2 = 2px, 0p ¹ .

  

Рис . 12 .5

Вершина: O(0; 0). Фокус: ; 0
2
p

F
æ ö÷ç ÷ç ÷÷çè ø

, директриса: 

2
p

x =- .
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Характеристическое свойство: MF = MN, где M — 
произвольная точка параболы, MN — расстояние 
до директрисы.
Параболы y2 = 2px при p < 0 и x2 = 2py при p > 0 
и p < 0 представлены на рис. 12.5, б, в, г.

12.3.4. Уравнение 
2 2

2 2
0

x y
a b

+ =  при 0, 0a b¹ ¹  

задает точку O(0; 0).

Уравнение 
2 2

2 2
0

x y
a b

- =  при 0, 0a b¹ ¹  задает 

две прямые 
b

y x
a

=± .

Уравнение x2 = с2 при с ≠ 0 задает две прямые 

x c=± , параллельные оси Oy.

Уравнение y2 = с2 при с ≠ 0 задает две прямые 
y c=± , параллельные оси Ox.
Уравнение x2 = 0 задает ось Oy. Уравнение y2 = 0 
задает ось Ox.
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12 .4 . Полярная система координат 
на плоскости

12.4.1. Полярная система координат на плоско-
сти — ( ; )r j , где r — длина радиус-вектора r OM=





 
точки M, j  — угол наклона вектора r



 к оси Ox 
(рис. 12.6); 0r ³ , 0 2j p£ £ .

Рис . 12 .6

12.4.2. Связь декартовых координат с полярными: 

cosx r j= , siny r j= , x2 + y2 = r2, tg
y
x

j = .

12.4.3. Уравнение окружности x2 + y2 = r0
2 в по-

лярных координатах: 

r = r0.

12.4.4. Уравнение прямой y = kx в полярных ко-
ординатах: 

arctg kj = .
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12 .5 . Кривые, заданные 
параметрическими уравнениями 
и уравнениями в полярных координатах

№ Название Формула График

1 Цикло-
ида

( sin )

(1 cos )

x a t t

y a t

ì = -ïïíï = -ïî

2 Гипоци-
клоида

(астрои-
да)

3

3

cos

sin

x a t

y a t

ìï =ïíï =ïî   
(

2 2 2
3 3 3x y a+ = )

3 Спираль 
Архиме-
да

r aj=
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№ Название Формула График

4 Лога-
рифми-
ческая 
спираль

kr ae j=  (k > 0)

5 Лемни-
ската 
Бернул-
ли

2 2 cos2r a j=

6 Кардио-
ида

(1 cos )r a j= -

7 Декартов 
лист 3 3

3 sin 2
2(sin cos )

a
r

j
j j

=
+
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Пример: Определите вид кривых второго порядка 
2 24 25x y+ =  и 2 2 5x y- =  и найдите координа-

ты их точек пересечения.

2 24 25x y+ =
2 2

2 2
1

5 2,5
x y

Þ + =  — эллипс;  

a = 5, b = 2,5.

2 2 5x y- =
2 2

2 2
1

( 5) ( 5)

x y
Þ - =  — гипербола;  

a = b = 5 .

Координаты точек пересечения:

2 2

2 2

4 25

5

x y

x y

ìï + =ïíï - =ïî

2

2

5 45

5 20

x

y

ìï =ïÞ íï =ïî

3

2

x

y

ì = ±ïïÞ íï = ±ïî
.

Точки пересечения: K(3; 2), L(3; –2), M(–3; –2), 
N(–3; 2).



13 . Аналитическая 
геометрия в пространстве

13 .1 . Декартова система координат 
в пространстве

13.1.1. Прямоугольная декартова система коор-
динат в пространстве — три взаимно перпенди-
кулярные оси Ox, Oy и Oz с единым началом — 
точкой О и выбранным масштабом (рис. 13.1). 
Обозначение: Oxyz.

Рис . 13 .1
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13.1.2. Декартовы координаты точки М в про-

странстве — проекции радиус-вектора OM


 точки 

M на оси Ox, Oy и Oz: Oxx пр OM=


, Oyy пр OM=


 

и Ozz пр OM=


(см. рис. 13.1). Обозначение: M(x, 
y, z); x — абсцисса, y — ордината, z — аппликата.
Знаки координат точки M(x, y, z) в октантах:

Кордината I II III IV V VI VII VIII

x + – – + + – – +

y + + – – + + – –

z + + + + – – – –

Расстояние d между двумя точками M(x1, y1, z1) 
и N(x2, y2, z2):

2 2 2
2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )d x x y y z z= - + - + - .

Координаты x0, y0 и z0 точки, делящей отрезок 
MN пополам:

1 2
0 2

x x
x

+
= , 

1 2
0 2

y y
y

+
= , 

1 2
0 2

z z
z

+
= .

Координаты точки K(x0, y0, z0), делящей отрезок 

MN в отношении 
MK m
KN n

= :
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1 2
0

nx mx
x

n m

+
=

+
, 

1 2
0

ny my
y

n m

+
=

+ , 
1 2

0

nz mz
z

n m

+
=

+ .

13.1.3. Параллельный перенос координатных осей:

1

1

1

x x a

y y b

z z c

ì = +ïïïï = +íïïï = +ïî  

1

1

1

x x a

y y b

z z c

ì = -ïïïïÛ = -íïïï = -ïî

.

Здесь (x; y; z) — координаты точки M в старой 
системе координат Oxyz, (x1; y1; z1) — координа-
ты точки M в новой системе координат O1x1y1z1, 
(a; b; c) — координаты точки O1 в системе Oxyz.
13.1.4. Уравнение поверхности в пространстве:

F(x, y, z) = 0.

13.1.5. Уравнения линии в пространстве:

1

2

( ; ; ) 0

( ; ; ) 0

F x y z

F x y z

ì =ïïíï =ïî
.

13 .2 . Уравнения плоскости в пространстве

13.2.1. Различные виды уравнений плоскости в про-
странстве (рис. 13.2):
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№ Название Формула Пояснение

1 Вектор-
ное

0( ) 0n r r× - =
  

{ ; ; }r x y z=


 — ради-
ус-вектор текущей 
точки M(x; y; z);

2 В ко-
орди-
натной 
форме

0 0( ) ( )A x x B y y- + - +

0( ) 0C z z+ - =
0 0 0 0{ ; ; }r x y z=


 — 
радиус-вектор 
заданной точ-
ки M0(x0; y0; z0); 

{ ; ; }n A B C=


 — нор-
мальный вектор

3 Общее 0Ax By Cz D+ + + = 0 0 0D Ax By Cz=- - -

4 В отрез-
ках на 
осях

1
x y z
a b c
+ + =

a, b, c — абсцисса, 
ордината и аппли-
ката точек пере-
сечения плоскости 
с осями Ox, Oy, 
Oz: M(a; 0; 0), 
N(0; b; 0), P(0; 0; c)

Рис . 13 .2
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13.2.2. Расстояние d от точки M0(x0, y0, z0) до пло-
скости 0Ax By Cz D+ + + = :

0 0 0

2 2 2

Ax By Cz D
d

A B C

+ + +
=

+ +
.

13.2.3. Косинус угла между плоскостями 

1 1 1 1 0A x B y C z D+ + + =   
и 2 2 2 2 0A x B y C z D+ + + = :

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos
A A B B C C

A B C A B C
j

+ +
=

+ + + +
  

при 2 2 2
1 1 1 0A B C+ + ¹ , 2 2 2

2 2 2 0A B C+ + ¹ .

13.2.4. Условие параллельности двух плоскостей:

1 1 1

2 2 2

A B C

A B C
= = .

13.2.5. Условие перпендикулярности двух пло-
скостей:

1 2 1 2 1 2 0A A B B C C+ + = .
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13 .3 . Уравнения прямой в пространстве

13.3.1. Различные виды уравнений прямой в про-
странстве (рис. 13.3):

№ Название Вид Пояснение

1 Вектор-
но-пара-
метриче-
кое

0r st r= +
  

{ ; ; }r x y z=


 — 
радиус-вектор 
текущей точки 
M(x; y; z), 

0 0 0 0{ ; ; }r x y z=


 — 
радиус-вектор 
заданной точки 
M0(x0; y0; z0),

{ ; ; }s k l m=


 — на-
правляющий 
вектор

2 Параме-
триче-
ские

= +
 = +
 = +

0

0

0

x kt x

y lt y

z mt z

3 Канони-
ческие

− − −
= =0 0 0x x y y z z

k l m

4 Общие + + + =
 + + + =

1 1 1 1

2 2 2 2

0

0

A x B y C z D

A x B y C z D
1 1 1 1{ ; ; }n A B C=


, 
2 2 2 2{ ; ; }n A B C=


 — 
нормальные 
векторы пересека-
ющихся плоско-
стей
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Рис . 13 .3

13.3.2. Косинус угла между прямыми

 1 1 1

1 1 1

x x y y z z

k l m

- - -
= =   

и 2 2 2

2 2 2

x x y y z z

k l m

- - -
= = :

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos
k k l l m m

k l m k l m
j

+ +
=

+ + + +
  

при 2 2 2
1 1 1 0k l m+ + ¹ , 2 2 2

2 2 2 0k l m+ + ¹ .

13.3.3. Условие перпендикулярности двух прямых:

1 2 1 2 1 2 0k k l l m m+ + = .

13.3.4. Условие параллельности двух прямых:

1 1 1

2 2 2

k l m

k l m
= = .
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13 .4 . Прямая и плоскость в пространстве

13.4.1. Синус угла между прямой 0 0 0x x y y z z

k l m

- - -
= = 

0 0 0x x y y z z

k l m

- - -
= =  и плоскостью 0Ax By Cz D+ + + = :

2 2 2 2 2 2
sin

kA lB mC

k l m A B C
j

+ +
=

+ + + +
  

при 2 2 2 0k l m+ + ¹ , 2 2 2 0A B C+ + ¹ .

13.4.2. Условие перпендикулярности прямой и пло-
скости: 

k l m
A B C

= = .

13.4.3. Условие параллельности прямой и пло-
скости:

0kA lB mC+ + = .

Пример. Найдите точку пересечения между прямой 
2 1 2

2 1 1
x y z- + +

= =
-

 и плоскостью 2 3 5 0x y z- + - =

2 3 5 0x y z- + - = .
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2 1 2
2 1 1

x y z- + +
= =

-
 

2 2

1

2

x t

y t

z t

ì = +ïïïïÞ =- -íïïï = -ïî

 Þ

(2 2) 2( 1) 3( 2) 5 0t t t+ - - - + - - = Þ  

7 7 0tÞ - = 1tÞ = Þ  

2 2 4

1 1 2

1 2 1

x

y

z

ì = + =ïïïï =- - =-íïïï = - =-ïî

(4; 2; 1)MÞ - - .

13 .5 . Поверхности второго порядка

№ Название Формула Рисунок

1 Эллип-
тический 
цилиндр

2 2

2 2
1

x y
a b

+ =

Продолжение
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№ Название Формула Рисунок

2 Гипербо-
лический 
цилиндр

2 2

2 2
1

x y
a b

- =

3 Парабо-
лический 
цилиндр

2 2y px=

4 Эллип-
соид

2 2 2

2 2 2
1

x y z
a b c

+ + =

(Продолжение)
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№ Название Формула Рисунок

5 Сфера x2 + y2 + z2 = r2

6 Конус 2 2 2

2 2 2
0

x y z
a b c

+ - =

7 Однопо-
лостный 
гипербо-
лоид

2 2 2

2 2 2
1

x y z
a b c

+ - =

Продолжение
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№ Название Формула Рисунок

8 Двупо-
лостный 
гипербо-
лоид

2 2 2

2 2 2
1

x y z
a b c

+ - =-

9 Гипербо-
лический 
парабо-
лоид

2 2x y
z

p q
- = , 

 p > 0, q > 0

10 Эллип-
тический 
парабо-
лоид

2 2x y
z

p q
+ = ,  

p > 0, q > 0

(Продолжение)
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№ Название Формула Рисунок

11 Две 
пересека-
ющиеся 
плоско-
сти

2 2

2 2
0

x y
a b

- =

12 Две 
парал-
лельные 
плоско-
сти

2

2
1

x
a

=

13 Пло-
скость

z2 = 0

14 Точка 
O(0; 0; 0) + + =

2 2 2

2 2 2
0

x y z
a b c
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13 .6 . Цилиндрическая и сферическая 
системы координат

13.6.1. Цилиндрическая система координат: 

( ; ;r zj ), где r — длина вектора 1OM


 (составляю-

щей радиус-вектора OM


 точки M по плоскости 

Oxy); j  — угол наклона вектора 1OM


 к оси Ox; 
z — аппликата точки M (рис. 13.4).

Рис . 13 .4

0 r£ <+¥ , 0 2j p£ < , z-¥< <+¥ .

13.6.2. Связь между декартовыми и цилиндриче-
скими координатами:

cosx r j= , siny r j= , z = z;  

j
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x2 + y2 = r2, tg
y
x

j = .

13.6.3. Уравнения некоторых поверхностей в ци-
линдрических координатах:

 � круговой цилиндр: 
2 2 2

0 0x y r r r+ = Û = ;

 � сфера: 
2 2 2 2 2 2 2

0 0x y z r r z r+ + = Û + = 2 2
0z r rÛ =± - ;

 � конус: 
2 2 2 0x y z+ - = 2 2 0r zÛ - = z rÛ =± ;

 � однополостный гиперболоид: 
2 2 2 2 21 1x y z r z+ - = Û - = 2 1z rÛ =± - ;

 � двуполостный гиперболоид: 
2 2 2 2 21 1x y z r z+ - =- Û - =-

2 1z rÛ =± + ;

 � эллиптический параболоид: 
2 2 2x y z z r+ = Û = .
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13.6.4. Сферическая система координат: ( ; ; )r j q , 

где r — длина радиус-вектора OM


 точки M, j  — 

угол наклона вектора 1OM


(составляющей ра-

диус-вектора OM


 по плоскости Oxy) к оси Ox, 

q  — угол отклонения радиус-вектора OM


 от оси 
Oz (рис. 13.5).

Рис . 13 .5

0 r£ <+¥ , 0 2j p£ < , 0 q p£ £ .

13.6.5. Связь между декартовыми и сферическими 
координатами:

sin cosx r q j= , sin siny r q j= , cosz r q= ;

2 2 2 2r x y z= + + , tg
y
x

j = , 
2 2

2
2

tg
x y

z
q

+
= .

j
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13.6.6. Уравнения некоторых поверхностей в сфе-
рических координатах:

 � сфера:
2 2 2 2

0 0x y z r r r+ + = Û = ;

 � конус:

2 2 2 0x y z+ - =  
2 4
p p

qÛ = ± .



14 . Пределы

14 .1 . Предел последовательности

14.1.1. Число a — предел числовой последователь-
ности an, если для любого числа 0e>  найдется 
номер ( )N N e= , начиная с которого, то есть 
при n N³ , выполняется условие na a e- < . 
Обозначение:

lim nn
a a

®¥
= .

14.1.2. Пределом числовой последовательности an 
является +¥  (–¥ ), если для любого числа 

0M >  найдется номер ( )N N M= , начиная с ко-
торого, то есть при n N³ , выполняется условие 
an > M (an < –M). Обозначение:

lim nn
a

®¥
=¥  ( lim nn

a
®¥

=-¥ ).

Примеры. 

1) lim 0n

n
q

®¥
=  при 1q < ; lim n

n
q

®¥
= +¥  при q > 1; 

2) 
1

lim 0
kn n®¥
=  при 0k > ; lim k

n
n

®¥
= +¥  при 0k > .
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14.1.3. Замечательный предел:

1
lim 1

n

n
e

n®¥

æ ö÷ç + =÷ç ÷÷çè ø
, где 2,71828e =  .

14 .2 . Предел функции

14.2.1. Число A — предел функции f(x) в точке x0, 
если для любого числа 0e>  найдется такое число 

( ) 0d d e= > , что из условий 0x x d- < , fx DÎ , 

0x x¹  следует ( )f x A e- < . Обозначение:

0

lim ( )
x x

f x A
®

= .

Число A — предел функции f(x) при x ® +¥  
( x ®-¥ ), если для любого числа 0e>  найдется 
такое число ( ) 0M M e= > , что из условий x M>
( x M<- ), ( )fx D xÎ  следует ( )f x A e- < . Обо-
значение:

lim ( )
x

f x A
®+¥

=  ( lim ( )
x

f x A
®-¥

= ).

14.2.2. Пределом функции f(x) в точке x0 является 
+¥ (–¥ ), если для любого числа 0M >  най-
дется такое число ( ) 0Md d= > , что из условий 
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0x x d- < , fx DÎ , 0x x¹  следует f(x) > M (f(x) < 
< –M). Обозначение:

0

lim ( )
x x

f x
®

= +¥  (
0

lim ( )
x x

f x
®

=-¥ ).

14.2.3. Односторонние пределы:

0 0
0

0
lim ( ) lim ( )

x x x x
x x

f x f x
® + ®

>

=  — правосторонний;

0 0
0

0
lim ( ) lim ( )

x x x x
x x

f x f x
® - ®

<

=  — левосторонний.

14.2.4. Функция f(x) непрерывна в точке x0, если 

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x

®
= , что равносильно условиям

0 0
00 0

lim ( ) lim ( ) ( )
x x x x

f x f x f x
® - ® +

= = . Если не выпол-

няется хотя бы одно из последних условий, то 
в точке x0 функция f(x) имеет разрыв.
14.2.5. Арифметические операции с конечными 
пределами: если 

0

lim ( )
x x

f x A
®

= , 
0

lim ( )
x x

g x B
®

= , где 

A и B — числа, то

( )
0

lim ( ) ( )
x x

f x g x A B
®

± = ± ; 

( )
0

lim ( ) ( )
x x

f x g x AB
®

= ; 

0

( )
lim

( )x x

f x A
g x B®

=  при 0B ¹ .
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14.2.6. Замечательные пределы:

0

sin
lim 1
x

x
x®

= ; 
1

lim 1 2,71828
x

x
e

x®+¥

æ ö÷ç + = =÷ç ÷÷çè ø
 .

14.2.7. Функция ( )xa  — бесконечно малая в точке 
x0, если 

0

lim ( ) 0
x x

xa
®

= .

Функция f(x) — бесконечно большая в точке x0, 
если 

0

lim ( )
x x

f x
®

= +¥ .

0 0

1
lim ( ) lim 0

( )x x x x
f x

f x® ®
= +¥ Û = .

14.2.8. Если 
0

lim ( ) 0
x x

xa
®

= , 
0

lim ( ) 0
x x

xb
®

= , причем  

0

( )
lim 1

( )x x

x
x

a
b®

= , то бесконечно малые ( )xa  и ( )xb  

эквивалентны в точке x0. Обозначение: 

0

( ) ~ ( )
x x

x xa b
®

.

Если 
0

lim ( ) 0
x x

xa
®

= , 
0

lim ( ) 0
x x

xb
®

= , 
0

1lim ( ) 0
x x

xa
®

= , 

0
1lim ( ) 0

x x
xb

®
= , причем 

0
1( ) ~ ( )

x x
x xa a

®
, 

0
1( ) ~ ( )

x x
x xb b

®
, то 

0 0

1

1

( )( )
lim lim

( ) ( )x x x x

xx
x x

aa
b b® ®

= .

Эквивалентные бесконечно малые:
1) 

( ) 0
sin ( ) ~ ( )

x
x x

a
a a

®
;

2) 
( ) 0

tg ( ) ~ ( )
x

x x
a

a a
®

;
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3) 2

( ) 0
1 cos ( ) ~ ( ) 2

x
x x

a
a a

®
- ;

4) 
( ) 0

arcsin ( ) ~ ( )
x

x x
a

a a
®

;

5) 
( ) 0

arctg ( ) ~ ( )
x

x x
a

a a
®

;

6) 
( )

( ) 0
1 ~ ( )x

x
e xa

a
a

®
- ;

7) ( )

( ) 0
1 ~ ( ) lnx

x
a x aa

a
a

®
- ;

8) ( )
( ) 0

ln 1 ( ) ~ ( )
x

x x
a

a a
®

+ ;

9) ( )
( ) 0

log 1 ( ) ~ ( ) lna x
x x a

a
a a

®
+ ;

10) ( )
( ) 0

1 ( ) 1 ~ ( )
x

x x
m

a
a ma

®
+ - .

14.2.9. Предел показательно-степенной функции:

( ) 0

0

lim ( ) ln ( )( )
lim ( ) x x

g x f xg x

x x
f x e ®

®
= .

Примеры:

1) 
®+¥

- -
=

- +

2

2

0,5 0,7 8,1
lim

0, 9 1, 3 0,6x

x x
x x

®+¥

æ ö÷ç - - ÷ç ÷çè ø -
= = =-

æ ö÷ç - + ÷ç ÷çè ø

2
2

2
2

0,5 0,7
8,1

8,1
lim 9;

1, 3 0,6 0, 9
0, 9

x

x
xx

x
x x

2) 
( )

2 2

220 0

arcsin 4 16
lim lim 1,6.

10ln 1 2sin 5x x

x x
xx® ®

= =-
--



15 . Производные

15 .1 . Определение и геометрический 
смысл производной

15.1.1. Производная — предел отношения прираще-
ния функции f(x) к вызвавшему его приращению 
аргумента при условии, что приращение аргумента 

стремится к нулю: 
0

lim
x

y
xD ®

D
D

, где 0xD ¹  — прира-

щение аргумента, ( ) ( )y f x x f xD = +D -  — при-
ращение функции. Обозначение:

( )
dy

y f x
dx

¢ ¢= = ;  

0

( ) ( )
( ) lim

x

f x x f x
f x

xD ®

+D -¢ =
D

.

15.1.2. Значение производной функции f(x) в точ-
ке с абсциссой x равно тангенсу угла наклона 
касательной, проведенной к графику функции f(x) 
в точке (x; f(x)) (рис. 15.1).
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O

f x( )

f x+ x( )�

x

y

�y

�

x x+ x�

�x

N

K

M�

M

Рис . 15 .1

На рисунке MM ¢  — секущая, MK —  касательная;

tg
y M N

M MN
x MN

¢D ¢= = Ð Þ
D

0
lim lim tg tg tg
x M M

y
M MN KMN

x
a

¢D ® ®

D ¢= Ð = Ð =
D

.

Пример: На рис. 15.2. представлен график функ-
ции y = f(x). Найдите значение производной 
функции y = f(x) в точке x0.

Рис . 15 .2
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Значение производной y = f(x) в точке x0 — тан-
генс угла KML:

0

5
( ) tg .

9
KL

f x KML
ML

¢ = Ð = =

15.1.3. Уравнение касательной к графику функции 
f(x) в точке с абсциссой x0:

0 0 0( )( ) ( )y f x x x f x¢= - + .

15.1.4. Уравнение нормали к графику функции 
f (x) в точке с абсциссой x0:

0 0
0

1
( ) ( )

( )
y x x f x

f x
=- - +

¢ .

15 .2 . Правила дифференцирования 
и таблица производных

15.2.1. Дифференцирование — нахождение про-
изводной.
Основные правила дифференцирования:

1) ( ) ( )( ) ( )Cf x C f x¢ ¢= ;

2) ( )( ) ( ) ( ) ( )u x v x u x v x¢ ¢ ¢± = ± ;
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3) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x u x v x u x v x¢ ¢ ¢= + ;

4) 
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

u x u x v x u x v x
v x v x

¢æ ö ¢ ¢-÷ç ÷ =ç ÷ç ÷çè ø
;

5) ( )( )( ) xx
f x fjj j¢ ¢ ¢= × ;

6) ( )( ) ( )

( ) 1

( ) ( ) ( ) ln ( )

( ) ( ) ( ).

g x g x

g x

f x g x f x f x

g x f x f x-

¢ ¢= +

¢+
15.2.2. Таблица производных:
1) 0 ( const)C C¢ = = ;

2) ( ) 1a ax ax -¢ = ;

3) ( ) 1

2
x

x
¢ = ;

4) 
2

1 1
x x

¢æ ö÷ç =-÷ç ÷÷çè ø
;

5) ( ) lnx xa a a¢ = ;

6) ( )x xe e¢ = ;

7) ( ) 1
log

lna x
x a

¢ = ;

8) ( ) 1
ln x

x
¢ = ;
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9) ( )sin cosx x¢ = ;

10) ( )cos sinx x¢ = - ;

11) ( ) 2

1
tg

cos
x

x
¢ = ;

12) ( ) 2

1
ctg

sin
x

x
¢ = - ;

13) ( )
2

1
arcsin

1
x

x
¢ =

-
;

14) ( )
2

1
arccos

1
x

x
¢ = -

-
;

15) ( ) 2

1
arctg

1
x

x
¢ =

+
;

16) ( ) 2

1
arcctg

1
x

x
¢ = -

+
;

17) ( )sh chx x¢ = ;

18) ( )ch shx x¢ = .
Примеры:

1) ¢ ¢ ¢= + =3 3 3( ln ) ( ) ln (ln )x x x x x x
= +2 23 ln ;x x x
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2) ( ) ¢+¢+ = =
+3

(3 3)
log (3 3)

(3 3) ln 3

x
x

x

= =
+ +

3 ln 3 3
.

(3 3) ln 3 3 3

x x

x x

15 .3 . Дифференциал и его 
геометрический смысл

15.3.1. Если приращение функции y = f(x) в точке 
x имеет вид ( )y A x x xaD = D + D D , где A конечно, 

0
( ) 0

x
xa

D ®
D ® , то f(x) дифференцируема в точке x.

15.3.2. Дифференциал функции y = f(x) 
в точке x — линейная относительно xD  
часть приращения функции в этой точке: 

( ) ( )dy A x f x x f x dx¢ ¢= D = D = .
15.3.3. Дифференциал функции y = f(x) в точ-
ке x — приращение ординаты касательной, про-
веденной к графику функции y = f(x), в точке (x; 
f(x)), соответствующее приращению xD  аргумен-
та (отрезок KN на рис. 15.1).
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15 .4 . Производные высших порядков

15.4.1. Производная n-го порядка функции f(x) — 
это производная от производной (n – 1)-го по-
рядка функции f(x):

( ) ( ( ))f x f x¢¢ ¢ ¢= , ( ) ( ( ))f x f x¢¢¢ ¢¢ ¢= , … ,
( ) ( 1)( ) ( ( ))n nf x f x- ¢= .

15.4.2. Производные n-го порядка некоторых функ-
ций:

1) ( )( ) ( 1) 2 1 !n nx n n n= × - × × × = ;

2) ( )( ) lnx n x na a a=  ( 0a > , 1a ¹ );

3) ( )( ) lnkx n n kx na k a a=  ( 0a > , 1a ¹ );

4) ( )( )x n xe e= ;

5) ( )( )kx n n kxe k e= ;

6) ( ) 1 ( 1)!
(ln ) ( 1)n n

n

n
x

x
- -

= - ;

7) ( )(sin ) sin
2

n n
x x

pæ ö÷ç= + ÷ç ÷÷çè ø
;

8) ( )(cos ) cos
2

n n
x x

pæ ö÷ç= + ÷ç ÷÷çè ø
.
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15 .5 . Производные первого и второго 
порядка функций, заданных 
параметрически

15.5.1. Функция, заданная параметрически:
( )

( )

x t

y t

j
y

ì =ïïíï =ïî
.

15.5.2. Производная первого порядка:
( )
( )

t
x

t

yt
y

t x
y
j

¢¢
¢ = =

¢ ¢
.

15.5.3. Производная второго порядка:

( )x t
xx

t

y
y

x

¢ ¢
¢¢ =

¢
.

15 .6 . Формулы Тейлора и Маклорена

15.6.1. Формула Тейлора для функции y = f(x) 
с остаточным членом в форме Лагранжа:

2( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1! 2!
f a f a

f x f a x a x a
¢ ¢¢

= + - + - + 

( 1) ( )
1( ) ( )

( ) ( )
( 1)! !

n n
n nf a f c

x a x a
n n

-
-+ - + -

-
 ,  
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где c a xq= + , 0 1q< < .

15.6.2. Формула Маклорена для функции y = f(x) 
с остаточным членом в форме Лагранжа:

2(0) (0)
( ) (0)

1! 2!
f f

f x f x x
¢ ¢¢

= + + +

( 1) ( )
1(0) ( )

( 1)! !

n n
n nf f c

x x
n n

-
-+ +

-
 ,  

где c xq= , 0 1q< < .

15 .7 . Правило Лопиталя

Если 
0

lim ( ) 0
x x

f x
®

=  (±¥ ), 
0

lim ( ) 0
x x

g x
®

=  (±¥ ), то 

0 0

( ) ( )
lim lim

( ) ( )x x x x

f x f x
g x g x® ®

¢
=

¢
 при условии, что последний 

предел существует.
Пример.

- -® ®

¢+ - + -
= =

¢- -

5 4 5 4

2 2 2 21 1

2 3 (2 3)
lim lim

1 (1 )x xx x

x x x x
e e

-®

+
= = =-

--

4 3

2 21

10 4 14
lim 7.

22 xx

x x
e



16 . Функции нескольких 
переменных

16 .1 . Определение функции нескольких 
переменных

Если каждой точке M(x1, x2, …, xn) некоторой 
области U n-мерного пространства Rn ставится 
в соответствие единственное число u, то говорят, 
что в области U задана функция n переменных. 
Обозначение: u = f(M) = f(x1, x2, …, xn).
Функция двух переменных: z = f(x, y).
Функция трех переменных: u = f(x, y, z).

16 .2 . Частные приращения, производные 
и дифференциалы

16.2.1. Частные приращения функции двух пере-
менных z = f(x, y):

( , ) ( , )x z f x x y f x yD = +D - , 
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( , ) ( , )y z f x y y f x yD = +D - .

16.2.2. Частные производные функции двух пере-
менных z = f(x, y):

D ®

D¶ ¶¢ = = = =
¶ ¶ D0

( , )
lim x

x x

zz f x y
z

x x x

D ®

+D -
=

D0

( , ) ( , )
lim ,
x

f x x y f x y
x

D ®

D¶ ¶¢ = = = =
¶ ¶ D0

( , )
lim y

y y

zz f x y
z

y y y

D ®

+D -
=

D0

( , ) ( , )
lim .
y

f x y y f x y
y

16.2.3. Частные дифференциалы функции двух 
переменных z = f(x, y):

x x

z
d z z x dx

x
¶¢= D =
¶

,

y y

z
d z z y dy

y
¶¢= D =
¶

.

16.2.4. Частные приращения, производные и диф-
ференциалы функции n-переменных u = f (x1, x2, 
…, xn) определяются аналогично.
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Примеры:

1) 2 23 5 7 4 2z x y xy x y= - + - + , 
6 7 4xz x y¢ = + - , 10 7 2yz y x¢ = - + + ;

2) 3 2(2 ) x yz x y e += - , 
+ +¢ = + - × × =3 2 3 22 (2 ) 3x y x y

xz e x y e
+= - +3 2 (6 3 2),x ye x y

+ +¢ =- + - × × =3 2 3 2(2 ) 2x y x y
yz e x y e

+= - -3 2 (4 2 1).x ye x y

16 .3 . Полное приращение и полный 
дифференциал

16.3.1. Полное приращение функции двух пере-
менных z = f(x, y) в точке M(x, y):

( , ) ( , )z f x x y y f x yD = +D +D - .
Пусть zD  имеет вид

z A x B y x ya bD = D + D + D + D .
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Здесь A и B конечны, 0, 0a b® ®  при 0,xD ®  
0yD ® . Тогда функция z = f(x, y) дифференци-

руема в точке M(x, y).
16.3.2. Полный дифференциал функции двух пере-
менных z = f(x, y):

¶
= D + D = D +

¶
z

dz A x B y x
x

¶ ¶ ¶
+ D = +

¶ ¶ ¶
.

z z z
y dx dy

y x y

16.3.3. Полное приращение, полный дифференци-
ал и связь между ними для функции n-переменных 
u = f(x1, x2, …, xn) определяются аналогично.

16 .4 . Производные сложных и неявных 
функций

16.4.1. Если ( , , )z f t x y= , где ( )x tj= , ( )y ty= , 

то полная производная функции ( , , )z f t x y= по t:

dz z z dx z dy
dt t x dt y dt

¶ ¶ ¶
= + × + ×

¶ ¶ ¶
.
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16.4.2. Если ( , )z f x y= , где ( , )x u vj= , ( , )y u vy= , 
то:

z z x z y
u x u y u

¶ ¶ ¶ ¶ ¶
= × + ×

¶ ¶ ¶ ¶ ¶ , 
z z x z y
v x v y v

¶ ¶ ¶ ¶ ¶
= × + ×

¶ ¶ ¶ ¶ ¶ .

16.4.3. Если функция двух переменных ( , )z f x y=  
задана неявно уравнением ( , , ) 0F x y z = , то:

( , , )
( , , )

x

z

F x y zz
x F x y z

¢¶
=-

¢¶ , 
( , , )

( , , )
y

z

F x y zz
y F x y z

¢¶
=-

¢¶ .

16 .5 . Частные производные 
и дифференциалы высших порядков

16.5.1. Частные производные второго порядка 
функции двух переменных ( , )z f x y= :

2

2 xx

z z
z

x xx

æ ö¶ ¶ ¶ ÷ç¢¢= = ÷ç ÷÷çè ø¶ ¶¶
, 

2

2 yy

z z
z

y yy

æ ö¶ ¶ ¶ ÷ç¢¢ ÷= = ç ÷ç ÷ç¶ ¶¶ è ø
,

2 2

,xy yx

смешанные производные

z z z z
z z

x y y x y x x y

æ öæ ö¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ÷ç÷ç¢¢ ¢¢ ÷= = = =÷ çç ÷÷ ç÷ç ÷çè ø¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶è ø


;

В области непрерывности смешанных производ-
ных xy yxz z¢¢ ¢¢= .
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16.5.2. Полный дифференциал второго порядка 
функции двух переменных ( , )z f x y= :

2 2 2
2 2 2

2 2
2

z z z
d z dx dxdy dy

x yx y
¶ ¶ ¶

= + +
¶ ¶¶ ¶

.

16.5.3. Частные производные n-го порядка функ-
ции двух переменных ( , )z f x y= :

1

1

n n

n n

z z
xx x

-

-

æ ö¶ ¶ ¶ ÷ç ÷= ç ÷ç ÷ç¶¶ ¶è ø
, 

1

1

n n

m n m m n m

z z
xx y x y

-

- - -

æ ö¶ ¶ ¶ ÷ç ÷= ç ÷ç ÷ç¶¶ ¶ ¶ ¶è ø
 

и т. д.

16.5.4. Полный дифференциал n-го порядка функ-
ции двух переменных ( , )z f x y= :

n

nd z dx dy z
x y

æ ö¶ ¶ ÷ç ÷= +ç ÷ç ÷ç¶ ¶è ø
.

Пример:

ln(5 3 )z x y= - , 
5

5 3xz
x y

¢ =
-

, 
3

5 3yz
x y

¢ = -
-

, 

5 3
5 3
dx dy

dz
x y
-

=
-

; 2

25
(5 3 )xxz

x y
¢¢ = -

-
, 

 2

9
(5 3 )yyz

x y
¢¢ = -

-
, 2

15
(5 3 )xyz

x y
¢¢ =

- , 
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2 2
2

2

25 30 9
(5 3 )

dx dxdy dy
d z

x y
- + -

=
-

.

16 .6 . Касательная плоскость и нормаль 
к поверхности

16.6.1. Уравнение поверхности:

( , , ) 0F x y z = .

16.6.2. Уравнение касательной плоскости к поверх-
ности ( , , ) 0F x y z =  в точке M0 (x0, y0, z0):

¢ ¢- + - +0 0 0 0 0 0 0 0( , , )( ) ( , , )( )x yF x y z x x F x y z y y

¢+ - =0 0 0 0( , , )( ) 0.zF x y z z z

16.6.3. Уравнения нормали к поверхности 
( , , ) 0F x y z =  в точке 0 0 0 0( , , )M x y z :

0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0( , , ) ( , , ) ( , , )x y z

x x y y z z

F x y z F x y z F x y z

- - -
= =

¢ ¢ ¢ .



17 . Первообразная 
и неопределенный 

интеграл

17 .1 . Определение первообразной 
и неопределенного интеграла

17.1.1. Первообразная — функция F(x), производ-
ная которой равна данной функции f(x):

( ) ( )F x f x¢ = .

17.1.2. Неопределенный интеграл — множество всех 
первообразных данной функции:

( ) ( )f x dx F x C= +ò , где constC = .

Свойства:

1) ( )( ) ( )f x dx f x¢ =ò ;
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2) ( )+ =ò ( ) ( )a f x b g x dx

= +ò ò( ) ( )a f x dx b g x dx , ,a b Î  R;

3) ( )= + Þ =ò ò( ) ( ) ( ) ( )f x dx F x C f u x du x

( )= +( )F u x C .

17 .2 . Таблица основных интегралов

1) 
1

( 1)
1

a
a x

x dx C a
a

+

= + ¹-
+ò ;

2) 1 ln
dx

x dx x C
x

- = = +ò ò ;

3) ( 0, 1)
ln

x
x a

a dx C a a
a

= + > ¹ò ;

4) x xe dx e C= +ò ;

5) sin cosxdx x C=- +ò ;

6) cos sinxdx x C= +ò ;

7) tg ln cosxdx x C=- +ò ;

8) ctg ln sinxdx x C= +ò ;

9) 
2

tg
cos

dx
x C

x
= +ò ;
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10) 
2

ctg
sin

dx
x C

x
=- +ò ;

11) 
2 2

arcsin
dx x

C
aa x

= +
-

ò  (a > 0);

12) 2 2

2 2
ln

dx
x x a C

x a
= + ± +

±
ò ;

13) 
2 2

1
arctg

dx x
C

a ax a
= +

+ò ;

14) 
2 2

1
ln

2
dx x a

C
a x ax a

-
= +

+-ò ;

15) sh chxdx x C= +ò ;

16) ch shxdx x C= +ò .

17 .3 . Основные методы интегрирования

17.3.1. Внесение под знак дифференциала:

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )f u x u x dx f u x du x¢ =ò ò .

Примеры:

1) 
2

2 3
2

tg 1
tg (tg ) tg

3cos
x

dx xd x x C
x

= = +ò ò ;
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2) ( ) ( )-
= + + =

+
ò ò

1 2
1 1

1

x
x x

x

e dx
e d e

e

= + +2 1xe C .
17.3.2. Интегрирование по частям:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x dv x u x v x v x du x= -ò ò .

Пример:
1

ln ln
1

a
a x

x xdx xd
a

+æ ö÷ç ÷= =ç ÷ç ÷ç +è øò ò
1 1 1

ln
1 1

a ax x
x dx

a a x

+ +

= - × =
+ +ò

 
+ +

= - +
+ +

1 1

2
ln

1 ( 1)

a ax x
x C

a a
, 1a ¹- .

17.3.3. Замена переменной:

( )
( )

( ) ( ) ( )
x t

f x dx f t t dt
j

j j
=

¢=ò ò .

Пример:

( ) ( )
= =

= =
++

ò ò
6 5 5, 6

3 23

6

11

x t dx t dtdx t dt

t tx x

+ -
= = =

+ +ò ò
2 2

2 2

1 1
6 6

1 1
t dt t

dt
t t
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æ ö÷ç= - = - +÷ç ÷÷çè ø+ò 2

1
6 1 6 6arctg

1
dt t t

t
=

+ = - +
6

6 66 6arctg
t x

C x x C .

17.3.4. Интегрирование дробных рациональных 

функций. Любую несократимую дробь 
( )
( )

m

n

P x

Q x
, 

где ( )mP x  и ( )nQ x  — многочлены степеней m и n 
соответственно, причем m < n, можно представить 

в виде суммы простейших дробей вида 
( )k

A
x a-

 

и 
2( )k

Mx N
x px q

+
+ +

, где k Î  N, 2 4 0p q- < . Путем 

выделения полного квадрата в знаменателе дроби 

2( )k

Mx N
x px q

+
+ +

 ее можно выразить в виде суммы 

двух дробей вида 2 2( )k

H
x a+

 и 2 2( )k

Gx
x a+ , где 

k Î  N.

1) ln
dx

x a C
x a

= - +
-ò ; 

2) 
1

1

1
( ) (1 )( )

k

k k

dx
C

x a k x a

¹

-
= +

- - -ò ;
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3) 
( ) ( )2 3 2 2 22 2

1
arctg

2 2

dx x x
C

aa a x ax a
= + +

++
ò ;

4) 
( ) ( ) 12 2 2 2

1

2(1 )
k k

xdx
C

x a k x a
-

= +
+ - +

ò ,  

k ÎN, k > 1;

5) 
( ) ( ) -

= +
+ - +

ò 12 2 2 2 22 ( 1)
k k

dx x

x a a k x a

( ) -

-
+ +

- +
ò2 12 2

2 3
2 ( 1) k

k dx
C

a k x a
, k ÎN, k > 1.

17.3.5. Интегрирование иррациональных выраже-
ний вида:

, , , ,

k m p
l n qax b ax b ax b

R x
cx d cx d cx d

æ ö÷ç æ ö æ ö æ ö+ + + ÷ç ÷ ÷ ÷ ÷ç ç çç ÷ ÷ ÷ ÷ç ç çç ÷ ÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç çç è ø è ø è ø+ + + ÷ç ÷è ø


.

Здесь R — рациональная функция.

Замена переменной Nax b
t

cx d
+

=
+

, где N — наимень-

шее общее кратное чисел l, n, …, q, преобразует 
функцию R в рациональную функцию аргумента t.

Пример: 1x dx
x x
+

×ò . Замена переменной:
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2
2 2 2

1 1 2
1 ( 1)

x tdt
t x dx

x t t
+

= Þ = Þ =-
- -

.

+
× =- × - × =

-ò ò 2
2 2

1 2
( 1)

( 1)
x dx tdt

t t
x x t

=- =
-ò
2

2

2
1

t dt
t

2

2 2

( 1 1) 1
2 2 1

1 1
t dt

dt
t t

æ ö- + ÷ç=- =- + =÷ç ÷÷çè ø- -ò ò
 

+
=

- +
=- - + = - -

+

1

1 1
2 ln 2

1

x
t

xt x
t C

t x

+ -
- +

+ +

1
ln

1

x x
C

x x
.

17.3.6. Интегрирование рациональных функций от 

x, 2 2a x-  или 2 2x a± :

1) ( ) ( )
sin

2 2, sin , cos cos
x a t

R x a x dx R a t a t a tdt
=

- =ò ò , 

x a<  (возможна подстановка cosx a t= );

2) ( ) sin
2 2

2

cos
, , ctg

sin sin

a
x

t a a tdt
R x x a dx R a t

t t

= æ ö÷ç- = - ÷ç ÷÷çè øò ò , 

0x a> >  (возможна подстановка 
cos

a
x

t
= );
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3) ( )
tg

2 2
2

, tg ,
cos cos

x a t a adt
R x x a dx R a t

t t

= æ ö÷ç+ = ÷ç ÷÷çè øò ò
 

(возможна подстановка ctgx a t= ).
Некоторые частные случаи:

1) 2 2

2 2

xdx
a x C

a x
=± ± +

±
ò , a > 0;

2) 
( )2 2 2 2

2 2

3

a x a x
x a x dx C

± ±
± =± +ò , a > 0;

3) 
2

2 2 2 2 arcsin
2 2
x a x

a x dx a x C
a

- = - + +ò , a > 0;

4) ± = ± ±ò 2 2 2 2

2
x

x a dx x a

± + ± +
2

2 2ln
2
a

x x a C , a > 0.

17.3.7. Интегрирование произведений и степеней 
тригонометрических функций:

1) =ò sin cosax bxdx  

( )1
sin( ) sin( )

2
a b x a b x dx= - + +ò ; 

2) =ò cos cosax bxdx

( )= - + +ò
1

cos( ) cos( )
2

a b x a b x dx ;
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3) =ò sin sinax bxdx

( )= - - +ò
1

cos( ) cos( )
2

a b x a b x dx ;

4) sin cos sin (sin )n nx xdx xd x=ò ò ; 

5) cos sin cos (cos )n nx xdx xd x=-ò ò ;

6) 2 1 2sin (1 cos ) (cos )n nxdx x d x+ =- -ò ò ; 

7) 2 1 2cos (1 sin ) (sin )n nxdx x d x+ = -ò ò ;

8) 2 1
sin (1 cos2 )

2
n n

n
xdx x dx= -ò ò ; 

9) 2 1
cos (1 cos2 )

2
n n

n
xdx x dx= +ò ò .

17.3.8. Интегрирование рациональных функций 

от sin x и cos x:

1) (cos ) sin (cos ) cosR x xdx R x d x=-ò ò ; 

2) (sin ) cos (sin ) sinR x xdx R x d x=ò ò ;

3) (sin , cos )R x x dxò . Универсальная тригономе-

трическая подстановка tg
2
x

t = , 2

2
sin

1
t

x
t

=
+ , 

2

2

1
cos

1
t

x
t

-
=

+
, 2

2
1

dt
dx

t
=

+  преобразует подын-
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тегральную функцию в рациональную функ-
цию аргумента t;

4) (sin , cos )R x x dxò  при условии (sin , cos ) ( sin , cos )R x x R x x= - -

(sin , cos ) ( sin , cos )R x x R x x= - - .  Подстановка tgt x= , 
2

2
2

sin
1

t
x

t
=

+
,  2

2

1
cos

1
x

t
=

+
,  

21
dt

dx
t

=
+

 

преобразует подынтегральную функцию в ра-
циональную функцию аргумента t.

Примеры. 

1) = + =ò ò4 21
cos (1 cos2 )

4
xdx x dx

= + + =ò 21
(1 2cos2 cos 2 )

4
x x dx

æ ö÷ç= + + + =÷ç ÷÷çè øò
1 1

1 2cos2 (1 cos 4 )
4 2

x x dx

æ ö÷ç= + + =÷ç ÷÷çè øò
1 3 1

2cos2 cos 4
4 2 2

x x dx

3 1 1
sin 2 sin 4

8 4 32
x x x C= + + + ;
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2) 
tg 22

2 2 2

2(1 )
2sin cos 1 (1 )(4 1 1 )

x
t

dx t dt
x x t t t t

=
+

= =
+ + + + - + +ò ò

1 1
ln 2 1 ln 2tg 1

2 1 2 2 2
dt x

t C C
t

= = + + = + +
+ò .

17.3.8. Интегралы от некоторых трансцендентных 
функций:

1) 2

1
sin cos sin

x
x axdx ax ax C

a a
=- + +ò ;

2) 
2

1
cos sin cos

x
x axdx ax ax C

a a
= + +ò ;

3) ln tg
sin 2
dx x

C
x
= +ò ;

4) ln tg
cos 2 4
dx x

C
x

pæ ö÷ç= + +÷ç ÷÷çè øò ;

5) 1
n ax

n ax n axx e n
x e dx x e dx C

a a
-= - +ò ò ;

6) 2 2
sin ( sin cos )

ax
ax e

e bx dx a bx b bx C
a b

= - +
+ò ;

7) 
2 2

cos ( cos sin )
ax

ax e
e bx dx a bx b bx C

a b
= + +

+ò ;
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8) 2arcsin arcsin 1xdx x x x C= + - +ò ;

9) 21
arc tg arc tg ln(1 )

2
xdx x x x C= - + +ò ;

10) ln lnxdx x x x C= - +ò ;

11) 
1ln ln
1

a ax x
dx C

x a

+

= +
+ò , 1a ¹- ;

12) ln ln
ln
dx

x C
x x

= +ò ;

13) 
1 1

2
ln ln

1 ( 1)

a a
a x x

x xdx x C
a a

+ +

= - +
+ +ò , 1a ¹- .



18 . Определенный интеграл

18 .1 . Определение и свойства

18.1.1. Определенный интеграл от непрерывной 
функции f(x) по промежутку [a; b] — предел 

0
1

lim ( )
n

n

i i
i

f x x
l ®

=

Då 
, где 1i i ix x x -D = - , x0 = a, xn = b, 

1[ ; ]i i ix x x-Î , 1,2, ,i n=  , 
1,2, ,
maxn ii n

xl
=

= D


. 
Обозначение:

0
1

( ) lim ( )
n

b n

i i
ia

f x dx f x x
l ®

=

= Dåò  .

18.1.2. Геометрический смысл: если ( ) 0f x ³   

на [a; b], a b< , то ( )
b

a

f x dxò  — площадь криво-

линейной трапеции (фигура ABCD на рис. 18.1).
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Рис . 18 .1

18.1.2. Свойства: 

1) ( ) 0
a

a

f x dx =ò ;

2) ( ) ( )
b a

a b

f x dx f x dx=-ò ò ;

3) ( )+ = +ò ò( ) ( ) ( )
b b

a a

p f x q g x dx p f x dx

+ ò ( )
b

a

q g x dx , ,p q Î  R;

4) ( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx= +ò ò ò ;
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5) ( )m f x M£ £ , [ ; ]x a bÎ

( ) ( ) ( )
b

a

m b a f x dx M b aÞ - £ £ -ò , a < b;

6) ( ) ( )( )
b

a

f x dx f c b a= -ò , ( ; )c a bÎ , a < b.

18.1.3. Формула Ньютона—Лейбница:

( ) ( ) ( ) ( )
b

b

a
a

f x dx F x F b F a= = -ò ,  

где F(x) — первообразная функции f(x).

Пример.
44 3

2 2

1 1

1
4 3 2 3 ln

3
x

x x dx x x x
x

æ öæ ö ÷ç÷ç ÷- + + = - + + =÷ çç ÷÷ ç÷ç ÷çè ø è øò
64 1

2(16 1) 3(4 1) ln 4 ln 4
3
-

= - - + - + = .

18 .2 . Основные методы интегрирования

18.2.1. Замена переменной: 

( )( ) ( ) ( )
b

a

f x dx f t t dt
b

a

j j¢=ò ò .
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Здесь ( )x tj=  — монотонная функция на [ ; ]a b , 

( ) aj a = , ( ) bj b = .
18.2.2. Интегрирование по частям:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b

b

a
a a

u x dv x u x v x v x du x= -ò ò .

Примеры:

1) 
2

0
1 sin

dx
x

p

+ò  — замена переменной:

tg
2
x

t = , 2

2
sin

1
t

x
t

=
+

, 2

2
1

dt
dx

t
=

+
, 

 0 0x t= Þ = , 1
2

x t
p

= Þ = . 
2 1

20 0
2

2
21 sin

(1 ) 1
1

dx dt
tx

t
t

p

= =
æ ö+ ÷ç+ + ÷ç ÷çè ø+

ò ò

11
2

0 0

2
2 ( 1) ( 1) 1

1
t d t

t
-+ + =- =

+ò ; 

2) 
1 1 1

1

0
0 0 0

x x x xxe dx xde xe e dx= = - =ò ò ò
1 1 0

0 0
1x xxe e e e e- = - + = .
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18 .3 . Приложения определенного 
интеграла

18.3.1. Площадь S фигуры, ограниченной линиями 
y = f(x), y = g (x), x = a, x = b при f(x) > g (x), 
a < b (рис. 18.2):

( )( ) ( )
b

a

S f x g x dx= -ò .

Рис . 18 .2

18.3.2. Площадь S фигуры, ограниченной замкнутой 

линией 
( )

( )

x t

y t

j
y

ì =ïïíï =ïî
 при [ ; ]t a bÎ :

( ) ( )S t t dt
b

a

y j¢= ò .
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18.3.3. Площадь S криволинейного сектора 
(рис. 18.3), ограниченного линией ( )r r j=  и дву-
мя лучами j a= , j b=  при a b< :

21
( )

2
S r d

b

a

j j= ò .

Рис . 18 .3

18.3.4. Длина L дуги кривой y = f(x) при [ ; ]x a bÎ :

( )2
1 ( )

b

a

L f x dx¢= +ò .

18.3.5. Длина L дуги кривой 
( )

( )

x t

y t

j
y

ì =ïïíï =ïî
 при 

[ ; ]t a bÎ :

( ) ( )2 2
( ) ( )L t t dt

b

a

j y¢ ¢= +ò .
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18.3.6. Длина L дуги кривой ( )r r j=  при [ ; ]j a bÎ :

( )22( ) ( )L r r d
b

a

j j j¢= +ò .

18.3.7. Объем V тела, площадь поперечного сечения 
которого равна S(x), где [ ; ]x a bÎ : 

( )
b

a

V S x dx= ò .

18.3.8. Объем V тела, полученного вращением 
криволинейной трапеции, ограниченной линиями 
y = f(x), y = 0, x = a, x = b при a < b, вокруг оси Ox:

2( )
b

a

V f x dxp= ò .

18.3.9. Объем V тела, полученного вращением 
криволинейной трапеции, ограниченной линиями 
y = f (x), y = 0, x = a, x = b при 0 < a < b, вокруг 
оси Oy:

2 ( )
b

a

V x f x dxp= ò .

18.3.10. Площадь S поверхности тела, полученного 
вращением криволинейной трапеции, ограничен-
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ной линиями y = f(x) � 0, y = 0, x = a, x = b при 
a < b, вокруг оси Ox:

( )2
2 ( ) 1 ( )

b

a

S f x f x dxp ¢= +ò .

18.3.11. Статические моменты плоской фигуры, 
ограниченной линиями y = f(x), y = g (x), x = a, 
x = b при f(x) > g (x), a < b 

 � относительно оси Ox:

( )2 21
( ) ( )

2

b

x

a

M f x g x dx= -ò ,

 � относительно оси Oy:

( )( ) ( )
b

y

a

M f x g x xdx= -ò .

18.3.12. Координаты центра масс фигуры, огра-
ниченной линиями y = f(x), y = g (x), x = a, x = b 
при f(x) > g (x), a < b:

0
yM

x
S

= , 0
xM

y
S

= , где S — площадь.

Пример: Найдите координаты центра масс плоской 
фигуры, ограниченной линиями

 y = x и 21
2

y x= (рис. 18.4).
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Рис . 18 .4

22
2 2 3

00

1 1 1 4 2
2

2 2 6 3 3
S x x dx x x

æ ö æ ö÷ ÷ç ç= - = - = - =÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è øò ,

2
2 4

0

1 1
2 4xM x x dx

æ ö÷ç= - =÷ç ÷÷çè øò
 

2

3 5

0

1 1 1 1 8 8 8
2 3 20 2 3 5 15

x x
æ ö æ ö÷ ÷ç ç- = - =÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø

,

2 2
2 2 3

0 0

1 1
2 2yM x x xdx x x dx

æ ö æ ö÷ ÷ç ç= - = - =÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è øò ò
 

2

3 4

0

1 1 8 2
2

3 8 3 3
x x

æ ö÷ç - = - =÷ç ÷÷çè ø ,

0 1yM
x

S
= = , 0

8 3 4
15 2 5

xM
y

S
×

= = =
× .
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18 .4 . Несобственные интегралы

18.4.1. Несобственный интеграл от функции f(x), 
непрерывной на промежутке 

 � [ ; )a +¥  (рис. 18.5):

( ) lim ( )
b

b
a a

f x dx f x dx
+¥

®+¥
=ò ò ;

 � ( ; ]b-¥ :

( ) lim ( )
b b

a
a

f x dx f x dx
®-¥

-¥

=ò ò .

Рис . 18 .5

18.4.2. Интегралы ( )
a

f x dx
+¥

ò  и ( )
b

f x dx
-¥
ò  сходят-

ся, если пределы lim ( )
b

b
a

f x dx
®+¥ ò  и lim ( )

b

a
a

f x dx
®-¥ ò  

конечны. В противном случае они расходятся.
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18.4.3. Несобственный интеграл от функции f(x), 
непрерывной на промежутке ( ; )-¥ +¥ :

( ) ( ) ( )
a

a

f x dx f x dx f x dx
+¥ +¥

-¥ -¥

= +ò ò ò . 

Интеграл ( )f x dx
+¥

-¥
ò  сходится, если сходятся оба 

интеграла в правой части; интеграл ( )f x dx
+¥

-¥
ò  рас-

ходится, если расходится хотя бы один интеграл 
в правой части.
18.4.4. Несобственный интеграл от функции f(x) 
(рис. 18.6), непрерывной на промежутке [a; b) 
и неограниченной в точке b (

0
lim ( )

x b
f x

® -
= ±¥ ):

0
( ) lim ( )

b c

c b
a a

f x dx f x dx
® -

=ò ò . 

Рис . 18 .6
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Несобственный интеграл от функции f(x), непре-
рывной на промежутке (a; b] и неограниченной 
в точке a (

0
lim ( )

x a
f x

® +
= ±¥ ):

0
( ) lim ( )

b b

c a
a c

f x dx f x dx
® +

=ò ò .

18.4.5. Интегралы ( )
b

a

f x dxò  сходятся, если пре-

делы 
0

lim ( )
c

c b
a

f x dx
® - ò  и 

0
lim ( )

b

c a
c

f x dx
® + ò  конечны; 

в противном случае интегралы расходятся.
18.4.6. Несобственный интеграл от функции 
f (x), непрерывной на промежутке (a; b) и не-
ограниченной в точках a и b (

0
lim ( )

x a
f x

® +
= ±¥ , 

0
lim ( )

x b
f x

® -
= ±¥ ):

( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx= +ò ò ò , где a c b< < .

Интеграл ( )
b

a

f x dxò  сходится, если сходятся оба 

интеграла в правой части. Интеграл ( )
b

a

f x dxò  

расходится, если расходится хотя бы один инте-
грал в правой части.
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Примеры:

1) 
+¥

®+¥ ®+¥
= = =

+ +ò ò2 2 0
0 0

lim lim arctg
1 1

b
b

b b

dx dx
x

x x

p
®+¥

= - =lim (arctg arctg0)
2b

b ;

2) 
® - ® -

= = - =
- -ò ò0 0

lim lim ln
b c

c

ac b c b
a a

dx dx
x b

x b x b

( )
® -

= - - - =-¥
0

lim ln ln
c b

c b a b , то есть ин-
теграл расходится.



19 . Двойной интеграл

19 .1 . Определение и свойства

19.1.1. Двойной интеграл от непрерывной функ-
ции f(x, y) по замкнутой области D — предел 

10

lim ( , )
n

n

i i in
i

f x y S
l
®¥

=®

Då , где iSD  — площадь i-й ячейки 

Di (i = 1, 2, …, n), на которые разбита область D, 
nl  — наибольший из диаметров всех ячеек, 

f(xi, yi) — значение функции в точке (xi, yi), ле-
жащей в i-й ячейке (рис. 19.1). Обозначение:

10

lim ( , ) ( , )
n

n

i i in
i D

f x y S f x y dxdy
l
®¥

=®

D =å òò .



19. Двойной интеграл 223

Рис . 19 .1

19.1.2. Геометрический смысл: если f(x, y) > 0 

в области D, то ( , )
D

f x y dxdyòò  — объем тела, 

изображенного на рис. 19.1.
19.1.3. Свойства:

1) ( )+ =òò ( , ) ( , )
D

p f x y q g x y dxdy

= +òò òò( , ) ( , )
D D

p f x y dxdy q g x y dxdy, ,p q Î  R;

2) 1 2D D D=  ( 1 2D D =Æ )Þ

Þ = +òò òò
1

( , ) ( , )
D D

f x y dxdy f x y dxdy

+òò
2

( , )
D

f x y dxdy ;
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3) D

D

dxdy S=òò  — площадь области D.

19.1.4. Вычисление:

1) 
2

1

( )

( )

( , ) ( , )
xb

D a x

f x y dxdy dx f x y dy
j

j

=òò ò ò  (рис. 19.2, а);

2) 
2

1

( )

( )

( , ) ( , )
yd

D c y

f x y dxdy dy f x y dx
y

y

=òò ò ò  (рис. 19.2, б).

а б

Рис . 19 .2

19.1.5. Переход к полярным координатам:

( , ) ( cos , sin )
D D

f x y dxdy f r r rdrdj j j=òò òò .
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19 .2 . Приложения

19.2.1. Площадь области D:

D

D

S dxdy= òò .

19.2.2. Объем тела (см. рис. 19.1):

( , )
D

V f x y dxdy= òò .

19.2.3. Масса пластины, занимающей область D:

( , )
D

M x y dxdyr= òò , где ( , )x yr  — плотность.

19.2.4. Статические моменты пластины

 � относительно оси Ox: ( , )x

D

M y x y dxdyr= òò ;

 � относительно оси Oy: ( , )y

D

M x x y dxdyr= òò .

19.2.5. Координаты центра масс пластины:

0
yM

x
M

= , 0
xM

y
M

= .

19.2.6. Моменты инерции пластины:

 � относительно оси Ox: 2 ( , )x

D

I y x y dxdyr= òò ;

 � относительно оси Oy: 2 ( , )y

D

I x x y dxdyr= òò .
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19.2.7. Площадь S поверхности, заданной уравне-
нием z = f(x, y):

( ) ( )22
1 x y

D

S f f dxdy¢ ¢= + +òò .

Здесь D — проекция поверхности на плоскость 
Oxy (см. рис. 19.1).
Пример: Найдите площадь фигуры, ограниченной 

линиями x y=- , y x= , 2

2
1

y
x

=
+  (рис. 19.3).

Рис . 19 .3

1 2D D D

S dxdy dxdy dxdy= = + =òò òò òò
 

=

2 2

2

2 ( 1) 2 ( 1)0 1

1 0

x x

xx

dx dy dx dy
+ +

-

+ =ò ò ò ò



19. Двойной интеграл 227

0 1
2

2 2
1 0

2 2
1 1

x dx x dx
x x

-

æ ö æ ö÷ ÷ç ç= - + - =÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø+ +ò ò
0 1

3 3 2

1 0

1 2
2arctg 2arctg

3 3
x x x x

-

æ ö æ ö÷ ÷ç ç= - + - =÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø  

=
1 2

1
2 3 2 3
p p

p- + - = - .



20 . Тройной интеграл

20 .1 . Определение и свойства

20.1.1. Тройной интеграл от непрерывной функ-
ции f(x, y, z) по замкнутой области T — предел 

10

lim ( , , )
n

n

i i i in
i

f x y z V
l
®¥

=®

Då , где iVD  — объем i-й ячей-

ки Ti (i = 1, 2, …, n), на которые разбита область 

Т, nl  — наибольший из диаметров всех ячеек, 
f(xi, yi, zi) — значение функции в точке (xi, yi, zi), 
лежащей в i-й ячейке (рис. 20.1). Обозначение:

10

lim ( , , ) ( , , )
n

n

i i i in
i T

f x y z V f x y z dxdydz
l
®¥

=®

D =å òòò .

20.1.2. Геометрический смысл: если f(x, y, z) = 1 
в области T, то 

T

T

dxdydz V=òòò  — объем тела T, 

изображенного на рис. 20.1.
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Рис . 20 .1

20.1.3. Свойства: 

1) ( )( , , ) ( , , )
T

pf x y z qg x y z dxdydz+ =òòò

= +òòò ( , , )
T

p f x y z dxdydz

+ òòò ( , , )
T

q g x y z dxdydz , ,p q Î  R;

2) 1 2T T T=   ( 1 2T T =Æ )Þ

Þ =òòò ( , , )
T

f x y z dxdydz

= +òòò òòò
1 2

( , , ) ( , , ) .
T T

f x y z dxdydz f x y z dxdydz
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20.1.4. Вычисление (см. рис. 20.1, 19.2, а):

2

1

( , )

( , )

( , , ) ( , , )
x y

T D x y

f x y z dxdydz f x y z dz
y

y

æ ö÷ç ÷ç= ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
òòò òò ò  =

2 2

1 1

( ) ( , )

( ) ( , )

( , , )
x x yb

a x x y

dx dy f x y z dz
j y

j y

= ò ò ò .

20.1.5. Переход к цилиндрическим координатам:

( , , ) ( cos , sin , )
T T

f x y z dxdydz f r r z rdrd dzj j j=òòò òòò .

20.1.6. Переход к сферическим координатам:

( , , )
T

f x y z dxdydz =òòò
 

= 2( sin cos , sin sin , cos ) sin
T

f r r r r drd dq j q j q q j qòòò .

20 .2 . Приложения

20.2.1. Объем тела T:

T

T

V dxdydz= òòò .
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20.2.2. Масса тела T:

( , , )
T

M x y z dxdydzr= òòò ,  

где ( , , )x y zr  — плотность.

20.2.3. Статические моменты тела T:
 � относительно плоскости Oyz: 

( , , )yz

T

M x x y z dxdydzr= òòò ;

 � относительно плоскости Oxz: 

( , , )xz

T

M y x y z dxdydzr= òòò ;

 � относительно плоскости Oxy: 

( , , )xy

T

M z x y z dxdydzr= òòò .

20.2.4. Координаты центра масс тела T:

0
yzM

x
M

= , 0
xzM

y
M

= , 0
xyM

z
M

= .

20.2.5. Моменты инерции тела T:
 � относительно оси Ox: 

2 2( ) ( , , )x

T

I y z x y z dxdydzr= +òòò ;
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 � относительно оси Oy: 
2 2( ) ( , , )y

T

I x z x y z dxdydzr= +òòò ;

 � относительно оси Oz: 
2 2( ) ( , , )z

T

I x y x y z dxdydzr= +òòò .

Пример. Найдите объем тела T, ограниченного па-
раболоидом 2 23 2z x y- = + , конусом 2 2 2z x y= +  
и плоскостью y = 0 при 0y ³ , 0z ³  (рис. 20.2).

Рис . 20 .2

Уравнение параболоида в цилиндрических коор-

динатах: 21
(3 )

2
z r= - ; уравнение конуса в ци-

линдрических координатах: z r=  при 0z ³ . По-
верхности пересекаются при z = 1, r = 1. Условие 

0y ³  означает, что 0 j p£ £ . 
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Объем равен

2(3 ) 21

0 0

r

T r

V rdrd dz d rdr dz
p

j j
-

= = =òòò ò ò ò
 

=
1 2

0

3
2
r

r r drπ
 − − = 
 

∫
1

3 2

0

3 1
2 2

r r r drp
æ ö÷ç= - - =÷ç ÷÷çè øò

=
1

2 4 3

0

3 1 1 7
4 8 3 24

r r rp p
æ ö÷ç - - =÷ç ÷÷çè ø

.



21 . Криволинейные 
интегралы

21 .1 . Криволинейный интеграл первого 
рода (по длине дуги)

21.1.1. Криволинейный интеграл по кривой AB от 
непрерывной функции f(x, y, z) по длине дуги — 

предел 
10

lim ( , , )
n

n

i i i in
i

f x y z l
l
®¥

=®

Då , где ilD  — длина 

дуги 1i iM M−∪ , на которые разбита кривая AB 

(рис. 21.1), f(xi, yi, zi) — значение функции f(x, y, z) 

в точке (xi, yi, zi), лежащей на дуге 1i iM M−∪ , 

1,...,
maxn ii n

ll
=

= D . Обозначение:

10

lim ( , , ) ( , , )
n

n

i i i in
i AB

f x y z l f x y z dl
l
®¥

=®

D =å ò .
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Рис . 21 .1

21.1.2. Геометрический смысл: если f(x, y, z) = 1 

на кривой AB, то AB

AB

dl L=ò  — длина кривой AB.

21.1.3. Свойства:

1) ( )+ =ò ( , , ) ( , , )
AB

pf x y z qg x y z dl

= +ò ò( , , ) ( , , )
AB AB

p f x y z dl q g x y z dl , ,p q Î  R;

2) AB AC CB= Þ

( , , ) ( , , ) ( , , )
AB AC CB

f x y z dl f x y z dl f x y z dl= +ò ò ò ;

3) ( , , ) ( , , )
AB BA

f x y z dl f x y z dl=ò ò .
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21.1.4. Вычисление:

1) ( ) ( )2
( , ) , ( ) 1 ( )

b

AB a

f x y dl f x x x dxj j¢= +ò ò , где 

AB — плоская кривая, заданная уравнением 
( )y xj= , a и b — абсциссы точек A и B соот-

ветственно, a < b;

2) =ò ( , , )
AB

f x y z dl

( ) ( ) ( ) ( )j y c j y c¢ ¢ ¢= + +ò
2

1

2 2
( ), ( ), ( ) ( ) ( ) ( )

t

t

f t t t t t t dt
, 

где AB — пространственная кривая, заданная 

параметрически 

( )

( )

( )

x t

y t

z t

j
y
c

ì =ïïïï =íïïï =ïî

, t1 и t2 — значения 

параметра t, соответствующие точкам A и B, 
t1 < t2.

21.1.5. Приложения.

1. Длина кривой AB: AB

AB

L dl= ò .

2. Масса материальной кривой AB:

( , , )AB

AB

M x y z dlr= ò , где ( , , )x y zr  — плотность.
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21 .2 . Криволинейный интеграл второго 
рода (по координатам)

21.2.1. Криволинейный интеграл по кривой AB от 
непрерывной функции f(x, y, z) по координате 

x — предел 
10

lim ( , , )
n

n

i i i in
i

f x y z x
l
®¥

=®

Då    , где xi (i = 1, 2, 

…, n) — абсциссы точек дробления кривой AB на 
n дуг 1i iM M−∪ , 1i i ix x x -D = - , 11,...,

maxn i ii n
M M−=

= ∪λ , 

1( , , )i i i i i iM x y z M M−∈∪

    (рис. 21.2). Обозначение:

10

lim ( , , ) ( , , )
n

n

i i i in
i AB

f x y z x f x y z dx
l
®¥

=®

D =å ò   .

Рис . 21 .2
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21.2.2. Свойства:

1) ( )+ =ò ( , , ) ( , , )
AB

pf x y z qg x y z dx

= +ò ò( , , ) ( , , )
AB AB

p f x y z dx q g x y z dx , ,p q Î  R;

2) AB AC CB= Þ

( , , ) ( , , ) ( , , )
AB AC CB

f x y z dx f x y z dx f x y z dx= +ò ò ò ;

3) ( , , )
AB

f x y z dxò  = ( , , )
BA

f x y z dx-ò .

21.2.2. Общий вид криволинейного интеграла вто-
рого рода:

( , , ) ( , , ) ( , , )
AB AB AB

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz+ + =ò ò ò

( , , ) ( , , ) ( , , )
AB

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz= + +ò .

Здесь P(x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z) — непрерывные 
функции, заданные на кривой AB.
21.2.3. Для того чтобы криволинейный инте-
грал второго рода общего вида не зависел от 
пути интегрирования, необходимо и достаточно, 
чтобы подынтегральное выражение было пол-
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ным дифференциалом некоторой функции трех 
(в плоском случае — двух) переменных, то есть  

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )P x y z dx Q x y z dy R x y z dz du x y z+ + = .  
Тогда

+ + =ò ( , , ) ( , , ) ( , , )
AB

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz

= ò
2 2 2

1 1 1

( , , )

( , , )

( , , )
B x y z

A x y z

du x y z .

21.2.3. Вычисление: 

( , , ) ( , , ) ( , , )
AB

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz+ + =ò

( ) ( )
2

1

( ( ), ( ), ( ) ( ) ( ), ( ), ( ) ( )
t

t

P t t t t Q t t t tϕ ψ χ ϕ ϕ ψ χ ψ= + +′ ′∫
( )( ), ( ), ( ) ( ))R t t t t dtϕ ψ χ χ+ ′ .

Здесь AB — пространственная кривая, заданная 

параметрически 

( )

( )

( )

x t

y t

z t

j
y
c

ì =ïïïï =íïïï =ïî

, t1 и t2 — значения па-

раметра t, соответствующие точкам A и B.
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21.2.4. Приложение:

( , , ) ( , , ) ( , , )
AB AB

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz F dr+ + = ×ò ò


  — 

работа по перемещению материальной точки 
по кривой AB от A к B под действием силы 

( , , ) { ( , , ), ( , , ), ( , , )}F x y z P x y z Q x y z R x y z=


,   здесь 
{ ; ; }dr dx dy dz=



.
21.2.5. Формула Грина:

( , ) ( , )
L D

Q P
P x y dx Q x y dy dxdx

x x

æ ö¶ ¶ ÷ç+ = - ÷ç ÷÷çè ø¶ ¶ò òò

.

Здесь L — замкнутая кривая (контур), D — пло-
ская область, ограниченная контуром L, направ-
ление обхода положительно — область остается 
слева (рис. 21.3).

Рис . 21 .3
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21.2.6. Площадь области D, ограниченной конту-
ром L (направление обхода положительно):

1
2

L L L

S xdy ydx xdy ydx= =- = -ò ò ò  

.

Пример. Найдите площадь фигуры, ограниченной 

эллипсом 
cos

sin

x a t

y b t

ì =ïïíï =ïî
.

= - =ò
1
2

L

S xdy ydx
 

( )
2

0

1
cos ( sin ) sin ( cos )

2
a t b t b t a t dt

p

¢ ¢= × - × =ò
 

( )
p

= + =ò
2

2 2

0

1
cos sin

2
ab t ab t dt

p
p

p= = =ò
2

2

0
0

1 1
2 2

abdt ab t ab .



22 . Поверхностные 
интегралы

22 .1 . Поверхностный интеграл первого 
рода (по площади поверхности)

22.1.1. Поверхностный интеграл по площади по-
верхности от функции f(x, y, z), непрерывной на 

поверхности s , — предел 
10

lim ( , , )
n

n

i i i in
i

f x y z S
l
®¥

=®

Då , где 

iSD  — площади ячеек is (i = 1, 2, …, n), на кото-

рые разбита поверхность s , ( , , )i i if x y z  — значе-

ние функции f(x, y, z), в точке ( , , )i i i i iM x y z sÎ , 

1,...,
maxn ii n

dl
=

=  — наибольший из диаметров ячеек 

is  (рис. 22.1). Обозначение:

10

lim ( , , ) ( , , )
n

n

i i i in
i

f x y z S f x y z dS
l s
®¥

=®

D =å òò .
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Рис . 22 .1

22.1.2. Свойства:

1) ( )
s

+ =òò ( , , ) ( , , )pf x y z qg x y z dS

s s

= +òò òò( , , ) ( , , )p f x y z dS q g x y z dS , ,p q Î  R;

2) 1 2s s s=   Þ

s s

Þ = +òò òò
1

( , , ) ( , , )f x y z dS f x y z dS

s

+òò
2

( , , )f x y z dS .

22.1.3. Геометрический смысл: если f(x, y, z) = 1 

на поверхности s , то dS Ss

s

=òò  — площадь по-

верхности s .
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22.1.4. Вычисление:

( ) ( ) ( )
s

y y y

=

¢ ¢= + +

òò

òò
22

( , , )

, , ( , ) 1 .x y

D

f x y z dS

f x y x y dxdy

Здесь ( , )z x yy=  — уравнение поверхности s , 
D — ее проекция на координатную плоскость Oxy 
(см. рис. 22.1).
22.1.5. Приложение поверхностных интегралов 
первого рода:

 � площадь поверхности s : S dSs

s

= òò ;

 � масса поверхности s : ( , , )M x y z dS
s

r= òò , где 

( , , )x y zr  — плотность.
Пример: Найдите площадь части параболоида 

2 26z x y= - - , лежащей в верхней полуплоскости 
(рис. 22.2).
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Рис . 22 .2

Частные производные функции 2 26z x y= - -
имеют вид: 2xz x¢ = - , 2yz y¢ = - .
Дифференциал площади поверхности : 

2 21 4 4dS x y dxdy= + + . Область интегрирова-
ния D задается неравенством 2 2 6x y+ £ . Пло-

щадь поверхности: 2 21 4 4
D

S x y dxdy= + +òò . 

Перейдя к цилиндрическим координатам по фор-
мулам cosx r j= , siny r j= , где 0 6r£ £ ,  
0 2j p£ £ , получим:
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( ) ( )

p

p

j

j

= + =

= + + =

ò ò

ò ò

2 6
2

0 0

2 6
1 22 2

0 0

1 4

1
1 4 1 4

8

S d r r dr

d r d r

( )
2 63 22

0
0

2

0

1 2
1 4

8 3

1 62
(125 1) .

12 3

d r

d

p

p

j

j p

= + =

= - =

ò

ò

22 .2 . Поверхностный интеграл второго 
рода (по координатам)

22.2.1. Если в результате непрерывного переме-
щения точки по любому контуру, лежащему на 
поверхности s , при возвращении точки в на-
чальное положение вектор n



 нормали в этой 
точке совпадет с исходным, то поверхность s  
называется двусторонней. В противном случае 
поверхность называется односторонней.
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22.2.2. Поверхностный интеграл от функции 
f(x, y, z), непрерывной на двусторонней поверхно-
сти s , по выбранной стороне поверхности по ко-

ординатам x и y — предел ( )

10

lim ( , , )
n

n
xy

i i i in
i

f x y z S
l
®¥

=®

Då ,  

где ( )xy
iSD  — площадь проекции на плоскость Oxy 

ячейки is  (i = 1, 2, …, n), на которые разбита по-
верхность s , взятая со знаком +, если нормаль 
к is  образует острый угол с осью Oz, и взятая со 
знаком –, если этот угол тупой; ( , , )i i if x y z  — зна-

чение функции f(x, y, z), в точке ( , , )i i i i iM x y z sÎ ,  

1,...,
maxn ii n

dl
=

=  — наибольший из диаметров ячеек 

is  (рис. 22.3). Обозначение:

( )

10

lim ( , , ) ( , , )
n

n
xy

i i i in
i

f x y z S f x y z dxdy
l s
®¥

=®

D =å òò .
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Рис . 22 .3

22.2.3. Свойства:

1) ( )
s

+ =òò ( , , ) ( , , )pf x y z qg x y z dxdy

s s

= +òò òò( , , ) ( , , )p f x y z dxdy q g x y z dxdy , 

,p q Î  R;
2) 1 2s s s=   ( 1 2s s =Æ ) Þ

Þ
s s

= +òò òò
1

( , , ) ( , , )f x y z dxdy f x y z dxdy

s

+òò
2

( , , )f x y z dxdy ;

3) ( , , ) ( , , )f x y z dxdy f x y z dxdy
s s+ -

= -òò òò , где s+  

и s-  — различные стороны двусторонней по-
верхности s .
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22.2.4. Вычисление:

( )( , , ) , , ( , )
D

f x y z dxdy f x y x y dxdy
s

y=±òò òò , где 

( , )z x yy=  — уравнение поверхности s , D — 
проекция поверхности s  на плоскость Oxy, 
выбирается знак +, если нормаль к s  образует 
острый угол с осью Oz, и знак –, если этот угол 
тупой.
22.2.5. Общий вид поверхностного интеграла вто-
рого рода:

s s

+ +òò òò( , , ) ( , , )P x y z dydz Q x y z dzdx

s

+ =òò ( , , )R x y z dxdy
 

( , , ) ( , , )

( , , ) .

P x y z dydz Q x y z dzdx

R x y z dxdy
s

= + +

+

òò

Здесь P (x, y, z), Q (x, y, z), R (x, y, z) — функции, 
непрерывные на поверхности s , интеграл берется 
по выбранной стороне поверхности.



250 Краткий справочник по математике для абитуриентов и студентов

22.2.6. Cвязь между поверхностными интегралами 
первого и второго рода:

( , , ) ( , , ) ( , , )P x y z dydz Q x y z dzdx R x y z dxdy
s

+ + =òò

( )
s

a b g= + +òò ( , , ) cos ( , , ) cos ( , , ) cosP x y z Q x y z R x y z dS .

Здесь cos , cos , cosa b g  — направляющие коси-

нусы нормали n


 к выбранной стороне поверх-
ности s .



23 . Теория поля

23 .1 . Скалярное поле . Поверхности 
уровня . Производная по направлению . 
Градиент

23.1.1. Если каждой точке M некоторой простран-
ственной области T ставится в соответствие един-
ственное число u(M), то говорят, что в области T 
задано скалярное поле u(M) = u(x, y, z).
23.1.2. Поверхность уровня скалярного поля 
u(M) — поверхность, заданная уравнением 
u(x, y, z) = С, где C = const.
23.1.3. Производная скалярного поля u(x, y, z) по 
направлению вектора l



 в точке M (x, y, z):

a b g
®
>

¶
=

¶
+ + + -

=
0
0

( cos , cos , cos ) ( , , )
lim
t
t

u
l

u x t y t z t u x y z
t .

Здесь cos , cos , cosa b g  — направляющие коси-

нусы вектора l


. 
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Вычисление:

cos cos cos
u u u u
l x y z

a b g
¶ ¶ ¶ ¶

= + +
¶ ¶ ¶ ¶

.

23.1.4. Градиент скалярного поля u(x, y, z) — век-

тор grad
u u u

u i j k
x y z

¶ ¶ ¶
= + +

¶ ¶ ¶



 

.

23.1.5. Связь градиента и производной по на-
правлению:

(grad )
u

u e
l

¶
= ×

¶


,  

где cos cos cose i j ka b g= + +


 



 — единичный 
вектор, сонаправленный с вектором l



.

23.1.6. Аналогично определяется скалярное поле 
на плоскости, его линии уровня, производная по 
направлению и градиент.

23 .2 . Векторное поле . Векторные линии 
и векторные трубки

23.2.1. Если каждой точке M некоторой простран-
ственной области T ставится в соответствие един-
ственный вектор ( )a M



, то говорят, что в обла-
сти T задано векторное поле:
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( ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) .

x

y z

a M a x y z a x y z i

a x y z j a x y z k

= = +

+ +



 





23.2.2. Векторная линия векторного поля ( )a M


 — 
линия, в каждой точке которой вектор ( )a M



 яв-
ляется касательным вектором. Дифференциальные 
уравнения векторных линий:

( , , ) ( , , ) ( , , )x y z

dx dy dz
a x y z a x y z a x y z

= = .

23.2.3. Поверхность, образованная векторными 
линиями, проходящими через заданную кри-
вую, не являющуюся векторной линией, — век-
торная поверхность. Если эта кривая замкнута, 
то векторная поверхность образует векторную 
трубку.

23 .3 . Поток векторного поля . 
Дивергенция . Теорема Остроградского—
Гаусса

2 3 . 3 . 1 .  П о т о к  Q  в е к т о р н о г о  п о л я 
( ) { ( , , ), ( , , ), ( , , )}x y za M a x y z a x y z a x y z=


 через по-
верхность s  в сторону единичного вектора нор-



254 Краткий справочник по математике для абитуриентов и студентов

мали n


 {cos , cos , cos }a b g=  — поверхностный 
интеграл первого рода:

Q a ndS
s

= ×òò
 

= 

( )
s

a b g= + +òò ( , , ) cos ( , , ) cos ( , , ) cosx y za x y z a x y z a x y z dS .

23.3.2. Физический смысл потока: Q v ndS
s

= ×òò
 

 — 

масса несжимаемой жидкости единичной плотно-
сти, протекающей через поверхность s  в сторону 

нормали n


 со скоростью

= = +

+ +



 





( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) .

x

y z

v v x y z v x y z i

v x y z j v x y z k

23.3.3. Выражение потока через поверхностный 
интеграл второго рода:

s

= + +òò ( , , ) ( , , ) ( , , )x y zQ a x y z dydz a x y z dzdx a x y z dxdy .

23.3.4. Вычисление потока через двойной интеграл.
Если поверхность s  задана уравнением 

( , )z x yy= , то:
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( ) ( )22
cos

1

x

x y

y
a

y y

¢-
=

¢ ¢± + +
, 

( ) ( )22
cos

1

y

x y

y
b

y y

¢-
=

¢ ¢± + +
,

( ) ( )22

1
cos

1 x y

g
y y

=
¢ ¢± + +

, 

( ) ( )22
1 x ydS dxdyy y¢ ¢= + + .

В направляющих косинусах перед радикалом 
выбирается знак +, если угол, образованный нор-

малью n


 и осью Oz, острый, в противном случае 
выбирается знак –. Тогда:

( ) ( )(
( ))

, , ( , ) , , ( , )

, , ( , ) .

x x y y
D

z

Q a x y x y a x y x y

a x y x y dxdy

ψ ψ ψ ψ

ψ

= ±′ ′

±

∫∫  

Здесь D — проекция поверхности s  на плоскость 
Oxy.
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23.3.5. Дивергенция векторного поля ( )a M


:

( , , )( , , ) ( , , )
div yx z

a x y za x y z a x y z
a

x y z

¶¶ ¶
= + +

¶ ¶ ¶


.

23.3.6. Теорема Остроградского—Гаусса: поток Q 
векторного поля ( )a M



 через замкнутую поверх-
ность s  наружу равен тройному интегралу от 
дивергенции векторного поля ( )a M



 по области T, 
ограниченной поверхностью s  (рис. 23.1):

div
T

Q a ndS adxdydz
s

= × =òò òòò
  

Рис . 23 .1
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23 .4 . Циркуляция векторного поля . 
Ротор . Теорема Стокса

23.4.1. Линейный интеграл векторного поля 

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )x y za x y z a x y z i a x y z j a x y z k= + +


 



 
по кривой l  — криволинейный интеграл второго 
рода:

( , , ) ( , , ) ( , , )x y z

l

a x y z dx a x y z dy a x y z dz+ +ò .

23.4.2. Линейный интеграл векторного поля 

x y za a i a j a k= + +


 



 по замкнутой кривой (по 
контуру) l — циркуляция векторного поля по 
контуру l:

( , , ) ( , , )

( , , ) ,

x y
l

z
l

C a x y z dx a x y z dy

a x y z dz a dr

= + +

+ = ⋅

∫

∫  





 
где { ; ; }dr dx dy dz=



.

23.4.3. Физический смысл циркуляции векторного 
поля. 
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Если ( , , ) { ( , , ), ( , , ), ( , , )}F x y z P x y z Q x y z R x y z=


 — 
сила, действующая на материальную точку, то 
циркуляция

( , , ) ( , , ) ( , , )
l l

C P x y z dx Q x y z dy R x y z dz F dr= + + = ×ò ò




 

представляет собой работу по перемещению ма-
териальной точки по контуру l под действием 
этой силы. 

23.4.4. Ротор векторного поля x y za a i a j a k= + +


 



 — 

вектор 

rot

.

yz

yx z x

aa
a i

y z

aa a a
j k

z x x y

æ ö¶¶ ÷ç ÷= - +ç ÷ç ÷ç ¶ ¶è ø
æ ö¶æ ö¶ ¶ ¶ ÷ç÷ç ÷+ - + -÷ çç ÷÷ ç÷ç ÷çè ø¶ ¶ ¶ ¶è ø









 

Символическая запись ротора векторного поля:

rot

x y z

i j k

a
x y z

a a a

¶ ¶ ¶
=

¶ ¶ ¶



 



.
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23.4.5. Теорема Стокса: циркуляция векторного 
поля ( )a M



 по контуру l равна потоку ротора этого 
векторного поля через поверхность s , ограничен-
ную контуром l: 

(rot )
l

a dr a ndS
s

× = ×ò òò
   



. 

Направление обхода контура таково, что поверх-
ность s  остается слева (рис. 23.2).

Рис . 23 .2

23 .5 . Потенциальное и соленоидальное 
векторные поля

23.5.1. Потенциальное векторное поле — поле 
( )a M
 , которое является градиентом некоторого 
скалярного поля u(M), то есть grada u=



. При 
этом скалярное поле 
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u = u (M) — потенциал векторного поля ( )a M


:

0

( )
M M

u M a dr= ×ò
 

.

Здесь интеграл берется по любой кривой M0M, 
лежащей в области задания поля ( )a M



.
Необходимое и достаточное условие потенциаль-
ности векторного поля ( )a M



: векторное поле 
( )a M


 потенциально тогда и только тогда, когда 
в каждой точке области задания поля  выполня-

ется условие rot 0a =




.
Свойство потенциального векторного поля ( )a M



:  

0
l

C a dr= × =ò
 



 для любого контура l, лежащего 

в области задания поля ( )a M


.
23.5.2. Соленоидальное векторное поле — поле 

( )a M


, которое является ротором некоторого 

векторного поля ( )b M


, то есть rot a b=




. При 

этом векторное поле ( )b b M=
 

 — векторный по-
тенциал поля ( )a M



.
Необходимое и достаточное условие соленои-
дальности векторного поля ( )a M



: векторное 
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поле ( )a M


 соленоидально тогда и только тогда, 
когда в каждой точке области задания поля вы-
полняется условие div 0a =



.
Свойство соленоидального векторного поля ( )a M



: 

0Q a ndS
s

= × =òò
  , где s  — любая замкнутая по-

верхность, лежащая в области задания поля ( )a M


.

23 .6 . Операторы Гамильтона и Лапласа

23.6.1. Оператор Гамильтона (набла):

i j k
x y z
¶ ¶ ¶

Ñ= + +
¶ ¶ ¶



  

.

23.6.2. Выражение градиента, дивергенции и ро-
тора через оператор Гамильтона:

grad
u u u

u u i j k
x y z

¶ ¶ ¶
= Ñ = + +

¶ ¶ ¶



  

, 

div yx z
aa a

a a
x y z

¶¶ ¶
= Ñ× = + +

¶ ¶ ¶



 

, 
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rot

x y z

i j k

a a
x y z

a a a

¶ ¶ ¶
= Ñ´ =

¶ ¶ ¶



 



 

.

23.6.3. Оператор Лапласа: 

2 2 2
2

2 2 2x y z
¶ ¶ ¶

D=Ñ = + +
¶ ¶ ¶



.

23.6.4. Уравнение Лапласа: 

2 2 2

2 2 2
0 0

u u u
u

x y z
¶ ¶ ¶

D = Û + + =
¶ ¶ ¶

.

Скалярное поле u(x, y, z), удовлетворяющее урав-
нению Лапласа, — гармоническое.
Пример. Проверьте, является ли векторное 

поле 
2

r
a

r
=




,  где r xi yj zk= + +


 



,  2 2 2 0r r x y z= = + + ¹


2 2 2 0r r x y z= = + + ¹
 , соленоидальным или по-

тенциальным. В случае потенциальности найдите 
его потенциал.



23. Теория поля 263

Координатная форма поля 2

r
a

r
=




 имеет вид 

2 2 2

xi yj zk
a

x y z
+ +

=
+ +



 

 , значит:

2 2 2x

x
a

x y z
=

+ +
, 2 2 2y

y
a

x y z
=

+ +
, 

2 2 2z

z
a

x y z
=

+ +
.

Частные производные:

( )

2 2 2

22 2 2

xa y z x
x x y z

¶ + -
=

¶ + +
, 

( )

2 2 2

22 2 2

ya x z y
y x y z

¶ + -
=

¶ + +
, 

( )

2 2 2

22 2 2

za x y z
z x y z

¶ + -
=

¶ + +
. 

Дивергенция:

( )

2 2 2

2 22 2 2

1
div 0

x y z
a

rx y z

+ +
= = ¹

+ +



.

То есть поле не соленоидально.
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Частные производные:

( )2 42 2 2

2 2yz
aa yz yz

y z rx y z

¶¶
= =- =-

¶ ¶ + +
, 

4

2z xa a xz
x z r

¶ ¶
= =-

¶ ¶
,

4

2y x
a a xy
x y r

¶ ¶
= =-

¶ ¶
 Þ  rot 0a =





.

То есть поле потенциально.

Потенциал векторного поля 
2 2 2

xi yj zk
a

x y z
+ +

=
+ +



 



:

+ +
= =

+ +ò
0 0 0

( , , )

2 2 2
( , , )

( , , )
x y z

x y z

xdx ydy zdz
u x y z

x y z

( )
æ ö÷ç ÷ç ÷= + + - + +ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø


2
0

2 2 2 2 2 2
0 0 0

1 1
ln ln

2 2
r

x y z x y z .

Окончательно получаем 
0

( ) ln
r

u r
r

= , 0 0r ¹ .



24 . Ряды

24 .1 . Числовые ряды

24.1.1. Числовой ряд  — выражение вида 
1

n
n

a
¥

=
å , где 

na  — числовая последовательность 1 2, , ,na a a  ;  
an — общий член ряда.
24.1.2. Последовательность частичных сумм чис-
лового ряда:

1 1 2 1 2
1

, , , ,
n

n i
i

S a S a a S a
=

= = + =å 

24.1.3. Числовой ряд 
1

n
n

a
¥

=
å  сходится, если 

lim nn
S S

®¥
= , где S  — число, в противном случае 

ряд расходится. Сумма сходящегося ряда:

1

lim n nn
n

S S a
¥

®¥
=

= =å
24.1.4. Необходимый признак сходимости числово-

го ряда: если ряд 
1

n
n

a
¥

=
å  сходится, то lim 0nn

a
®¥

= .
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24.1.5. Числовой ряд 
1

n
n

a
¥

=
å  сходится абсолютно, 

если числовой ряд 
1

n
n

a
¥

=
å  сходится.

24.1.6. Числовой ряд 
1

n
n

a
¥

=
å  — положительный, 

если 0na ³  при любых n NÎ .
24.1.7. Признаки сходимости положительных ря-
дов.
1. Признак сравнения: если члены двух положи-

тельных рядов 
1

n
n

a
¥

=
å  и 

1
n

n

b
¥

=
å , начиная с номе-

ра n0 (при 0 1n n³ ³ ), удовлетворяют условию 

n na b£ , то из сходимости ряда 
1

n
n

b
¥

=
å  следует 

сходимость ряда 
1

n
n

a
¥

=
å , а из расходимости 

ряда 
1

n
n

a
¥

=
å  следует расходимость ряда 

1
n

n

b
¥

=
å .

2. Предельный признак сравнения: если для двух 

положительных рядов 
1

n
n

a
¥

=
å  и 

1
n

n

b
¥

=
å , у ко-

торых 0, 0n na b¹ ¹ , выполняется условие 
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lim n

n
n

a
q

b®¥
= , где 0 q< <¥ , то из сходимости 

(расходимости) одного ряда следует сходи-
мость (расходимость) другого ряда.

3. Признак Даламбера: если для положительного 

ряда 
1

n
n

a
¥

=
å , у которого 0na ¹ , выполняется ус-

ловие 1lim n

n
n

a
d

a
+

®¥
= , то при 1d <  ряд сходится, 

при 1d >  ряд расходится.
4. Радикальный признак Коши: если для поло-

жительного ряда 
1

n
n

a
¥

=
å  выполняется условие 

lim n
nn

a q
®¥

= , то при 1q <  ряд сходится, при 

1q >  ряд расходится.
5. Интегральный признак Коши: если функ-

ция f(x) > 0, непрерывна и не возрастает на 

[0; +¥ ), то ряд 
1

( )
n

f n
¥

=
å  сходится или рас-

ходится вместе с несобственным интегралом 

1

( )f x dx
+¥

ò .
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24.1.8. Числовой ряд 
1

n
n

a
¥

=
å  — знакопеременный, 

если его члены — числа произвольных знаков.

24.1.9. Знакопеременный ряд 
1

n
n

a
¥

=
å  — знакоче-

редующийся, если anan+1 < 0 при любых n NÎ .
24.1.10. Признак Лейбница: если для знакочереду-

ющегося ряда 
1

n
n

a
¥

=
å  выполняются два условия: 

1) последовательность na  — убывающая, 

2) lim 0nn
a

®¥
= , то ряд 

1
n

n

a
¥

=
å  сходится.

24.1.11. Геометрический ряд 1

1

n

n

aq
¥

-

=
å  при 1q <  

сходится к сумме 1

1 1
n

n

a
S aq

q

¥
-

=

= =
-å , а при 

1q ³  расходится.

24.1.12. Ряд Дирихле (обобщенный гармонический 

ряд): 
1

1
p

n n

¥

=
å  (p > 0) сходится при 1p > ; 

1

1
p

n n

¥

=
å , 

расходится при 1p £ .
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Частный случай: гармонический ряд 
1

1

n n

¥

=
å  рас-

ходится.

24 .2 . Функциональные ряды .  
Степенные ряды

24.2.1. Функциональный ряд: 
1

( )n
n

u x
¥

=
å , где 

1 2( ), ( ), , ( ),nu x u x u x   — последовательность 
функций, заданных в области D. Если в каждой 

точке x0 области 1D DÌ  числовой ряд 0
1

( )n
n

u x
¥

=
å  

сходится, а во всех точках вне области D1 расхо-
дится, то область D1 — область сходимости функ-

ционального ряда 
1

( )n
n

u x
¥

=
å . Сумма сходящегося 

функционального ряда:

1

( ) ( )n
n

S x u x
¥

=

=å .

24.2.2. Область абсолютной сходимости ряда 

1

( )n
n

u x
¥

=
å  находится из неравенства 1( )

lim 1
( )

n

n
n

u x

u x
+

®¥
<  
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и исследования поведения числового ряда в гра-
ничных точках полученного промежутка.
24.2.3. Степенной ряд по степеням x:

0

n
n

n

c x
¥

=
å , где nc Î  R.

Степенной ряд по степеням (x – x0):

0
0

( )n
n

n

c x x
¥

=

-å , где 0 , nx c Î  R.

24.2.4. Радиус сходимости степенного ряда 

0

n
n

n

c x
¥

=
å  — число r > 0, такое, что при x r<  ряд 

сходится, а при x r>  ряд расходится. Интервал 

сходимости ряда 
0

n
n

n

c x
¥

=
å : (–r; r).

Радиус  с х одимо сти  с т еп енно го  ряда 

0
0

( )n
n

n

c x x
¥

=

-å  — число r > 0, такое, что при 

0x x r- <  ряд сходится, а при 0x x r- >  

ряд расходится. Интервал сходимости ряда 

0
0

( )n
n

n

c x x
¥

=

-å : (x0 – r; x0 + r).
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Пример. Найдите область сходимости степенного 

ряда 
1

( 1)

3

n

n
n

x

n n

¥

=

+å .

Интервал сходимости найдем из условия 

1( )
lim 1

( )
n

n
n

u x

u x
+

®¥
< :

1
1

1

( ) ( 1) 3
lim lim

( ) 3 ( 1) 1( 1)

n n
n

n nn n
n

u x x n n
u x n n x

+
+

+®¥ ®¥

+
= =

+ + +

1 1
lim

3 1 1 3n

x xn n
n n®¥

+ +
× =

+ +
; 

1
1 1 3 4 2

3

x
x x

+
< Û + < Û- < < .

Интервал сходимости: (–4; 2). Граничные точки: 
x1 = –4 и x2 = 2.

x1 = –4 
1

( 1)n

n n n

¥

=

-
Þå  сходится абсолютно, 

так как сходится ряд Дирихле 3 2
1

1

n n

¥

=
å .

x2 = 2 3 2
1

1

n n

¥

=

Þå  сходится. Область абсолютной 

сходимости: [–4; 2].
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24 .3 . Разложение функций в степенные 
ряды

24.3.1. Ряд Тейлора для функции f(x) на проме-
жутке (x0 – r; x0 + r):

0
0

( )n
n

n

a x x
¥

=

-å , где 
( )

0( )
!

n

n

f x
a

n
= .

24.3.2. Ряд Маклорена для функции f(x) на про-
межутке (–r; r):

0

n
n

n

a x
¥

=
å , где 

( )(0)
!

n

n

f
a

n
= .

24.3.3. Степенные ряды для некоторых функций:

1) 
0 !

n
x

n

x
e

n

¥

=

=å ;

2) 
2 1

0

( 1)
sin

(2 1)!

n n

n

x
x

n

+¥

=

-
=

+å ;

3) 
2

0

( 1)
cos

(2 )!

n n

n

x
x

n

¥

=

-
=å ;

4) 
2 1

0

sh
(2 1)!

n

n

x
x

n

+¥

=

=
+å ;



24. Ряды 273

5) 
2

0

ch
(2 )!

n

n

x
x

n

¥

=

=å  (область абсолютной сходи-

мости рядов 1–5: ( ; )-¥ +¥ );

6) 
1

1

( 1)
ln( 1)

n n

n

x
x

n

-¥

=

-
+ =å  (область сходимо-

сти: (–1; 1], область абсолютной сходимости: 
(–1; 1));

7) 
1

( 1) ( 1)
( 1) 1

!

n

n

n x
x

n
a a a a¥

=

- - +
+ = +å 

 (об-

ласть абсолютной сходимости: (–1; 1)).

24 .4 . Тригонометрические ряды Фурье

24.4.1. Тригонометрический ряд Фурье для функ-
ции f(x), заданной на промежутке [ ; ]p p- :

0

1

( ) ( cos sin )
2 n n

n

a
S x a nx b nx

¥

=

= + +å .

Здесь 0

1
( )a f x dx

p

p
p

-

= ò , 
1

( ) cosna f x nxdx
p

p
p

-

= ò , 

1
( ) sinnb f x nxdx

p

p
p

-

= ò .
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24.4.2. Тригонометрический ряд Фурье для функ-
ции f(x), заданной на промежутке [ ; ]p p- :

0

1

( ) cos sin
2 n n

n

a n x n x
S x a b

p p
p p¥

=

æ ö÷ç ÷= + +ç ÷ç ÷çè ø
å .

Здесь 0

1
( )

p

p

a f x dx
p

-

= ò , 
1

( ) cos
p

n

p

n x
a f x dx

p p
p

-

= ò , 

1
( ) sin

p

n

p

n x
b f x dx

p p
p

-

= ò .

24.4.3. Тригонометрический ряд Фурье для функ-
ции f(x), четной на промежутке [ ; ]p p- :

0

1

( ) cos
2 n

n

a n x
S x a

p
p¥

=

= +å .

Здесь 0

0

2
( )

p

a f x dx
p

= ò , 
0

2
( ) cos

p

n

n x
a f x dx

p p
p

= ò .

24.4.4. Тригонометрический ряд Фурье для функ-
ции f(x), нечетной на промежутке [ ; ]p p- :

1

( ) sinn
n

n x
S x b

p
p¥

=

=å .

Здесь 
0

2
( ) sin

p

n

n x
b f x dx

p p
p

= ò .



25 . Обыкновенные 
дифференциальные 

уравнения

25 .1 . Обыкновенные дифференциальные 
уравнения первого порядка

25.1.1. Обыкновенное дифференциальное урав-
нение первого порядка (ОДУ-1) — уравнение 

( , , ) 0F x y y¢ = , где x — независимая переменная, 
y = y(x) — неизвестная функция, y¢  — производ-
ная неизвестной функции.

ОДУ-1 в нормальной форме: ( , )y f x y¢ = .
ОДУ-1 в дифференциальной форме:

( , ) ( , ) 0P x y dx Q x y dy+ = .
25.1.2. Решение ОДУ-1: дифференцируемая функ-
ция ( )y xj= , удовлетворяющая уравнению.
Общее решение ОДУ-1: функция ( , )y x Cj= , 
однозначно разрешимая относительно C, которая 
при любом C является решением уравнения.
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Общий интеграл ОДУ-1: уравнение ( , )F x y C= , 
задающее общее решение в неявной форме.
25.1.3. Задача Коши для ОДУ-1: нахождение та-
кого решения, которое удовлетворяет начальному 
условию 0 0( )y x y= . Решение задачи Коши — 
частное решение.

25 .2 . Основные типы обыкновенных 
дифференциальных уравнений первого 
порядка

25.2.2. Уравнение с разделяющимися переменными: 

1

2

( )
( )

f x
y

f y
¢ = . Метод решения: разделение перемен-

ных 2 1( ) ( )f y dy f x dx=  и интегрирование.

25.2.3. Однородное уравнение: 
y

y f
x

æ ö÷ç¢ = ÷ç ÷÷çè ø
. Метод 

решения: замена переменной по формулам 
y

u
x

= ,  

y ux= , y u x u¢ ¢= +  преобразует однородное 
уравнение в уравнение с разделяющимися пере-
менными.
25.2.3. Линейное уравнение: ( ) ( )y p x y q x¢ + = ,  
где ( ), ( )p x q x  — заданные функции. Метод реше-
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ния — метод вариации произвольной постоянной: 
если ( )y C xj=  — общее решение линейного 
однородного уравнения ( ) 0y p x y¢ + = , то общее 
решение линейного неоднородного уравнения 

( ) ( )y p x y q x¢ + =  ищется в форме ( ) ( )y C x xj= .

25.2.4. Уравнение Бернулли: ( ) ( ) ny p x y q x y¢ + = . 
Метод решения: замена переменной по формуле 

1 nu y -=  преобразует уравнение Бернулли в ли-
нейное уравнение (1 ) ( ) (1 ) ( )u n p x u n q x¢ + - = - .
25.2.5. Уравнение в полных дифференциалах: 

( , ) ( , ) 0P x y dx Q x y dy+ = ,  

где ( , ) ( , )P x y Q x y
y x

¶ ¶
=

¶ ¶
. 

Метод решения: 

интегрирование 
0 0

0( , ) ( , )
yx

x y

P x y dx Q x y dy C+ =ò ò .

25 .3 . Обыкновенные дифференциальные 
уравнения n-го порядка

25.3.1. Обыкновенное дифференциальное урав-
нение n-го порядка (ОДУ-n) — уравнение вида 
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( )( , , , ) 0nF x y y y y¢ ¢¢ =

, где x — независимая 
переменная, y = y(x) — неизвестная функция, 

( ), ny y y¢ ¢¢
  — производные неизвестной функции, 

n — порядок уравнения.
ОДУ-n в нормальной форме: 

( ) ( 1)( , , , , )n ny f x y y y -¢=  .

25.3.2. Решение ОДУ-n: функция ( )y xj= , n раз 
дифференцируемая и удовлетворяющая уравне-
нию.
Общее решение ОДУ-n: 
функция 1 2( , , , , )ny x C C Cj=  , являющаяся реше-
нием при любых значениях 1 2, , , nC C C  и такая, 
что следующая система однозначно разрешима 
относительно 1 2, , , nC C C :

1 2

1 2

( 1) ( 1)
1 2

( , , , , )

( , , , , )

( , , , , )

n

n

n n
n

y x C C C

y x C C C

y x C C C

j
j

j- -

ì =ïïïï ¢ ¢=ïïíïïïï =ïïî









.

25.3.3. Задача Коши для ОДУ-n: нахождение такого 
решения, которое удовлетворяет начальным усло-
виям 0 0( )y x y= , 

0 0( )y x y¢ ¢= , …, ( 1) ( 1)
0 0( )n ny x y- -= . 

Решение задачи Коши — частное решение.
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25 .4 . Обыкновенные дифференциальные 
уравнения n-го порядка, допускающие 
понижение порядка

25.4.1. Уравнение вида ( ) ( )ny f x= . Метод реше-
ния: последовательное интегрирование.
25.4.2. Уравнение вида ( ) ( 1) ( )( , , , , ) 0k k nF x y y y+ = . 
Метод решения: замена переменной по формулам 

( ) ( 1) ( ) ( )( ) , , ,k k n k nz x y z y z y+ -¢= = =  понижает 
порядок уравнения на k.
25.4.3. Уравнение вида ( )( , , , ) 0nF y y y¢ =

. Ме-
тод решения: замена переменных по формулам 

2 2( ) , , ( )z y y y z z y z z z z¢ ¢¢ ¢ ¢¢¢ ¢¢ ¢= = = +  и т. д. по-
нижает порядок уравнения на 1.

25 .5 . Линейные обыкновенные 
дифференциальные уравнения 
n-го порядка

25.5.1. Линейное ОДУ-n:

( ) ( 1)
1 1( ) ( ) ( ) ( )n n

n ny a x y a x y a x y f x-
-

¢+ + + + = ,  
где ( )ia x  при 1,2, ,i n= 

, f(x) — заданные 
функции.
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Линейное ОДУ-n — однородное, если f(x) = 0; 
в противном случае — неоднородное.
25.5.2. Общее решение линейного однородного 
ОДУ-n:

1 1 2 2 n ny C y C y C y= + + + .

Здесь ( )i iy y x=  при 1,2, ,i n=   — фундамен-
тальная система решений (ФСР), то есть n реше-
ний линейного однородного ОДУ-n, удовлетворя-
ющих условию линейной независимости:

1 1 2 2

1 2

0

0.
n n

n

C y C y C y

C C C

+ + + = Û

Û = = = =





25.5.3. Общее решение линейного неоднородного 
ОДУ-n:

1 1 2 2 n ny C y C y C y y= + + + + 

 .

Здесь ( )y y x=   — частное решение неоднородного 
ОДУ-n.
25.5.4. Линейное ОДУ-n с постоянными коэффи-
циентами:

( ) ( 1)
1 1 ( )n n

n ny a y a y a y f x-
-

¢+ + + + = .

Здесь ia  при 1,2, ,i n= 

 — заданные числа.



25. Обыкновенные дифференциальные уравнения 281

25.5.5. Характеристическое уравнение для ли-
нейного однородного ОДУ-n с постоянными ко-
эффициентами: 

1
1 1 0n n

n na a al l l-
-+ + + + =

.

25.5.6. Решения линейного однородного ОДУ-n 
в зависимости от корней характеристического 
уравнения:

Корни характери-
стического урав-
нения

Решения

l  — действи-
тельный простой 
корень

xel

l  — действитель-
ный корень крат-
ности r

2 1, , , ,x x x r xe xe x e x el l l l-


a bi±  — простые 
корни

cos , sinax axe bx e bx

a bi±  — корни 
кратности r

1

1

cos , cos , , cos ,

sin , sin , , sin

ax ax r ax

ax ax r ax

e bx xe bx x e bx

e bx xe bx x e bx

-

-





25.5.7. Вид частного решения y  линейного неодно-
родного ОДУ-n с постоянными коэффициентами 
в зависимости от вида его правой части ( )f x  
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иллюстрирует следующая таблица. Здесь ( )nP x ,  
( )mR x , ( )nS x  — заданные многочлены, ( )nQ x ,  

( )kU x , ( )kV x  — многочлены с неизвестными ко-
эффициентами; M, N — заданные числа, A, B — 
неизвестные числа:

Вид правой части Дополни-
тельное 
условие

Вид частного решения

( ) ( ) ax
nf x P x e= a  не 

является 
корнем 
характе-
ристи-
ческого 
уравне-
ния

( ) ax
ny Q x e=

( ) ( ) ax
nf x P x e= a  являет-

ся корнем 
характе-
ристи-
ческого 
уравне-
ния крат-
ности r

( ) r ax
ny Q x x e=
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Вид правой части Дополни-
тельное 
условие

Вид частного решения

( ) ( cos

sin )

axf x e M bx

N bx

= +
+

a bi±  не 
являются 
корнями 
характе-
ристи-
ческого 
уравне-
ния

( cos

sin )

axy e A bx

B bx

= +
+



( ) ( cos

sin )

axf x e M bx

N bx

= +
+

a bi±  — 
корни 
характе-
ристи-
ческого 
уравне-
ния крат-
ности r

( cos

sin )

r axy x e A bx

B bx

= +
+



( ) ( ( ) cos

( ) sin )

ax
m

n

f x e R x bx

S x bx

= +

+

a bi±  не 
являются 
корнями 
характе-
ристи-
ческого 
уравне-
ния

( ( ) cosax
ky e U x bx= +

( ) sin )kV x bx+ , где 

max( , )k m n=

Продолжение 
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Вид правой части Дополни-
тельное 
условие

Вид частного решения

( ) ( ( ) cos

( ) sin )

ax
m

n

f x e R x bx

S x bx

= +

+

a bi±  — 
корни 
характе-
ристи-
ческого 
уравне-
ния крат-
ности r

( ( ) cosr ax
ky x e U x bx= +

( ) sin )kV x bx+ , где 
max( , )k m n=

25 .6 . Система обыкновенных 
дифференциальных уравнений первого 
порядка

25.6.1. Система ОДУ-1 в нормальной форме:

1 1 1 2

2 2 1 2

1 2

( , , , )

( , , , )

( , , , )

n

n

n n n

y f x y y y

y f x y y y

y f x y y y

ì ¢ =ïïïï ¢ =ïïíïïïï ¢ =ïïî









.

(Продолжение)
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Здесь x — независимая переменная, ( )i iy y x=  при 

1,2, ,i n=   — неизвестные функции, ( )i iy y x¢ ¢=  

при 1,2, ,i n=   — их производные.
25.6.2. Решение системы ОДУ-1: n дифферен-
цируемых функций 1 1( )y xj= , 2 2( )y xj= , …,

( )n ny xj= , удовлетворяющих системе.
25.6.3. Общее решение ОДУ-1:

1 1 1 2

2 2 1 2

1 2

( , , , )

( , , , )

( , , , )

n

n

n n n

y x C C C

y x C C C

y x C C C

j
j

j

ì =ïïïï =ïïíïïïï =ïïî









.

Эта система n функций должна являться решени-
ем при любых значениях 1 2, , , nC C C  и быть одно-

значно разрешимой относительно 1 2, , , nC C C .



286 Краткий справочник по математике для абитуриентов и студентов

25 .7 . Система линейных однородных 
дифференциальных уравнений первого 
порядка

25.7.1. Система линейных однородных ОДУ-1 с по-
стоянными коэффициентами:

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n n nn n

y a y a y a y

y a y a y a y

y a y a y a y

ì ¢ = + + +ïïïï ¢ = + + +ïïíïïïï ¢ = + + +ïïî





   



.

25.7.2. Матричная форма системы линейных одно-
родных ОДУ-1 с постоянными коэффициентами: 
Y AY¢ = . Здесь:

1

2

n

y

y
Y

y

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷= ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø



, 

1

2

n

y

y
Y

y

æ ö¢÷ç ÷ç ÷ç ÷¢ç ÷ç ÷¢ = ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ¢è ø



, 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷= ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø





  




.
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25.7.3. Общее решение системы линейных одно-
родных ОДУ-1 с постоянными коэффициентами 
в случае, когда все собственные числа матрицы A 
действительные и разные:

1 2
1 1 2 2

nx x x
n nY C e C e C el l l= G + G + + G .

Здесь il  — собственные числа матрицы A, iG  — 
ненулевые собственные векторы матрицы A: 

i i iA lG = G  ( 1,2, ,i n=  ).



26 . Теория функций 
комплексной переменной

26 .1 . Функция комплексной переменной

26.1.1. Если каждому комплексному числу 
z x iy= + , принадлежащему области D, ставится 
в соответствие одно или несколько комплексных 
чисел w u iv= + , то говорят, что в области D 
задана функция комплексной переменной (ФКП) 

( ) ( , ) ( , )w f z u x y iv x y= = + ; ( , )u u x y=  — дей-

ствительная, ( , )v v x y=  — мнимая части ФКП.
26.1.2. Основные функции комплексной пере-
менной:

1) (cos sin )z xe e y i y= + ;

2) sin sin ch cos sh
2

iz ize e
z x y i x y

i

--
= = + ;

3) cos cos ch sin sh
2

iz ize e
z x y i x y

-+
= = - ;
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4) sh sh cos ch sin
2

z ze e
z x y i x y

--
= = + ;

5) ch ch cos sh sin
2

z ze e
z x y i x y

-+
= = + ;

6) Ln ln (arg 2 )z z i z np= + + , n Î  Z, z  — мо-

дуль, arg z  — аргумент комплексной пере-
менной z.

Пример: Найдите ii . Преобразуем выражение: 
(ln (arg 2 ))Ln i i i i ni i ii e e p+ += = . 

Поскольку ln ln1 0i = = , arg
2

i
p

= ,  

то ( )2 ( 2) 2 ( 2) 2i ni ni e ep p p p+ - -= = , n Î  Z.

26 .2 . Дифференцируемость функции 
комплексной переменной

26 . 2 . 1 .  Прои з в одная  ФКП — пред ел 

0

( ) ( )
lim

z

f z z f z
zD ®

+D -
D

, где z x i yD =D + D  — при-

ращение аргумента. 



290 Краткий справочник по математике для абитуриентов и студентов

Обозначение производной: ( )
dw

f z
dz

¢ = . Если этот 

предел существует, то ФКП f(z) дифференцируема 
в точке z.
26.2.2. Необходимое и достаточное условие диф-
ференцируемости ФКП в точке: для того чтобы 
ФКП ( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y= +  была дифферен-
цируема в точке z x iy= + , необходимо и до-
статочно, чтобы функции u(x, y) и v(x, y) были 
дифференцируемы в точке M(x, y) и удовлетворя-

ли в этой точке условиям Коши-Римана 
u v
x y

¶ ¶
=

¶ ¶
  

и 
u v
y x

¶ ¶
=-

¶ ¶
.

26.2.3. При выполнении условий Коши-Римана 
производная ФКП:

( )

.

u v v v
f z i i

x x y x

v u u u
i i

y y x y

¶ ¶ ¶ ¶¢ = + = + =
¶ ¶ ¶ ¶

¶ ¶ ¶ ¶
= - = -

¶ ¶ ¶ ¶

26.2.4. Действительная u(x, y) и мнимая v(x, y) 
части дифференцируемой ФКП f(z) — гармони-
ческие функции.
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26.2.5. Для нахождения производной ФКП f(z) 
применяются те же приемы, что и для нахожде-
ния производной функции действительной пере-
менной f(x).
26.2.6. ФКП f(z) — регулярная (аналитическая) 
в точке z0, если она однозначна и дифференциру-
ема в некотором круге 00 z z R< - <  с центром 
в точке z0.
Пример. Найдите ( )f z¢  в точке 0z ip= , если 

2( ) zf z z e-= . 2( ) 2 (2 )z z zf z ze z e ze z- - -¢ = - = - ;

( ) ( ) 2
0( ) 2 2 2if z ie i i i ipp p p p p p-¢ = - =- - =- - .

26 .3 . Интеграл от функции комплексной 
переменной

26.3.1. Интеграл от ФКП ( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y= +  
по кривой AB:

= - +ò ò( ) ( , ) ( , )
AB AB

f z dz u x y dx v x y dy

+ +ò ( , ) ( , )
AB

i u x y dy v x y dx .
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26.3.2. Свойства: 

1) ( ) ( )
AB BA

f z dz f z dz=-ò ò ;

2) ( )( ) ( ) ( ) ( )
AB AB AB

pf z qg z dz p f z dz q g z dz+ = +ò ò ò , 

,p q Î  R;
3) AB AC CB= 

( ) ( ) ( )
AB AC CB

f z dz f z dz f z dzÞ = +ò ò ò .

26.3.3. Вычисление интеграла от ФКП:

1) если кривая AB задана уравнением ( )y xj= ,  
то (здесь a и b — абсциссы точек A и B соот-
ветственно):

( )( ) ( , ( )) ( , ( )) ( )
b

AB a

f z dz u x x v x x x dxj j j¢= - +ò ò

( )( , ( )) ( ) ( , ( ))
b

a

i u x x x v x x dxj j j¢+ +ò ;

2) если кривая AB задана параметрически 
( )x tj= , ( )y ty= , то (здесь t1 и t2 — значения 

параметра t, соответствующие точкам A и B): 
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( )
2

1

( ) ( ( ), ( )) ( ) ( ( ), ( )) ( )
t

AB t

f z dz u t t t v t t t dtj y j j y y¢ ¢= - +ò ò

( )
2

1

( ( ), ( )) ( ) ( ( ), ( )) ( )
t

t

i u t t t v t t t dtj y y j y j¢ ¢+ +ò ;

3) если кривая AB — дуга окружности iz Rej= ,  
где R = const, то (здесь 1j  и 2j  — значения 
угла j , соответствующие точкам A и B):

2

1

( ) ( )i i

AB

f z dz Ri f Re e d
j

j j

j

j=ò ò .

26 .4 . Ряд Лорана для функции 
комплексной переменной

26.4.1. Ряд Лорана для ФКП f(z) в окрестности 
точки z0:

- -+ + + +
--

+ + - + + - +

 



 



1

00

0 1 0 0

( )

( ) ( )

m
m

главная часть

n
n

регулярная часть

a a

z zz z

a a z z a z z =
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=
1

0 0
0

( ) ( )m n
m n

m n

a z z a z z
- ¥

=-¥ =

- + -å å .

Область сходимости — кольцо 0r z z R< - < .
2 6 . 4 . 2 .  Коэффициенты  р яд а  Лорана : 

1
0

1 ( )
2 ( )n n

l

f z dz
a

i z zp +
=

-ò , где n Î  Z, l — окружность 

с центром в точке z0 и радиусом rl, удовлетворя-
ющим неравенству r < rl < R.

26 .5 . Изолированные особые точки 
функции комплексной переменной

26.5.1. Точка z0 — изолированная особая точка 
ФКП f(z), если f(z) регулярна в некотором круге 

00 z z R< - <  с центром в точке z0, но нерегуляр-
на в самой точке z0.
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26.5.2. Классификация изолированных особых 
точек:

№ Тип особой точки Признак особой точки

1 z0 — устранимая 
особая точка, если 
предел 

0

lim ( )
z z

f z
®

 

конечен

z0 — устранимая Û  ряд Лорана 
для f(z) в окрестности z0 не содер-
жит главной части, то есть имеет 

вид 0
0

( )n
n

n

a z z
¥

=

-å

2 z0 — полюс, если 

0

lim ( )
z z

f z
®

=¥ ; 

порядок полюса — 
кратность корня z0 
функции (f(z))–1

z0 — полюс порядка k Û  главная 
часть ряда Лорана для f(z) 
в окрестности z0  содержит конеч-
ное число членов, то есть имеет 

вид 
1

0( )n
n

n k

a z z
-

=-

-å , где 0ka- ¹

3 z0 — существенно 
особая точка, если 

0

lim ( )
z z

f z
®

 не суще-

ствует

z0 — существенно особая точка 
Û  главная часть ряда Лорана 
для f(z) в окрестности z0 содержит 
бесконечное множество членов, 

то есть имеет вид 
1

0( )m
m

m

a z z
-

=-¥

-å
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26 .6 . Вычеты функции комплексной 
переменной . Теорема Коши о вычетах

26.6.1. Вычет ФКП f(z) в точке z0 — коэффициент 
a–1 ее ряда Лорана в окрестности точки z0. Обо-
значение: 0res ( )f z .
26.6.2. Вычисление вычетов в изолированных осо-
бых точках:

№ Тип особой точки Вычисление вычета

1 z0 — устранимая 
особая точка

0res ( )f z  = 0

2 z0 — простой 
полюс (полюс 
порядка 1)

0
0 0res ( ) lim ( )( )

z z
f z f z z z

®
= - ;  

если ( )
( )

( )
z

f z
z

j
y

= , 0( ) 0zj ¹ ,  

то 0
0

0

( )
res ( )

( )
z

f z
z

j
y

=
¢

3 z0 — полюс по-
рядка k ( )

0

0

1
0

1

res ( )

( )( )1
lim

( 1)!

k k

kz z

f z

d f z z z

k dz

-

-®

=

-
= ×

-

4 z0 — существен-
но особая точка

0res ( )f z  находится непосредствен-
но из разложения функции f(z) 
в ряд Лорана
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26.6.3. Теорема Коши о вычетах: если ФКП f(z) 
регулярна в замкнутой области D всюду, за ис-
ключением конечного числа точек 1 2, , , nz z z , 
то интеграл от нее по границе L области D в по-
ложительном направлении равен произведению 
2 ip  на сумму вычетов в точках 1 2, , , nz z z :

1

( ) 2 res ( )
n

m
mL

f z dz i f zp
=

= åò .

Пример: По теореме Коши о вычетах вычислите 

3

2 1
( 2 )

L

z
dz

z z i
-
-ò , где L — окружность 2 1z i- =  

(рис. 26.1), обход которой происходит в положи-
тельном направлении (круг остается слева).

Рис . 26 .1

Изолированные особые точки подынтегральной 
функции: z1 = 0, z2 = 2i.
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Точка z1= 0 не принадлежит кругу, точка z2 = 2i 
принадлежит. Точка z2 = 2i — полюс третьего по-
рядка, так как является корнем кратности 3 зна-
менателя. Вычет в этой точке:

( )

®

-

®

¢¢æ ö- ÷ç ÷= - =ç ÷ç ÷ç -è ø

¢¢= - =

3
32

1

2

1 2 1
res (2 ) lim ( 2 )

2! ( 2 )

1
lim 2

2!

z i

z i

z
f i z i

z z i

z

( ) ( )2 3

2 2

1 1
lim lim 2

2! 2! 8z i z i

i
z z- -

® ®

¢= = - =- .

Интеграл равен:

3

2 1
2

8 4( 2 )
L

z i
dz i

z z i
p

p
æ ö- ÷ç= - =÷ç ÷÷çè ø-ò .



27 . Теория вероятностей

27 .1 . События и операции с ними

27.1.1. Случайный опыт — опыт, который может 
закончиться любым результатом, принадлежащим 
некоторому множеству, но предугадать результат 
до опыта невозможно.
27.1.2. Элементарные события, или исходы слу-
чайного опыта, — результаты опыта, взаимно 
исключающие друг друга. Обозначение: w , iw . 
Множество всех исходов — пространство элемен-
тарных событий. Обозначение: W .
27.1.3. Событие A — подмножество (часть множе-
ства) пространства W .
27.1.4. Событие, противоположное событию A, — 
событие, содержащее все исходы, не входящие 
в событие A (рис. 27.1). Обозначение: A .

Рис . 27 .1
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27.1.5. Событие B — следствие события A, если 
оно содержит все исходы события A (рис. 27.2). 
Обозначение: A BÌ .

Рис . 27 .2

27.1.6. Операции с событиями:
1) сумма событий A и B — событие C, содержащее 

все исходы события A и события B (рис. 27.3). 
Обозначение: C = A + B;

Рис . 27 .3

2) произведение событий A и B — событие C, со-
стоящее из всех исходов, входящих как в со-
бытие A, так и в событие B (рис. 27.4). Обо-
значение: C = AB;

Рис . 27 .4
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3) разность между событием A и событием B — 
событие C, состоящее из всех исходов, входя-
щих в событие A, но не входящих в событие B 
(рис. 27.5). Обозначение: C = A – B.

Рис . 27 .5

27.1.7. Достоверное событие — событие, содержа-
щее все исходы случайного опыта. Обозначение: 
W .
27.1.8. Невозможное событие — событие, не со-
держащее ни одного исхода случайного опыта 
(пустое множество). Обозначение: Æ .
27.1.9. Поле событий — множество F событий, 
удовлетворяющих условиям: 
1) FWÎ ; 

2) A F A FÎ Þ Î ; 

3) 1 2, , , ,n n
n

A A A F A FÎ Þ Îå  .

27.1 .10.  Множество событий 1 2, , , nA A A  
поля F образует полную группу событий, если 

( )i jA A i j=Æ ¹ , 
1

n

i
i

A
=

= Wå .
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27 .2 . Вероятность события

27.2.1. Вероятность события A поля F — функция 
P(A) событий поля, удовлетворяющая условиям: 
1) ( ) 1P W = ; 
2) ( ) 0P A ³ ; 

3)  ( )i i
i i

P A P A
æ ö÷ç =÷ç ÷ç ÷è øå å , если iA FÎ , 

( )i jA A i j=Æ ¹ , i, j = 1, 2, …, n, … 
27.2.2. Основные свойства:

1) 0 ( ) 1P A£ £ ;
2) ( ) 0P Æ = ;
3) ( ) ( )A B P A P BÌ Þ £ ;
4) ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P AB+ = + - .
27.2.3. Классическое определение вероятности: если 
пространство элементарных событий W  состоит 
из конечного множества равновозможных исходов 

1 2, , , nw w w , то вероятность события A равна 
отношению числа m(A) исходов, благоприятствую-
щих событию A, к общему числу n исходов опыта:

( )
( )

m A
P A

n
= .
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Пример: В фирме трудятся 8 человек — 5 женщин 
и 3 мужчины. Три человека, выбранные наугад, 
отправляются в командировку. Найдите вероят-
ности следующих событий:
1) среди выбранных все 3 — женщины,
2) среди выбранных — 2 женщины и 1 мужчина,
3) среди выбранных — 1 женщина и 2 мужчины,
4) среди выбранных все 3 — мужчины.
Общее число исходов опыта — число n способов, 
которыми можно выбрать 3 человек из 8:

3
8

8!
56

5!3!
n C= = = .

Число исходов, благоприятствующих первому со-
бытию, — это число способов выбора 3 женщин 
из 5:

3
1 5

5!
10

2!3!
m C= = = .

Тогда 1

10 5
56 28

P = = .

Число исходов, благоприятствующих второму со-
бытию, — это число способов выбора 2 женщин 
из 5, умноженное на число выбора 1 мужчины 
из 3:
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2 1
2 5 3

5! 3!
10 3 30

3!2! 1!2!
m C C= = × = × = .

Тогда 2

30 15
56 28

P = = .

Число исходов, благоприятствующих третьему 
событию, вычисляется аналогично предыдущему:

1 2
3 5 3

5! 3!
5 3 15

4!1! 1!2!
m C C= = × = × = .

Тогда 
3

15
56

P = .

Число исходов, благоприятствующих четвертому 

событию, равно 3
4 3 1m C= = , тогда 4

1
56

P = .

27.2.4. Геометрическое определение вероятности: 
если пространство элементарных событий изо-
бражается областью конечной меры и события, 
изображаемые областями одинаковой меры, равно-
возможны, то вероятность события A равна отно-
шению меры области, изображающей событие A, 
к мере пространства элементарных событий W :

( )
( )

( )
mes A

P A
mes

=
W

.
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Здесь ( )mes A  — мера области, изображающей 
событие A. Под мерой области в данном случае 
подразумевается:
1) длина, если W  — кривая на плоскости или 

в пространстве;
2) площадь, если W  — плоская область или по-

верхность;
3) объем, если W  — пространственная область.

27 .3 . Условные вероятности . Формулы 
полной вероятности и Байеса

27.3.1. Условная вероятность события A при усло-
вии, что произошло событие B:

( )
( )

( )
P AB

P A B
P B

=  при ( ) 0P B > .

27.3.2. Теорема умножения вероятностей двух со-
бытий: ( ) ( ) ( )P AB P A P B A= .
Теорема умножения вероятностей n событий:

-

=

=



 

1 2

1 2 1 1 2 1

( )

( ) ( ) ( )
n

n n

P A A A

P A P A A P A A A A .



306 Краткий справочник по математике для абитуриентов и студентов

27.3.3. Формула полной вероятности: 

1

( ) ( ) ( )
n

i i
i

P A P A H P H
=

=å .

Здесь Hi при i = 1, 2, …, n — гипотезы, сопутству-
ющие событию A (события, образующие полную 
группу).
27.3.4. Формула Байеса (формула апостериорных 
вероятностей гипотез):

1

( ) ( )
( )

( ) ( )

k k
k n

i i
i

P A H P H
P H A

P A H P H
=

=

å
, k = 1, 2, …, n.

27 .4 . Дискретные случайные величины

27.4.1. Дискретная случайная величина (ДСВ) — 
числовая функция ( )X X w= , заданная на про-
странстве W  элементарных событий и прини-
мающая на этом пространстве изолированные 
значения: x1, x2, …, xn, … .
27.4.2. Закон распределения ДСВ:

P(xi) = pi, причем 1i
i

p =å .
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27.4.3. Функция распределения ДСВ:

( ) ( )F x P X x= < .

Для ДСВ эта функция разрывна.
27.4.4. Числовые характеристики ДСВ:
1) математическое ожидание: 

( ) x i i
i

M X m x p= =å ;

2) дисперсия: 2

2

( ) ( ( ))

( ) ;
x

i x i
i

D X d M X M X

x m p

= = - =

= -å
3) среднее квадратическое отклонение: 

( ) ( )xX D Xs s= = .

27 .5 . Некоторые законы распределения 
дискретных случайных величин

27.5.1. Биномиальный закон распределения. Если 
проводится серия n независимых опытов, в каж-
дом из которых событие A происходит с одной 
и той же вероятностью p, то вероятность того, 
что событие A произойдет в данной серии m раз:

( ) m m n m
nP X m C p q -= = , 0,1,2, ,m n=  , q = 1 – p.
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Математическое ожидание: M(X) = np; дисперсия: 
D(X) = npq; среднее квадратическое отклонение: 

( )X npqs = .

27.5.2. Закон распределения Пуассона:

( )
!

m aa e
P X m

m

-

= = , m = 0, 1, 2, …, 

Математическое ожидание: M(X) = a; дисперсия: 
D(X) = a; среднее квадратическое отклонение: 

( )X as = .

27 .6 . Непрерывные случайные величины

27.6.1. Непрерывная случайная величина (НСВ) — 
числовая функция ( )X X w= , заданная на про-
странстве W  элементарных событий и принима-
ющая на этом пространстве такие значения, что 
вероятность каждого из них равна нулю. Часто все 
значения НСВ заполняют некоторый промежуток 
числовой оси, например (a; b), 
[a; b] или ( ; )-¥ +¥ .



27. Теория вероятностей 309

27.6.2. Функция распределения НСВ:
( ) ( )F x P X x= < . Для НСВ эта функция непре-

рывна.
27.6.3. Плотность вероятности f(x) НСВ:

( ) ( )f x F x¢= . При этом ( ) ( )
x

F x f t dt
-¥

= ò .

27.6.4. Числовые характеристики НСВ:
1) математическое ожидание:

( ) ( )xM X m xf x dx
+¥

-¥

= = ò ,

2) дисперсия: 2

2

( ) ( ( ))

( ) ( ) ;

x

x

D X d M X M X

x m f x dx
+¥

-¥

= = - =

= -ò
3) среднее квадратическое отклонение: 

( ) ( )xX D Xs s= = .

27 .7 . Некоторые законы распределения 
непрерывных случайных величин

27.7.1. Равномерный закон распределения НСВ 
(рис. 27.6, а):
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1
при [ ; ]

( )
0 при [ ; ]

x a b
f x b a

x a b

ìïï Îï= -íïï Ïïî

.

а б

Рис . 27 .6

Функция распределения (рис. 27.6, б): 

0 при

( ) при

1 при

x a

x a
F x a x b

b a
x b

ì <ïïïï -ï= £ £íï -ïïï >ïî

.

Математическое ожидание: ( )
2

a b
M X

+
= ; дис-

персия: 
2( )

( )
12

b a
D X

-
= ; среднее квадратическое 

отклонение: 
3( )

( )
6
b a

Xs
-

= .
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27.7.2. Показательный закон распределения 
(рис. 27.7а):

0 при  0
( )

при 0x

x
f x

e xll -

ì <ïï= íï ³ïî
.

а б

Рис . 27 .7

Функция распределения (рис. 27.7, б):

0 при  0
( )

1 при 0x

x
F x

e xl-

ì <ïï= íï - ³ïî
.

Математическое ожидание: 
1

( )M X
l

= ; дисперсия: 

2

1
( )D X

l
= ; среднее квадратическое отклонение: 

1
( )Xs

l
= .
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27.7.3. Нормальный закон распределения 
(рис. 27.8, а):

2

2

( )

21
( )

2

x m

f x e s

ps

-
-

= .

а б

Рис . 27 .8

Функция распределения (рис. 27.8, б):
2

2

( )

21 1
( )

22

x t m x m
F x e dts

sps

-
-

-¥

æ ö- ÷ç= = +F ÷ç ÷÷çè øò .

Здесь 
2

2

0

1
( )

2

x t

x e dt
p

-
F = ò  — функция Лапласа, 

значения которой обычно задаются таблицей.
Математическое ожидание: ( )M X m= ; дисперсия: 

2( )D X s= ; среднее квадратическое отклонение: 

( )Xs s= .
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